Google 


This  is  a  digital  copy  of  a  book  that  was  preserved  for  generations  on  library  shelves  before  it  was  carefully  scanned  by  Google  as  part  of  a  project 
to  make  the  world's  books  discoverable  online. 

It  has  survived  long  enough  for  the  Copyright  to  expire  and  the  book  to  enter  the  public  domain.  A  public  domain  book  is  one  that  was  never  subject 
to  Copyright  or  whose  legal  Copyright  term  has  expired.  Whether  a  book  is  in  the  public  domain  may  vary  country  to  country.  Public  domain  books 
are  our  gateways  to  the  past,  representing  a  wealth  of  history,  culture  and  knowledge  that's  offen  difficult  to  discover. 

Marks,  notations  and  other  marginalia  present  in  the  original  volume  will  appear  in  this  file  -  a  reminder  of  this  book's  long  journey  from  the 
publisher  to  a  library  and  finally  to  you. 

Usage  guidelines 

Google  is  proud  to  partner  with  libraries  to  digitize  public  domain  materials  and  make  them  widely  accessible.  Public  domain  books  belong  to  the 
public  and  we  are  merely  their  custodians.  Nevertheless,  this  work  is  expensive,  so  in  order  to  keep  providing  this  resource,  we  have  taken  Steps  to 
prevent  abuse  by  commercial  parties,  including  placing  technical  restrictions  on  automated  querying. 

We  also  ask  that  you: 

+  Make  non-commercial  use  ofthe  files  We  designed  Google  Book  Search  for  use  by  individuals,  and  we  request  that  you  use  these  files  for 
personal,  non-commercial  purposes. 

+  Refrain  from  automated  querying  Do  not  send  automated  queries  of  any  sort  to  Google's  System:  If  you  are  conducting  research  on  machine 
translation,  optical  character  recognition  or  other  areas  where  access  to  a  large  amount  of  text  is  helpful,  please  contact  us.  We  encourage  the 
use  of  public  domain  materials  for  these  purposes  and  may  be  able  to  help. 

+  Maintain  attribution  The  Google  "watermark"  you  see  on  each  file  is  essential  for  informing  people  about  this  project  and  helping  them  find 
additional  materials  through  Google  Book  Search.  Please  do  not  remove  it. 

+  Keep  it  legal  Whatever  your  use,  remember  that  you  are  responsible  for  ensuring  that  what  you  are  doing  is  legal.  Do  not  assume  that  just 
because  we  believe  a  book  is  in  the  public  domain  for  users  in  the  United  States,  that  the  work  is  also  in  the  public  domain  for  users  in  other 
countries.  Whether  a  book  is  still  in  Copyright  varies  from  country  to  country,  and  we  can't  offer  guidance  on  whether  any  specific  use  of 
any  specific  book  is  allowed.  Please  do  not  assume  that  a  book's  appearance  in  Google  Book  Search  means  it  can  be  used  in  any  manner 
any  where  in  the  world.  Copyright  infringement  liability  can  be  quite  severe. 

About  Google  Book  Search 

Google's  mission  is  to  organize  the  world's  Information  and  to  make  it  universally  accessible  and  useful.  Google  Book  Search  helps  readers 
discover  the  world's  books  while  helping  authors  and  publishers  reach  new  audiences.  You  can  search  through  the  füll  text  of  this  book  on  the  web 


at|  http: //books.  google,  com/ 


Google 


über  dieses  Buch 

Dies  ist  ein  digitales  Exemplar  eines  Buches,  das  seit  Generationen  in  den  Regalen  der  Bibliotheken  aufbewahrt  wurde,  bevor  es  von  Google  im 
Rahmen  eines  Projekts,  mit  dem  die  Bücher  dieser  Welt  online  verfügbar  gemacht  werden  sollen,  sorgfältig  gescannt  wurde. 

Das  Buch  hat  das  Urheberrecht  überdauert  und  kann  nun  öffentlich  zugänglich  gemacht  werden.  Ein  öffentlich  zugängliches  Buch  ist  ein  Buch, 
das  niemals  Urheberrechten  unterlag  oder  bei  dem  die  Schutzfrist  des  Urheberrechts  abgelaufen  ist.  Ob  ein  Buch  öffentlich  zugänglich  ist,  kann 
von  Land  zu  Land  unterschiedlich  sein.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  sind  unser  Tor  zur  Vergangenheit  und  stellen  ein  geschichtliches,  kulturelles 
und  wissenschaftliches  Vermögen  dar,  das  häufig  nur  schwierig  zu  entdecken  ist. 

Gebrauchsspuren,  Anmerkungen  und  andere  Randbemerkungen,  die  im  Originalband  enthalten  sind,  finden  sich  auch  in  dieser  Datei  -  eine  Erin- 
nerung an  die  lange  Reise,  die  das  Buch  vom  Verleger  zu  einer  Bibliothek  und  weiter  zu  Ihnen  hinter  sich  gebracht  hat. 

Nutzungsrichtlinien 

Google  ist  stolz,  mit  Bibliotheken  in  partnerschaftlicher  Zusammenarbeit  öffentlich  zugängliches  Material  zu  digitalisieren  und  einer  breiten  Masse 
zugänglich  zu  machen.  Öffentlich  zugängliche  Bücher  gehören  der  Öffentlichkeit,  und  wir  sind  nur  ihre  Hüter.  Nichtsdestotrotz  ist  diese 
Arbeit  kostspielig.  Um  diese  Ressource  weiterhin  zur  Verfügung  stellen  zu  können,  haben  wir  Schritte  unternommen,  um  den  Missbrauch  durch 
kommerzielle  Parteien  zu  verhindern.  Dazu  gehören  technische  Einschränkungen  für  automatisierte  Abfragen. 

Wir  bitten  Sie  um  Einhaltung  folgender  Richtlinien: 

+  Nutzung  der  Dateien  zu  nichtkommerziellen  Zwecken  Wir  haben  Google  Buchsuche  für  Endanwender  konzipiert  und  möchten,  dass  Sie  diese 
Dateien  nur  für  persönliche,  nichtkommerzielle  Zwecke  verwenden. 

+  Keine  automatisierten  Abfragen  Senden  Sie  keine  automatisierten  Abfragen  irgendwelcher  Art  an  das  Google-System.  Wenn  Sie  Recherchen 
über  maschinelle  Übersetzung,  optische  Zeichenerkennung  oder  andere  Bereiche  durchführen,  in  denen  der  Zugang  zu  Text  in  großen  Mengen 
nützlich  ist,  wenden  Sie  sich  bitte  an  uns.  Wir  fördern  die  Nutzung  des  öffentlich  zugänglichen  Materials  für  diese  Zwecke  und  können  Ihnen 
unter  Umständen  helfen. 

+  Beibehaltung  von  Google-Markenelementen  Das  "Wasserzeichen"  von  Google,  das  Sie  in  jeder  Datei  finden,  ist  wichtig  zur  Information  über 
dieses  Projekt  und  hilft  den  Anwendern  weiteres  Material  über  Google  Buchsuche  zu  finden.  Bitte  entfernen  Sie  das  Wasserzeichen  nicht. 

+  Bewegen  Sie  sich  innerhalb  der  Legalität  Unabhängig  von  Ihrem  Verwendungszweck  müssen  Sie  sich  Ihrer  Verantwortung  bewusst  sein, 
sicherzustellen,  dass  Ihre  Nutzung  legal  ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  ein  Buch,  das  nach  unserem  Dafürhalten  für  Nutzer  in  den  USA 
öffentlich  zugänglich  ist,  auch  für  Nutzer  in  anderen  Ländern  öffentlich  zugänglich  ist.  Ob  ein  Buch  noch  dem  Urheberrecht  unterliegt,  ist 
von  Land  zu  Land  verschieden.  Wir  können  keine  Beratung  leisten,  ob  eine  bestimmte  Nutzung  eines  bestimmten  Buches  gesetzlich  zulässig 
ist.  Gehen  Sie  nicht  davon  aus,  dass  das  Erscheinen  eines  Buchs  in  Google  Buchsuche  bedeutet,  dass  es  in  jeder  Form  und  überall  auf  der 
Welt  verwendet  werden  kann.   Eine  Urheberrechtsverletzung  kann  schwerwiegende  Folgen  haben. 

Über  Google  Buchsuche 

Das  Ziel  von  Google  besteht  darin,  die  weltweiten  Informationen  zu  organisieren  und  allgemein  nutzbar  und  zugänglich  zu  machen.  Google 
Buchsuche  hilft  Lesern  dabei,  die  Bücher  dieser  Welt  zu  entdecken,  und  unterstützt  Autoren  und  Verleger  dabei,  neue  Zielgruppen  zu  erreichen. 


Den  gesamten  Buchtext  können  Sie  im  Internet  unter  http  :  //books  .  google  .  com  durchsuchen 


Zeitschrift 


für 


Mathematik  und  Physik 

herausgegeben 
unter  der  Terantwortlichen  Kedaction 

TOD 

Dr.  O.  Schlömiloh,  Dr.  E.  Kahl 

und 

Dr.  M.  Cantor. 


XXZVH.  Jahrgang. 


Hit  in  den  Toxt  gedruckten  Fignreu  und  neun  Uthogntphliten  Tafeln. 


Leipzig, 

Verlag  von  B.  G.  Teubner. 

1892. 


19294S 


»reck  von  B.  O.  Tenbner  ii,  Dre,den. 


Inhalt. 


Arithmetik  und  ABalysii.  Seit« 

Ueber  die  Gleichung  «P  +  yP  =  zP,    Anonym 57 

Kriterien  der  TheUbarkeit  dekadischer  Zahlen.     Von  Ot.  Bpeokmaim  und 

H.  van  Dorsten 69 

Ueber  die  GrOssenfolge  einer  Reihe  von  Mittelwerthen.  Von  H.  Bronn  .  .  60 
Kriterien  der  TheUbarkeit  der  Zahlen.  Von  K.  Haas  ....*....  63 
Berichtigung  (betr.  die  Gleichung  «p  +  yP  =  tf).  Von  Sohiimaoher  ...  64 
Ueber  eine  Methode  zur  Aufstellung  eines  TOllstündigcn  Systems 

blosser  Invarianten  beliebig  vieler  quadratischen  Formen 

jeder  Stufe.    Von  J.  Kleiber 7» 

Die  trinomische  und  quadrinomische  Gleichung  in  elementarer 

Behandlungßweise.    Von  Vf.  Heymann 90 

Kriterien  der  TheUbarkeit  dekadischer  Zahlen.  Von  O.  Speokmann  .  .  .  128 
Zum  Fundamentalsatz  über  die  Existenz  von  Integralen  partieller 

Differentialgleichungen.    Von  Ot.  Mie 161 

Schluss  der  Abhandlung 193 

Ueber  eine  neueMethode  zurEntwickelungderTheorie  der  Sigma- 

fnnctionen  mehrerer  Argumente.  Von  B.  Jahnke  ....  178 
Zu  der  Bemerkung  „Arithmetischer  Satz"  (in  Bd.  80,  S.  383).  Von  J.  Krau*  190 
Ueber  die  Kennzeichen  der  TheUbarkeit  dekadischer  Zahlen.    Von  H.  van 

Dorsten 192 

Ein  Satz  über  orthosymmetrische  und  verwandte  Determinanten 

aus    den    fundamentalen    symmetrischen    Functionen.     Von 

H.  Bmnn 2911 

Symbolische  Zahlen  und  Doppelzahlen.  Von  H.  Phillppoff.  .  .  .  298 
Nene  Grundlagen  einer  allgemeinen  Zahlenlehre.  Von  J.  Kraus  .  321 
V^erkürzt«  Recursionsformeln  fOr  die  BemouUi'schen  Zahlen.  Von  Ii.  BaalsohfttB  374 
Kriterien  der  TheUbarkeit  dekadischer  Zahlen.    Von  3.  DSrr 383 


Synthetisehe  nnd  analytlHCIie  Geometrie. 

Ueber  diejenigen  Berfihrungstransformationcn,  welche  das  Ver- 
hilltniss  der  Krümmungsmaasse  irgend  zwei  sich  berühren- 
der Flächen  im  Berührungspunkte  unverändert  lassen.    Von 

a.  Vlvantl 1 

Einige  Sätze  über  reguläre  Polygone.    Von  B.  Sporer 26 

Zwei  Sätze  über  coUineare  Ebenen.    Von  Beyel 69 

J.  Steiner's  Sätze  über  den  Schwerpunkt  der  gemeinschaftlichen 
Punkte  einer  Geraden  und  einer  algebraischen  Cnrve.    Von 

B.  Sporer 65 

Topologische  Betrachtungen.    Von  H.  Bronn 106 

Ueber  Tetraederpaare.    Von  P.  Muth 117 

Eine  Verallgemeinerung  des  Fythagoräischcn  Satzes.    Von  SohSnemann  .     .  127 
Ueber  die  geodätische  Krümmung  der  auf  einer  Fläche  gezogetwu  Cvvneu  wsvd 

ibrejleDdenui^beibeiiebigerTransformationderFVicbe.  "VoaB-HL^tasa».«  V*S> 


IV  Inhalt 

Seite 

Construction  einer  Tangente  in  einem  Punkte  einer  Curve  dritten  Grades.   Von 

B.  Bporer 191 

Kleine  Beiträge  zu  den  Anwendungen  der  Methoden  von  Grass- 
mann.   Von  B.  Mehmke 301 

Schnittpunkte  einer  Geraden  mit  einer  Gurre  2.  Ordnung  und  Tangenten  aus 

einem  Punkte.    Von  Beyel 316 

J.  Steiner's   Sätze  über   die  Mitten   der  Abschnitte,  welche  eine 

Curve  auf  einer  Geraden  bestimmt.    Von  B.  Sporer 340 

Zur  Theorie  des  Ganss'schen  Erfimmungsmaasses     Von  Buobb 378 

Ueber  einen  stereometrischen  Satz  von  Schlömilch.   Von  C.  HoBsfeld  .    .    .  382 

Klaematik  lud  Meeluuilk. 

Bewegung  eines  materiellen,  mit  Elektricitftt  geladenen  Theil- 
chens  unter  der  Einwirkung  eines  ruhenden  Centrums  bei 
Gültigkeit  des  Weber'schen  Gesetzes.    Von  B.  Bitter      ...      8 
Ueber  die  Kreisungspunkte  einer  complan  bewegten  Ebene.    Von 

M.  Orablar 35 

Berichtigung.    Von  M.  Grübler 192 

Ueber  die  Bewegung  eines  starren   ebenen  Systems   durch  fünf 

unendlich  benachbarte  Lagen.    Von  B.  MtUler 129 

Erweiterung  der  Gttldin'schen  Regel.    Von  B.  Biohter 172 

Construction  der  Burmester'schen  Punkte  für  ein  ebenes  Gelenk- 
Tiereck.    Von  B.  Müller 213 

Ein  Beitrag  zur  systematischen  Behandlung  der  ebenen  Bewegung 

starrer  Systeme.    Von  BodenberK 218 

Nachsatz  hierzu.    Von  demselben 311 

Ueber  das  Virial  der  Kräfte.    Von  N.  Pirogow 267 

Ueber  dieTripel  entsprechenderKrflmmnngsmittelpunkte,  welche 
bei  der  ebenen  Relativbewegung  dreier  starrer  Systeme  auf- 
treten.   Von  Bodenberg 366 

Fhyslk. 

Bemerkung  zu  einer  dioptrischen  Construction.    Von  Q.  Helm 128 

Ein  Widerspruch  in  Edlund's  Theorie  der  ElektriciUt.    Von  Buoaa      .    .    .126 

Die  kleinste  Ablenkung  im  Prisma.    Von  A.  Kurs 317 

Der  fragwürdige  dritte  Regenbogen.    Von  A.  Kvar» 318 


I.  .*.  .. 

Ueber  diejenigen  Berütarongstransfonnationen,  welche: 

das  Verhältniss  der  Krümmungsmaasse  irgend  zwei 

sich  berührender  Flächen  im  Berührungspunkte 

unverändert  lassen. 

Von 

G.  ViVANTI 
in  Hknta». 


1.  Herr  Dr.  B.  Mehmke  hat  bewiesen,*  dass  die  linearen  (projectiven) 
Transformationen  die  einzigen  Punkttransformationen  sind,  welche  das  Ver- 
hältniss der  zum  BerUhmngspunkte  gehörigen  Krflmmangsmaasse  irgend 
zwei  sich  berührender  Flächen  unverändert  lassen.  Dass  jene  Transforma- 
tionen auch  die  einzigen  Berührnngstransformationen  sind,  welchen  eine 
solche  Eigenschaft  zukommt,  wollen  wir  im  Folgenden  zeigen. 

3.  Es  werden  zwei  sich  berührende  Flächen  o,  3  durch  eine  Bertth- 
rungstransformation : 

X  =  X{x,y,e,p,q),    Y=Y{x,  y,  e,  p,  q),   Z=  Z{x,y,  e,p,  q), 
P  =  P{x,y,e,p,q),  '.Q=Q{x,y,e,p,q) 

in  ^bezw.  .£  ttbergefttbrt.  Bezeichnen  wir  durch  x,  y,  e,  p,  q  äio  Coordi- 
naten  des  den  zwei  Flächen  o,  ä  gemeinschaftlichen  Elementes ,  durch  r,  s,  t 
die  partiellen  Ableitungen  zweiter  Ordnung  von  e  nach  x  und  y  fttr  die 
Fläche  0,  durch  r,  s,  t  dieselben  Ableitungen  fUr  die  Fläche  ö.  Erwägt 
man ,  dass  die  Krümmungsmaasse  von  a  und  ä  im  Berührungspunkte  durch 

f  t  ^^  S  T  t  ^^  S 

-r— — ^-, — 575-  bezw.   rv- .    .  . — i^ä"  dargestellt  werden ,  so  ersieht  man ,  dass 

die  Transformation  1)  die  angegebene  Eigenschaft  dann  und  nur  dann  be- 
sitzt, wenn  die  Gleichung: 

■'  rt-8*~  BT-S^ 

stattfindet,  welches  auch  die  betrachteten  Flächen  sein  mögen. 


Diese  Zeitscbrift,  8.  S06  ügg. 

Zitfebrin  /.  Mathematik  u.  Pb/>fk  XXXVIf,  I. 


üeber  diejenigen  BerUfiVungstransforinationen  etc. 
, ,C'i-4 ' ~ 

Es  ist  nun  bekanntlich:^.  *'• 


wo:  .•,■••*•*•■ 

.     •ip"tff;jr)  =  F,2f,-fr,ir,  +  f(flpjr,-fljjr,) 

•  Setzt  man: 

'p,Q»-P»Qi  =  ''<    PpQ»-P»Qp  =  ß,   PiQp-PpQi  +  P,Q*-PiQ,  =  Y, 
PiQ,-PiQi-S,    PpQ,-P,Qp  =  t, 

Xj^g  — XjF,  =  A,    XpY^—X^Yp  =  fi,    XiTp  — Xp^i  +  X^Yj  — X,Y,  =  V, 
X,y,  —  XjY,  =  ^,     XpYq  —  XqYp=^a, 

,,  ^         „,  rt  —  8*  —  u,     rt—s*  =  ü, 

so  folgt  aas  2): 

ü^_  (tt  + ßr +  y s  +  it  +  tü){l  +  ii.r  +  vs  +  (ft+ au) 

«  ~(i  +  fir+vi  +  p<  +  tftt)(«  +  /Jr  +  ys+a<  +  eu) 
oder: 

u{u+itr+vs  +  gt  +  aü){a  +  ßr  +  Y^  +  ^^+f'") 
=  u{a+  ßr  +  YS+  dt+  dü)(l  + pr  +  •'»+ p< +  s«), 

eine  Gleichung,  welche  nach  r,  s,  t,  u,  r,  s,  t,  ü  identisch  bestehen  muss. 
Da  die  rechte  8eite  ü  als  Factor  enthalten  muss,  so  ist: 

3)  «==jS  =  y  =  ä  =  0, 
nnd  die  Gleichung  redncirt  sich  anf : 

tuü{l  +  iir  +  vs  +  gt  +  aü)  =  tüuH  +  (ir  +  vs  +  Qt  +  au), 
woraus  folgt: 

4)  fl=v=:Q=az=0. 

3.   Das  System  4)  nimmt  wegen  der  Gleichung  [XY]  =0**  die  Form: 

5)  XpY,  -  X,rp  =  0,    XjFp  -  XpY,  =  0; 

6)  x,r,-x,r,=o,  x,r,-x,F,  =  0; 

7)  XpF,-X,rp  =  0 

an.    Aus  5)  folgt,  wenn  man  beachtet,  dass  X  nicht  identisch  Null  sein  darf: 

8)  ^p  =  rp=o, 

und  ebenso  aus  6): 

9)  jr,=  r,  =  o. 

Die  Gleichungen   [XZ\  =  [YZ]  =  0***  reduciren  sich,  wegen  8)  und 

9),  auf: 

X,Zp  +  X,Z,  =  0,     Y,Zp+Y,Z,  =  0, 
woraus  folgt: 

10)  Zp  =  Z,  =  0. 

*  Siehe  meine  Note:  „Sulle  trasformazioni  di  contatto  che  traaformaoo  qua- 
lunque  sviluppabile  in  ana  gviluppabile*,  Rend.  del  Circ.  mat.  di  Palermo,  1891. 
*•  Sj'ebe  Lie,  „  Theorie  der  Tranefortnationsgruppen'',  II.  Abschnitt  S.  145. 
***  Lie,  a.  a.  0. 


Von  6.  VivANTi.  3 


Die  Gleichungen  8),  9),  10)  sagen  aus,  dass  die  gesnchten  Bertthrungs- 
tnnsformationen  lauter  erweiterte  Punkttransformationen  sind ;  diese  Trans- 
formationen sind  aber  nach  dem  Mehmke'schen  Satze  nothwendig  linear, 
folglich  ist  unsere  Behauptung  vollständig  bewiesen. 

4.  Die  Thatsache,  dass  die  gesnchten  Transformationen  linear  sind, 
kann  aber  auch  auf  Grund  der  Gleichungen  3)  und  4)  nachgewiesen  werden. 

Wir  waren  schon*  dem  Gleichungssysteme  3)  begegnet  und  sind  dabei 
XU  folgenden  Resultaten  gelangt: 

P,  =  ^j  =  0,     P,  =  «,  =  0,    Z,  =  PX^  +  QT„    Z,  +  PX,i-QT,. 
Aus  diesen  letzten  Gleichungen  folgt: 


oder: 


z,  r,  —  X|  r,  x^  Fj  —  x^  y, 


d(Y,Z)       d(Y,Z)  d{T,Z) 

d{y,e)^^  d{0,x)^  d(x,y) 

d(X,Y)       d(X,Y)  d(X.r)' 

d(}f,e)  '^'*'  d{e,x)  '  d(a;,y) 

djZ.X)       d(Z,  X)  d{Z,  X) 

d{!f,$)^'*'  d{e,x)^  d{x,y) 

d{X,T)       d(X,T)  d{X,T) 

d(y,e)  ^^  d(,e,x)  *  d[x,y) 

Schreiben  wir  der  Kürze  halber: 

p^_0£_-H»£+c  dp  +  eq-)rf^ 

wo  sfimmtliche  Coefficienten  von  p  und  q  unabhängig  sind.  Berechnet  man 
P|  und  P,,  und  setzt  die  Coefficienten  der  verschiedenen  Potenzen  und  Po- 
tenzproducte  von  p  und  q  einzeln  gleich  Null,  so  erhält  man: 

11)  gOx  —  ag^  —  Q, 

12)  ^1>»  +  Äa,  — oÄ,  — 6^,  =  0, 

13)  Ä6.-6Ä,  =  0, 

14)  fl'a,  —  flrc.  —  Äio»— a^, +  o*s  +  c^,  =  0, 

15)  ^»6«  +  Äa,  —  ÄCi  —  hht  —  aÄ*  —  hg^ -f  fefe«  +  cAt  -  0, 

16)  Ä6,-6Ä,  =  0, 

17)  -^c, -*o,  +  Ä;c,  +  oÄ,-f  cp,  — cfc»  =  0, 

18)  -Äc,-Ä;6,  +  6Ä,  +  cÄ,  =  0, 

19)  A;e,-cÄ,  =  0, 

gaj.  —  agt  =  Q,   gbt  +  hat  —  ahz  —  bgt  =  0,    hb-.  —  bh,  =  0, 

20)  gOg  —  agy  —  O, 

21)  gbf  —  gCx  +kay  —  kat  —  ahy  +  akx  —  bgy+cgx  =  0, 

22)  hbi,-hCx-hbx-bhy  +  bh  +  eK  =  0, 

23)  —gry  —  kaf  +  aky  +  egy  =  0, 

*  Sidlie  <tf0  oben  angeführte  Note. 


üeber  diejenigen  BerUhrungstransformationen  etc. 


24)  —bCjf  —  kbg  +  kc,  +  bkg  +  chf  —  cht  =  0, 

26)  kcy  —  cky  =  0. 

Snbtrahirt  man  22)  von  15)  nnd  14)  von  21),  so  folgt: 

26)  ^6,  +  Äax-Ä6,-oÄ,-6^,  +  5Ä,  =  0, 

27)  ghy  +  haf  —  gaM-ahy  —  hgy-\-ag»  =  0. 

6.   Ans  11),  20),  13),  16),  19),  25)  ergiebt  sich: 
a  =  gA{x),    h  =  hB{y),    c  =  kC{g); 
die  61.  12),  18),  23)  rednciren  sich  dann  auf: 
{B-Ä)(gh,-hg,)  =  -(C-B)(hks-kK)  =  -iA.-C){kg,-gky)==0. 

Da  höchstens  zwei  von  den  drei  Functionen  Ä,  B,  C  constant  nnd  ein- 
ander gleich  sein  dttrfen  (denn  sonst  wSre  P  constant),  so  sind  vier  Fälle 
möglich:  entweder  nSmlich  verschwindet  der  zweite  Factor  von  jeder  der 
letzten  Gleichungen ,  oder  der  zweite  Factor  von  irgend  zwei  dieser  Gleich- 
ungen und  der  erste  Factor  der  übrigen, 

6.   Ist  erstens  gk,  —  hgtS=hkx  —  khjc=:kgjf  —  gky  =  0,  so  folgt: 

g  =  hu)(x,y),    h  =  ku{ff,  e),    k  =  gv{e,  x),    uvv>=l. 

Differentiiren  wir  diese  letzte  Gleichung  logarithmiscb  nach  x,  so  haben  wir: 

V  dx      10  dx         ' 
da  aber  p  von  y,   w  von  e  unabhängig  ist,  so   dOrfen   —  —  und   —  j- 
nar  die  Veränderliche  x  enthalten;  setzt  man  also: 

1  8t>_  1  dw^i'jx) 

p  dx       w  dx  ~l{,x) 

.,  .  "{*)  'l(^)         ,  ..  /»(»)„. 

so  folgt  »  =  — -^»  w  =  -^»  und  hieraus  u  =  =-7^-    Man  kann  also  setzen : 
k{x)  fi(y)  v{e) 

a  =  Alt,    b  =  Bitt,    e=Cvt,    g  =  Xt,    ä=s^<,    k  =  vt, 

nnd  die  Gl.  14),  17),  22),  24),  26),  27)  geben: 

-lt*[C'v-Ä'l  +  {C-Ä)v']  =  0,       vt»[C'v  -  Ä'l  +  {C-  Ä)X']=.0, 

28)       nt^B;t-C'v  +  {B-C)v]  =  0,    -vt*[B'fi-C'v  +  (B-C)i^-]=0, 

,il*[Äk-B'(i  +  {Ä-B)k'\  =  0,    -Xt*[A'k-B'^  +  (Ä-B)(i]  =  0. 

Hieraus  folgt  l'=  (i'=  v,  und  da  k'  nur  von  x,  fi'  nur  von  y,  v'  nur  von  e 
abhängig  sein  darf,  so  muss  der  gemeinschaftliche  Werth  von  k',  ii\  v  eine 
Constante  d^  sein.     Es  ist  dann: 

i(a;)  =  as(x  +  a,),     fi(y)  =  d3(y-f-^,),  ,  »(«)  =  ds(«  +  y3). 

^0  ("si  /^si  Ya  constante  Grössen  bedeuten;  und  aus  28)  folgt: 

A'k  +  A  k'=  B'(L  +  B/=  C'v  +  Cv. 

Der  gemeinschaftliche  Werlh  dieser  Ausdrücke  muss  eine  Constante  i^  sein ; 
folglich  ist,   weuu  a^,  /?, ,  y,  constante  Grössen  beäe\xten-. 


Von  G.  ViVANTi 

und  endlich: 

„UV  1  ath'.cigih.k 

7.  Ist  zweitens  B  —  C^=^ const.,  gh,  —  hg» = kg^  —  gkf  =  0,  so  hat  man : 
g  =  hio{x,y),  k  =  gv{g,x),  und  die  Gleichungen  14),  17),  26),  27)  er- 
halten die  Form: 

30)  Ä'-(B-Ä)'g^O, 

31)  A'+(B-A)y£  =  0, 

32)  A'-iß-A)^'^^0, 

33)  A'+iB-A)^,'^  =  0. 
Aus  31).  32)  folgt:  ^3^      ^_BJa^^ 

V  dx      10  dx        ' 

und   hieraus    wie  ft-tther  v{e,  x)^-r~i    »(a!,y)  =  -T— ;    man   hat   dann 
wegen  30),  32),  33):  *^*^  '*^^ 

A'     ^v'(t)^l\x)^Ag) 
B-A      A(a;)      l(x)      l{p)  ' 
also  l\x)  =  fi'{s)  —  v\v)  =  Const.,  die  wir,  ohne  Beeinträchtigung  der  All- 
gemeinheit, gleich  1  annehmen  dttrfen.     Man  erhält  durch  Integration: 

folglich:  l{x)       x  +  a^ 

o:6:c:^:Ä:*  =  B(«  +  a3+i):B(y+/S3):5(xr+yj):a;+a3:y  +  |Ss:j?  +  y,. 

Die  zwei  übrigen  Fälle  werden  ganz  analog  erledigt. 

Deberhaupt  ersieht  man,  dass  die  allgemeine  Lösungsform  durch  29) 
gegeben  wird,  mit  der  Beschränkung,  dpss  nicht  zugleich  «,  =  «3,  ß^=.ß^^ 
y,  =  yj  sein  darf. 

8.  Die  Behandlung  des  Gleichungssystems  (),  =  ()}=:  0  fuhrt  zu  einer 
Relation  von  der  Form: 

I  d:e:A:är:Ä:fc  =  «,(a!  +  a,):<Jj(y+^,) 

wo  nicht  zugleich  «,  =  »,,  |3g  =  ^3 ,  y,  =  yj  sein  darf. 

9.  Das  System  29),  34)  besteht  ans  acht  Gleichungen ,  die  leicht  auf 
die  folgende  Form  gebracht  werden  können: 

(«+«,)  JTx  +  (y  +  ?i)^y  +  (»+ y,)X,  =  0, 


^^  1  («+«,)X,  +  (y  +  /S3)X„+(*  +  y3)X,  =  0; 


r  {x+a,)  r,  +  (y+ft)  r,+  (r+y,)  r,  =  0. 


üeber  diejenigen  BerUhningstransformationen  etc. 


|(a.+  „,)Z,  +  (y  +  (S,; 
'">  \{x+«,)Z,  +  (y  +  ß, 


d(r,  Z)         d(Z,  X)        d{X;  Y) 


38) 


ä(y,  e) 


äiy,  t) 


d(!f,  t) 


d,(«+o,)       «,(«+«,)        öaix+ttg) 
Die  Anwendung  der  May  er 'sehen  Integrationsmethode  aaf  das  Gleich- 
ungssystem 35)  giebt  als  das  allgemeine  Integral  derselben: 

j^  ^  *  ({ßiya-ß»yi)''+(yi''s-rs''»)»  +  i''ißa-''sßt)»] 
V       (A  -  W*  -  ("8  -  »»)y  +  {«ißs  -  "»ßt)       ^ ' 

wo  <P  eine  willkürliche  Function  ist.     Das  Argument    6  dieser  Function 
kann  durch  das  Argument; 

(«,-«,-^,  +  /3,)e  + 

«8  ßs  Ys 

ersetzt  werden,  welches  eine  symmetrische  Form  besitzt     Wir  werden  der 
Kurze  halber  schreiben: 

X 


1  = 


(«»A-««W« 


1     1     1 
"i  ßi  Yt 


Aus  36)  und  37)  ergiebt  sich  ganz  analog: 

r=6(,)  =  ff(?i^±M±M+^)  =  ö(^). 

\     tjÄ  +  fay  +  fls'»     /  V5Ds/ 

10.  Man  findet  durch  leichte  Rechnungen: 
OQ.    8|^-e,S  +  tt,     a|_-f,|  +  6,     ai_-9,l  +  c, 
-"    dx  5),  ay  5D,  dt~       5E),       ' 


wo: 

und  hieraus: 
d(Y,  Z) 


d{v,l;)_    b,ba    , 
£r=|l/Jy|a;4-|ly«|y  +  |l«/Jk  +  |«^H. 


.dC»?.  f) 


b,»)» 


<i(y. «) 
Es  folgt  dann  aus  38): 


e'(n)g'a)i^=ö'g'^.(.+„.)ir.  ... 


oder  wenn  man  dr 


bibjbj 


=  ]r  setzt: 


40)  k£:=iiö:„kH:. 

'  5D,»      SDj»       SDs« 

Differentiiren  wir  nach  x,  so  folgt  wegen  39): 


*  Wäre  a,=at=tc,,  so  würden  wir  38)  durch  das  nach  y  oder  nach  z  analog 
eobildete  Oleiebangtayatem  ervetsen. 


Von  6.  VivANTi. 


.Ji^,[F"(a.-c,|)-2f"e,]  =  ^[(?"(Q,-e,n)-2ff'e,] 
und  nach  Division  durch  die  (^)^  Potenz  von  40): 

__1_  (a,-e3{:)g'-2e.,g' 

Der  erste  Aasdruck  hängt  nnr  von  g,  der  zweite  nur  Ton  17,  der  dritte  nur 
von  i  ab,  folglich  ist  ihr  gemeinschaftlicher  Werth  eine  Constante  2c. 
Durch  Integration  der  Gleichong: 

1    (a,-e,|)JF''-2eiF'     „ 

erhSlt  man,  wenn  ^,,  f,  zwei  willkürliche  Constanten  bezeichnen: 

JL 
41)  Fr= V   -L    +^ 


oder,  wenn  man: 

setzt: 

und  analog: 

Aus  41)  folgt 

und  ebenso: 


*i  vj  ll 

SR.' 


«"t'  -=t- 


2?"= 


_  ■».' 


i.(.,l_Mj±iy     i.«.' 


Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  40)  ein,  so  hat  man  9i,'  =  9lj*  =  9ts*>  und 
hieraus,  wenn  man  beachtet,  dass  t  der  Coefficient  von  x  in  allen  drei  Poly- 
nomen 9{, ,  3ta,  SR.  ist: 

Damit  ist  bewiesen,  dass: 


z=Si.  r=Si.  z=^^ 


'S 


SR,  SR,  SR3 

eine  projective  Punkttransformation  bildet 
Mantaa,  den  24.  September  1891. 
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Bewegung  eines  materiellen  mit  Elektrioit&t  geladenen 

Theilohens  unter  der  Einwirkung  eines  ruhenden  Cen- 

troms  bei  Giltigkeit  des  Weber'schen  Gesetzes. 

Von 

E.  Ritter 

In  Caml, 


Hierzu  Taf.  I  a.  II. 


Die  Bewegung  eines  Panktes,  der  von  einem  Centrum  nach  dem 
Web  er 'sehen  Gesetz  angezogen  wird,  ist  schon  in  verschiedenen  Arbeiten 
Gegenstand  der  Betrachtung  gewesen.  Diese  früheren  Behandlungen  kann 
man  in  zwei  Gattungen  unterscheiden,  von  denen  die  eine  wesentlich  astro- 
nomische Tendenz  verfolgt,  indem  sie  die  Anwendbarkeit  des  Weber 'sehen 
Gesetzes  auf  die  Bewegung  der  Weltkörper  darzuthun  sucht,  die  andere 
mehr  physikalisch  -  chemische  Gesichtspunkte  voranstellt. 

In  die  erste  Gattung  gehören  die  Abhandlungen  von: 
Seegere,  De  motu  perturbationibusque  planetarnm  aecundnm  legem  Weberianam 

Bolem  ambientium.    (Tnaag.-DiBs.    Oöttingeo  1884); 
Tiseerand,  Sur  le  mouvement  des  planätea  autour  du  soleil  d'apr^s  la  loi  dlectro- 
dynamiqae  de  Weber.    (Comptes  rendus  1872). 

Beide  Arbeiten  behandeln  naturgemäss  nur  einen  beschränkten  Fall, 
nämlich  nur  den  der  Anziehung,  bei  Geschwindigkeiten,  die  klein  sind  im 
Verhältniss  zu  der  Constanten  c  des  Weber'schen  Gesetzes,  und  zwar 
Seegers  in  voller  Strenge,  Tisserand  als  Slörnngsproblem  mit  Vernach- 
lässigung der  höheren  Potenzen  von  -^  Es  sind  dies  die  Fälle  von  Taf.  I 
Fig.  1  u.  2.  " 

Zur  andern  Classe  von  Arbeiten  sind  zu  rechnen: 

W.  Weber,  Elektrodynamische  Massbegtimmungen,  insbeaondere  Aber  das  Princip 
der  Erhaltung  der  Energie.  (Abh.  d.  kgl.  Bachs.  Ges.  d.  Wiss.  Bd.  10  u.  11). 

In  dieser  Abhandlung  wird  das  Problem  der  Bewegung  zweier  Theilchen, 

•  die  nach  dem  Weber'schen  Gesetz  aufeinander  wirken,   nur  beiläufig,   als 

Beispiel  für  allgemeinere  Untersuchungen,  betrachtet.    Demgemäss  wird  das 

Problem  auch   nicht  vollständig  durchgeführt,   sondern  nur  qualitativ,   mit 

besonderer  ßOckaicbt  auf  die   , Molecularbewegvmgeti*'    ÄVatxiVwV-.    Tivx^Ukb 


Beweg,  ein.  materiell,  mit  Elektr.  gelad.  Theilch.  etc.  Von  E.  Bitter.     9 


wird  dort  aus  gewissen  allgemeineren  GrOnden  die  Beschränkung  getroffen, 
dass  die  Constante  des  Energiesatzes  unter  einer  gewissen  Grenze  bleibe, 
wodurch  eine  Reihe  von  Bewegungen  wegftlllt. 

Ed.  Riecke,  Ueber  Molekalarbewegung  zweier  Theilchen,  deren  Wechselwirkung 
durch  das  Weber'sche  Gesetz  bestimmt  wird.    (GOtt.  Nachr.  1874.) 

Hierin  wird  nur  der  in  dem  Innern  Theile  von  Taf.  I  Fig.  6  dar- 
gestellte Bewegungstypus,  und  zwar  in  voller  Strenge,  untersucht. 

G.  Lolling,  üeber  Bewegungen  elektrischer  Theilcben  nach  dem  Weber'schen 
Grundgesetz  der  Elektrodynamik.  (Nova  acta  d.  kaiscrl.  Leopold.  Carol. 
Deutschen  Akademie  der  Naturf.,  Bd.  44 ) 

Diese  Arbeit  ist,  wenigstens  ihrer  Absicht  nach,  von  allen  die  um- 
fassendste, indem  sie  sämmtliche  möglichen  Bewegungsarten  zu  untersuchen 
beabsichtigt;  aber  freilich  hat  sie  eine  Reihe  von  Mängeln,  auf  die  ich  zum 
Schlüsse  meiner  Arbeit  ausführlicher  eingehen  will,  und  die  eine  neue  Be- 
arbeitung desselben  Problems  nicht  nur  nicht  Überflüssig,  sondern  notbwen- 
dig  erscheinen  lassen. 

Ich  meinerseits  werde  in  der  vorliegenden  Abhandlung  mit  elementaren 
Hilfsmitteln,  mit  Vermeidung  der  fttr  die  Discussion  überflüssigen,  ja  nur 
die  Uebersicht  erschwerenden  elliptischen  Functionen  alle  vorkommenden 
Bewegungsvorgänge  mit  besonderer  Berücksichtigung  ihrer  Grenzfälle  und 
ihres  Zusammenhanges  untereinander  untersuchen,  und  so  nicht  allein  die 
Lolling'schen  Angaben  berichtigen,  sondern  auch  zu  detaillirterea  Resul- 
taten kommen,  als  Herr  Lolling  mit  seinem  umständlichen  Formelapparat. 


§1. 
Anfstellong  der  Bewegungsgleichnngeo. 

Es  sei  gegeben  ein  festes  Centrum  mit  der  elektrischen  Ladung  t,  und 
ein  im  Räume  frei  beweglicher  materieller  Punkt  mit  der  Masse  m  und  der 
elektrischen  Ladung  t,.  Dann  findet  aus  Symmetrierücksichten  die  Bewegung 
dieses  Punktes  stets  in  derjenigen  durch  das  Centrum  gelegten  Ebene  statt, 
in  welcher  die  Anfangsbewegung  liegt.  In  dieser  Ebene  construire  ich  elh 
rechtwinkliges  Coordinatensystem  (x,  y)  mit  dem  festen  Centrum  als  Null- 
punkt; es  sei   ferner  r  =  yx*  +  t)*  die  Entfernung  des  bewegten  Punktes 

„    .  ,  dr       ,   ä^r 

vom  Centrum,  und  -rr  =  »''  ts  =  '"  • 
at  dr 

Dann  ist  .  c,  t       r'*\ 

die  Kräftefunction  des  Weber'schen  Gesetzes,  durch  welche  sich  die  in  der 
Richtung  des  Radius  vector  auf  das  bewegte  Theilcben  wirkende  Kraft  fol- 
gendermassen  ausdrückt: 

dr  ^dtXdr'J       f«   \  c»       \ 
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Dw  Gomponenten    der  Kraft   nach   der  x-  nnd  y-Richtang  ergeben  sich 

hieraus  darch  die  Formeln: 

cPx      _.  SV,d/dV\       -,    X 


dt*  dy'^dAdy)  r 


"*     '■°       '  dy  '  dt\dy'. 

Fuhrt  man  Polai-coordinaten  (r,  <p)  ein ,  so  lauten  die  Bewegungsgleich- 
ungen, unter  if>\  ip"  bezw.   —  i   -jrj  verstanden: 

i»(r.p"+2rV)  =  0. 

§2. 
Anfstellnng  der  ersten  Int^prale  der  Bewegangsgleiohnngeii. 

Beim  Wob  er 'sehen  Gesetz  ist  die  bei  einer  kleinen  Bewegung  von  der 
Kraft  geleistete  Arbeit  das  vollständige  Differential  einer  Function,  die  vom 
Ort  und  dem  Bewegungszustande  abhängt,  der  negativ  genommenen  poten- 
tiellen Energie: 


ör        r    \        c»J 


In  solchem  Falle  gilt  aber  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie: 

wenn  man  unter  T  die  kinetische  Energie  versteht. 

Eine  zweite  Integralgleichung  wird  uns  durch  den  FlSchensatz  geliefert, 
da  ja  die  Kraft  eine  Centralkraft  ist. 

Die  so  gefundenen  Integralgleichungen  lauten  in  Polarcoordinaten ,  deren 
ich  mich  fortan  bedienen  werde: 

1)  ^«(/.  +  ^^'«)  +  iL!?(l_^')  =  fc,, 

2)  rV'=*,. 
Hieraus  folgt  durch  Elimination  von  q>'  die  Gleichung: 

/« __  2Äj^  ^1 2<;,  ^ 

"*        r(r-^) 
Ich  setze  zur  Abkürzung:  ^        *^  *" 


Dann  wird 


"i 


~    r     p,  +  p»  /  r{r—Qi) 

4) 


'_       „7/     QiQifa     1  • 


*  v' werde  ich,  da,  der  Punkt  seinen  Rotationssinn  nie  ändert,  ein-  fflr  alle- 
Dial  positiv  roraaasetzen. 


Von  E.  Ritter.  ]  l 

Es  ist  noch  (,  und  q,  durch  den  Anfangszustand  des  bewegten  Theil- 
chens  auszudrücken;  ftlr  die  auf  den  Anfangszustand  bezüglichen  Grössen 
will  ich  folgende  Bezeichnungen  einführen: 

r'=c.p,    rtp'—c.g,    r  =  Q^.s. 

Im  Falle,  dass  9,  und  (,  reell  sind,  soll  9,  den  grösseren  absoluten 
Werth  besitzen ;  falls  g,  und  ^  conjugirt  imaginBr  sind ,  soll  der  reelle  und 
imaginSre  Theil  von  Q^  gleiches  Vorzeichen  haben.  Es  ist  dann ,  wenn  man 
die  Quadratwurzeln  immnr  positiv  oder  positiv  imaginär  annimmt: 

ig»« 


5) 


§3. 
Allgemeine  Oisenssion  der  ersten  Integrale. 

FOr  die  physikalische  Deutung  der  Formeln  kommen  nur  positive  r  in 
Betracht,  da  man  bei  absoluter  Deutung  negativer  r  jedesmal  einen  andern 
physikalischen  Fall,  statt  Anziehung  Abstossnng  und  umgekehrt  erhalten 
wOrde. 

Ich  werde  zunächst  ganz  allgemein  das  Verhalten  der  Bewegung  fUr 
r=(,  oder  (,,  fttr  ^3,  0,  00  untersuchen,  vorausgesetzt,  dass  die  Bewegung 
einen  dieser  Punkte  wirklich  erreicht. 

Wird  r=p,  oder  =pj,  so  wird  r'=0.  Würde  r  den  Werth  p,  oder 
Q^  überschreiten,  so  würde  der  Badicand  in  r',  wenn  er  erst  positiv  war, 
negativ,  r  also  imaginär  werden.  Bei  der  wirklichen  Bewegung  muss  folg- 
lich r  umkehren,  sobald  es  an  p,  oder  q^  gelangt,  und  zwar  derart,  dass 
r  durch  Null  hindurchgehend  sein  Zeichen  wechselt.  Da  für  r  =  ^i  oder  q^ 
<p'  endlich  und  im  Allgemeinen  von  Null  verschieden  ist,  so  berührt  die 
Bahncurve  die  Kreise  qi  und  q^,  falls  sie  dieselben  überhaupt  erreicht.  Die 
Bahn  besitzt  dort  ein  Perihel. 

Auch  an  dem  Kreise  r<=pj  mues  r  umkehren;  doch  ist  hier  r'=co, 
9' endlich;  also  muss  der  Punkt,  wenn  er  den  Kreis  r  =  (g  erreicht,  auf 
ihn  mit  unendlicher  Geschwindigkeit  auf-  und  von  ihm  zurückprallen.  Die 
Bahncurve  besitzt  dort  eine  auf  dem  Kreise  r  =  Q^  senkrecht  stehende  Spitze. 

Erreicht  die  Bewegung  den  Nullpunkt ,  so  wird  daselbst  sowohl  r',  als 
auch  ip'  unendlich.  Die  Bahn  umkreist  den  Nullpunkt  unendlich  oft  spiral- 
förmig und  zwar  schneidet  sie  die  Radii  vectores  um  so  mehr  rechtvvnklig, 
je  näher  sie  dem  Centrum  kommt.     Die  Gesammtgeschwindigkeit  wird  für 

r=0  nnendlicb  wie  —  • 

r 
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Erstreckt   sich   die  Bewegung   ins  unendliche,   so  kommt  der  Punkt 
daselbst  mit  der  Grenzgeschwindigkeit 


.=c/-5- 


an. 

Da  cp'=0  wird,   so  wird  die  Bewegung  immer  mehr  radial  gerichtet- 
Der  Grenzwerth  der  Subtangente  wird 


lim  (Qt  =  Km  (r»  j^  j  =  ^-  p,  pj . 


7) 


Die  Curve  besitzt  also,  wenn  sie  sich  ins  unendliche  erstreckt,  immer  eine 
im  Endlichen  gelegene  Asymptote,  falls  nicht  P|=OD  ist. 

Ferner  interessiren  uns  noch  die  Inflezionspankte  der  Bahn,  welche 
physikalisch  dadurch  charakterisirt  sind,  dass  in  ihnen  die  Kraft  ver- 
schwindet.    Demgem&ss  ist  in  ihnen: 

r"-r(p'«  =  0,    r'«-2rr"=c* 
oder,  indem  man  r"  eliminirt: 

r'»-2r«9)'«  =  c«. 
Setzt  man  die  Werthe  von  r  und  <p'  aus  3)  und  4)  ein ,  so  ergiebt  sich  fttr 
die  Badii  vectores  der  Wendepunkte  die  Gleichung: 

9i  +  9»  —  Qa       Qi  +  fi-93 
um  die  reellen  Wurzeln  dieser  Gleichung  abzusondern,  stelle  ich  nach  dem 
Sturm 'sehen  Verfahren  die  Reihe  folgender  vier  Functionen  auf: 

9i  +  (ft  —  Q3 

*  Q:  +  9t-Q3  Pi  +  Ps-es 

Die  Anzahl  der  zwischen  zwei  Grenzen  o  und  ß  enthaltenen  reellen  Wur- 
zeln ist  dann  gleich  der  Anzahl  der  Zeichenwecbsel ,  welche  in  der  Reihe 
/>  /i>  fit  fi  beim  Fortschritt  von  o  bis  ß  verloren  gehen. 

§4. 
Eintheilang  der  möglichen  Bewegnngsvorgänge. 

Die  im   vorigen  Paragraphen   ausgesprochenen  allgemeinen  Sätze  sind, 
soweit  sie  sich  auf  die  Bahncurve  beziehen,   natürlich  nur  so  lange  gütig," 
als  man  überhaupt  eine  Bewegung  in  zwei  Dimensionen  vor  sich  hat,  d.  h. 
so  lange  p,  und  damit  k^  von  Null  verschieden  ist.    Der  Fall  (1^  =  0  erfor- 
dert Überhaupt  eine  besondere  Behandlung. 

Ich  will  daher  bei  der  speciellen  Untersuchung  erst  unter  A.  den  all- 
gemeinen Fall  Pi  >  0  behandeln ,  dann  besonders  unter  B.  den  Fall  pg  =:  0. 

Berücksichtigt   man,  dass   in  den  Formeln  4)  und  5)  r  und   tp'  reell 
se/a  müsaen  aad  dass  r  nur  positive  Werthe  annehmen  darf,  so  findet  man 
folgende  Eiatboilung  der  physikalisch  mCgltcben  BewegxxagaNOi^u^«-. 
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A.    Vi^O.    Bewegung  In  zwei  Dimensionen.    - 
I.    (]<0.    Ladungen  der  Pankte  ungleichnamig. 

1)  +(»>e,>?,>0  oder  ^^-L_>l_p«  +  s(j,«  +  ^«)>0, 

2)  ft>0>^,  >-Qooder  0^1-p*  +  8{p*  +  q*). 


II-    <fa^^-    Ladungen  der  Punkte  gleichnamig. 

1)  0>p,^p,>-Qü        oder  0>l-|>»  +  «(p»  +  g»).>-J-,, 

2)  p,  =  -a-6»,  p,  =  -o  +  6»odor  0  >- j— -,>  l-p»  +  s(p«  +  j»), 

3)  +oo>p,>0>p,  oder  l_p«  +  s(p»  +  g«)  >0, 

b)     Pi>e8, 

B.   fi  =  0.   Bewegung  in  einer  Dimension. 
L    ^s<0.    Ladungen  der  Punkte  ungleichnamig. 

1)  +<»>p,>0  oder  1 -jp«  +  sjp* > 0, 

2)  0>p,  >-oo  oder  0>l-p»  +  s|>». 

IL    p3>0.    Ladungen  der  Punkte  gleichnamig. 

1)  0>p,:?>-oo  oder  0>l-p*  +  sp*, 

2)  +oo>p,>0    oder  l-p*+sp*>0, 

a)  ?»>?!• 

b)  Pi  >  Pai 

§5. 

A.  Bewegung  in  zwei  Dimensionen. 

dt  <  ^-     (Figurentafel  I.) 

I.    ^3^0.    Ladungen  der  Puukte  ungleichnamig. 
1)    +oo>p,  >p,>0  oder  ^J-^^>  l-p«  +  5(p«  +  ««)  >0; 


•9») 


r  ist  nur  dann  reell,  wenn  r  sich  zwischen  p,  und  ^^  befindet.  Die  Bahn- 
cnrre  wird  demnach  der  vorangeschickten  allgemeinen  Discussion  zufolge 
die  beiden  Orenzkreiae  r  =  pi  und  r  =>  (ig  abwechselnd  \>eT%L\\Texi. 
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Die  Zeichenfolge  in   der  Functionsreihe  7)  ist  sowohl  fttr  r=  g^,   wie 

für  r  =  9, :  +-\ [-.    Die  Bahn  besitzt  also  keine  Infinionspunkte  and 

ist  mithin  Überall  conoav  gegen  das  Centram  (Fig.  2). 

Die  Zeit,  welche  zwischen  der  BerUhrang  des  innern  und  der  aicbsten 
des  äussern  Orenzkreises  vergeht,  ist  endlich  und  durch  das  Integral  gegeben: 

c"      -QsJ       r     (Qi-r){r-Q,) 
9t 

Der  Winkel,  den  die  Badii  vectores  nach  zwei  aufeinanderfolgenden  Peri- 
hellen  miteinander  bilden,  ist 

9t 

Im  Grenzfall  (j  =  (,  ssp  oder  1— l>*  +  9(p*  +  ?*)  =  jt — r-|  geht  die 

4  [—  8)  q 

Bewegung  in  eine  Kreisbewegung  Ober  (Fig.  1).     Dann  ist 


r  =  p,    r'=0,     v'=ey^(-Qs).q-\ 


1 


2)  +a'>p,>0>p,>-oo  oder  0>l-pi  +  s{p*  +  g*)] 


Damit  r'  reell  sei ,  muss  r  ^  p,  sein ;  die  Bewegung  bleibt  stets  ausser- 
halb des  Kreises  mit  dem  Badins  q^,  denselben  einmal  berührend,  indem 
sich  die  Bahncurve  symmetrisch  zum  Berührungspunkte  beiderseits  ins  Un- 
endliche erstreckt,  und  zwar  mit  je  einer  Asymptote,  deren  kürzester  Ab- 
stand vom  Nullpunkte  = }/{—  p,)  q^  ist  (Fig.  3  n.  4). 

Der  Winkel,  den  eine  dieser  beiden  Asymptoten  mit  dem  nach  dem 
Berührungspunkte  gezogenen  Radius  vector  bildet,  ist  durch  das  Integral 
gegeben:  • 

9* 
Für  dieses  Jategral  kann  man  leicht  eine  unieTe  Gtcrnft  «tt^iAwitt*. 


o=^^,J}/'-^ 
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-Qs)  ^ 


»•j/(r-ei)(r-e,) 

>y^^»f   „      ^'  =2arclgj/^. 

Jrj/(r-9.)(r-p,)  r       Q, 

9t 

Es  ist  aber  —Qi>(/i,  also  <!>>  Jw.  D.h.:  der  Pankt  wird  im  Ganzen 
nach  dem  Centrnm  hin  von  seiner  geradlinigen  Bahn  abgelenkt,  sodass 
die  Kraft  mehr  anziehend  als  abstossend  wirkt. 

Ob  aber  die  Gurre  Überall  gegen  das  Centrum  concav  ist  oder  ob  sie 
Wendepunkte  besitzt,  ist  noch  besonders  zu  untersnchen. 

Die  Cnrve  ist  gegen  das  Centrnm  convex  oder  concav,  je  nachdem  an 
der  betreffenden  Stelle  die  Kraft  eine  Abstossnng  oder  eine  Anziehnng  ist. 

In  der  Nfihe  des  Perihels  ist  r'=0,  r">0,  also 


i'-^'O-^Va^V», 


die  Kraft  folglich   eine  Anziehung,  die  Curre   concav  gegen  das  Centrum. 
Im  ünendlichfernen  ist 

r'»  =  0^.-2»—,    r"=0, 
Pi  +  e» 

H—  ^1  h,Qi  +  ^i  —  9s 
r*  Qt  +  Q2 
die  Kraft,  folglich  Anziehnng  oder  Abstossnng,  je  nachdem  (— ^g)  kleiner 
oder  grösser  als  —(Qi  +  q,)  ist,  und  ebenso  die  Curye  gegen  das  Centrum 
concav  oder  convez.  Im  ersten  Falle  muss  die  Curve  zwischen  r  =  pg  und 
r  =  oo  zu  jeder  Seite  des  Perihels  eine  gerade,  im  zweiten  Falle  eine  un- 
gerade Anzahl  von  Wendepunkten  haben.  Man  kann  aber  leicht  durch 
üntersnchnng  der  Functionen  7)  sehen,  dass  im  ganzen  Intervall  r  =  0  bis 
r  =  ao  im  ersten  Falle  kein,  im  zweiten  nur  ein  Wendepunkt  auf  jeder 
Seite  des  Perihels  liegen  kann. 

Die  Cnrve  ist  also,  wenn  (—  pj)  <  — (Pi  +  Ps)  ''*»  '•"'  ^^^  '"  ^'S*  ^ 
dargestellten  Art,  wenn  dagegen  (— Ps)  >  —  (pj  +  P«)  ist,  von  der  Gestalt 
der  Fig.  4.  Den  Uebergang  zwischen  beiden  Fällen  bildet  (— Ps)=  -(Pi  +Ps): 
dann  Hegen  die  Inflexionspunkte  unendlich  fern  und  die  Asymptoten  sind 
selbst  Wendetangenten. 

Ein  Grenzfall  von  2)  ist: 

p,  =  — cc  oder   l—p'  +  s{p*  +  q*)  =  0. 
In  diesem  Falle  rücken   die  Asymptoten  der  Fig.  3  ins  Unendliche;  sonst 
bleibt  die  Figur  dieselbe.     Man  kann  sich  die  Curve  auch  aus  Fig.  2  ent- 
standen denken,  indem  der  äussere  Kreis  r  =  Pi  unendlich  gross  wird. 

Man  sieht,  wie  man  durch  allmKlige  Aendernng  von  p,  alle  in  den 
Figuren  1  —  4  dargestellten  Bewegungsarten  erhalten  kann,  und  wie  diese 
ine'maader  übergeben.    leb   will  pj   und  p,  festhalten ,  Qi  ditb^e^cxi  "toxi  ^^ 


ei  =  ±<»  •  •  • 

Qi  =  Q»—9»     '    • 
—  e«  >  Pi  >  Pj  —  P« 
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bis  +  ^t  dann  von  —  go  bis  —  ^g  wachsen  lassen.     Es  folgen  dann  die  ein- 
zelnen Bewegungsarten  nach  folgendem  Schema  aufeinander: 

(fi  =  Qi Pig-  1, 

2, 

3  mit  unendlich  fernen  Asymptoten, 

3, 

3  mit  Wendepunkten  im  Unendlichen, 
4. 
Endlich  kann  man  noch  als  einen  Grenzfall  von  I  den  Fall  ansehen,  dass 

P3  =  0, 

also  einer  der  Punkte  nicht  elektrisch  geladen  ist. 

Falls  hier  Überhaupt  eine  Bewegung  vorliegen  soll ,  muss  dann  zugleich 

Qi  +  Qi  =  0 
' —  aber  einen   bestimmten,   Ton  0  verschiedenen  Werth  haben, 

etwa  —  •    Dann  lauten  die  Bewegangsgleichungen 
c 

Das  Integral  dieser  letzteren  Differentialgleichung  lautet,    wenn   man   für 

f  =rn,   «  =  0  setzt: 

*  r.cos()p  =  p,, 

welches  die  Gleichung  einer  Geraden  mit  der  Entfernang  pj  vom  Centrum 

ist.     Die  Geschwindigkeit  ist  überall  constant,  nKmlich' 

»  =  o. 

Man  kann  die  Bewegung  (Fig.  5)  als  Grenzfall   von  Fig.  3   oder  von 

Fig.  4  auffassen,  indem  der  Asymptotenwinkel  den  kleinstmöglichen  Werth  n 

annimmt  und  die  Curve  mit  den  Asymptoten  zusammenfällt. 

II.    ^g^O.    Ladungen  der  Punkte  gleichnamig. 
1)     0>e,^^,2'-oo  oder  0  >  l-j)»  +  s{p»  +  3«)>- j^,. 


'=  +  c  7/       P»        7/(*--ei)(*-- 

«,'—        rl/      9\9t9i      .  1  , 


■3-') 


^1 

Die  Bahn  windet  sich  unendlich  oft  spiralförmig  um  das  Centrutu 
herum  und  steht  mit  einer  Spitze  senkrecht  auf  dem  Kreise  r  =  93  auf,  so 
dass  eine  Bahncurve  entsteht ,  wie  sie  sich  in  dem  Innern  Kreise  der  Fig.  9 
befindet,  doch  ohne  den  andern  ausserhalb  p,  in  derselben  Figur  dar- 
gestellten Ast 

Die  ßrenziUle  p,  =  pj  und  p,  =  —  cc  ändern  den  Charakter  dieser  Be- 
weguag  aicbt. 
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2)    g^  =  -a-bi,   e,  =  -a  +  6»  oder  0>-j^,>l-|)«  +  s(p«+9»); 


Die  Bewegung  hat  wieder  dieselbe  Form  wie  in  II 1),  so  daas  man 
II 1 )  und  II 2)  physikalisch  in  eine  Kategorie  zusammenfassen  kann ,  cha- 
rakterisirt  durch  die  Bedingung: 

0>l-l>»  +  s(p*+?«). 

In  beiden  FSllen  1)  and  2)  ist  die  Zeit,  in  welcher  der  Punkt  von 
f  =  0  bis  r  =  p3  gelangt,  endlich,  nämlich: 

r^i/-TpT+^/;y     r(g»-r) 

c  9a       J       '^    ir-Qi){r-Q^) 

0 

3)  +oo>e,>0>?,  oder  l-p*  +  s{p*  +  q')>0; 


r'=  +  cj/     P»       j/{r-<f,)(r~ft) 
~        Qi  +  fi  Hr- 


Qi) 


Es  existiren  zwei  Grenzkreise,  r^=^}^  und  r  =  p,.  Reell  ist  die  Be- 
wegung nur  innerhalb  des  innem  and  ausserhalb  des  äussern  der  beiden 
Kreise.  Man  erhält  so  jedesmal  zwei  Curvenzweige,  die  zwar  analytisch 
zusammengehören,  physikalisch  jedoch  zwei  verschiedene  Bedingungen  dar- 
stellen, die  nur  im  Falle  c),  in  welchem  die  beiden  Orenzkreise  zusammen- 
fallen, in  Zusammenhang  treten.  In  den  Figuren  habe  ich  immer  beide 
Zweige  zugleich  gezeichnet,  um  so  den  Zusammenhang  der  Figuren  unter- 
einander besser  hervortreten  zu  lassen. 

Derjenige  Curvenzweig,  dessen  Gebiet  durch  den  Kreis  f  =  ^i  begrenzt 
ist,  berührt  diesen  Grenzkreis,  der  andere  steht  mit  einer  Spitze  senkrecht 
auf  dem  Grenzkreise  f  =  (3  auf. 

Die  Bahncurve  besteht  aus  einem  innem  Curvenzweige ,  der  sich  un- 
endlich oft  um  das  Centrnm  heramschlingt  und  den  Kreis  f  =  Pi  von  innen 
berührt  («),  und  einem  äussern  Zweige,  der  mit  zwei  Asymptoten  ins  Un- 
endliche reichend ,  mit  einer  Spitze  auf  dem  Kreise  r  =  (3  aufsteht  (ß). 
Weder  der  innere,  noch  der  äussere  Curvenast  besitzt  Wendepunkte,  da 
weder  im  innem,  noch  im  äussern  Intervall  die  Reihe  der  Functionen  7) 
Zeichenwechsel  verliert.  Beide  Aeste  sind  gegen  das  Centrum  Überall  concav, 
bei  beiden  Bewegungen  liegt  alao  durch  weg  Anziehung  \ot. 

Zaluebrint  Matbtmmtlk  a.  Ptflk  XXXVII,  I.  1 
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Die  Zdt,  welche  tor  Dorchlanfnng  der  inneren  Bahn  von  r  =  0  bis 
r  =  9j  gebraucht  wird,  ist  endlich: 

»I  

r^iT/gd:gt  A    ./      r(r-g,) 
f^r         9s   J       ¥    (r-e,)(r-e,) 

0 
Dar  Winkel   zwischen  den   Asymptoten  des  Süsseren  Astes   nnd  dem 
Radius  vector  nadi  der  Spitxe  ist: 


b)  '  e,>e,  (Pig.8  U.9). 

Auch  hier  besteht  die  Bahncnnre  ans  zwei  getrennten  Aesten ,  Ton  denen 
jedoch   der  innere  öne  Spitxe  besitzt,  der  Süssere  den  Grenzkreis  berlihtl 

Der  innere  Currenast  (<r)  besitzt  stets  zu  jeder  Seite  der  Spitze  je  einen 
Inflezionsponkt,  der  Sossere  {§)  nar  dann  auf  jeder  Seite  des  Perihels  je 
einen  Inflexionspankt,  wenn  9|  +  ?{  ^  Pj,  wie  man  ebenso  wie  im  Falle  12) 
schliesst.  Die  Wendepunkte  rOcken  ins  unendliche,  wenn  p,  +  fj  =  p,  wird, 
and  Terachwinden  Ar  9,  +  Pt  ^  9s  - 

Fflr  die  Bewegung  im  innem  Kreise  ist: 


T=  i  7/£l±^  /  Ar  1/       '•"'-g»^_  . 

0 
Der  halbe  Asymptotenwinkel  der  Susseren  Canre  ist: 

Dieser  Winkd  ist,  wie  leicht  nachzuweis«,  stets  <r^*.  Der  Punkt  ist 
also,  entg«^ngesetzt  wie  im  Falle  12)  (Fig.  3),  vom  Centrum  weg  von 
der  geradlinigen  Bahn  abgelenkt,  so  dass  hier  die  Abstossnng  Torberracht. 

c)  P,  =  P,  'Fig-7); 


'f—9t 


¥      g.  +  fe  / 

,'=     ^y/gA-e«>.l. 

Die  Bew^nng  findet  statt  in  einer  S|Mrale  zwischen  r  =  0  nnd  r^ob 
welche  eine  Asymptote  besitzt;  die  Kruse  r  =  p,  nnd  r  =  9,  haben  bein 
Znaanunearflcken  ihre  Singnlaritit  fllr  die  Bewegung  eingebOast 

Dtm  Zasammenbang  der  Tencfaiedoiai  unter  II  betflkchtetai  Bewegnag» 

laier^muider  »eilt   iraa  am  dentlichsben ,  w«n  mva  >«äk  Vcaft^jt^alt 
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tenem  p,  und  pj  (ich  wUhle  —  f j  <  ^3)  (>|  von  —  pj  bis  +  00 ,  dann  von 
—  OD  bis  Qt  wachsen  ISsst  nnd  endlich  ^,  nnd  q^  complex  von  der  Form 
^a—l>i  nnd  —a+bi  werden  Iftsst. 

So  lange  p^  <C.Qs  ist,  hat  man  Fig.  6,  und  zwar  wird  bei  Annäherung 
TOD  (t  an  p,  die  KrOmmung  der  inneren  Curve  in  der  NShe  des  Perihels 
immer  schärfer  und  die  Spitze  der  äusseren  Curve  immer  kürzer,  bis  für 
f  sspj  beide  Cnrven  mit  je  einer  Ecke  zusammenstossen;  in  diesem  Augen- 
blicke geht  fQr  die  physikalische  Bewegung  die  eine  (punktirte)  Hälfte  jedes 
Cnrvenastes  verloren ,  nnd  die  übrig  bleibenden  Hälften  der  äussern  und  der 
iBsem  Curve  treten  in  physikalischen  Zusammenhang,  so  dass  die  aus- 
gezogene Cnrve  der  Fig.  7  entsteht. 

Rttckt  nun  ^  über  ^,  hinaus,  so  trennt  sich  der  Doppelpunkt  der 
Fig.  7  wieder,  doch  jetzt  so,  dass  der  innere  Curvenzweig  eine  Spitze  be- 
dtzt,  der  äussere  ein  Perihel  mit  je  einem  Wendepunkte  zu  beiden  Seiten 
des  Perihels,  zunächst  in  unmittelbarer  Nähe  desselben,  die  aber  nun  immer 
weiter  nach  dem  unendlichen  hin  rücken,  während  zugleich  die  an  der 
isnern  Curve  in  unmittelbarer  Nähe  der  Spitze  auftauchenden  Wendepunkte 
weiter  nach  innen  rücken.  Es  entsteht  so  Fig.  8.  Nunmehr  ändert  sich 
der  innere  Curvenast  nicht  mehr  wesentlich.  Im  äussern  Aste  dagegen 
rücken  für  p,  =  p,  —  q^  die  Wendepunkte  ins  Unendliche  und  verschwinden 
lUr  p,  >  p,  —  Pj  vollständig ,  so  dass  dann  Fig.  9  vorliegt.  Wächst  nun  p, 
weiter,  so  entfernt  sich  der  ganze  äussere  Curvenast  mehr  und  mehr  und 
Terschwindet  für  p|=ao  ganz,  um  für  die  nun  folgenden  p,  nicht  wieder 
2u  erscheinen.  Es  liegt  dann  die  unter  III)  und  112)  beschriebene  Be- 
wegQDgsart  vor. 

Die  Figuren  (die  übrigens  nur  schematische  Bedeutung  haben)  ent- 
sprechen mitbin  folgender  Reihe  von  Bedingungen: 

Q,>Qi PJg'6. 

Pi  =  (»s F'g-  '^. 

9i-  (>t>  Qi>  Qs  ■    •  P'g-  8, 

p,  e=  pj  —  pj   .    .    .    .  Fig.  9  mit  Wendepunkten  im  unendlichen , 

+  <»>p,>e,-e,   .  Fig.  9, 


Pj>Pl>— 00 

complex 


"1 


innerer  Ast  von  Fig.  9. 


Ich  will  zum  Schlüsse  der  Untersuchung  der  Bewegung  in  zwei  Dimen- 
sionen noch  bemerken,  dass  in  den  Fällen,  wo  der  bewegte  Ppiikt  das 
Centrum  erreicht,  unsere  ersten  Integrale  uns  nur  über  den  Verlauf  der 
Bewegung  bis  zum  Centram  Aufschluss  geben,  und  dass  wir  das  weitere 
Verhalten  der  Bewegung  erst  durch  Ausführung  der  zweiten  Integration 
erkennen  werden.     Ich  werde  das  Nöthige  davon  später  nachtragen. 
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§6. 
B.    Bewegung  in  einer  Dimension.     (Fignrentafel  II.) 

ej  =  0, 


-    f     (fi  r    r-fs 


Kommt  der  bewegte  Pankt  an  die  Stelle  f  =  ^j ,  so  wird  seine  Ge- 
schwindigkeit allmBlig  0  und  die  Bewegung  kehrt  um.  Kommt  der  Punkt 
an  die  Stelle  ''  =  (3,  so  wird  seine  Geschwindigkeit  00,  um  dann  plStz- 
lich  das  Zeichen  zu  wechseln.  Der  Punkt  prallt  mit  unendlicher  Geschwin- 
digkeit auf  und  wieder  zurück.    Erstreckt  sich  die  Bewegung  ins  ünend- 

liehe,  so  hat  der  Punkt  dort  die  Geschwindigkeit  ej/  —  -     Erreicht  die 

r     Hl 
Bewegung  den  Nullpunkt,  so  Überschreitet  der  bewegte  Punkt  denselben 

mit  der  Geschwindigkeit  c. 

Da  r  wesentlich  positiv  ist,  so  stimmt  r  immer  mit  dem  absoluten 
Werthe  der  Abscisse  flberein.  Beim  Durchgang  durch  den  Nullpunkt 
wechselt  also  r  das  Zeichen  nicht,  wohl  aber  r,  indem  die  Geschwindigkeit 
selbst  ihre  Richtung  nicht  wechselt.  Nach  dem  Durchgange  durch  den  Null- 
punkt sind  die  Erttfte ,  also  auch  die  Bewegung  symmetrisch  zu  den  Kräften 
und  der  Bewegung  vor  Erreichung  des  Nullpunktes,  während  in  den  ana- 
lytischen Formeln,  sofern  man  in  ihnen  r  einfach  als  Abscisse  deutet,  diese 
Symmetrie  nicht  stattfindet.  Deswegen  darf  man  die  analytischen  Formeln, 
auch  wenn  der  Punkt  das  Centrum  überschreiten  kann ,  nur  fQr  r  >  0 
benutzen. 

Ich  untersuche  jetzt  die  einzelnen  BewegungsvorgSnge. 

I.  Ladungen  der  Punkte  ungleichnamig.     (Fig.  1.) 
1)  +oo>Q^>0  oder  l—p*+sp*>0  (Fig.  la); 


r  liegt  zwischen  0  und  p, ,  woselbst  r'=0  wird.  Der  Punkt  vollführt 
Schwingungen  zwischen  den  Abscisseu  —Q^  und  -f-^j,  indem  er  den  Null- 
punkt jedesmal  mit  der  Geschwindigkeit  +_  c  überschreitet  und  an  den  Stelleu 
+  Qi  allmälig  zum  Stillstand  kommt  und  umkehrt.    (Fig.  I  a.) 

Die  Dauer  einer  Viertelschwingung  (von  r  =  0  bis  r  =  9i)  beträgt: 
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2)         0>e,^-Qo  oder  0>l-p*+sp*  (Fig.  Ib,  c,  d,e); 


r    -dir    r-Q^ 
r  wird  nirgends  0  oder  oo.     Der  Pnnkt  bewegt  sich  von  —  oo  mit  der 

Geschwindigkeit  cl/  -^  beginnend ,  ttberschreitet  mit  der  Geschwindigkeit  c 

das  Centmm  und  gelangt  mit  der  Geschwindigkeit  cj/  ^  nach  -|-  oo. 

Der  Grenzfall  ^,  =  —  oo  (Fig.  1  b)  unterscheidet  sich  vom  allgemeinen 
nur  dadurch,  dass  die  Geschwindigkeit  im  unendlichen  =0  wird. 

Ein  specieller  Fall  der  geschilderten  Bewegungsart  ergiebt  sich,  wenn 
gi  =  Q3  wird  (Fig.  Id).  Dann  bewegt  sich  der  Pnnkt  mit  der  gleichfOr 
migen  Geschwindigkeit  c,  gerade  als  ob  die  Paukte  nicht  aufeinander  ein- 
wirkten. Dieser  Fall  kann  auch  als  Grenzfall  anderer  Bewegungsformen 
auftreten.  Er  entspricht  der  Beziehung 
oder  1-P«  +  »P«  =  5 

1— p*  =  0,   da  hier  s<l  ist, 
1>  =  ±1, 
d.  h.  er  tritt  ein,  sobald  irgend  einmal  (ausser  für  r  =  0)  r'—j^c  ist. 

Zur  Erklärung  der  Figuren  der  Tafel  II  diene  Folgendes: 

üeber  jeder  Abscisse  ist  der  zugehörige  absolute  Werth  der  Ge- 
schwindigkeit als  Ordinate  aufgetragen;  zugleich  sind  die  Curven,  die  sich 
ins  unendliche  erstrecken,  verkürzt  gezeichnet,  das  unendliche  ins  Endliche 
gerückt,  so  dass  man  sich  den  punktirten  Theil  der  Cunren  als  unendlich 
lang  zu  denken  hat 

Die  einzelnen  unter  I  gefundenen,  in  Fig.  1  zusammengestellten  Be- 
wegungstypen  erhSlt  man  der  Beihe  nach ,  wenn  man  bei  festgehaltenem  p, 
Pj  von  0  bis  -{-oo,  dann  von  —  oo  bis  0  wachsen  lässt,  in  folgender  Auf- 
einanderfolge: 


-|-oo>p.>0  . 

Fig.  la. 

9i=±<»-    •    • 

»     Ib, 

9a>Qi>-<»- 

»     lo. 

Qt  =  Qs'    •    •    • 

«     Id, 

0>P.>Ps  .    • 

.     le. 

II.  Ladungen  der  Punkte  gleichnamig.     (Fig.  2  u.  3.) 

e3>o. 

1)  0>e,^-oo  oder  0>l-p*  +  sp*; 

r    —Qit    ßg  — r 
Der  Punkt  schwingt  zwischen  —  ^j  und  -{-(j,  indem  er  an  den  Grenzen 
mit  unendlicher  Oeacbwindigkeit  ankommt  und  zurdckptaWl,  uuSl  a&vnM^m- 
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mnm  der  Geschwindigkeit,  i.  c,  bei  üeberschreitung  des  Centrums  besitzt 
(Fig.  3  innerer  Theil) 

Die  Dauer  einer  Viertelschwingung  beträgt 

9» 


r=l7/-£-/dr7/£i^. 

er       9a  J       r     r-Qt 


0 
2)  +oc>p,>0  oder  l-i>«  +  sp«>Oi 


r'=  +  c 


r     Ol  r     r-Qs 


Die  Bewegung  ist  nur  reell  ausserhalb  der  Strecke  ^i^g.  Sie  besteht 
aus  zwei  getrennten  Bewegungsarten ,  die  nur  im  Falle  q^  =  q^  physikalisch 
zusammenhängend   werden  (ebenso  wie  für  (g^O). 

a)  es>p,  oder  l-p«     s{l-p*)  {¥ig.2). 

Die  eine  Bewegung  o)  besteht  aus  Schwingungen  zwischen  —  Qi  und 
-f-^j,  die  andere  {ß)  aus  einer  Bewegung  von  +cß  nach  ^3,  Umkehr  da- 
selbst und  Backkehr  nach  +c». 

Die  Daner  einer  Viertelschwingung  der  Bewegung  (a)  beträgt: 


b)  «.,  >  p,  oder  1  -1,»  <  s(l  -  P*)  (Fig.  3). 

Die  Bewegung  (o)  besteht  aus  Schwingungen  zwischen  —  ^^  und  +  q^ 
mit  Reflexion  an  den  Grenzen ,  die  andere  (j3)  aas  einer  Bewegung  von  +  00 
nach  pj,  Umkehr,  dann  Rückkehr  nach  +ao. 

c)  ,  e,  =  (.3  oder  p=±\  (Fig.  1  d). 

Der  Punkt  bewegt  sich  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  c,  als  ob 
das  Centmm  gar  nicht  auf  ihn  einwirkte. 

Die  Fig.  Id  kann  man  sich  als  Grenzfall  von  Fig.  2  oder  Fig.  3  denken, 
indem  man  sich  vorstellt,  dass  beim  Znsammenrücken  von  (>|  und  (3  sowohl 
die  innere,  wie  die  äussere  Curve  immer  mehr  an  die  Gerade  r'=c  sich 
anschmiegen,  und  das  Aufsteigen  der  einen,  wie  das  Abfallen  der  andern 
Curve  erst  in  immer  grösserer  Nähe  der  Grenze  merkbar  wird.  Es  würde 
also  zu  der  Geraden  r'=  c  analytisch  noch  die  senkrechte  Gerade  r  =  p^  =  q^ 
hinzugehören. 

Lässt  man  ^,  von  0  bis  +od,  dann  von  —00  bis  0  wachsen,  so  folgen 
die  Bewegungen  in  folgender  Weise  anfeinander: 
e3>P,>0  .    .  Fig.  2, 

ei  =  es   •  •  •  •    n    id, 

+  a'>ei>(»3-     r,     3, 

0>(>j>  —  00.     „     3  inueteT  T\i«i\\  a\\«m. 
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§7. 
Einige  Bemerkungen  über  die  AaBftthrnng  der  zweiten  Integration. 

Was  die  Aasfahniiig  der  zweiten  Integration  betrifft,  so  ist  es  zwar 
nicht  möglich,  r  und  «gp  direct  als  expHcite  Functionen  von  t  darzustellen; 
wohl  aber  gelingt  es  mit  Hilfe  der  elliptischen  Functionen,  r,  tp,  t  als  Func- 
tionen einer  vierten  Variablen  u  darzustellen,  die  mit  t  monoton  wächst. 
In  SpecialfUllen  degeneriren  die  elliptischen  Functionen  in  trigonometrische 
und  Exponentialfnnctionen.  Ich  verzichte  hier  auf  die  Ausführung  der 
zweiten  Integration,  da  sie  nicht  zu  neuen  physikalisch  interessanten  Be- 
snltaten  führen  würde,  ausser  einem  einzigen,  welches  ich  ohne  Beweis  hier 
wiedergeben  will. 

In  den  Fällen,  wo  eine  Bewegung  auftritt  zwischen  dem  Centrum  und 
einepi  Grenzkreise,  also  in  den  Fällen  III),  2),  3a),  3b),  gaben  uns  die 
ersten  Integrale  nur  Aufschluss  über  die  Bewegung  bis  zum  Nullpunkte. 

Analytisch  setzen  sich  die  Curven  aber  weiter  fort,  und  zwar  so,  dass 
sich  der  in  der  Zeit  von  —  T  bis  +  T  durchlaufene  Curvenzug  in  der  Zeit 
von  T bis  37*  wiederholt,  aber  gegen  den  ersten,  in  den  Figuren  gezeichne- 
ten Curvenzug  um  einen  bestimmten  Winkel  20  gedreht,  der  sich  durch 
ein  vollständiges  elliptisches  Integral  zweiter  Gattung  bestimmt. 

Im  Falle  der  Fig.  7  endlich  setzt  sich  die  Bahncurve,  welche  die 
Gleichung  hat;  i  a        i 

0»  4pj"~  r  ' 
ebenfalls  über  den  Nullpunkt  fort,  und  zwar  in  einer  Spirale,  welche  mit 
der  pnnktirten  Spirale  congruent  ist,  aber  nicht  mit  ihr  zusammenfällt, 
sondern  gegen  dieselbe  um  einen  Winkel  gedreht  ist,  derart,  dass  der  halbe 
Winkel  zwischen  den  beiden  Asymptoten  der  nunmehr  vervollständigten 
Curve  den  Werth  hat:  

r  Qi 

§8. 
Yergleicli  mit  Lolling.    Schlnssbemerknngen. 

Zum  Schlüsse  komme  ich ,  wie  ich  in  der  Einleitung  versprochen  habe, 
nocbmals  auf  die  Abhandlung  von  Herrn  Lolling  zurück,  um  ihre  Mängel 
kurz  ZQ  beleachteii. 

Erstens  ist  die  Lolling'scfae  Arbeit  unvollständig.  Denn  alle  die- 
jenigen Bewegungen,  die  kein  Perihel  haben,  kommen  bei  Lolling  nur 
als  Zweige  mit  negativen  r  (die  ich  gar  nicht  berücksichtigt  habe ,  und  die 
übrigens  nur  einer  Zeichenänderung  der  Kraft  entsprechen),  ohne  physika- 
Viaehe  Bedeutang,  als  „geometriacbe  Bewegungen",  wie  et  &\«  uokcV^  'sqx. 
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f>«r  Ornod  daron  t«t  der,  dau  er  zum  Zweck  der  ConstaBtenbestimmiuig 
V'ynuiWMitet,  da»  hviKtgte  Tbeilcben  habe  zn  einer  bestiminteii  AnCugszeit 
nur  «in«  Oefcbwindigkeit  «  Mnkrecbt  zum  Badiotrector  r.  Ea  ist  aber  von 
vornb^rein  gar  nicht  «nicbtlicb ,  ob  et  fiberbaapt  jemals  einen  solcben  Zeit- 
frtinkt  geben  kann,  in  dem  r'=0  ifet.  Wollte  Lolling  als  Gmnd  der  ün- 
tnffglicbkeit  der  anderen  Bewegnngen  anfobren,  dass  dann  r  an  einer  Stelle 
«>  werden  würde,  so  würde  dasselbe  Ton  der  Bewegung  im  innem  Kreise 
ron  Fig.  6  gelten,  die  Lolling  doch  nicht  als  unmöglich  bezeichnet.  Oder 
Hollte  etwa  Lolling  die  Weber'oche  BeschrBnkung  der  GrOsse  Ton  1c^  adop- 
tirt  haben  V  Davon  sagt  er  gar  nichts,  und  dann  wftre  es  doch  immer  ein 
Fortschritt  meinerseits,  diese  Beschränkung,  deren  Berechtigung  fraglich 
ist,  fallen  gelassen  zu  haben,  schon  um  des  analytischen  Interesses  der 
Kesultate  willen. 

Zweitens  geht  Lolling  auf  die  verschiedenen  Grenzfftlle  gar  nicht  ein, 
und  so  kommt  ei,  dass  er  Ober  den  Znsammenhang  der  Curven  unter 
einander,  insbesondere  auch  über  den  Fall  der  Fig.  7  ganz  irrige  Vor- 
stellungen hat,  Er  meint,  dass  dann  die  Bahncarve  aus  zwei  geraden 
Linien  bestehe,  die  sich  bei  r^g,  unter  einem  bestimmten  Winkel  an- 
einandersutien  (pag,  829  bei  Lolling).  Ausser  diesem  directen  Fehler  ist 
mir  Übrigens  noch  ein  kleiner  Irrthum  LoUing's  aufgefallen ,  nämlich ,  dass 
er  den  Uadiusveotor  fttr  r  =  ao  direct  als  Asymptote  der  Bahncurve  an- 
sieht, wHhrond  doch  die  letztere  die  stets  von  0  verschiedene  Entfernung 
}/ -  (t,  (^,  vom  0- Punkt  besitzt. 

Drittens  ist  es  doch  wUnsobenswerth ,  das,  was  mit  einfacheren  Mitteln 
besser  geleistet  werden  kann,  auch  mit  diesen  Mitteln  zu  leisten.  Statt  so 
die  quAlittttive  Untersuchung  der  Bewegung  direct  an  die  Ausdrücke  fttr 
die  Ooschwindigkeitsoomponenten  zu  knüpfen,  wie  ich  es  gethan  habe, 
führt  Lolling  sofort  die  elliptischen  Functionen  ein  und  führt  die  zweite 
Integration  aus.  Um  nachher  die  Curven  zu  untersuchen,  was  nur  sehr 
dürftig  geschieht,  niuss  Lolling  erst  wieder  differentiiren,  was  doch  sicher 
ein  Umwog  ist 

A\>a  allen  diesen  Gründen  bitte  ich  meine  Arbeit,  eine  erschöpfende 
«lualitativo  Untersuchung  aller  vorkommenden  Bewegungsformen,  als 
viu»  KrgKniung  tu  derjenigen  von  Lolling  su  betrachten. 


111. 

Einige  Sätze  über  reguläre  Polygone. 

Von 

Benedikt  Sporee. 


I. 

Es  ist  folgender  Satz  allgemein  bekannt: 

Hat  irgend  eine  Curve  n**"  Grades  mehrere  Symmetrie- 
achsen, etwa  l,  d.  h.  sind  in  der  Ebene  derselben  l  solche 
gerade  Linien  gelegen,  die  sie  in  zwei  symmetrische  Hälften 
zerlegen,  so  gehen  diese  2  Symmetrieachsen  alle  durch  einen 
und  denselben  Punkt  0. 

Es  ist  weiter  in  dem  Begriffe  Symmetrieachse  selbst  enthalten,  dass 
alle  übrigen  Symmetrieachsen  mit  einer  beliebigen  paarweise  im  Punkte  0 
gleiche  Winkel  bilden.  Eine  Ausnahme  hiervon  macht  nur  eine  zu  der  be- 
liebig gew&hlten  etwa  senkrecht  stehende  Symmetrieachse.  Wenden  wir 
diese  Betrachtung  auf  jede  einzelne  der  Symmetrieachsen  an,  so  folgt 
femer  der  Satz: 

Die  Symmetrieachsen  theilen  den  Vollwinkel  von  360"  in 
gleiche  Winkel,   d.   h.   irgend  zwei  auf  einander  folgende  der- 

180« 
selben  bilden  einen  Winkel  =  — r— . 

Beschreiben  wir  weiter  nm  0  dnrch  einen  beliebigen  Curvenpuhkt  einen 
Kreis ,  so  sind  durch  die  l  Symmetrieachsen  auf  dem  Kreise  und  der  Gurre 
21  gemeinsame  Punkte  derart  bestimmt,  dass  die  Symmetrieachsen  auf  je 
I  Seiten  «nd  Diagonalen  des  durch  die  21  Punkte  bestimmten  Vielecks 
senkrecht  stehen.  Jeder  Kreis  um  {  durch  einen  beliebigen  Punkt  der 
Cnrve  hat  also  mindestens  2 1  Punkte  mit  der  Curve  gemein.  Wir  schliessen 
daraus: 

^  Hat  irgend  eine  algebraische  Curve  ti**"  Grades  mehr  als 
»  Symmetrieachsen,  so  mnss  sie  nothwendig  in  Kreise  zer- 
fallen, die  alle  den  gemeinsamen  Punkt  0  der  Symmetrie- 
linien  zum  Mittelpunkte  haben. 


2K 


EJaifK  SSOc  Umt  reguün  Pdjgoc«. 


Geht  aho  aas  der  Art  der  Eotitebitiig  Mcr  algefaniaekm  Canre  her- 
TOT.  daa  ee  dae  bfatiaiaite  AazaU  Sjmmetneat^ea  besit»B  onua,  die 
giBtaer  irt  als  ihr  Grad,  so  kOnaea  arir  tob  Torahereia  behaaptea,  dass 
dieae  Canre  aas  einea  oder  mdmren  eoaeeathtdiea  Kreitea  bestehen  wird. 


U. 


Ist 


die  Gleidiaiig  iigead  einer  Geraden  darefa  dea  Coordiaateaarsianuig  önes 
rechtwinkligea  Coordiaatensjsteias,  aad  ist  zodem 

«*+/?=  1. 
so  stdlt  der  Werth  az,+^jr,  die  Eatferaoag  dea  Panktes  (Xjj^)  tob  der 
Geraden  L  dar.  Diese  Eatfemnag  fcaan  eatveder  einen  positiven  oder 
negatiTen  Werth  haben,  oad  xwar  werden  für  alle  Pankte  aaf  der  einen 
Seite  der  Gendea  L  die  Entfemangen  poutir,  aaf  der  aadem  Säte  n^gatir. 
Wir  sind  also  gewissennaasea  bereehtigt,  tob  einer  positiren  nnd  öner 
n^atiTea  Seite  der  Geraden  L  xa  redea. 

Smd  insbesondere  «  Geraden,  deren  Gleiebongen  sind 

L.^xrim('^+ß"j  +  9cos(^+ß)=0 


vif.  u 


gegeben,  so  stellen  dieselben  n  durch  den  Crspmng  gebende  Geraden  dar, 

die  den  Vollwinkel  insammen  in  2» 
gleiche  Theile  zerlegen.  Darch  die 
in  den  Gleichungen  festgestellten  Coef- 
ficienten  ron  x  and  jr  ist  fllr  nn- 
gerade  «,  zadem  die  dnrch  Fig.  1 
ersichtliche  Feststellung  der  poötiTea 
and  n^atiTen  Seiten  der  einseinen 
Geraden  geschehen.  Irgend  swei  der 
aufeinanderfolgenden  2»  Halbstrahlen 
kehren  sich  also  stets  die  gleiche  Seite 
tu ,  oder  ein  Punkt  zwischen  2  solchen 
aaf  einander  folgenden  Halbstrahlen 
ist  bei  beiden  auf  der  positiTen  oder 
negaikrien  &e\\e  g^\«gaTi. 


Von  Benkuikt  Spoueb. 
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^B        Bilden  wir  nan  irgend  eine  Function  ungeraden  Orades 

H  <p(-^i.ij,-^3 L„)=0, 

^tiie  in  Bezng  auf  die  Indices  1  bis  n  die  Eigenschaften  hat,  dass  sie  sich 
nicht  ändert,  wenn  wir  jeden  Indices  durch  den  folgenden  ersetzen,  also 
etwa  anstatt  dem  Indices  4  den  5,  anstatt  5  den  6  u.  s.  w.  schreiben  und 
welche  zudem  die  weitere  Eigenschaft  hat,  dass  sie  auch  nnverUnderlich 
bleibt,  wenn  wir  einen  der  Indices  festhalten  und  die  in  dem  Cyklus  von 
ihm  gleich  weit  abstehenden  mit  einander  vertauschen,  so  kCnnen  wir  in 
Bezng  auf  diese  Function  folgende  geometrische  Betrachtung  veranstalten. 
Ist  P  irgend  ein  Punkt  des  durch  die  Gleichung 

dargestellten  Ortes,  und  ist  0 B^  die  Halbirungslinie  des  Winkels  A^OA^, 
so  wird  ein  zweiter  Punkt  /*, ,  der  zu  P  so  gelegen  ist,  dass  OB,  das 
Ualbirungsloth  von  PI',  ist,  auch  auf  dem  Orte  gelegen  sein,  denn  die 
Function  wird  sich  nach  dem  Obigen  nicht  ändern,  wenn  wir  die  Ent- 
fernungen des  Punktes  P  von  den  Geraden  i„i„.  .  .//„  durch  die  Entfer- 
nungen des  Punktes  P,  von  diesen  Geraden  ersetzen j  es  wird  dies  gleich- 
bedeutend sein  mit  einer  Vertauschung  der  Indices  in  der  oben  als  statt- 
haft angegebenen  zweiten  Art. 
I  Daraus  sohliessen  wir: 
Die  Gerade  OB,  ist  Symmetrieachse  des  Ortes  (p{L„L^,...L„)  =  <^. 
Und  da  diese  Eigenschaft  auch  jeder  andern  Geraden  OB  in  gleicher 
rt  zukommt,  die  einen  Winkel  von  2  aufeinander  folgenden  Geraden  OA 
oalbirt,  so  haben  wir: 

Die  durch  die  Gleichung  qp  =  0  dargestellte  Curve  hat  die- 
jenigen n  Geraden,  welche  die  Winkel  zweier  aufeinander- 
folgenden Geraden  OA  halbiren,  zu  Symmetrieachsen. 

Ist  femer  die  Function  <p  =  0  eine  homogene  in  den  Geraden  X,  und 
iwar  vom  Grade  p,  so  haben  wir  fUr  gerade  p  zudem  noch,  dass  auch  die 
Geraden  OA  Symmetrieachsen  des  Ortes  sind.    Tritt  nämlich  ein  Punkt  P 
von    dem  Winkel  A^OA^  etwa   in   den  Winkel  A^OA^  über,   so  sind  zwar 
die  Werthe  L,,L.^,L^^.,.L„  für  2  Punkte  P  und   /'j,   von  denen    OA^  das 
Halbirungslotfa   der  Verbindungslinie   ist,   gleich    aber   nicht  alle  von  dem- 
selben   Vorzeichen;    aber   diese   verschiedenen   Vorzeichen   treten   paarweise 
anf,    80   dass   also   der  Werth  <p{L,,L^,...L„)=^0  auch  für  den  Punkt  P^ 
befriedigt    ist.     Fassen    wir  diese  Resultate  zusammen,   so  haben  wir  also: 
^h        Ist  irgend  eine  homogene  Function  p""  Grades  :p{Li,Lj,.,.L„) 
^■=0  gegeben,    die  in   Bezug   auf  die    Indices    1,2...    n   die  oben 
angegebene  Eigenschaft    hat,    und  ist  n  ungerade,   und  stellen 
^M£>,,Lff...L„    n    durch    einen    Punkt    gehende    Gerade,    die   mit 
^^iaander  gleiche    Winkel    bilden,    dar,   so  hal  4\e  iwxtXi  ^5=^ 


28  Einig«  SUz«  aber  reguli»  Pirijgone. 

dargeitellte  Carre  »  oder  2«  SjBmetriesehseB,  je  naehdem 
p  «Bgerade  oder  gerade  isL 

so  folgen  danu  flir  dieie  Fnnctionen  <p=0,  wenn  wir  hnätakm,  daas  f&r  nnge- 
nde  f>  die  Gleidwog  9  =  0  mindert«!»  eine  redle  Gerade  entliaUen  mdsste: 

F6r  nogerade/«,  die  zudem  <fi  sind,  Terichwiadet  die  oben 
genannte  homogene  Fnnetion  y(X„X^...X«)^0  identisch.    Und: 

Für  gerade  /»<2fi  ist  die  Function  ^{In,Lg,L^.,.)  =  0  eine 
mit  einer  Constanten  mnltiplicirte  Potenz  Ton  (x'  +  y'X 

FOr  letztem  Fall  kSnnen  wir  dieses  Besoltat  anch  so  fassen: 

Für  gerade  p<2n  zerfSllt  der  durch  die  Gleichung 
^{Lf,Lf,L^...Lm}  =  kf  dargestellte  Ort  in  Kreise,  die  entweder 
alle  oder  bis  auf  einen  imaginSr  werden. 

m. 

Die  in  II.  entwickelten  SUxe  lassen  eine  interessante  geometrische 
Fassung  zu.  Beschreiben  wir  nJbnlich  Aber  der  Terbindnngslinie  eines 
Punktes  P,  der  im  Falle  p  ungerade  ist,  beliebig,  im  Falle  p  gerade  ist . 
auf  dem  Ortskreise  gewKblt  ist,  und  dem  Coordinatenaofange  0  einen 
Kreis,  der  OP  zum  Durchmesser  hat,  so  bestimmen  auf  diesem  Kreise  die 
n  Geraden  OA  ein  regnlBres  »-Eck,  und  die  Lothe  Ton  P  mf  die  Geraden 
OJ  sind  nichts  anderes  als  die  Verbindungslinien  des  Punktes  P  mit  den 
Ecken  dieses  regnlSren  n-Ecks.  Denken  wir  uns  anstatt  dem  Punkte  P 
die  Geraden  OA  um  den  Punkt  0  gedreht,  so  bt  weiter  klar,  dass  die 
oben  genannten  SStze  auch  ftlr  diese  Systeme  Ton  Geraden  gelten,  oder 
dass  die  Function  9>(XpXj,X,...X.)  flir  einen  Punkt  P  in  Bezug  auf  jede 
beliebige  Lage  der  n  Geraden  OA,  wenn  nur  letztere  gegen  einander  ihre 
Winkel  beibehalten,  ihren  festen  Werth  k  behalt.  Wir  kSnnen  uns  also 
auch  auf  dem  Kreise  fiber  OP  als  Durchmesser  den  Punkt  P  als  fest  denken 
und  das  System  der  Geraden  OA  um  0  drehen.  Es  wird  sich  nun  das 
regulSre  Polygon,  das  diesem  Kreise  einbeschrieben  ist,  so  bewegen,  dass 
jede  Ecke  den  ganzen  Kreis  dnrchlSnft,  so  oft  die  Geraden  OA  eine  volle 
Drehung  von  360"  gemacht  haben,  umgekehrt  kSnnen  wir  wieder  in 
diesem  Kreise  die  Ecken  des  regnl&ren  Polygons  festhalten  und  den  Punkt  P 
sich  bewegen  lassen,  ohne  dass  die  Function  q>  =  0  ihren  Werth  Sndert 
Dies  vorausgeschickt,  gehen  unsere  Haupte&tze  in  II.  in  folgende  fiber: 

Ist  irgend  einem  Kreise  ein  regulSres  Polygon  mit  unge- 
rader Seitenzahl  1»  einbeschrieben  und  nehmen  wir  auf  dem 
Kreise  irgend  eiuen  beliebigen  Punkt  P  an  und  verbinden 
denselben  mit  den  Ecken  des  regul&ren  Polygons  durch  Ge- 
rftde  Li,Lf,Lf...Lm,  so  ist  der  Werth  jeder  homogenen  obigen 
^maeiioa  ^  vom  Grade  p  gleich  Null  fOr  ungerade  p  und 
tmd  gl0ieb  einer  Constanten  {Ut  getttdi«  p<.'^«. 
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IV. 

Es    dflrfte   nicht  nnnfltz  sein,    diese  Resultate   an  einigen   Beispielen 
nSher  su  erOrtern. 

a)  Das  reguläre  Polygon  sei  ein  Dreieck  A^A^A^. 

Wir  erbalten  für  p=  1  das  bekannte  Besaltat: 

Ffir  irgend  einen  Punkt  P  des  Kreises  zwischen  A^  nnd  A^  ist: 

o)     PA^- PAf-\- PA^  =  0.     Fttrp  =  2: 

(l)     PA,'+PA,»+PA^*  =  2s; 

y)-PJi.PA,+  PAi.PAg—PA,.PA3  =  -s*,  und  für  p  =  4: 

i)     PA,*+PA,*  +  PA,*  =  2g', 

0     PA^^ .  PA,*+  PA,*.  PA,'  +  PA*.PA*  =  s*. 

h)  Fttr  das  regnlSre  Fünfeck  A^A,AJ^A^A^•. 

Setzen  wir  l»  =  1 ,  so  ist: 

«)     PA^- PAt  + PA,- PA^■\■  PA^==Q. 

Setzen  wir  ebenso  l>  =  3,  so  haben  wir: 

(J)     PA»  -  PA,*  +  PV  -  P^A  +  P^t  =  0, 

y)     PAi .  PA, .  PA,  —  PA, .  PA, .  PA^  +  PA, .  PAt .  PA, 

-  PA^.  PA,.PA^  +  PA,.PAi  .PA,  =  0, 

i)     PJi .  PA^  .PAt-PA,.PA,.  PA^  +  PA, .  PAi .  PA, 

—  PA^ .  PA, .  PA,  +  PA, .  PA, .  PA^  =  0. 

Purp  =  2: 
0     PA*  +  PA*  +  PA,*  +  PA*  +  PA*  =  const, 
0     PA^ .  PA,  +  PA, .  PA,  +  PA, .  PA^  +  PA^.PA,+  PA, .  P^,  =  const 

U.    8.    W. 

Fttr  j>  =  4;  z.  B.: 
ri)     PA*  +  PA*  +  PA,*  +  PÄ*  +  PÄ*  =  const. 

und  wenn  |)=>6  nnd  8;  z.  B. : 
9)     P^,«  +  PA,*  +  PA,*  +  P^/  +  P^«  ==  const , 
0     PA^*  +  PÄ,*  +  />^s*  +  PA^  +  /»V  =  «ons* 

u.  s.  w. 

Alle  diese  Belationen  lassen  sich  wieder  in  Sätze  fassen ;  so  haben  wir 
t.  B.  ffir  eine  der  einfachsten  Relationen  folgenden  Ausdruck: 

Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  P  eines  Kreises  mit 
den  Ecken  eines  regulären  Polygons,  das  dem  Kreise  ein- 
beschrieben ist  nnd  das  eine  ungerade  Anzahl  n  von  Ecken 
hat,  dnrch  Strahlen  von  der  Länge  qi,q,...qn,  so  ist 

9i^  -  q»^  +  9»''  -  «/+•••  +?«'' "=  0. 
wenn  p  ungerade  nnd  <m  ist,  nnd 

?i'' +  ?»''  +  ?»'' +•••"!" 9"'' ~*'°"**>    wö°°  P   gerade 
oad  *C  2ff  tat. 
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V. 

Die  entwickelten  Belationen  lassen  aber  noch  eine  weitergehende  geo- 
metrische Deutung  zu.  Beschreiben  wir  nfimlich  um  den  Mittelpunkt  des 
regulären  Polygons  einen  Kreis,  so  schneidet  derselbe  jeden  der  Strahlen 
PÄ  noch  in  2  Punkten  C  und  D,  so  dass  ÄC=  PD  und  PÄ  =  PC—  PD 
ist  Da  die  durch  den  Punkt  P  gehenden  Strahlen  den  Vollwinkel  von 
360**  in  2n  gleiche  Tbeile  zerlegen,  so  folgt  aus  der  Relation 

?i  —  3»  +  «8  -  94  +••  •  +  ff»  =  0 
folgender  Satz: 

Schneiden  sich  in  einem  Punkte  P  eine  ungerade  Anzahl 
von  n  Strahlen,   so   dass  je  zwei  auf  einander  folgende  Strah- 

len  mit  einander  denselben  Winkel  bilden  (nämlich  =  — ),    so 

sind  dadurch  2n  von  P  ausgehende  Halbstrahlen  bestimmt, 
die  von  irgend  einem  Kreise,  in  welchem  P  innerhalb  beliebig 
gelegen  ist,  in  Punkten  C  so  geschnitten  werden,  dass  die 
Summe  der  ungeraden  Halbstrahlen  PC,  also  des  ersten,  drit- 
ten, fttnften  u.  s.  w.  gerade  so  gross  ist  als  die  Summe  der 
gerade  gezählten  Strahlen  PC,  also  des  zweiten,  vierten,  sechs- 
ten. Dabei  ist  es  gleichgiltig,  welchen  Strahl  man  als  den 
ersten  betrachtet. 

Soweit  ist  der  Satz  bereits  in  Crelle's  Journal  fttr  reine  und  ange- 
wandte Mathematik  in  Bd.  17.  p.  367  von  E.  F.  Auguste  ohne  Beweis 
gegeben  worden. 

Bezeichnen  wir  weiter  die  Strecken  PC  und  BD  mit  r  und  s,  so  dass 
also 

q  =  r  —  s 

ist,  und  bedenken  wir,  dass  für  den  Punkt  P  der  Werth  rs  derselbe  ist, 
wir  mögen  den  Strahl  durch  P  ziehen  wie  wir  wollen,  indem  derselbe 
gleich  der  Potenz  von  P  in  Bezug  auf  den  zweiten  beliebigen  Kreis  ist, 
und  dass  weiter: 

qp  =  (r- s)P  =  rP  +  a^rs{r  -  «)''-'  +  a^r'^s^r  -  s)p-*  +  ...±  «p, 
oder  fOr  ungerade  p: 
qP  =  {r-8)P  =  rP-s''+aib{r-8y-'^  +  a^b\r-sy-*  +  ...  +  ab>>-'ir  —  s), 

=  rP  -  s"  -h  o,  bqP-^  +  a^b^qP-*  +...+  o,^v, 
wobei  &  =  rs,  a, ,  ({...a,,  gewisse  Constanten  sind,  so  erhalten  wir: 

j;^f=  Sri'— Xsl' -f  a^bEqP-^^ -f  o,b* 2qP-*  -V...-V at\?-^£q. . 
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Da  weiter  nach  dem  obigen  Satze  alle  hier  auftretenden  Sammen 
I^qP-*,  £qP~*,  Zq^~*...Zq  gleich  Null  werden,  so  haben  wir  ferner 

£rP  —  2sr  =  0 
flir  ungerade  p<n. 

Ebenso  erhSlt  man  fOr  gerade  p: 

qP  =  r'  +  sr  +  aib{r-s)P-^-  +  aib\r-ay-*+...+a,lil 

und 

Sqr  =  £rP  +  £8'  +  OibHq''-^  +  0^1* £qr-*  +...+p.  a»6|. 

Alle  hier  auftretenden  Summen  sind  hier  jedoch  gfleich  Constanten  mit 
Ausnahme  von  £rP  und  £iP,  d.  h.  wir  erhalten: 

iEri» -f  £«P  =  const  p  gerade  wie  <2n. 

Fassen  wir  diese  Besultate  in  Worte,  so  lässt  sich  der  von  E.  F.  Augaste 
gegebene  Satz  wie  folgt  Terallgemeinem : 

Schneiden  sich  in  einem  Punkte  innerhalb  eines  Kreises 
eine  ungerade  Anzahl  von  n  Geraden  in  der  oben  angegebenen 
Weise,  so  ist  die  Summe  der  p*"^  Potenzen  für  die  gerad- 
zahligen Strahlen  gleich  der  Summe  der  p**°  Potenzen  fUr 
die  nngeradzahligen  Strahlen,  wenn  p  ungerade  und  <n  ist, 
und  die  Summe  der  j)"°  Potenzen  aller  Strahlen  gleich  einer 
Constanten,  wenn  p  gerade  und  <  2n  ist.  Dieser  letztere 
Werth  Sndert  sich  nicht,  wenn  man  das  Strahlensjstem  um 
den  Punkt  P  dreht,  ist  also  nur  abhängig  von  dem  Werthe 
des  Kreishalbmessers  und  der  Entfernung  des  Punktes  Pvom 
Kreismittelpunkte. 

Der  erstere  Theil  dieses  Satzes  ist  nach  einer  Notiz  von  Brissäne, 
NoDvelles  annales  de  math6matique  Bd.  7,  p.  213 — 214  von  Br6ton  im 
Anschlnss  an  obigen  Satz  in  Crelle's  Journal  verallgemeinert  worden ,  jedoch 
gab  Br6ton  fQr  ungerade  p  die  obere  Grenze  anrichtiger  Weise  kleiner  als 
2»  an,  wie  sich  rechnerisch  schon  fUr  den  Fall  />  =  3  leicht  zeigen  iKsst; 
auch  die  ftlr  gerade  m  gegebene  Verallgemeinerung  Br6ton's  ist  nicht  voll- 
ständig richtig.     Die  Sätze  selbst  sind  ohne  Beweis  von  Brissäne  angefahrt. 

VI. 
Es  erfibrigt  uns  nur  noch,  den  Fall  zu  untersuchen,  für  den  der 
Werth  von  n  gerade  ist.  Setzen  wir  in  Bezug  auf  die  «  Geraden  wieder 
positive  and  negative  Seiten  fest,  wie  ftlr  den  Fall  des  angeraden  n,  so 
zeigt  sich,  dass  die  obige  Anordnung  von  positiven  und  negativen  Seiten 
ia  der  Boaette  niebt  mehr  möglich  ist.     Wir  können  aQc\\  \v\qt  TiQ«^\\  1«%V 
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stellen,  dass  irgend  2  der  Geraden,  etwa  A^,  Ä^  und  Ä^,  A^  sich  die 
gleichartigen  Seiten  zukehren;  es  ist  alsdann  ancb  noch  möglich,  anf  die 
angedeutete   Art   eine    Symmetrie    für   die    Gerade    herzustellen,    die    den 

Winkel  A^  OA^  balbirt.  Diese  Gerade 
bleibt  jedoch  die  einzige  Symmetrie- 
achse, d.  h.  die  Function  wird,  falls 
alle  Werthe  Ly  in  ihr  vertreten  sind, 
anf  diese  Art  zu  keinen  Resultaten 
führen.  Nichts  destoweniger  aber  wird 
es  möglich  sein,  auch  hier  Besnltate 
abzuleiten,  die  jedoch  nicht  mehr  in 
solchem  Maasse  symmetrisch  sind  wie 
die  obigen. 

Ist  dagegen  die  Function  9)  =  0 
vom  geradem  Grade,  und  in  ihr  homo- 
gen, so  ist  es  möglich ,  auch  hier  fOr  die 
Cnrve  <p  =  0  Symmetrieachsen,  und 
zwar  jetzt  2n  zu  erhalten,  nSmlich 
die  Geraden  n  selbst  und  die  Halbirungslinien  der  Winkel  zweier  auf 
einander  folgenden  Geraden  OA. 

Dies  gilt  namentlich  dann,  wenn  die  Entfernungen  L  in  der  Glei- 
chung 9)  =  0  quadratisch  auftreten ,  oder  überhaupt  nur  vom  geraden  Grade. 
In  analoger  Weise,  wie  oben,  erhalten  wir  daraus  die  Sätze,  um  hier 
gleich  zu  speciellen  Resultaten  überzugehen: 

Ist  irgend  einem  Kreise  ein  reguläres  Polygon  von  gera- 
der Seitenzahl  einbeschrieben  und  verbinden  wir  irgend 
einen  Punkt  P  des  Kreises  mit  den  Ecken  des  Polygons  durch 
Strahlen  q,  so  ist  die  Summe  der  geraden  p"°  Potenzen  für 
Werthe  jp<2w  constant,  wir  mögen  P  wählen  wie  wir  wollen. 
Und: 

Ist  irgend  ein  Punkt  P  innerhalb  eines  Kreises  gegeben, 
und  legen  wir  durch  denselben  eine  gerade  Anzahl  von 
n  Strahlen,  die  alle  mit  einander  gleiche  Winkel  bilden,  so 
ist  die  Summe  der  p*"'  Potenzen  der  2n  von  P  an  den  Kreis 
gehenden  Strahlen  constant,  wenn  wir  das  Strahlensystem 
um  den  Punkt  P  drehen,  und  wenn  p  gerade  und  <2«  ist. 
Es  sind  nur  specielle  Fälle  hiervon  die  Sätze: 

Die  Summe  der  Quadrate  der  Katheten  eines  rechtwink- 
ligen Dreiecks  ist  für  dieselbe  Hypotenuse  constant,  nttmlich 
gleich  dem  Quadrat  der  Hypotenuse.     Und: 

Schneiden    sich    in  einem   Kreise  2  Sehnen  senkrecht,    so 
ist  die  Summe   der  Quadrate  der  4  Abschnitte  derselben  con- 
stant,  wenn  wir  die  Sehnen  beliebig  um  P  ATft>aeTv. 
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Es  ist  hier  n  =  2,  p  =  2  gewählt  worden. 

Ist  »  =  4,  so  gelten  z.  B.  folgende  Belationen: 

9*  +  ?«*  +  9a*  +  9*  =  const, 

9x*  +  ?g*  +  ffs*  +  ^4*  =  const, 

9i'  +  9i  +  9i  +  9i  =  const , 
u.  s.  w. 

VII. 
Wir  haben  oben  in  VI.  erwähnt,  dass  wir  auch  für  gerade  n  und 
ungerade  p  nichts  destoweniger  Formeln  entwickeln  können.  CTm  dies  za 
zeigen,  wollen  wir  ein  bestimmtes  n,  nämlich  6,  nehmen.  Wir  haben  als- 
dann ein  reguläres  6 -Eck  eines  Kreises  mit  den  Ecken  A^,  A^,  A^,  A^, 
A^,  Ag.  Dieses  6 -Eck  können  wir  zusammengesetzt  denken  aus  den  regu- 
lären Dreiecken  üj,  Ä^,  Ä^  und  A^,  Ä^,  Äg.  FUr  diese  und  einen  belie- 
bigen Pnnkt  P  haben  wir  nun: 

9i— 93  +  95  =  0, 

9t  —  9t  +  9e  =  0, 
und  hieraus  z.  B.: 

9i  +  9i-93-9*  +  9i  +  9e  =  0. 
Ebenso  finden  wir  aus: 

9i^+9i*  +  9&*'='ion8t, 
und 

?»*  +  ?«*  + 9«*  =  oon3t, 
da  diese  Constanten  denselben  Werth  haben: 

9r'~93*  +  93*-9,*  +  9,'-9c'  =  0. 
Allgemein  haben  wir  z.  B.  die  Sätze: 

Verbinden  wir  die  Ecken  eines  regulären  Polygons  Ton 
gerader  Seitenzahl  mit  irgend  einem  Punkte  P  des  Umkreises 
darch  Strahlen  q,  so  ist  die  Summe  der  j>**"  Potenzen  stets 
Null,   wenn  bei   ungeraden  p  auf  zwei  gleichnamigen  Zeichen 

stets  2  ungleichnamige  kommen  undp^n*  ist,  und   wenn  bei 

geraden  |><  n  positive  und  negative  Zeichen  abwechseln,  und 
11  nicht  dnrch  4  theilbar  ist. 

Und: 

Schneiden  sich  in  einem  Punkte  P  innerhalb  eines  Kreises, 
eine  gerade  Anzahl  von  n  Geraden  unter  gleichen  Winkeln 
und  ist  n  nicht  durch  4  theilbar,  so  ist  die  Summe  der  f^" 
Potenzen  des  ersten  und  zweiten,  fttnften  und  sechsten,  neun- 
ten nnd  zehnten  etc.  Strahles  gleich  der  Summe  der  p*"^  Po- 
tenzen  der   übrigen   Strahlen,    also    des   dritten   und    vierten, 

siebenten  nnd  achten  etc.,  wenn  p  ungerade  und  <^   ist,    und 

die  Summe  der  j)"°  Potenzen   der  ungeradzahligen  gleich  der 
Somme  der  geradzahligen  für  gerade  J)  <  ti. 

IMtmaltt  f.  Matheattik  a.  Pbftik  XXX.V1I,  I.  & 
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In  ähnlicher  Weise  lassen  sich  alle  Polygone,  deren  Seitenzahl  nicht 
durch  eine  Primzahl  aasgedrückt  ist,  in  Polygone  von  niederer  Seitenzahl 
zerlegen,  nnd  jede  dieser  Zerlegung  wird  wieder  zu  Relationen  der 
Strahlen  g,  p,  r  und  s  ffihren. 

Wir  wollen  weiter  darauf  hinweisen,  dass  die  entwickelten  Resultate 
es  gestatten,  eine  grosse  Anzahl  trigonometrischer  Relationen  aufzustellen, 
unterlassen  es  jedoch ,  hier  näher  darauf  einzugehen. 

Stuttgart,  im  Mai  1891. 


IV. 

Ueber  die  KreiBungspunkte  einer  complan  bewegten 

Ebene. 

Von 

Prof.  M.  Grübler. 

iaBig*. 


Hieran  Tafel  III. 


Sind  E^,  E^,  Eg,  E^  vier  beliebige  Lagen  einer  Ebene  E,  welche  sich 
in  einer  Cümplanen  Ebene  E^  bewegt,  so  bilden,  wie  Barmester*  znerst 
nachgewiesen  hat,  diejenigen  Punkte  Ä  von  E,  deren  entsprechende  Lagen 
Ai,  Af,  Ag,  A^  demselben  Kreise  angehören,  eine  Focalcnrre  dritter  Ord- 
nung, welche  durch  die  6  Selbsten tsprechenden  Punkte  je  zweier  der  rier 
Ebenen  und  die  imaginBren  Kreispunkte  geht.  Die  Mittelpunkte  der  Kreise 
bilden  ebenfalls  eine,  der  Ebene  Eo  angehörige  Focalourve  von  analogen 
Eigenschaften.  Die  erstere  der  Gurren  wurde  von  Bnrmester  die  Kreis- 
punktcurve,  die  letztere  die  Mittelpunktcurve  genannt.  Sind  die 
vier  Lagen  consecntive ,  d.  h.  unendlich  nahe  Lagen  einer  irgendwie  in  Eq 
bewegten  Ebene  E,  so  erhält  das  vorstehende  Resultat  die  folgende,  von 
SchSnflies**  mitgetheilte  Gestalt:  „Bewegt  sich  eine  Ebene  E  in  ihrer 
Ebene,  so  giebt  es  in  jedem  Augenblicke  eine  Curve  %*  dritter  Ordnung, 
deren  Punkte  gerade  Linien  mit  stationärem  Krümmungskreis  beschreiben. 
Die  Hittelpunkte  dieser  Kreise  bilden  eine  in  der  festen  Ebene  E^  gelegene 
Carve  k^*,  die  ebenfalls  von  der  dritten  Ordnung  ist  Jede  derselben 
berfihrt  die  Polcurve  ihrer  Ebene  im  momentanen  Drehungscentrnm  drei- 
ponktig.  Bei  der  ümkehrung  der  Bewegung  vertauschen  die  beiden  Curven 
ihr«  Bedeutung." 


*  Ueber  die  Geraditlhrang  durch  das  Kurbelgetriebe.^  Civüingeniear  1876, 
S.  697;  1877,  8.  827  und  819.  Vergl.  ferner:  Burmester,  Lehrbach  der  Kine- 
matik.   Bd.  1,  S.  616. 

**  Qeomebde  der  Bewegaag,  S.  39. 
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Wie  aus  den  letzteren  SStzen  hervorgeht,  ezistiren  in  einer  complan 
bewegten  Ebene  Punkte,  deren  Bahnen  ihren  KrUmmungskreis  vierpunktig 
berühren.  Diese  Punkte,  welche  Schönflies  Punkte  mit  stationärem 
KrUmmungskreis  genannt  hat,  bewegen  sich  momentan  in  kreisfOrnaigen 
Stellen  (Kreis-  oder  Circularstellen?)  ihrer  Bahnen,  oder,  was  dasselbe  ist, 
vollziehen  momentan  eine  unendlich  kleine  kreisende  Bewegung  und  sollen 
deshalb  kürzer  Kreisnngspunkte  der  Ebene  heissen;  die  Mittelpunkte 
der  vierpunktig  berührten  KrUmmangskreise  dagegen,  um  welche  die  vor. 
erwähnten  Punkte  momentan  kreisen,  mögen  Angelpunkte  genannt 
werden.  Das  Continuum  der  Kreisungspunkte  ist  die  Curve  Ifi,  welche  der 
bewegten  Ebene  E  angehört  und  Kreisnngspnnktcurve  heissen  möge, 
während  die  Angelpunkte  die  der  ruhenden  Ebene  E^^  angehörige  Curve  k^^ 
bilden,  welche  mit  dem  Namen  Angelpunktcurve  belegt  werden  soll. 
Die  Kreisungs-  und  Angelpunkte  sind  einander  zugeordnete  Punkte  und 
vertauschen  ihre  Bedeutung  bei  ümkehrnng  der  Bewegung. 

Gegenstand  der  folgenden  Untersuchungen  ist  die  Ermittlung  der  Lage 
der  Kreisungs-  und  Angelpunkte.  Wir  werden  zu  derselben  geführt  durch 
Benutzung  der  besonderen  Beziehung,  in  welcher  die  Angelpunkte  zu  den 
Evoluten  der  Babncurven,  bez.  HUllbahnen  stehen.  Wie  leicht  ersichtlich, 
hat  die  Evolute  einer  Curve  in  dem  Mittelpunkte  eines  vierpunktig  berüh- 
renden KrOmmungskreises  einen  Bttckkehrpunkt;  es  sind  sonach  die  Angel- 
punkte zugleich  Rückkehrpunkte  der  Bahnevoluten.  Da  der  Krümmungs- 
radius einer  Curve  in  einem  Rückkehrpunkte  derselben  aber  gleich  Null 
ist,  so  folgt  weiter,  dass  der  Krümmungsradius  der  Bahnevolnte  eines 
Kreisnngspunktes  gleich  Null  sein  muss.  Diese  für  die  Kreisungspnnkte 
charakteristische  Bedingung  zeigt  nun  sofort,  auf  welchem  Wege  wir  zur 
Kenntniss  der  Lage  der  Kreisungspunkte  gelangen. 

Wir  suchen  zunächst  die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe,  den 
Kt'ümmungsradius  der  Evolute  derjenigen  Hollbahn  zu  finden,  welche  von 
einer  beliebig  gegebenen  Hüllcurve  bei  der  Bewegung  der  Ebene  umhüllt 
wird ,  und  specialisiren  dann  die  gefundene  Lösung  in  entsprechender  Weise, 
indem  wir  darin  den  letzterwähnten  Krümmungsradius  gleich  Null  setzen. 
Hieran  schliesst  sich  die  Mittheilung  einer  einfachen  geometrischen  Con- 
struction  der  Kreisungs-  und  Angelpunkte,  ferner  die  Aufstellung  und 
Discussion  der  Gleichungen  der  Kreisungspunkt-  und  Angelpnnktcurven. 
In  engstem  Zusammenhange  mit  den  Kreisungs-  und  Angelpunkten  einer 
bewegten  Ebene  stehen  die  KrUmmungsmittelpunkle  der  Polcurven ,  worauf 
ich  in  einer  früheren  Arbeit  (diese  Zeitschrift,  Bd.  XXXIV,  S.  305)  hinwies. 
Da  im  Folgenden  auf  letzteie  Arbeit  öfter  Bezug  genommen  wird,  so  werde 
ich  sie  kurz  mit  [XXXIV,  S. . . .]  bezeichnen.  Ferner  beziehe  ich  mich  auch 
des  Oefteren  auf  die  Arbeit:  „Ueber  die  KrUmmungsmittelpunkte  der  Pol- 
bahnen", d.  Z.  Bd.  XXIX,  S.  212  und  deren  Ergänzung  in  demselben  Bande, 
Ä  38if,  die  im  Folgenden  kurz  mit  |XXIX ,  8. . .  .\  >sexev<i\Hift\.  -««t^«». 
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I. 

Wir  suchen  zuvörderst  die  Lage  der  Kreisungspunkte  auf  einem  ge- 
gebenen Normalstrahle ,  welcher  den  Winkel  (p  mit  der  Polcurvennormalen 
einscfaliessen  mag,  zu  bestimmen.  Es  sei  F  der  Pol  und  c,  y  ein  Httll- 
cnrvenpaar,  welches  sich  momentan  im  Punkte  B  auf  diesem  Normalstrahle 
bertthrt  (s.  Fig.  1,  Taf.  III);  C  und  f  seien  die  entsprechenden  Krttmmungs- 
mittelpunkte  der  beiden  Curven.  Setzen  wir  FT  =  (i,  PC  —  r,  und  be- 
zeichnen mit  W  den  Durchmesser  des  Wendekreises  der  momentanen  Be- 
wegung der  Ebene,  so  besteht  fQr  die  drei  Punkte  P,  f,  C  die  Euler 'sehe 
Gleichung 

1)  (L_l)co.^  =  .^ 

Diese  Gleichung  bezieht  sich  auf  drei  consecutive  Lagen  der  bewegten 
Ebene,  welche  mit  I,  II,  III  bezeichnet  werden  mögen.  Nehmen  wir  eine 
vierte  consecutive  Lage  IV  hinzu,  so  ordnet  sich  den  drei  Lagen  II,  III, 
IV  ein  anderer  Pol  P*  und  eine  andere  Polcurvennormale  zu,  welche  letz- 
tere die  den  Lagen  I,  II,  III  entsprechende  Polcurvennormale  im  Erfim- 
mungsmittelpunkt  der  ruhenden  Polcnrve  p  schneidet.  Denken  wir  uns 
die  Lagenänderung  des  Poles  dadurch  herbeigeführt,  dass  wir  die  Ebene 
um  den  Winkel  dV»  drehen,  wobei  die  bewegte  Polcurve  n  auf  der 
ruhenden  p  um  den  Betrag  PP'  =  ds  yorwSrts  rollt,  so  ist  bekanntlich 

2)  ds=W.dn>. 

Bezeichnet  dtij,  den  Contingenzwinkel  und  Jep  =  PCp  den  KrUmmungs- 
radins  der  Curve  p  im  Punkte  P,  so  hat  man  weiterhin  die  Beziehung 


ds  =  1cp  .dn,. 

also  in  Verbindung  mit  2) 
3) 

dnp_W 
d^f      hp' 

Den  drei  Lagen  II,  III,  IV  ordnet  sich  aber  auch  ein  anderer  Wende- 
kreis zu;  denn  es  ändert  sich  nicht  nur  die  Lage  des  Berührungspunktes  B 
des  Httllcurvenpaares,  sondern  auch  die  des  Normalstrahles,  welche  letztere 
in  F 1^  übergeht.  Diesem  Normalstrahle  ordnen  sich  andere  KrQmmungs- 
mittelpnnkte  des  HüUcurvenpaares  zu,  welche  C,  bez.  V  sein  mögen  und 
fflr  die  wieder  die  Euler'sche  Gleichung  besteht,  jedoch  unter  Aenderung 
sSmmtlicher  darin  auftretenden  Grössen  um  ihre  Incremente.  Zwischen 
letzteren  besteht  zufolge  1)  sonach  die  Beziehung 

4)  d(^)  =  -(l-^)m<p  d.p_(^- J"jc65v, 

aus  welcher  die  Aenderung  des  Wendekreisdurchmessers  sich  ermitteln  lässt. 
Vm  die  GrOssen  dg),  dg  and  dr  abhängig  von  dip  dataleVW  iw  VibrasÄti^ 
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benatzen  wir,  dass  C  und  C  Pankte  der  Evolnte  e  der  Cnrre  e  sind  und 
die  Normalen  der  Evolate  in  deren  Pankten  C  und  C  sieh  im  Krflm- 
mungsmittelpunkte  M  der  Evolute  e  schneiden  mflssen.  Letzterer  Punkt 
ordnet  sich  sonach  den  vier  Lagen  I,  IT,  III,  IV  der  bewegten  Ebene  zu. 
Das  Gleiche  gilt  von  den  Punkten  f  und  V',  welche  der  Evolute  t  der 
Hfillcurve  y  angehören  und  den  Erümmungsmittelpunkt  M  von  t  bestimmen, 
der  den  vier  Lagen  der  Ebene  entspricht.  Berücksichtigen  v^ir,  dass  der 
Contingenzwinkel  der  Evolute  einer  Curve  der  gleiche  ist,  wie  deijenige 
der  Curve  selbst  im  zugehörigen  Punkte,  so  erhalten  wir,  falls  wir  den 
Winkel  zwischen  den  consecntiven  Normalen  von  c  mit  dn,  den  ent- 
sprechenden fttr  y  mit  dv  bezeichnen, 

'CO  =  e.dn, 

rt=t.dpi 

hierin  ist  zur  Abkürzung  der  Krümmungsradius  der  Evolute  e,  d.  i.  3IC  =  e, 
derjenige  von  y,   d.  i.  Mr  =  £  gesetzt  werden. 

Errichten  wir  im  Pol  P  die  Senkrechte  PP'o  zu  PC,  so  istZ.P'PP'o  =  Vi 
folglich 


nnd  demnach 

Andrerseits  ist 
und  weil  auch 
so  wird 


P'QP'  =  ds.$in(p 

dr^CC  +  P^f^ 
=  e.dn  +  ds.sin<p. 

PP'o  =  ds.cosip, 


5)  dn  = .ds 

r 

und  unter  Benutzung  von  2)  erhalten  wir  dann 

dr  =  (-co8<p  +  sinqi\  W.  d^. 
Ganz  analog  ergiebt  sich 

d^=rf'  +  p\P 

=  f.dv  +  ds.sintp; 

da  aber  die  ursprüngliche  Normale  Bf  der  Curve  y  und  von  ihrer  neuen 
Lage  BT  um  den  Drehwinkel  d^  der  Ebene  Ein  ihrer  Richtung  abweicht, 
so  ist 

dv  =  dn  +  drif, 
also  nach  5) 
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,       cosip    ,    ,   . 


und  schliesslich  zufolge  1) 


=  (  —  COSfp+  lj(J* 


Man  erhSlt  demnach 


W 

dv  =  — costp.d^. 
Q 


dQ=  (-cosq>  +  sin(p\W.dil>. 


Beachten  wir  endlich,  dass  die  Gerade  MCp  wahrend  der  Bewegung  der 
Ebene  durch  die  Lagen  I  bis  lY  ihre  Lage  nicht  ändert,  so  folgt,  wenn 
»,  bez.  rip  die  im  gleichen  Sinne  gemessenen  Winkel  dieser  Geraden  mit 
dem  Normalstrahle  PB,  bezw.  der  Polcurvennormaleu  bezeichnen,  aus  der 
unmittelbar  der  Figur  zu  entnehmenden  Beziehung 

das  Increment 

d(p  =  dn  —  dnp; 

unter  Verwendung  der  Relationen  3)  und  5)  wird  hieraus 

Diesen  Werth,  sowie  diejenigen  fQr  dr  und  dg  in  4)   substituirt,   liefern 

+  (—cos<p+sinq)j--^co8q>\d^ 
und  mit  Benutzung  von  1)  entsprechend  zusammengezogen 

Der  gefundene  Differentialquotient  muss  nun  bei  einer  irgend  wie 
bestimmten  Bewegung  der  Ebene  dieselbe  Grösse  besitzen  fQr  alle  HttU- 
enrrenpaare,  die  sich  auf  dem  gegebenen  Normalstrahle  berühren.  Zieht 
sich  die  Htlllcurre  auf  einen  Punkt  zusammen,  so  hat  man  in  6)  t  =  0 
zu  setzen,  und  ist  dieser  Punkt  ein  Kreisungspnnkt ,  so  muss  auch  6=^0 
sein.  Sei  K  der  Kreisungspnnkt  und  K  der  zugeordnete  Angelpunkt  auf 
dem  gegebenen  Normalstrahle,  und  setzen  wir  zur  Abkürzung  PK  =  P, 
P^=B,  80  folgt  aus  6)  für  dieses  Punktepaar  die  Beziehung 


4,  d  / 1  \     tantp     /l   ,  2\   . 

^)  Mwr-kr-Kp+Br''''' 
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Die  Elimination  des  links  stehenden  Differentialqnotienten  ans  (6)  und  (7), 
welche  auch  diejenige  von  &p  nach  sich  zieht,  liefert  die  Gleichung 

8)  (^  +  |)«n^  =  (i+?)^«^+(^-^)Trca,V. 

Kreisungs-  und  Angelpunkt  sind  aber  zugeordnete  Punkte  auf  dem  Normal- 
strahle, für  welche  folglich  die  Euler'sche  Gleichung 

9)  (i-I)co5^=l 

besteht.     Die  Gleichungen  8)  und   9)   bestimmen  die  Lage  der  Kreisnngs- 
und  Angelpunkte  auf  dem  Normalstrahle  völlig,  und  zwar  ergiebt  sich 


10) 


1_1      /i       e\  Wcos'ip 
P      Q      \^j      W  3sinq> 

'i_^,f±__e\  Wcos'ip 


Diese  Ausdrücke  machen  ersichtlich  erstens,  dass  es  auf  jedem  Normal- 
strahle nur  ein  solches  Pnnktepaar  giebt,  zweitens,  dass  die  Lage  dieser 
Punkte  schon  völlig  bestimmt  ist  durch  ein  Httllcurvenpaar 
c,  y,  welches  sich  anf  dem  Normalstrahle  berflhrt,  and  die 
Polcurvennormale.    Setzt  man 

3g'stny  _ 

Sr^sirup  _ 
Wecos*<p~^'" 
so  lassen  sich  die  Gleichungen  10)  in  der  folgenden  Form 

P      Q      (>,     r,     R     r 

schreiben,  aus  welcher  die  nachstehende  einfache  Bestimmungsweise  des 
Kreisungs  -  und  Angelpunktes  hervorgeht.  Denkt  man  sich  auf  dem  Normal- 
strahle zwei  Punkte  f,  und  Cq,  deren  Entfernungen  vom  Pol  Pr„  =  e„ 
PC^^Tg  sind,  so  lassen  die  Gleichungen  11)  erkennen,  dass  die  drei 
Punktepaare  K,  A';  Tg,  C^;  T,  C  in  einer  speciellen  quadratischen  Verwandt- 
schaft stehen,  welche  ganz  gleichartig  ist  mit  derjenigen,  die  die  Punkte 
zweier  gegenseitig  bewegten  Ebenen  einander  zuordnet.  Demgemass  können 
inittels  bekannter  geometrischer  Constructionen*)  K,  bezw.  K  als  zugeord- 
nete Punkte  zu  f,  bezw.  C  und  dem  Punktepaare  r^,  Cg  gefunden  werden. 
Es  ist  daher  nur  nöthig,  Tg  und  C^  geometrisch  zu  constrniren,  was  in 
folgender  Weise  geschehen  kann. 


V  Vergl.  a.  A.  Barmester,  Lehrbuch  der  KmeiasAäJi.   ^A.  V,%.  V4%. 
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Wir  errichten  in  P  (s.  Fig.  2)  eine  Senkrechte  zu  MP,  welche  die 
Gerade  M  T  in  M'  schneiden  mOge;  ist  nun  auf  dem  Normalstrahle  der 
Pookt  W  so  bestimmt,  dass 

PW'=^PW=^W.eosv, 

80  liehen  wir  TT'  WM'  und  fUllen  von  dem  so  gefundenen  Punkte  f 
das  Loth  FTq'  auf  eine  Senkrechte  in  P  zum  Normalstrahle,  dann  schneidet 
eine  durch  f'o  parallel  zur  Polcurventangente  PT  gelegte  Gerade  den 
Normalstrahl  im  gesuchten  Punkte  Tg.  Der  Beweis  der  Richtigkeit  dieser 
Constmction  folgt  einfach  daraus,  dass 

rM'=^  =  i^ 
Mr     « 

nad,  wenn  r<t>'  die  Höhe  des  Dreiecks  TTP  ist,  sich 

r^':MT  =  Ff:JPW' 
TerhSlt.     Dann   ergiebt  sich 


1=^=         *' 


and  weil 

femer  Lrorf,P='tp, 


s.}Wcos(p 

PT'o^rö', 


- ^  So^sinip 

Pro=  PTf..  tamp  =  == =-> 

wie  erforderlich.  Analog  constmirt  man  0,  indem  man  von  den  Punkten 
C  und  M  ausgebend  erst  M',  dann  mittels  W  den  Punkt  C  und  auf  der 
Geraden  Pr\  den  Punkt  C'^  erhKlt;  die  Parallele  durch  C'q  zur  Polcurven- 
tangente schneidet  den  Normalstrahl  in  C,. 

Anstatt  die  Punkte  K  und  A'  aus  den  Punktepaaren  Tq,  C^  und  f,  (7 
zu  ermitteln,  kann  man  sie  auch  directer  aus  ToiC/o  und  r,C  finden  und 
zwar  wie  folgt:  Man  verbinde  (s.  Fig.  3)  (f^  mit  C  und  f  durch  Gerade, 
welche  die  Polcurventangente  in  C",  bez.  P"  treffen  mögen;  die  Geraden 
V^Vj  bez.  r'oC"  schneiden  dann  den  Normalstrahl  in  K,  bez.  K.  Der 
Beweis  fttr  diese  Constmction  ergiebt  sich  leicht,  wenn  man  r'oT'o^lCgC/'g  ; 
PC  zieht  und  ferner  berficksichtigt,  dass  r^rj.;  CjCn  ist.     Man  hat  dann 

Cf'C\  .C'P=  C\C, :  PC=  PCo :  PC=  r, :  r 
und 

CT"o  .C"P=  r  or'o  :  PK=  /To :  PK^  q,  :  Ä. 

Snbstitairt  man  die  hieraus  für  CCf'o  und  CT^  sich  ergebenden  Werthe 
in  die  folgende  der  Figur  sofort  zu  entnehmende  Relation 

CTo  CT', :  n  r;  =  FC", :  Pr'o  =  PC  -  C"  C\ :  PC'  -  CT'  ^, 
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80  erhält  man  nach  geringer  ümfornaung  die  zweite  der  Gleichungen   11); 
ebenso  beweist  man  den  anderen  Theil  der  Constraction. 

Die  Toraasgeschickten  Entwickelungen  stützen  eich  aaf  die  Figur  1, 
in  welcher  die  ErUmmungsmittelpunkte  M  und  M  der  Evoluten  des  Hflll- 
curvenpaares  eine  solche  Lage  gegenüber  dem  Normalstrable  haben,  dass 
die  Krümmungsradien  der  HüUcurven  bei  fortschreitender  Bewegung  zu- 
nehmen, also  die  GrSssen  CCf  =  e.dn,  bezw.  VT^t.dv  positiv  sind. 
Würde  dagegen  M  auf  der  andern  Seite  des  Normalstrahles  liegen,  so 
müsste  der  Radius  BC  der  Curve  c  bei  fortschreitender  Bewegung  abnehmen, 
also  C(f  =  —  e.dn  zu  setzen  sein.  Hieraus  erkennt  man,  dass  in  vor- 
stehenden Entwickelungen  und  Gleichungen  e  und  t  mit  positivem  oder 
negativem  Zeichen  einzuführen  sind,  je  nachdem  bei  fortschreitender  Be- 
wegung der  Ebene  die  Krümmungsradien  der  Hüllcurven  zu-  oder 
abnehmen.  Die  mitgetheilten  Constrnctionen  werden  hierdurch  nicht 
beeiuflusst. 


IL 

Ist  die  Bewegung  der  Ebene  durch  zwei  Paare  von  Hüllcurven  e^  y, 
und  Cg}',  bestimmt,  dann  lassen  sich  die  Krümmungsradien  lip  und  h^  der 
Polcurven,  wie  folgt,  ermitteln.  Wir  stellen  die  Gleichung  6)  für  die 
beiden  HüUcurvenpaare ,  bezw.  deren  Normalstrahlen  auf;  durch  Elimination 

von  -:r-  ( T7^ )  aus  den  beiden  entsprechenden  Gleichungen  erhSlt  man  sofort 


d^ 

tanipi  —tanq>. 


12a) 


Kp 


Entweder  durch  Umkehrung  der  Bewegung  oder  unter  Benutzung  der  Re- 
lation 

13)  1-1  =  1 

'  k,     kp      W 

erhält  man  weiterhin 


12  b) 


tan<p,  —tan<p. 


(£,  C0$^  <P,        fj  COS*  (Pj       «1  COS*  Vi    ,    Cj  co$*<pA 

Die  beiden  Gleichungen  12a)  und   12  b)  finden  sich  bereits   [XXXTV, 
S.  309]  mitgetheilt. 

Denkt  man  sich   auf  den   beiden  Normalstrahlen   die  Kreisnngs-  und 
AageJpankte  bestimmt  und  fllhrt  deren  A.V>8\Ände  ^^^  P»'«  T^\>  ^*  "'wa  ^<sl 
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an  Stelle  der  GrOssen  p,  r   in   die   Gleichungen    12j   ein,    bo  nehmen  die- 
selben  die  einfachere  Gestalt 


H) 


lan  qp,  —  lan 


-=(^+I;V''"''-(f,+I.V''"^^ 


(an<p,  —  lan 


-=Gl,+p,)'''"''~  (i-^p^j"'"^' 


I. 


an,  weil  für  diese  Punkte  «,  =  »,  =  f,  =  «5  =  0  ist.  Unter  entsprechender 
Benutzung  der  Euler'schen  Gleichungen  für  die  beiden  Kreii-unge-  und 
Angelpunkte,  d.  i.  der  Relationen 

erhalten  wir  schliesslich  aus  14) 

1_  3  /sinq>^      sin<pA       1 

Cp     (antpi—tan<Pf\    Ä,  B,  /      W 

1  3  /si»i<r,      siMg>j\ 

kn     tan <Pi  —  tanipf\   P,  P,   / 


16) 


W 
W 


als  Ausdrucke  für  die  Krümmungen  der  Polcurren.  Da  dieselben  völlig 
übereinstimmen  mit  denjenigen,  welche  [XXIX,  S.  216]  abgeleitet  wurden, 
60  lässt  sich  offenbar  die  [XXIX,  8.  2^18]  angegebene,  [XXIX,  S.  382]  ab- 
geSnderte  Construction  der  KrUmmucgsmittelpunkte  Cp,  f»  der  Polcurven 
bier  direct  verwenden,  indem  wir  die  an  citirter  Stelle  mit  C,,C, ,  bezw. 
K^,  K^  bezeichneten  Punkte  durch  die  Kreisnngs-  bezw.  Angelpunkte  auf 
den  beiden  Normalstrahten  ersetzen.  Hiernach  wird  diese  Constraction ,  im 
Zusammenhange  dargestellt,  die  folgende: 

Es  seien  K, ,  Kj  (s.  Fig.  4)  die  Kreisungs-,  Ä', ,  K^  die  Angelpunkte 
auf  den  beiden  Normalstrahlen  Pß, ,  bezw.  PB^  der  gegebenen  HüUcurven- 
paare  und  Q  sei  der  Schnittpunkt  der  Geraden  K,  K^  und  K^K.^,  dann 
errichten  wir  in  P  eine  Senkrechte  zu  PQ,  welche  die  vorgenannten  Ge- 
raden in  K',  bezw,  A"  schneiden  möge.  Legen  wir  nun  durch  K',  bezw.  K' 
Parallelen  zu  PQ,  welche  die  beiden  Normalstrablen  in  Kg,,  K,,,,  bezw.  K^)^, 
K^  schneiden ,  und  errichten  in  letzteren  Schnittpunkten  Lothe  zu  den 
betreffenden  Normalstrahlen,  so  schneiden  sich  die  entsprechenden  Lothe  in 
den  Punkten  K^i  bezw.  K^  der  Polcurvennormalen.  Die  vier  Punkte 
K  K^A'oÄ''  bilden  dann  ein  Paralleltrapez,  dessen  Diagonalen  K' K^  und  if'K^ 
■  sich  in  S  schneiden  mögen.  Legen  wir  schliesslich  durch  P  eine  Parallele 
PO  zu  den  parallelen  Seiten  K'K,,,  bezw.  K'K^  des  Trapezes,  und  ftlllen 
von  S  ein  Loth  auf  PQ,  so  schneidet  letzteres  die  erwähnte  Parallele  in 
einem  Punkte  H,  welcher  mit  K',  bezw.  K'  verbunden.  Geraden  ergiebt, 
die  auf  der  Polcurvennormalen  die  gesuchten  Punkte  f«,  bezw.  Cp  ans- 
achaeiden. 
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Der  Beweis  der  Bicbtigkeit  dieser  Construction  soll  hier  nicht  wieder- 
holt werden,  dagegen  mögen  diejenigen  Umformungen  der  Ausdrucke  16) 
hier  noch  Platz  finden,  welche  auf  diese  Constructionen  führen,  da  sie 
später  wieder  gebraucht  werden. 

Aus  dem  Bobillier'schen  Satze  folgt  mit  Bttcksicht  darauf,  dass 
PK'±  PQ  ist: 

setzen  wir  nun  zur  Abkürzung  L  PK'Q  =  h,  so  ergiebt  sich  aus  den  Drei- 
ecken KiK'P,  bezw.  KfK'P: 


Ä,  =  PKi  =  PK'. 


sink 


9in{<p^  +  ky 
sink 


Ä,  =  PJf,  =  PK'.    .   ,       .  ■■ , 


und  es  wird  folglich 


smijj,     sinipf sin{(pf  +  k)8in<p^  —  5(n(<p,  -f  k)sin<p^ 


17  a) 


R. 


■Rg  PK',  sink 

_  sin  {tp,  —  <p,) 
PK' 


tantpi  —  tetKpj 
pW  ~' 

tan  q>f  —  tan  (j>j 

~        pM, 


cos<p^.  costpf 


Auf  ganz  analogem  Wege  erhält  man  die  Relation 
17  b) 


sin  g),     sin  (pg  _  tan  qp,  —  tan  (p, 

-p;      p, 


PK, 


Vermittels  derselben  führt  man  die  Ausdrücke  16)  über  in 

1 


18) 


^.      PKo      ^ 


1 


1 


*»      PK,      W 

welche  in  dieser  Form  ebenfalls  [XXIX,  S.  217]  sich  mitgetheilt  finden. 
Unter   Verwendung    der   oben    stehenden   Ausdrücke    für  ü,   und   ü, 
erhält  man  weiterbin 
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cos  9,       cos  <pj sin  ((pg  +  fc)  cos  qo,  —  sin  ( (jp,  +  Jfc)  cos  qp^ 

~Ri  RT  ~  TFTsinh 

_      stn  (y,  —  y^)  _  ^  sin  (y,  —  y^) 
7\ff'.  tank  PQ 

and  derselbe  Aasdrack  ergiebt  sich,  ^enn  man  bierin  die  Grössen  R^ 
und  Rf  durch  P,  =  F£,,  bezw.  P,  =  /'£',,  ersetzt;  wir  finden  sonach  die 
spSter  zu  verwendenden  Relationen 


19) 


cos(p,      costpf costpi      costPf 8in(ip,  —  (pg) 

"r;     r^  ~  ~p,     ^p~         p^ 


III. 


Sei  /  eine  beliebige  Curve  einer  Ebene,  deren  Bewegung  durch  die 
beiden  Httllcurvenpaare  Cj  y,  und  c,  y^  bestimmt  ist ,  so  ISsst  sich  mittels 
der  in  I  abgeleiteten  Kesultate  der  Krümmungshalbmesser  der  Evolute  der- 
jenigen Curve  c  finden,  welche  /  bei  ihrer  Bewegung  einhüllt.  Stellen 
wir  ndmlich,  unter  Beibehaltung  der  früheren  Bezeichnungen,  für  die  drei 
HüUcurvenpaare  cy,  CiJi,  c^y^  die   Gleichung  6)  auf  und  eliminiren  aus 

den  so  erhaltenen  drei  Gleichungen  sowohl  "T—im)^   ^^  *"ch  ÄJ,  so  er- 
giebt sich  die  Gleichung 

20)  ^  ^ 

At  Uan<p  —  tantpA  —A^  itantp  —  tanq>f), 

in  welcher  zur  Abkürzung 

\q,     r,/  \Qi       r,V 

(-  +  Dsrnv.  +  (-^ ~ ^)  WcosW,  =A^ 

gesetzt  wurde.  In  dieser  Gleichung  ist  q  und  e  als  gegeben  zu  betrachten 
und  r  findet  sich  aus  der  Eul  er 'sehen  Gleichung  1);  die  einzige  Unbe- 
kannte ist  sonach  der  ErUmmungsradins  e  der  Evolute  der  Hüllbahn  c, 
nach  welcher  die  Gleichung  20)  aufzulösen  ist  Besteht  die  Curve  y  nur 
ans  einem  Punkte,  so  hat  man  in  vorstehender  Gleichung  £  =  0  zu  setzen, 
und  ist  dieser  Punkt  ein  Kreisungspunkt ,  so  muss  weiterhin  auch  e  =  0  sein. 
Führen  wir  die  letzteren  Special werthe  für  i  und  e  in  20)  ein,  so 
haben  wir  dann  q  und  r  durch  P  und  R  zu  ersetzen;  es  besteht  folglich 
üDr  die  AbstSade   des  Kreianngs-    und    Angelpunktes  vom  ¥o\  «.wi  ^«io^ 
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Normalstrahle,  der  den  Winkel  9>  mit  der  Polonrvennormalen  einschliesst, 
die  Bedingnngsgleichang 

P     JB      (ton  g),  —  tan  tp^  cos  (p      {tan  y,  —  tan  (pt)sin  tp ' 
welche  zusammen  mit  9)  die  Grössen  P  und  R  bestimmt.     Man  erhSlt 

22a)  ^  ^  [       ^'  ~  ^«        1^1      ^  y4^tan<pt-^ttang>, 

P      \tan(pi  —  tan<pt      Wf  Scos<p     S{tan<Pi  —  tanq)t)sin<p' 

22b)  -=  (      '^1  -  ^«      _  JL\      ^      _    ^i^^wyt  — ^ttowi»! 
R      1  tantpi  —  ten  qpi      W)  3cos(p     3  (<on  qp,  —  tan  <pt)  sin  <p ' 

und  wenn  man  in  diesen  Ausdrücken  tp  als  unabhängige  Variabele  betrachtet, 
so  stellen  sie  die  Polargleichungen  der  Kreisungspunkt-  und 
Angelpnnktcurve  dar. 

Diese  beiden  Gleichungen  werden  erheblich  einfacher,  wenn  man  sich 
die  Ereisangs-  und  Angelpunkte  auf  den  Normalstrahlen  der  beiden  Hflll- 
curvenpaare  c, /j  und  c,yt  bestimmt  denkt  nnd  die  Abstände  PpPt,  Si,S, 
dieser  Punkte  vom  Pol  an  Stelle  der  Grössen  ^i,  9,,  fj,  r,  einfahrt;  es 
ergiebt  sich  dann  zufolge  10): 

unter  Benutzung  der  Relationen  15)  wird  weiterhin 

If      A-^.        I    2]_ 1 f/3  2      \   . 

3  l  tan  9»,  -  tan  <Pt      w]      3  (tan  tp^  -  tan  (p.)  l  \  P,      Wcos  tpj  *"* ''« 

-(p.-W7^.)*'"''*}+3lr 

_cosq>^  eoaipt     inntjo,     sintpA 

If       ^,-^.  11  1  )/3  1      \   . 

'd\tan<Pi-tanq>t     w]     3(*on9.,  -<a«(p,){  ^Ä,  '  TTco.-!?),; *'"''» 

~U  +  W^^,)'''*'''«1-3F 

_cosv,  oosg>t   fsiwifi     s«Mg»,l 
"~«n(g)i  — qp,)  1    22,  R,    y 

A^^antpt—Attantp^_     to«(P|.to«y,     f/3    ,         1       \ 
'6(tan(p^  —tantpt)  ""Slteny,  —  ton^,)  Up,       WcogqiJ'^''"''^  ~ 

_  sintpj  st'ny,  fcos9>,  cosqp,  l 

~sin{<p^  -  g»7)  l~Pi  PTI 

_  «wy,  atn»,    |co«9>,  coa<p,| 

~m(«p,-«^V  \~r7  rT  V 
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und  sabsidtnirt  man   diese  AusdrQcke  in  22  a)   und  22  b),   so  erbBlt  man 
als  Polargleichungen  der  Kreisungspunkt-  und  Angelpunktcnrre : 
M  -.  j^  _  1  r/my,  _ giw<p,\ cos qp,  cos q>,      /cos (p,      cos<p,\  sin<Pi  sintpi"] 

■'  P  ~  s«M(9,  -  9,)  L\~Pi  PT"/       cÖs^  \P^  pT/        8in<p      J 

»ovv    1 1  r/gmy,     sin<Pf\cos<Pi  eoS(pt     (cos qp,      coagPiXswy,  atny,"l 

B     siH[fp^  — <pt)W    Ä,  B,  /       fosfl»        ~\~R^        Rt  )       sintp      J 

Die  einfachste  Gestalt  nehmen  diese  Gleichungen  aber  an,  wenn  man  sie 
mittels  der  Relationen  17)  und  19)  umformt]  es  ergiebt  sich  dann  zu- 
nächst: 

1^ 1  r<gn<Pt  —  tantpt    cos^p^  cos<Pf     ain{(pi  —  q>^)   siny,  swy,") 

P~»in(v,  —  9>t)L        PK„         *       coatp  pg        '       sintp      J 

_         1  sinq>^  simp^ 

PK^coa<p        PQ.ainqt 

Errichtet  man  nun  in  dem  Punkte  Q  (s.  Fig.  5)  eine  Senkrechte  zu  PQ^ 
welche  die  beiden  Normalstrahlen  in  den  Punkten  Q^f  bezw.  Q^  schneiden 
mag,  und  errichtet  hierauf  in  Q^  und  Q^  Lothe  zu  den  betreffenden  Normal- 
strahlen ,  so  schneiden  sich  diese  Lothe  auf  der  Polcurventangente  in  einem 
Punkte  (>g,  von  dem  sich  leicht  zeigen  iSsst,  dass 

—  PQ 


Denn  der  Winkel  zwischen  der  Polcurventangente  und  dem  Normalstrahle 
PB^  ist  gleich  90"— y,,  der  zwischen  letzterem  Strahle  und  PQ  ist  gleich 
90°—  ff^\  sonach  wird 

¥q  =  P~Qi  . cos(90<»  -  9>,) cos(90<* -  9g)  =  PQ^.sintp^  nntp,. 

Setzen  wir  noch  zur  AbkDrzung  PKgssxg,  PQo  =  qo>  ^°  finden  wir  als 
Gleichung  der  Kreisungspunktcurve 


P      XgC0S9      qoSinip 

und  als  Gleichung  der  Angelpunktcurve,   wenn   PKf,  =  JcQ    gesetzt 
wird,  auf  analogem  Wege 

1  1.1 


24  b) 


R     k^costp     q^sin(p' 


IV. 
Wenn  die  Bewegung  der  Ebene  durch  die  beiden  Polcunren  gegeben 
ist,  so  reichen  die  in  I  entwickelten  Gleichungen  ebenfalls  völlig  hin,  um 
die  Ereisungs-  und  Angelpunkte  der  Ebene  zu  ermitteln.  Da  nSmlich  die 
der  bewegten  Ebene  angehCrige  Polcurve  n  die  ruhende  Polcurve  p  ein- 
bollt,   die  beiden  Curren  also  ein  Hflllcnrvenpaar  bMen,  vi«>\c\vQ%  %\0(x  %xil 
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der  Polcarrennonnale  berOhrt,  so  gilt  für  dasselbe  die  Gleichung  6),    in 
der  man  9  =  0,  g  =  h„,  r  =  kp  zu  setzen  hat     Man  erhSit  dann 


^)  r,iw)-(^.-»)^' 


in  welcher  Gleichung  ef  =  MpCp,  bezw.  (x  =  ^nVK  (s-  Fig.  6)  die  KrOm- 
mungsradien  der  Evoluten  tp,  bezw.  t«  der  Polcnrven  bezeichnen.  Ist 
wieder  /  eine  beliebige  Cnrre  der  bewegten  Ebene,  und  e  ihre  Hallbalin, 
so  folgt  durch  Gleichsetznng  der  Ausdrficke  6)  and  25)  die  Gleichung 

ans  welcher  der  Erflnunnngsradius  e  der  Evolute  von  e  berechnet  zn  werden 
rennag. 

Fflr  den  Ereisungs-  und  Angelpunkt  auf  einem  beliebig  angenommenen 
Nonnalstrahle  erhalten  wir  ans  26)  die  specielle  Gleichung 

tantp 


(f.+D"-'=-(Ä-^> 


aus  welcher  in  Yerbindnng  mit  9)  und  12)  sich  die  Ausdrucke : 


27. 


JR     \ip      W)  Zcosff^XV'n     *»,/3«, 


isinip 

ergeben.  Dieselben  stellen  die  Folargleichnngen  der  Kreisnngs- 
punkt-  und  Angelpunktcurve  dar,  wenn  wir  darin  R,  P  und  <f  als 
Variabele  betrachten. 

Beachten  wir,  dass  wir  dieselbe  Bewegung  der  Ebene  erhalten,  ob 
wir  sie  nun  durch  zwei  Hfillcorrenpaare  oder  durch  das  zugehSrige  Pol- 
currenpaar  erzengen,  so  erkennen  wir,  dass  die  durch  die  Gleichungen  27) 
dargestellten  Curren  identisch  sein  mflssen  mit  den  Gurren ,  welche  die 
Gleichungen  24)  reprfisentiren.  Es  mfissen  sonach  anch  die  Gleichungen  24) 
und  27)  abereinstimmen,  wa»  die  nachstehenden  Relationen  zur  Folge  hat: 


Die  erste  derselben  ISsst  in  der  Form 

«,    fc«    w 
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«rkenaen,  daäs  derjenige  Punkt  N^  der  Polcurvennormalen,  dessen  Bahn  F« 
zum  Krflmmuugsmittelpuukte  hat,  sich  in  ein  Drittel  der  Strecke  k^  vom 
Pol  entfernt  befindet,  d.  b.  dass 


^^r  T 


f^O  —  n*0  —  ö^^O 


ist.  Da  sich  nun  der  Punkt  N„  als  zugeordneter  Sjstempunkt  zu  r„  geo- 
metrisch sehr  einfach  ermitteln  ISsst,  so  erhiilt  man  in  diesem  Falle  sofort 
auch  den  wichtigen  Punkt  K^,  indem  man  PKq  =  3PNo  macht.  Dasselbe 
gilt  von  dem  Punkte  Cg,  den  man  ganz  analog  findet,  indem  man  zunächst 
den  KrOmraungsmittelpunkt  N^  der  Bahn  sucht,  welche  Cp,  als  Punkt 
der  bewegten  Ebene  aufgefasst,  beschreiben  würde;  es  ist  dann  wieder 
PCa  =  3PNg.  Es  lassen  sich  demnach,  wenn  die  Polcnrven  gegeben  sind, 
aus  deren  Krümmungsmittelpunkten  f«  und  Cp  die  Punkte  K«  und  K^  geo- 
metrisch sehr  einfach  finden,  wobei  man  noch  benutzen  kann,  dass  K^  und 

To    einander    zugeordnete    Punkte    auf   der    Polcurvennormalen    sind,    weil 

ifolge  28) 

^^       Auch  der  Pankt  Q^,   bezw.  die  Strecke  g^,  ergiebt  sich  hier  in  direc- 
terer  Weise  als  früher.     Setzen  wir  nämlich  in  29) 


mei 
Rnf 


3V 


=  A. 


3fc» 


f  =  Z, 


10  lassen  sieb  X  and  2,  als  Strecken  betrachtet,  nach  dem  auf  Seite  41 
angegebenen  Verfahren  construiren,  nnd  zwar  findet  sich  durch  Benutzung 
dieser  Construction  hier  (s.  Fig.  6) 


i  =  r,<D',     l=C'pF\ 

ftlls  r'p  und  Cp  hier  dieselben  Punkte  sind ,  welche  in  der  früheren  Con- 
itmction,  bezw.  in  Fig.  2  mit  f  und  C'  bezeichnet  wurden  nnd  wieder 
r'jiO',  bezw.  C'pF'  die  Lothe  von  den  Punkten  T'„y  bezw.  Cp  auf  die 
Polcurvennormale  darstellen.     Dann  aber  findet  man,  weil 

j__l_] 

Qf  constroctiv  sehr  einfach  auf  Grund  des  Satzes,  den  ich  [XXIX,  S.  382] 
mitgetheiit  habe.  Ist  nümlich  L  der  Schnittpunkt  der  Geraden  C'pf'n  mit 
der  Polcurvennormalen,  so  legen  wir  durch  7^  eine  Parallele  zur  Polcurven- 
tangente,  welche  die  Gerade  C'p0'  im  Punkte  //'  schneiden  mBge;  eine 
Parallele  dnrch  L'  zur  Polcurvennormalen  schneidet  die  Polcurventangente 
im  gesuchten  Punkte  Qq.  Zum  Beweise  dieser  Construction  benutze  man, 
dass 

S!rH»thrlH  f.  Xalhemttik  a.  Pbfik  XXXYII,   I.  ^ 


50  üeber  die  Kreisnngspankte  einer  complan  bewegten  Ebene. 


,    ,  _  ....  .  .  _  .           .      _  . 

r"i>':LL'=CfL' 

:  C'^Vn 

=  LF': 

or 

=  LF' 

LF'-L<i>' 

und 

ferner 

i<t)':Xr  =  r'»0' 

.C',F'  =  l: 

l 

ist; 

es  folgt 

dann  sofort 

1        1      1 

1 



LL'      A      l 

%' 

was 

zn  beweisen  war, 

weil  constructionsgemäss 

PQo  =  LL' 

ist. 

Durch  diese  Darlegungen  haben  wir  die  ErmitÜnng  der  Ereisnngs- 
und  Angelpunkte  auch  im  vorliegenden  Falle ,  also  bei  gegebenen  Polcorren, 
auf  die  Bestimmung  der  drei  Punkte  Kg,  jE^  und  Pg  zurfickgeffthrt,  was 
wir  später  bei  der  Untersuchung  der  Kreisungspunkt-  und  Angelpunktcnrre 
insofern  benutzen  werden,  als  wir  dann  die  Erzeugungsweise  der  ebenen 
Bewegung  ganz  ausser  Betracht  lassen  kCnnen. 

Die  Belationen  28)  hStten  sich  auch  direct  ableiten  lassen  und  xwar 
ftus  den  Ausdrücken  16)  unter  Verwendung  der  Relationen  17),  wShrend 
29)  sich  wie  folgt  gewinnen  ISsst.  Ans  der  ersten  der  Gleichungen  27) 
ergiebt  sich  fUr  zwei  Ereisnngspunkte ,  deren  Normalstrahlen  die  Winkel  9>, 
und  <Pf  mit  der  Polcurrennormalen  einschliessen : 

cosw.      cosq>t      W ( tn      tm\(    ,  .     \ 

__ Jf /jf«  _  Cp \ «n(<p,  —  q>^ 
und  zufolge  19)  sonach 

oder  endlich  in  BUcksicht  auf  die  früher  bewiesene  Beziehung 

3  W,     fc»p/      Pöo     9o 

Die  Verbindung  der  Belationen  25)  und  29)  liefert  die  bemerkens- 
werthe  Beziehung 

moB  der  hervorgeht,   dass  nur  die  OrGsse  der  Strecke  ^^  von  EinflnsB  auf 
<2ü  Aenderaag  des  Wendekreisdurchmessei« ,  \>e%vi.  «ol  dÄ.«  TDATbSDL^aa«  B«- 


LER. 


wegang  der  Ebene  durch  vier  conseoutive  Lagen  ist.  Weiterhin  erkennt 
nun  dann  aus  29),  dass  die  erwähnte  Bewegung  unabhängig  ist  von  der 
Grösse  der  einzelnen  Krümmungsradien  Cp  und  i«  der  PolcavTeneTohiten, 
falls  diese  Radien  nur  der  Gleichung  29)  ^nUgen,  Hierin  unterscheidet 
sich  das  Polcurrenpnar  aber  nicht  von  jedem  HUUcurvenpaar ,  welches  sich 
in  einem  Punkte  der  Polcurvennormalen  berührt,  wie  aus  26)  für  cjp  =  0 
hervorgeht,  wShrend  dies  bei  allen  anderen  IlUllcurvenpaaren  der  Fall  ist, 
weil  deren  EvolutenkrUmmungsradien  für  die  Lage  der  Krelsungs-  und 
Angelpunkte  des  betreffenden  Normalstrables ,  wie  wir  sehen,  bestimmend 
id. 

Ist   umgekehrt  die  Bewegung  der  Ebene  durch  zwei   Hüllcurvenpanre 
gegeben,  so  liefert  die  Gleichung 


1 sin  qp,  sin (p,  /cos  (p,      cos  q>,\  _  sin «p,  sin  «p,  /ms  q>^ 

~  ~  P»  /      «>»(<fi-<P»)\   Äi 


■«"«(9, -<p,)\    P, 


cos(p^\ 


~      3  U»       PJ 


wobt  eine  Bedingung  für  die  Grössen  ep  and  (»,  nicht  aber  diese  letzteren 
selbst.  Will  man  sie  ermitteln,  so  muss  offenbar  noch  eine  weitere  con- 
secutive  Lage  der  bewegten  Ebene  in  Betracht  gezogen  werden.  Da  nun  in 
der  Ebene  im  Allgemeinen  vier  discrete  Punkte  existiren,  deren  fünf  eon- 
secutive  Lagen  auf  einem  Kreise  sich  befinden*,  oder,  was  dasselbe  sagt, 
deren  Bahnen  ihren  Krümmungskreis  fUnTpunktig  berühren**,  so  erkennt 
man,  dass  die  Ermittlung  der  Krümmungsradien  der  Polcurvenevoluten  in 
engstem  Zusammenhange  mit  den  letzterwühnten  Punkten  steht.  Die  Be- 
stimmung der  Lage  dieser  Punkte,  welche  selbstredend  der  Kreisnngs- 
punktcnrve  angehören  müssen,  soll  aber  einer  späteren  Mittbeilung  vor- 
behalten bleiben. 

Was  schliesslich  den  Einfluss  der  Lage,  welche  die  Krümmungsmittel- 
pankte  Mp  und  M«  der  Evoluten  der  Polcurven  gegenüber  der  Polcurven- 
normalen  besitzen,   auf  die   Bewegung   der   Ebene   anlangt,   so   kann    hier 
^anf  das  am  Schlüsse  des  Abschnittes  I  Gesagte  verwiesen  werden. 

w 

^^r       Die  wesentlichsten  Eigenschaften  der  Kreisungspunkt- und  Angelpunkt- 

^^Turve    erkennen    wir    unmittelbar    aus    deren   Gleichungen    in   Cartesischen 

Panktcoordinaten.     Wählen   wir  den   Pol   als   Coordinatenanfang,   die   Pol- 

curvennormale  und  -tangente  als  X-,  bezw.  Z^-Achse  des  Coordinatensystems, 

so  sind  die  Coordinaten  der  Kreisungspunktcnrve 


*  Vergl.  Burmester,  Lehrbuch  der  Kinematik,  Bd.  I,  S.  C2I. 
**  &>£e  Sobifaflies,  Oeometrie  der  Bewegung,  S.  39. 
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x  =  P.eosq),     y  =  Psmq9; 
darch  Einffibrnng  derselben  in  24  a)  erbalten  wir  nacb  geringer  ümformang 

32a)  («*  +  y*)(xo»  +  9oy)  — *o?oa'»  =  0. 

Dies    ist   die   Gleichung   der   Kreisungspunktcurve,   wShrend  die  der 
Angelpanktcurve  die  folgende  Gestalt  annimmt: 

32b)  («»  +  y«)(Ä«a;  +  3oy)-feo?o»»  =  0- 

Ans  diesen  Gleicbangsformen  geht  unmittelbar  hervor,  dass  die 
Ereisungspunkt-  und  Angelpunktcarve  im  Pol  einen  Doppel- 
punkt haben,  ferner,  dass  die  Polcnrvennormale  und  -tangente 
die  Doppelpunktstangenten  sind*,  endlich,  dass  sie  durch  die 
imaginKren  Kreispunkte  gehen,  also  nur  eine  reelle  Asymp- 
tote  besitzen.  Es  sind  diese  Cnrven  identisch  mit  den  von  Burmes- 
ter**  doppelpunktige  Focalcurven  genannten  Carven  dritter  Ord- 
nung, wie  später  gezeigt  werden  soll;  da  dieselben,  wie  die  Focalcuiren 
dritter  Ordnung  überhaupt,  aber  bereits  sehr  eingehend  untersucht  worden 
sind,  so  kann  bezüglich  der  sonstigen,  speciell  der  geometrischen  Eigen- 
schaften dieser  Gurren  auf  die  einschlägige  Literatur  verwiesen  werden.*** 
Hier  sollen  nnr  diejenigen  Eigenschaften  und  Construotionen  der  Ereisangs- 
punkt-  und  Angelpunktcnrve  Platz  finden,  welche  mit  der  Bewegung  der 
Ebene  in  Zusammenhang  stehen  und  solchergestalt  neu  sein  dürften. 

Aus  der  Polargleichung  24  a)  der  Ereisungspunktcurve  folgt,  dass  der 
spitze  Winkel  a ,  welchen  die  reelle  Asymptote  P  V  (s.  Fig.  7)  dieser  Cnrve 
mit  der  Polcurvennor malen  PK^  einschliesst,  bestimmt  ist  durch  den  Werth 

-    /an«  =  --"; 

«0 

es  hat  also  die  Asymptote  die  in  der  Figur  angenommene  Lage.     Aber  es 
ist  auch 

POo      ^0 
folglich,  wenn  wir  das  Loth  /'Ag  auf  die  Gerade  KqC)«  ftlllen, 

Z-KoPAo««. 
Das  Loth   PAq  schneidet  die  Kreisnngspunktcnrve  ausser  im  Doppel- 
punkte P  noch  in  einem  Punkte  A ,  dessen  Abstand  PA  =  6  vom  Pol  sich 
aus  24a)  zu 


*  Von  Herrn  ScbOn flies  wurde  mir  im  Februar  a.  c.  folgendet  Theorem 
ohne  Ableitung  desselben  brieflich  miigetheilt:  „Die  Curve  k*  (Ereieangspnnkt- 
curve)  ist  eine  focale  ä  noend;  sie  hat  im  Pol  einen  Doppelpunkt,  und  Tangente 
und  Normale  der  Polbabnen  sind  ihre  Doppelpunktstangenten," 
**  Lehrbuch  der  Kinematik.    Bd.  I,  S.  76. 

•**  Vergl.  hierüber:    Salmon-Fiedler,    Kegelschnitte.      8.   Aufl.,  S.  869; 
Eckart,    Diese  Zeitschrift  1866.    Bd.  X,   S.  321;   Schröter,    Math.  Annalen. 
Bd.  6,  S.  50;  Bd.  6,  S.  85;  Dur6ge,  Math.  Anna\eu.   Bdi.  l»,^.  «&. 
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i  =  Tt  MoCOSa  —  Tjffn.stna  =  t:  ^A, 


2 


2 


K 


ergiebt,  weil 


x^costt  =  q^sinci  =  PA^ 

ist;  es  halbirt  sonach  der  Curvenpunkt  A  das  Loth  PAq. 

Mittels  des  Currenpunktes  A  und  eines  Über  PAq  als  Durchmesser 
errichteten  Kreises  lässt  sich  aber  die  Kreisungspanktcnrye  überaus  einfach 
constrniren.     Ist   PB  ein   beliebiger   Nonnalstrahl ,   auf  welchem   wir   den 

.       Kreisungspankt  K  bestimmen    wollen,    und   der  den  erwähnten  Kreis  in  H 

I       schneidet,  so  machen  wir  im  gleichen  Sinne 

^  LHPH'  =  LH^nAo  =  a 

}      (am  einfachsten   durch  Eintragen  der  Sehne  HH'  =  HyA()  in  den  Kreis  von 
'       H  aus);  dann  schneidet  die  Gerade  H'A  den  Normalstrahl  PB  im  gesuchten 

Ponkte  K.     Der   Beweis    der   Richtigkeit   dieser  Construction    folgt   leicht, 

wenn  wir  berücksichtigen,  dass 

LH'P\  =  g> 
wie  ans  der  Construction  nnmittelbar  hervorgeht ;  dann  muss 

tH'AAo  =  2<p 
jwin  und  folglich,  weil 

LKPA  =  <p-a, 

LPKA  =  (p-\-a. 

Somit  finden  wir  aus  dem  Dreieck  PKA,   in   welchem  PA  — 5,  PK=P 


it,  den  nachstehenden  Ausdruck  für 


38) 


P  =  d 


«in  2  qp 


L  sin{a  +  (p) 

^H        Zu  demselben  gelangen  wir  aber  auch,   wenn  wir  in  24a)  die  vorher 

^^  gefundenen  Werthe 

,  _  2«  _  26 

gnbstituiren ,  womit  der  fragliche  Beweis  gegeben  ist. 

Bemerkt  mag  hier  noch  werden,  dass  die  Asymptote  /"F  |AHo  ist, 
also  parallel  dem  Durchmesser  des  Ober  PAg  errichteten  Kreises,  welcher 
die  Schnittpunkte  des  letzteren  mit  der  Folcurvennormalen  und  -tangente 
verbindet 

Die  einfache  Gleichung  33)  der  Kreisungspunktcurve  ist  noch  dadurch 
von  Interesse,  dass  sie,  wie  man  sich  leicht  Überzeugt ,  übereinstimmt  mit 
der  Gleichung  einer  Curve,  die  von  dem  Scheitel  eines  Winkels  beschrieben 
wird,  dessen  Schenkel  den  Winkel  2a  einscbliessen,  falls  sich  der  Winkel 
so  bewegt,  dass  der  eine  Schenkel  immer  durch  den  festen  Pnnkt  A  der 
Ebene  gebt,    wäbread  ein  Punkt  des  andern  Schenkel,  Äet  -lom  ?>(Ja«v\A 


¥ 
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die  Entfernung  ö  besitzt,  auf  der  Oeraden  P  T  gleitet  Nnn  iSsst  sieh 
aber,  wie  Bnrmester*  gezeigt  hat,  die  von  ibm  doppelpnnktige 
Focalcurve  genannte  Curve  in  dieser  Weise  erzengen,  womit  erkannt 
wird,  dass  die  Ereisungspunktcarve  mit  der  doppelpnnktigen  FocalciUTe 
identisch  ist. 

Die  zuletzt  gegebene  Construction  der  Kreisnngsponktcnrre,  welche 
auf  die  Gleiohnng  33)  führte ,  and  welche  besonders  zweckmässig  ist,  wenn 
die  Bewegung  der  Ebene  durch  die  Polcnrren  erzengt  wird,  ist  ein  spe- 
cieller  Fall  einer  etwas  allgemeinen  Construction,  die  immer  sehr  einlach 
zum  Ziele  fahrt,  wenn  irgend  ein  Ereisungspnnkt  und  der  Punkt  Kg  auf 
der  Polcurrennormalen  als  bekannt  vorausgesetzt  werden  kann,  um  sa 
dieser  Construction  zu  gelangen,  denken  wir  uns  zunBchst  auf  zwei  belie- 
bigen Normalstrahlen  die  Kreisungspunkte  gegeben  und  suchen  den  Funkt  Kg. 
Es  sei  PQ  (Fig.  8)  die  den  beiden  Normalstrahlen  zugeordnete  Collinea- 
tionsachse,  so  errichten  wir  zu  dieser  in  P  eine  Senkrechte,  welche  die 
Verbindungslinie  der  gegebenen  Ereisungspunkte  K^  und  K^  im  Punkte  K' 
schneiden  möge.  Ziehen  wir  nun  durch  K'  eine  Parallele  zu  PQ,  welche 
die  Normalstrahlen  in  den  Punkten  Kq,,  bez.  Kq}  schneidet,  und  errichten 
in  letzteren  Punkten  Lothe  zu  K^i  P,  bez.  Kg)  P,  so  schneiden  sich  diese  in 
dem  gesuchten  Punkte  K,  auf  der  Polcurvennonnalen.  Wie  aus  der  zweiten 
der  Gleichungen  18)  hervorgeht,  hängt  nnn  PKo  =  Xg  nur  von  k^  und  W 
ab,  nicht  aber  von  den  gegebenen  Kreisnngspunkten.  Denken  wir  uns 
sonach  statt  K,  einen  beliebigen  andern  Ereisungspnnkt  K  auf  dem  Nor- 
malstrahle PB  gegeben,  so  muss  sich  aus  den  Ereisungspunkten  K  und  Kj 
derselbe  Punkt  Kg  ergeben,  also  auch  Kgg  als  derselbe  Punkt,  weil 

/'Kgj=   P  Kg.  cos  9>j 

ist.  Berücksichtigen  wir  nun  weiterhin,  dass  bei  variabelem  ^j  und  con- 
stantem  9>g  der  Ort  des  Punktes  Kg,  ein  Ereis  über  PKgg  als  Durchmesser 
ist,  weil  constructionsgemBss 

i-N  PKgi  =  L  Ko8PKo=  g>2, 

und  folglich 

Z.K'/'Kg,  =  «P., 

also 

PK'  =  PKgj .  eosq)i 

sein  muss,  so  finden  wir  K  auf  dem  willkürlich  angenommenen  Normal- 
strahle  PB,  indem  wir  im  gleichen  Sinne 

Z.H'PKg,  =  Z.HPKg  =  9> 

antragen  und  den  so  erhaltenen  Punkt  H'  (auf  dem  Kreise  über  PKgi  als 
•  Lehrbuch  der  Jfinematik,  Bd.  II,  S.  Ift. 
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Durchmesser)  mit  K^  darch  eine  Gerade  verbinden;   letztere  schneidet  den 
Normalstrahl  PJB  im  gedachten  EreisQngspunkte  K.* 

Die  frühere  specielie  Construction  folgt  aus  dieser  für  qp,  =  a. 
[         Dieselben   Betrachtungen    und    Constructionen    lassen    sich,    wie    ohne 
Weiteres  erkannt  wird,  auf  die  Angelpunktcurve  übertragen. 

Von  besonderem  Interesse  ist  der  Punkt  auf  der  Kreisungspunktcurve, 
welchem  die  letztere  vom  Wendekreis  geschnitten  wird.  Es  ist  dies  der 
zuerst  von  Ball  (Proceedings  of  the  R.  Irish  Aead.  Ser.  II,  Bd.  I,  S.  243) 
bemerkte  Undulationspankt,  in  welchem  die  Babntangente  vierpanktig 
Ton  der  Bahn  des  Punktes  berührt  wird.  Da  der  dem  ündutationspunkt 
zugeordnete  Angelpunkt  im  unendlichen  liegt,  also  22  =  00  sein  muss,  so 
erkennen  wir,  dass  der  Undulationspunkt  im  Schnittpunkt  der 
reellen  Asymptote  der  An/|elpanktcurve  mit  dem  Wende- 
kreise liegen  muss.  Die  Asymptote  der  Angelpunktcurve  kann,  wie 
vorher  mitgetheilt,  geometrisch  sehr  einfach  construirt  werden;  sonach  kann 
man  auch  den  undulationspunkt  leicht  construireu. 

Der  Scbnittpankt  der  Asymptote  der  Kreisuugspunktcurve  mit  dem 
RQckkehrkreis  ist  der  Undulationspunkt  fUr  die  umgekehrte  Bewegung;  da 
dieser  Punkt  auf  der  Angelpunktcurve  liegt,  so  ist  er  zugleich  der  Mittel- 
punkt aller  KrUmmungskreise,  welche  die  Enveloppen  der  Systemgeraden 
vierpunktig  berühren.  Die  RlickkehrtaDgente  dieses  Punktes  berührt  ihre 
Enveloppe  in  einer  Spitze  zweiter  Art. 

An  Specialfallen  mögen  nur  folgende  Erwähnung  finden: 

1.  Ist  ein  Punkt  der  Ebene  gezwungen,  sich  auf  einem  Kreise  zu 
bewegen,  so  ist  dieser  Punkt  ein  Rreisungspunkt,  und  der  Mittelpunkt  des 
Kreises  der  zugeordnete  Angelpunkt.  Bewegen  sich  zwei  Punkte  der  Ebene 
auf  Kreisen,  wie  beim  Gelenkviereck,  so  kann  die  Kreisungspunkt-  und 
Angelpunktcurve  folglich  unmittelbar,  wie  vorher  [angegeben,  construirt 
werden.  Wenn  umgekehrt  ein  Kreis  der  bewegten  Ebene  durch  einen 
festen  Punkt   der  ruhenden  Ebene   geht,   so  ist  letzterer  Angelpunkt,'  und 

i^ler  Mittelpunkt  des  Kreises  der  zugeordnete  Kreisungspunkt. 
1  2.  Bewegt  sich  ein  Punkt  der  Ebene  auf  einer  Geraden,  so  ist  der- 
selbe der  Undulationspunkt;  die  Verbindungslinie  desselben' mit  dem  Pol 
ist  dann  die  Asymptote  der  Angelpunktcurve.  Geht  eine  Gerade  der  Ebene 
immer  durch  einen  festen  Punkt,  so  ist  letzterer  der  Undulationspunkt  der 
Dfflgekehrten  Bewegung  und  seine  Verbindungslinie  mit  dem  Pol  die  Asymp- 
tote der  Kreisuugspunktcurve  der  bewegten  Ebene. 

3.  Sind  die  Polcurven  beide  Kreise,  so  wird,  weil  tn  =  ep~0,  zu- 
folge 29) 


*  Diese  ErSrternngen ,  welche  unmittelbar'zu  obiger  einfachen^Construction 
filhren,  finden  sich  in  anderem  Zusammenhange  bereits  [XXIX,  S.  221]  mit- 
getbeiJt. 
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was  auch  nnmittelbar  aas  31)  erkannt  zu  werden  vermag,  weil  der  Wende- 
kreisdurchmesser sich  dann  nicht  &ndert.  Die  Kreisungspunkt-  und  Angel- 
punktcurve  zerfallen  dann  zufolge  24)  in  die  Polcarrennormale  und  in 
Kreise,  deren  Durchmesser  sich  ans  28)  zu 

_  3  TT»,  _    3k,  kp 

)^^  3Tr>v  ^   3Ä^fcp 

rr    ■""  Kp  luKjg  ^"  Kp 

ergiebt.  Dass  die  Polcurrennormale  jeder  der  beiden  zerfiällenden  Carren 
angehört,  erkennt  man  unmittelbar  aus  den  Qleichungen  32),  £aUs  darin 

nach  Division  mit  qo  -  =  0  gesetzt  wird.    In  derselben  Weise  zer&llen  die 

Kreisungspunkt-  und  Angelpunktcurve  Oberhaupt,  sobald  entweder 

i2._ifi.  =  0 

ist,  wie  I.  B.  bei  congment-symmetrischen  Polcurren,  oder 

PQ  =  g,.  smipi  sinq>f  =  ao 
wird,    was    i.    B.  eintritt,    wenn    die  Verbindungslinie    zweier    gegebener 
Kreisungspunkte     der    Verbindungslinie     der    zugeordneten     Angelpunkte 
parallel  ist. 

4.  Ist  die  ruhende  Polcnnre  p  eine  Gerade,  also  i^B=oo  ,  so  wird  der 
Punkt  £g  sehr  einfach  angebbar,  weil  nSmlich  aus  28a)  sofort 

folgt  Dann  ermittelt  man  K^  direct  als  zugeordneten  Punkt  sn  i£^,  so 
dasa  zufolge  28b)  und  weil  W^k,  ist, 

■PKo  =  «»  =  5*JTJ 

wird.  Das  Umgekehrte  gilt,  wenn  die  bewegte  Polcnnre  n  eine  Gerade  ist. 
In  beiden  FÜlen  wird  auch  die  Ermittlung  von  Qn  viel  einfacher,  weil 
dann  entweder  q^  =  l  =  /T",  oder  9,,  =  —  I  =  —  FCp  ist. 

Riga,  Mai  1891. 
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L  Veber  die  Gleichung  xf-\-^  =  ^. 

Die  in  der  Zeitschrift  veröffentlichten  Aufsätze  von  Herrn  Bieke 
Aber  den  Fermat'schen  8atz  (üeber  die  Qleichung  af  +  fff  =  i^, 
Bd.  XXXIV,  8.238  —  48;  Versnob  über  die  Gleichung  xf+y'  =  ei', 
Bd.  XXXVI,  8.249  —  54)  sind,  wie  es  mir  scheint,  mit  einigen  Fehlem 
behaftet,  die  ich  mir  erlaube,  hier  herrorzuheben. 

Die  Qleiobung  (Bd.  XXXIV,  8.241): 

fxrr^  _^(p-2)„  m-7-  +  |(p-3),  nT^-  ...  =  0 

besitzt  im  Allgemeinen  keine  rationalen  Wurzeln;  jedoch  werden  ihre  Wur- 
zeln  in   der  Folge  als  rationale  ganze  Zahlen  behandelt.     Es  ist  insbeson- 

dere  zu  fragen,  was  bedeutet  die  Aassage,  dass  „m   z      den    Factor  p... 
haben  muss*. 

Bd.  XXXVI,  S.  251  wird  bewiesen,  dass: 

ixuxih  —  -\-pg  theilbar  ist,  und  hieraus  folgert  man,  dass 

(^«)[©'"+'.(-r'+'.ö'"'+-] 

ist,  wo  kl,  kf  ...  ganze  Zahlen  bedeuten.    Man  muss  aber  beachten,  dass 

die  Theilbarkeit  nicht  im  Allgemeinen,   sondern  nur  fttr  einen  bestimmten 

g 
Werth  von  —  stattfindet,    woraus    die    algebraische    Theilbarkeit    nicht 

gefolgert  werden  darf. 

Ein  Leser. 
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n.  Kriterien  der  Theilbarkeit  dekadiieher  ZaMen. 

Die  im  4.  Heft  lanfenden  Jahrgangs  dieser  Zeitschrift  vom  Heim  Cand. 
math.  Dietrichkeit  angegebene  Begel  betr.  die  Theilbarkeit  der  Zahlen, 
hat  wohl  nnr  fttr  n  =  3,  7,  9  und  f&r  diejenigen  «,  deren  letzte  Ziffer 
1,3,  7  oder  9  ist,  Oiltigkeit,  da  die  Vielfachen  der  anderen  Zahlen  nie 
mit  Ol  resp.  mit...  001  endigen.  FOr  »  =  3,  9  ist  es  aber  bequemer, 
wenn  man  rersocht,  ob  die  Quersumme  des  Dividendas  durch  3  resp.  9 
theilbar  ist.  Es  bliebe  also  nnr  n=:>7  und  n  =  ll,  13,  17,  19,  21,  23, 
27,  29  etc.,  für  welche  Zahlen  die  betr.  Methode  ansu wenden  wSre. 

Oldenburg  i.  G.  G.  Spsokmabit. 

Im  ersten  Hefte  vom  36.  Jahrgange  der  ,  Zeitschrift  fttr  Mathematik 
und  Physik"  ist  von  Herrn  Dietrichkeit  als  VeraUgemeinerung  einer 
bekannten  Regel  ein  Criterinm  fttr  die  Theilbarkeit  einer  gegebenen  Zahl  Z 
durch  n  veröffentlicht  worden. 

Obgleich  ich  durchaus  keinen  Zweifel  hege,  dass  Herr  Dietrichkeit 
diese  Verallgemeinerung  selbständig  gefanden  hat,  mSchte  ich  doch  histo- 
risch bemerken,  dass  diese  allgemeine  Begel  schon  in  den  .Comptes  Ben- 
dns bebdomadaires  des  Söances  de  l'Acadömie  des  Sciences"  t.  CVI  Nr.  15 
(9.  April  1888)  von  Herrn  Loir  bekannt  gemacht  worden  ist. 

Aber  au'^h  Herr  Loir  darf  nicht  als  der  eigentliche  Entdecker  dieses 
Verfahrens  betrachtet  werden.  Wie  von  mir  in  den  ,C!omptes  Bendns* 
t.  CVII  Nr.  6  (pag.  386)  in  einer  kleinen  Mittheilung  bemerkt  wurde, 
kommt  dieses  Criterinm  in  dem,  bereits  am  Ende  des  vorigen  Jahrhunderts 
von  dem  bekannten  holländischen  Mathematiker  Prof.  Jacob  de  Gelder 
verfassten  Lehrbuch  der  Arithmetik  vor  (Grondbeginselen  der  Cyfferkunst, 
Rotterdam,  1793).  Zwar  weiss  ich  nicht,  ob  die  Begel  von  diesem  Ge- 
lehrten entdeckt  wurde,  aber  jedenfalls  ist  dieselbe  nachher  in  viele  hol- 
ländische Lehrbücher  übergegangen. 

Dem  in  Rede  stehenden  Criterium  wird  gewöhnlich  ein  anderes  zur 
Seite  gestellt,  das  mit  einer  kleinen  Abänderung  in  der  von  Hrn.  Dietrich- 
keit benutzten  Form  also  lauten  kSnnte: 

„um  zu  entscheiden ,  ob  eine  gegebene  Zahl  Z  durch  n  getheilt  werden 
kann,  multiplicire  man  die  letzte  Ziffer  von  Z  mit  der  ftlr  jedes  fi 
besonders  zu  bestimmenden  Zahl  k  und  addire  das  erhaltene  Product 
.  zu  den  von  den  vorhergehenden  Ziffern  gebildeten  Zahl.  Ist  die  gefun- 
dene Summe  durch  n  theilbar,  so  ist  es  auch  Z." 

Die  Zahl  h  bestimmt  sich  nach  folgender  Regel: 
„Man  schreibe  alle  diejenigen  Vielfachen  von  n  auf,   welche  mit  der 
Ziffer  9  endigen,  streiche  diese  Ziffer  9  weg  und  addire   1  zu  der 
von  den  Übrigen  Ziffern  gebildeten  Zahl;  dann  genfigen  die 
80  erbaitenea  Zahlen  den  für  Ic  angegebenen  Bedingungen." 
Z.B.:  wenn  «=13,  wird  x  =  4,  11  \x.4.^. 

Dt.  B..  B..  •^k»  ■Qo'BÄ'vi», 
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m  HL    Zwei  8&tze  über  ooUineare  Ebenen. 

1.  Wir  gehen  von  2  collinesren  Systemen  derselben  Ebene  ans.  ABC 
reep.  abc  sei  das  Dreieck  der  sieb  selbst  entsprechenden  Punkte  resp.  Ge- 
raden (Fandamentaldreieck).     Dann  beweisen  wir  folgenden 

Satz  I.  Eine  Gerade  trifft  ihre  entsprechende  Gerade  and 
die  Seiten  des  Fundaraentaldreiecks  in  4  Punkten  von  con- 
stantem  Doppelverhältniss  jd. 

Beweis:  Seien  gg',  hh'  zwei  entsprechende  Strahlenpaare,  so  wollen 
wir  mit  G  resp.  U  die  Schnittpunkte  dieser  Paare  bezeichnen,  ö, ,  Gfj ,  G, 
und  Ha,  Ht,  Hc  seien  die  Schnittpunkte  von  g  und  h  mit  a,  b,  c.  Dann 
mQssen  wir  zeigen,  dass  (G  Ga  Gt  Gc)  =  {H Hg  Ht  Hc)  =  'd- 

Sei  S  der  Schnittpunkt  von  g  und  h,  S'  der  Schnittpunkt  von  g'h', 
so  bilden  wir  aus  S  und  S'  projectivische  BUscbel.  Sie  erzeugen  einen 
Kegelschnitt  K*,  der  die  Punkte  SS\  ABC,  G  nnd  H  enthält.  Folglich 
sind  die  beiden  Dreiecke  ABC  und  SG  H  diesem  Kegelschnitt  eingeschrie- 
ben. Daraus  folgt,  dass  die  Seiten  dieser  Dreiecke  einen  neuen  Kegel- 
schnitt umhallen.  Die  Tangenten  gh  desselben  werden  von  abc  und  der 
Geraden  GH  in  entsprechenden  Punkten  von  projectivischen  Reihen  ge- 
schnitten. Mithin  ist  {G  G„G,,Gc)  =  {H  H.Hi  Ut)=  A,  w.  z,  b.  w. 
Dem  Satze  I  steht  dual  gegenüber: 

Satz  II,  Verbinden  wir  einen  Punkt  mit  seinem  entspre- 
chenden Punkte  nnd  mit  den  Ecken  des  Fuudamentaldreiecks, 
80  bilden  diese  Verbindungslinien  ein  constantes  Doppelver- 
bKItniss. 

Wir  können  beweisen ,  dasa  das  letztere  Doppelverhällniss  gleich  dem- 
jenigen ist,  von  welchem  Satz  I  spricht.  Sei  nämlich  eine  beliebige  Ge- 
rade g  gegeben ,  so  litest  sich  diese  als  Yerbindungsliuie  eines  entsprechenden 
Punktepaares  P  P'  auffassen.  Wir  erhalten  dieses  Punktepaar,  indem  wir 
g  sowohl  zu  dem  einen  als  andern  Systeme  rechnen  und  zu  g  die  ent- 
sprechenden Geraden  zeichnen.  Sie  schneiden  p  in  P  nnd  P' ,  Nun  bildet 
P  mit  den  Punkten,  in  welchen  g  die  Dreieckseiten  abc  schneidet,  das- 
selbe Doppelverhältniss ,  wie  g  mit  den  Strahlen,  welche  aus  P  nach  den 
Ecken  ABC  gehen.*  Das  erste  dieser  Doppelverh&ltnisse  tritt  in  Satz  I, 
das  zweite  in  Satz  II  auf.  Mithin  sind  diese  DoppelverhSltnisse  einander 
gleich. 

Die  bewiesenen  Sätze  gelten  auch  dann  und  haben  einen  bestimmt 
deGnirten  Sinn,  wenn  zwei  Ecken  des  Fundamentaldreiecks  conjugirt  imagi- 
n&re  Punkte  auf  einer  reellen  Seite  sind. 

2.  Geben  wir  das  Fundamentaldreieck  von  2  collinearen  Ebenen  und 
2  DoppelverbKltnisse  A^  A',  so  sind  die  collinearen  Ebenen  bestimmt.    Wir 


*  VergL   in    meiner  Abhandlung:    Deber   eine   ebene   Reciprocität   etc.   im 
XXXI.  JBkade  dieser  ZeitscbriR  p.  147  den  Satz  I. 
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finden  zu  einer  (Geraden  g  die  entsprechende  g\  indem  wir  zu  den  Schnitt- 
punkten 0,QiGe  Ton  g  und  abc  einen  Punkt  O  construiren,  ftlr  den 
{ßaGrbG-cG)  =  /l.  Hierauf  verbinden  wir  Q  mit^tf  POnnd  beatimmen  zu  diesen 
Verbindungslinien  9ji9b9c  ®^°®  Linie  g',  für  welche  {g^gßgcg')  =  ^'. 
Sie  entspricht  g.  Um  zu  einem  Punkte  P  den  entsprechenden  P'  zu  be- 
stimmen ,  ziehen  'wir  P^,  P  B,  PC  oder  pa  pt  Po  und  zeichnen  eine  Gerade  p 
nach  der  Bedingung  {paPtPc  p)  =  ^-  Auf  dieser  Geraden  construiren  wir  zu 
den  Schnittpunkten  PaPiPe  mit  06 c  einen  Punkt  P'  für  den  (PaP4Pi,P)=^. 
Er  entspricht  P.  Machen  wir  jetzt  die  Voraussetzung,  dass  Je=^',  so 
muss  g  mit  g\  P  mit  P'  zusammenfallen.  Aber  der  Schnittpunkt  von  Qg' 
ist  ein  ausgezeichneter  Punkt  auf  g.  Durch  PP'  geht  eine  ausgezeichnete 
Gerade,  welche  die  2  zusammenfallenden  Punkte  PP'  verbindet.  Wir  ge- 
langen aaf  diesem  Wege  von  der  Collineation  zu  einer  speciellen  Beci- 
procitftt.* 

Dr.  Betei.. 


IT.   TTeber  die  OrÖBsenfolge  einer  Beihe  von  MittelwerfhAn. 

Nachdem  erst  vor  Kurzem  der  bekannte  Satz,  dass  das  arithmetische 
Mittel  aus  n  verschiedenen  positiven  Grössen  grOsser  ist  als  das  geometrische, 
durch  Hurwitz  einen  neuen  Beweis  erfahren  hat,**  mSge  es  gestattet  sein, 
aaf  einen  viel  weniger  bekannten,  allgemeineren  Satz  hinzuweisen. 

Derselbe  ist  xwar  schon  vor  geraumer  Zeit,  als  von  Fort  berrfihrend, 
durch  SchlOmilch  publicirt,***  an  eben  jener  Stelle  aber  auch  der  Wunsch 
ausgesprochen,  der  Satz  mSge  einen  seinem  Wesen  mehr  entsprechenden 
Beweis  erhalten. 

Gegeben  seien  »  positive  Grössen,  von  denen  zwei  variabel  gedachte 
mit  «1  und  x^  bezeichnet  werden. 
Es  bedeute 
(m)     die  Summe  der  als  Producte  aufgefassten  Combinationen  (ohne 

Wiederholung)  der  n  Grössen  zur  m**"  Classe, 
(m),2  eine  analoge  Summe,  bezüglich  auf  die  nach  Weglassung  von 

«,,  Xt  übrig  bleibenden  n  —  2  Elemente. 
Dann  ist  offenbar: 


*  Im  XXXI.  Bande  dieser  Zeitschrift  p.  147  behandelte  ich  diese  Redpro- 
cit&t.  Noch  Bei  bemerkt,  dass  die  Beziehoogen,  welche  dort  zwischen  Corven 
entwickelt  -werden,  mit  solchen  identisch  siad,  welche  Dr.  Steiner  in  seiner  Dia- 
Bertation  über  Curven  vom  Geschlechte  Null  (Zürich  1890)  ableitet.  Die  im  Vor- 
stehenden bewiesenen  2  Sätze  vermittelii  diese  Identität. 

**  „Ueber  den  Vergleich  des  arithmetischen  und  des  geometrischen  Mittels". 
Jonmal  f.  r.  und  ang.  Math.    Bd.  108,  S.  266. 

***  „  Ueber  MittelgrOesea  verschiedener  Ordnungen"  in  dieser  Zeitschrift  Bd.  S, 
and  ff.  am  Schlass. 
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1)  (♦»)  =  (»» -  2)„  a;,  a^  +  (m  —  1)„  («,  +  s,)  +  (m),, 

2)  («  +  1)  =  (m  - 1)„  IT, «,  +  («)„  (s,  +  «,)  +  (m  +  1)„ . 
Der  Abkürzung  wegen  sei 

(w)  -  (»»)„  =  C, 

(«  +  l)-(m  +  l)„=7. 

Hierbei  ist  bemerkenswerth ,  dass 

(m-l)»„>(».-2)„(m)„ 
aberhanpt 

3)  (»»-1)»   >(i»-2)(»») 
iat     Siehe  hierüber  den  Schluss  der  Note. 

Nun  sei,   anter  Constanthalten   der  ti  — 2  Qbrigen  Grössen,   die  Yaria- 
bilitSt  der   positiven  GrOssen  z,,  x^  dadurch  beschränkt,   dass  (m),   somit 
auch  C  constant  gehalten  wird. 
Es  gilt  dann: 

4)  V  ist  um  so  grösser,  je  kleiner  («,  —  a^)*  ist. 
Denn  es  folgt  ans  1)  und  2): 

R^  17-—     Wi»     /7  I   (*"  ~  l)*u  ~  Wh  (»*  ~  ^^1«    ,- 

ß\  p.     {m-^l)jl         (m  —  l)*|g  —  (OT),g  («I  —  2)„ 

(t»  —  j;„  («» —  l),j 

Da  die  sSmmtlichen  BrUche  rechts  von  den  Gleichheitszeichen  positiven 
Werth  haben  (s.  3),  wächst  V,  wenn  a;, +«(  abnimmt,  und  wenn  Xt^, 
wBchst.  Wenn  aber  ein  die  Gleichungen  5)  und  6)  befriedigendes  Werth- 
System  x\,x'g  derart  ist,  dass 

7)  »i+«'g<*i  +  «»i 

8)  a;',a!'j>a;,a!g 

folgt  durch  Qnadriren  von  7)  und  Snbtrahiren  der  mit  4  multiplioirten 
Ungleichung  8) 

9)  {=^\ -'=',)*  <{^l-!ti)* 
und  die  Richtigkeit  der  Behauptung  4)  ist  erwiesen. 

Im  Folgenden  seien  die  »  positiven  GrOssen,  so  lange  nichts  Beson* 
deres  von  ihnen  gilt,  mit  Oi,  o,,  a^. .  .an  bezeichnet,  und 

(m)  =  /"m(oia,aj..  .o„) 
gesetzt. 

In  einer  Gleichung: 
10)     f„{M„M„...M„;  a.+  ta,^2...an)  =  f„(M„M„....M^) 
seien  von  den  Argumenten  links  vom  Gleichheitszeichen  die  n  ersten  — 
aber  keine  weitem  —  rechts  vom  Gleichheitszeichen  alle  Argumente  gleich 
einer  positiven  OrOase  3f„  geworden. 
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Dann  läset  sich  folgern,  dass  die  Grössen  aa^.i,  Um  +  t'  •  -am  nicht 
sämmtlich  grOsser  und  aach  nicht  sSmmtlich  kleiner  als  Mm  sein  kSnnen. 
Man  wird  daher  unter  ihnen  stets  zwei,  seien  es  etwa  Oa^i  und  On+t, 
ausfindig  machen  können,  welche  der  Bedingung  genügen 

11)  «n+I  >  Jfm  >a»+2. 

Man  mache  nun,  unter  Aufrechterhaltnng  von  10),  Om+i  und  0»+^  variabel, 
resp.  gleich  a^^i  und  Xn+t,  und  lasse  s^a-fi  ==.3fm  werden,  wodurch  ««-i-x 
auf  einen  bestimmten  positiven  Werth  a'n^i  geschoben  wir4,  Dann  moss, 
bei  der  durchaus  positiven  Natur  der  Function/',  weil  Xn-i-i  =  M„  zwischen 
On+i  und  a„^i  f&Ut,  dies  auch  ffir  XH+i  =  a'a^j  der  Fall  sein: 

12)  0,1+1  >a'i,+2>o„+i 
und  es  folgt  aus  11)  und  12): 

13)  (fl.+,-a.+,)»>(Jf«.-a.+2)» 
und  weiter  mittels  4): 

14)  fm+\  (Mm  Mm  •  •  ■  Mm,  0«  +  !  Ca+J  .  .  .  O») 
<fm  +  i{MmMm.  •  -MmMm;    a',  +  2...0,). 

Diese  Entwicklungen  lassen  erkennen: 

Wenn  wir  unter  M„  die  stets  vorhandene  positive  Wurzel  der  Oleiehang 

fmiatOtOg.  .  .an)=fm{MmMmMm.  .  -Mm), 

wo  rechts  sSmmtliche  Argumente  gleich  sind,  verstehen,  und  eine  patsende 
Yertheiinng  der  Indices  bei  den  a  vorgenommen  denken ,  so  iBsst  sich  anter 
Constanthalten  von  fm  durch  eine  Reihe  von  successiven  Verwandlangen 
zweier  ai  die  Folge  von  Ungleichungen  bewirken: 

/m+i  (Oj  a,  Oj .  . .  a„)  <fm+i  (Mm  o,  0,04... a») 
/•„+!  (2f, a'i a, . .  .  o„)<  fm^\  (Mm  Mm a\ a^. . . o,) 

/•«+!  Mm  Mm  a,  .  ••  a«)  <  /"m  +  i  (^m  Mm  3f«  «'4  Oj  .  .  .  O,) 
fm-\-l  {Mm  Mm  ■  •  ■  Mm  a'm-X  a«)  <  fm  +  l  (Mm  Mm  •  •  •  Mm  Mm), 

woraus  sich  ergiebt: 

16)  fm  +  l  (O,  O,  Oj  .  .  .  ObX  /■«  +  !  (Mm  Mm  Mm  ■  .  .  Mm) 

eine  Ungleichung,  welche  gilt,  so  lange  nicht  sämmtliche  Of  gleich  sind. 
Bestimmen  wir  nun  eine  Grösse  Mm  +  i  ftus 

fm  +  l  (0,0,0,.  .  .a„)  =  fm-i-l  (Mm^.tMm  +  1.  .  .Jlfm  +  |), 

WO  rechts  alle  Argumente  gleich  sind,  so  folgt  mittels  16): 

/"m  +  l  (Mm  Mm  •  .  •  Mm)  >  fm+i  (Mm  +  \  Mm  +  l  ■  ■  •  ■Vffl  +  l) 

und  bei  der  positiven  Natur  der  Functionen  f  und  ihrer  Argumente  die 
Ungleichung  Jf„>2l£„+, 

ausfnhrlicher  geschrieben  die  Reihe  von  Ungleichungen: 
-Marien:  M,>  M,>M,>  M^.  .  .>  M^s 


15) 


Die  Mittelwerthe   aus  n   von  einander  verschiedenen  posi- 
tiven   Orössen,    berechnet    mittels    der    fundamentalen    aym- 

metrischen  Functionen  f,,  ^„  ^j.  .  ./"„,  bilden  eine  fallende  Reihe. 

^^b        AnsfUhrlicber  würde  Mp  folgendermaasen  zu  schreiben  sein: 

PI 


M, 


y  (J) 


■  an) 


Dies  ist  der  versprochene  Satz. 

Der  Beweis  von  3)  kann  auf  verschiedene  Weise  geliefert  werden. 
Man  vergleiche  z.  B.  Nouv.  Annal,  (2)  3.  Bd.  1864  S.  37,  wo  ein  Beweis 
gegeben  wird,  dass 

17)  sig{a\+i  —  a»a,+2)  =  s^(a',+2  — Ov+iOv  +  s) 

ist.     Hier    bedeutet  sig  das   Vorzeichen   des   dahinter   stehenden    Klammer- 
ansdrncks  (Kronecker),  die  a  sind  Coefficienten  einer  Gleichung 

a^x'  +  a^x'-' +  0^1!'-'' -{■... +  an  =  0 
mit  lauter  reellen  Wurzeln  «,  welche  bis  auf  fttr  1 7)  irrelevante  Vorzeichen  und  etwa 
einen  constanten  Factor  mit  unseren  f  übereinstimmen.    Da  wir  a  mit  nega- 
tivem Index  gleich  Null  setzen  dürfen,  so  wird  für  v  =  —  1  (die  Gleichung  17)  zu 

was  sich  auch  leicht  unabhängig  beweisen  lässt ,  und  sämmtliobe  Ausdrücke 
ergeben  sich  als  positiv,     q.  e.  d. 

Man  vergl.  übrigens  meinen  in  einem  der  näobsten  Hefte  dieser  Zeitscbr. 

S^-^^heinenden  Aufsatz  „über  gewisse  orthosymmetriscbe  Determinanten". 
Hermann  Brunn. 
V.  Kriterien  der  Theilbarkeit  der  Zahlen. 
Zur    Ergänzung    der    im    vierten  Hefte    dieses   Jahrganges   von  Herrn 
trichkeit  gegebenen  Regel  lässt  sich  folgender  Satz  aufstellen,  der  fttr 
alle  Zahlensysteme  gilt,  die  dem  decadischen  analog  gebildet  sind. 
I                um  die  Theilbarkeit  der  Zahl  Z  durch  n  zu  untersuchen,  multtplicire 
'       man  die  p  letzten  Ziffern  von  Z  mit  der  fUr  jedes  n  besonders  zu  bestim- 
menden   Zahl   V  und   addire   das  Product   zu   der   Zahl,   welche   von    den 
jenen   p   Ziffern    vorangehenden    Ziffern    gebildet    wird.     Ist   diese   Summe 
durch  n  theilbar,  so  ist  auch  Z  durch  n  theilbar. 

Die  Zahl  t;  wird  in  folgender  Weise  bestimmt:  Man  suche  ein  Viel- 
faches von  n,  dessen  letzte  p  Ziffern  jede  einzeln  um  1  kleiner  sind  als 
die  Basis  des  betreffenden  Systems  (für  das  decadische  System  also  9). 
Streicht  man  von  diesem  Vielfachen  diese  p  Ziffern  ab  und  erhöbt  die  ver. 
bleibende  Zahl  um   1 ,  so  erhSlt  man  v. 

Beispiel  für  das  decadische  System. 
Es   soll    mit  Rücksicht  auf  das   zweistellige  Ende  untersucht   werden, 
ob  9503  durch  13  theilbar  sei.     Nun  ist  299  durch  13  theilbar.     Streicht 
man  die  beiden  Nenner  und  addirt  1  zum  Rest ,  so  erbSU  man  v  =  3. 
l^aa  ist  95+3. 3  =  104  durch  IStheilbar,  alsoauch9503d\iTc\vlS\.W\V»M. 
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Beispiel  fOr  das  Neunersystem. 
Es     soll    mit    Berücksiobtigung    des    dreistelligen    Endes    unterancht 
werden ,  ob  ^  (iiooo2)  =  65612  (decadisch) 

durch  47  theilbar  sei. 

Es  ist  IX  (1888)  =  4373  (decadisch)  durch  47  theilbar;  mithin  t>«2. 
Ferner  IX  (1 10)  +  2 . 2  =  94  durch  47  theilbar. 

Mithin  auch  IX  (110002)  =65612 

dinxb  47  theilbar 

Allgemein  lässt  sich  die  Sache  in  folgender  Weise  geben: 

worin  B  die  Basis  des  Systems,  a  die  den  letzten  p  Ziffern  Toraoagehende 
Zahl  und  q  die  durch  die  letzten  p  Ziffern  dargestellte  Zahl  bedeutet.  Statt 
des  obigen  Ausdrucks  kann  man  schreiben 

Z  =BP {a+  hd) ±  (bBi-  ±  1)q. 
Ist  nun  &Bi'+  1>   resp.  bB''  — 1   durch  eine  Zahl  n  (die  nicht  in  B  ent- 
halten)  theilbar,   so   handelt  es  sich  bei  der  Bestimmung  der  Theilbarkeit 
von  Z  durch  n  nur  darum,  ob  a  —  bQ,  resp.  a-\-b(}  durch  n  theilbar  ist. 

Im  ersten  Falle  resultirt  die   von    Herrn  Dietricbkeit  aufgestellte 
Regel,  im  zweiten  Falle  die  im  Eingange  besprochene  BegeL 

Wien.  Dr.  Kari.  Haas. 

VL  Berichtigung. 
In  Folgendem  erlaube  ich  mir,  auf  ein  Versehen  aufmerksam  zu  machen, 
das  sich  in  dem  Aufsätze  des  Herrn  Bieke,  im  4.  Hefte  dieser  Zeitschrift, 
S.  249  —  254  vorfindet.     Der  Verfasser  sucht  die  Unmöglichkeit  der  Auf* 
lOsung  der  Fermat'schen  Gleichung,  xP  +  yf  =  i^,  in  ganzen  Zahlen  tn 
beweisen.     Im  Laufe  seiner  Untersuchung  findet  er  ftir  |;  =  3 ,  Seite  253, 
die  Gleichung:       /,  x«      ^    «     ^«     /'  ^  i.  \  / « ^  o  \ 
(«)  +  ^«+3=(«  +  N(fl  +  3^J- 
Hier  betrachtet  er  nun  e  als  unabhängige  Veränderliche,   w&hrend  es  doch 
eine  ganze  Zahl  von  ganz  bestimmter  Beschaffenheit  bedeuten  soll;  zudem 
folgt  die  Unmöglichkeit  einer  derartigen  Zerlegung  fUr  ein  variables  g  schon 
daraus,   dass   die  Discriminante  der  linken  Seite  der  Gleichung  negativ  ist 

(  =  — -^  J-  —  In  Wirklichkeit  ergiebt  sich  ans  obiger  Gleichung  nur: 

a      A  —  /c^  —  'ig 

womit  wohl  nicht  viel  anzufangen  ist.  —  Derselbe  Einwand  gilt  auch  f&r 
den  allgemeinen  Fall,   und  es  ist  somit  die  Unauflösbarkeit  der  Fermat- 
seben  Oleicbung  erst  noch  zu  beweisen. 

Göppingen.  ILcbWää«  ?iCR\nAK!Cwi».. 


V. 

Jacob  Steiner's  Sätze  über  den  Schwerpunkt 

der  gemeinschaftlichen  Punkte  einer  Oeraden 

und  einer  algebraischen  Curve. 

Von 

Benedikt  Spoeeb. 


1.  Irgend  eine  Gerade  S  hat  mit  einer  Curve  »*•»  Grades  C  n  Punkte 
a  gemein,  welche  reell  oder  imaginär  sein  kOnnen.  Immer  aber  wird  ein 
solcher  Punkt  A  vorhanden  sein ,  den  wir  als  Schwerpunkt  dieser  n  Schnitte 
a  mit  der  Basis  ansehen  können.  Diesen  Punkt  yi  werden  wir  kurz  als 
„Schwerpaqkt  der  Geraden  8'^  bezeichnen.  Dies  vorausgesetzt,  mfige 
folgender  Satz  als  erwiesen  angesehen  werden: 

Wird  eine  Transversale  S  parallel  mit  sich  selbst  fortbe» 
wegt,  so  beschreibt  ihr  Schwerpunkt  ><  (d.  h.  der  Schwerpunkt 
ihrer  veränderlichen  n  Schnitte  a)  irgend  eine  bestimmte  6e* 
rade  D,  nämlich  den  der  Richtung  der  Geraden  S  conjugirten 
Durchmesser  der  Basis  C,  oder  aber  auch  die  zu  dem  unendlich 
fernen  Punkt  auf  S  gehörige  Polargerade.  Das  so  erhaltene 
System  Durchmesser  ist  zudem  so  beschaffen,  dass  es  nur  ab- 
4iSngig  ist  von  der  Lage  der  Asymptoten  der  Basis,  jede  Ge- 
rade hat  mit  der  Basisn  Punkte  a  und  mit  den  Asymptoten 
n  Funkte  ^gemein,  unddienPunktea  haben  allemal  denselben 
Punkt  A  zum  Schwerpunkt  wie  die  Punkte  b. 

Daran  anschliessend  erhalten  wir: 

Giebt  man  der  Transversale  S  nach  und  nach  alle  Sich- 
tungen, so  entstehen  alle  Durchmesser  2)  der  Basis,  wozu  ins- 
besondere auch  ihre  n  Asymptoten  A,  gehören,  und  zwar  als 
diejenigen  eigen thflmlichen  Durchmesser,  welche  ihrer  eigenen 
Richtung  conjugirt  sind;  daher  liegt  der  Schwerpunkt  .ä  jeder 
Transversale  8,  die  einer  Asymptoten  ji,  parallel  ist,  in  dem 
unendlich  entfernten  Punkt  der  letzteren;  der  Schwerpunkt 
der  unendlich  fernen  Geraden  6^,  diese  als  Transversale  8 
angesehen,  ist  unbestimmt,  er  liegt  in  jedem  Durchmesser, 
also  nach  jeder  Richtung  hin  (574.)* 

*  Die  in  Klammem  beigefügten  Zahlen  verweisen  auf  J.  Steiner'«  ges. 
Werke.  Bd.  S. 

Xtifebiltt  f.  MmtbemmUk  u.  Pbytik  ZXXVZT,  2.  b 
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2.  Wie  wir  bereits  früher  gezeigt  haben,*  ist  die  Polarenveloppe  aller 
Polargeraden  ftlr  Pole  einer  Geraden  G  eine  Carve  (n  —  1)*"  Classe  nad 
2 (M~2)t*'>  Grades.     (497.)    Wir  erhalten  daraus: 

Alle  Durchmesser  einer  Basis  C  berühren  insgesamoit 
eine  bestimmte  Curve  (n— 1)*"  Classe  D"-'  und  2(n  — 2)** 
Grades  S)*"-*. 

Um  einen  solchen  Darchmesaer  zu  bestimmen,  haben  wir  nur  durch 
einen  Punkt  eine  solche  Gerade  zu  ziehen,  welche  in  diesem  Punkt  ihren 
Schwerpunkt  in  Bezug  auf  die  Basis  hat;  der  Schwerpunkt  einer  2*"  nr 
erstem  parallelen  Geraden  giebt  alsdann  einen  2'*°  Punkt  des  Durchmes- 
sers. W&hlen  wir  den  Punkt  auf  einer  Asymptote  j4,  der  Basis  selbst, 
so  genügt  es,  wenn  wir  eine  Gerade  bestimmen,  deren  Schnitte  nut  den 
übrigen  (n— 1)  Asymptoten  ihren  Schwerpunkt  in  dem  gewBhlten  Punkt 
haben.  Die  Anzahl  derselben  ist  (n  —  2) ,  indem  ein  Durchmesser  selbst 
auf  Ä,  fällt.  W&hlen  wir  den  Punkt  derart,  dass  er  auf  der  Asymptote  A, 
so  gelegen  ist,  dass  er  Schwerpunkt  der  Schnitte  derselben  mit  den  anderen 
Asymptoten  ist,  so  ftUltein  2**^  Durchmesser  durch  diesen  Punkt  auf  A,;  oder: 

Jede  j4,  berührt  die  Curve  2>*~'  in  demjenigen  Pnnkte, 
etwa  Og,  welcher  der  Schwerpunkt  ihrer  (n— 1)  Schnitte  mit 
den  anderen  Asymptoten  ist.  Demnach  gehen  durch  jeden 
Punkt  im  Allgemeinen  (n  — t)  Durchmesser  D  der  Basis,  oder 
jeder  Punkt  P  ist  Schwerpunkt  von  (n— 1)  durch  ihn  gehen- 
den Transversalen  8,  welche  n&mlich  jenen  Durchmessern 
beziehlich  conjugiert  sind;  liegt  der  Punkt  P  insbesondere 
in  einer  ^.,  so  ist  diese  selbst  einer  der  (n  — 1)  Durchmesser 
und  so  fSllt  die  ihr  conjngirte  Transversale  S  auf  sie,  und  da 
diese  Transversale  mit  den  übrigen  wie  zuvor  ihren  Schwer- 
punkt in  P  haben  muss,  so  kann  also  jeder  Punkt  P  in  der 
Asymptote  A,  als  Schwerpunkt  einer  auf  ihr  liegenden  Trans- 
versale S  angesehen  werden  (575.) 

Weiter  finden  wir: 

Wird  P  in  den  unendlich  fernen  Punkt  a»  der  A,  ver- 
legt, so  sind  die  übrigen  durch  ihn  gehenden  (n  —  2)  Durch- 
messer alle  mit  A,  parallel,  die  ihnen  conjugirten  Transver- 
salen fallen  alle  auf  G^  und  die  der  A,  oonjugirte  liegt  auf 
dieser  wie  zuvor;  liegt  endlich  P  in  beliebiger  Bichtnng  auf 
&„,  so  sind  ebenso  alle  (m—  1)  Durchmesser  nach  dieser  Sich- 
tung parallel  und  die  ihnen  conjugirten  Transversalen  fallen 
alle  auf  ff.  (575.) 

3.  Bezeichnen  wir  femer  mit  x  die  Anzahl  Doppeltangenten  der 
Curve  D'-^,  so  erhalten  wir  mittelst  der  Plttcker'schen  Gleichungen: 

•  Scblömilch,  Zeitschrift  für  Malbemattk  Bd.  ab,  ip-  a<i%. 


Von  Benedikt  Sporeb.  67 

(f»-l)  {n-2)-2x=2{n-2), 
oder:  x  =  i{n-2)   («-3); 

Die  CuryeD"-»  hat  J  («-2)  (n  — 3)  Doppeltangenten.  (575.)* 
4.  Die  Basis  ist  im  Allgemeinen  von  der  »(m— 1)**°  Classe,  hat 
somit  mit  der  Corve  !)("-'>  auch  n{n—l)*  Tangenten  gemein,  unter 
denselben  sind  aber  •  die  n  Asymptoten  mit  inbegriffen.  Ziehen  wir  diese 
von  denselben  ab,  so  bleiben  noch  deren  m*(M  — 2)  Durchmesser  Dg  ttbrig, 
welche  die  Basis  in  n*(n  —  2)  Punkten  d^  berühren. 

Ortscurven,  welche  mit  dem  Schwerpunkt  A  einer 

Transversale  zusammenhangen. 

I. 

Ort  des  Schwerpiinktt  für  TraniTersalen  durch  einen  festen  Pol  P. 

ä)  Durch  jeden  Punkt  P  gehen  (n  —  1)  Durchmesser  der  Basis  C  und 
also  auch  (m—  1)  solche  Transversalen  der  Basis,  die  in  ihm  ihren  Schwer- 
punkt haben.  In  irgend  einer  Geraden  durch  den  Pol  P  liegt  femer  nur 
noch  ein  von  dem  Pol  P  verschiedener  Punkt  A,  der  Schwerpunkt  dieser 
Geraden  selbst.  Drehen  wir  die  Gerade  um  den  Pol  P,  so  wird  auf  jeder 
Geraden  ein  von  P  verschiedener  Punkt  A  zu  liegen  kommen  und  A  wird 
(fi— l)mal  auf  P  selbst  fallen,  nSmlich  fUr  jede  der  (n— 1)  Transver- 
salen der  Basis,  die  ihren  Schwerpunkt  in  P  haben;  oder: 

Wird  eine  beliebige  Transversale  S  um  einen  in  ihr 
liegenden  Pol P  herumgedreht,  so  beschreibt  ihr  Schwerpunkte 
eine  Curve  «*•»  Grades^",  mit  P  als  (n— l)-fachen  Punkt    (575.) 

h)  Der  («—!)- fache  Punkt  P  gilt  so  viel  als  4(«—  1)  (»  — 2)  Dop- 
pelpunkte, d.  b.  er  vermindert  die  Classe  der  Cnrve  A'  um  den  Werth 
(n-1)  (n-2),  oder: 

Die  Curve  A'  ist  von  der  2(«  — 1)'«»  Classe.    (575.) 

e)  Um  die  Tangenten  im  vielfachen  Punkte  P  zu  bestimmen,  hat  man 
nur  di^enigen  Geraden  S  zu  suchen,  die  P  zum  Schwerpunkt  haben;  d.  h. 
wir  haben  weiter: 

Die  Cnrve  ji'  hat  in  P  diejenigen  Geraden  zu  Tangenten, 
welche  den  Pol  P  zum  Schwerpunkt  haben.     (575.) 

d)  Eine  Gerade  durch  P,  welche  irgend  einer  Asymptote  parallel  ist, 
hat  mit  der  Basis  (n  —  1)  im  Endlichen  gelegenen  Punkte  und  einen  Punkt 
auf  Q„  gemein. 

Bestimmen  wir  f&r  die  erstem  (n—  1)  Punkte  den  Schwerpunkt,  so 
wird  die  Verbindungslinie  von  diesem  Punkt  mit  dem  unendlich  fernen 
Punkt  auf  der  Asymptote  durch  den  Schwerpunkt  aller  Schnitte  im  Ver- 

•  Hier  steht  in  den  ges.  Werken  Steiner 's  der  Werth  J(n— 1)  (n-2). 
Dieser  Werth  ist  unrichtig,  wie  scbon  aus  dem  Fall  n  =  3  folgt,  indem  die  dazu 
gehörige  Carre  D—f  ein  Kegehehnitt  ist  nud  also  keine  DoppeVlangeixte^aa^Q&Vtcad. 
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hsltniss  von  l:(n  — 1)  getheilt,  oder  die  Asymptoten  der  Garve  A*  sind 
den  Asymptoten  der  Basis  parallel  und  ihre  Abstände  von  P  verhalten 
sich  zn  denen  der  Asymptoten  der  Basis  wie  1  :n,  oder: 

Die  Asymptoten  %.,  der  Ortscarve  A*  sind  denen  der 
Basis  parallel,  und  zwar  sind  die  beiden  vollständigen  M-Seite, 
»V«  nnd  nA,  einander  ähnlich  nnd  ähnlich  liegend,  habenden 
Pol  P  zum  Aehnlichkeitspunkt  und  ihre  homologen  Dimen- 
sionen verhalten  sich  wie  l:n  (Ö75.) 

e)  Da  die  Ortscnrve  A'  mit  der  Basis  parallele  Asymptoten  bat,  so 
liegen  die  Übrigen  Schnitte  derselben  mit  der  Basis  auf  einer  Cnrve 
(«—!)*•"  Grades,  d.  h.  wir  erhalten: 

Durch  jeden  Pol  P  gehen  «(n  — 1)  solche  Transversalen 
S^i^S),  welche  ihren  Schwerpunkt  A^  in  der  Basis  selbst 
haben,  und  zwar  sind  die  zugehörigen  n(ti— 1)  Punkte  A^^  die 
Schnitte  der  Basis  mit  einer  Curve  (m— 1)**°  Grades  (576.) 

{)  Fällt  der  Pol  P  in  die  Basis,  so  folgt  ferner: 

Liegt  der  Pol  in  der  Basis  selbst,  so  wird  diese  in  dem 
Punkte  P  von  der  Ortscurve  (n— l)pnnktig  berührt,  die  Be- 
rührung wird  n-punktig,  wenn  eine  jener  (n— l)TranBver8alen, 
die  P  zum  Schwerpunkt  haben,  zur  Tangente  der  Basis  in 
diesem  Punkte  wird,  was  jedoch  nur  für  eine  bestimmte  An- 
zahl Punkte  V  der  Fall  sein  kann.* 

n. 

Das  System  Carren  SiA")  für  Pole  P  einer  Geraden. 

a)  Liegt  der  Schwerpunkt  A  einer  Transversale  Sf  auf  einer  Ge- 
raden G,  so  bestimmt  die  zn  irgend  einem  Pol  P  gehörige  Ortscnrve  J^ 
auf  der  Geraden  Qn  Punkte  solcher  Transversalen  Sg,  die  alle  durch  P 
gehen.     Daraus  erhalten  wir: 

Der  Ort  aller  Transversalen  5,,  deren  Schwerpunkt  in 
einer  Geraden  G  liegt,  ist  eine  Curve  ♦»••'  Classe  S^.  (578.) 

Jeder  Punkt  einer  Asymptote  kann,  wie  wir  sahen,  als  Schwerpunkt 
derselben  angesehen  werden;  die  Asymptoten  sind  also  ebenfalls  Tangenten 
der  Ortscurve  Sg".  (578.)  Aber  auch  die  Gerade  Q  selbst  ist  eine  solche 
Tangente;  denn  durch  jeden  Punkt  von  Gr  gehen,  ausser  (r,  nur  noch  (n  —  1) 
Transversalen  Sg  hindurch;  f^llt  der  Punkt  in  deu  Schwerpunkt  Ag  von 
Gr,  so  föUt  eine  der  5^  auf  Q  selbst,  und  zwar  ist  dieser  Punkt  der  Be- 
rührungspunkt von  G  mit  S^.  (578.) 

Alle  Geraden  fig  sind  femer  so  beschaffen,  doss  keine  zwei  derselben 
parallel  sind.   Soll  eine  Gerade  Sg  eine  gegebene  Bichtnng  haben,  so  bestimmt 

*  Die  Anzahl  dieser  Punkte  ist,  wie  wir  weiter  unten  sehen  werden^  n(n— 1)*; 
und  zwar  setzt  aich  diese  Zahl  xusammeo  aua  den  n  unendlich  fernen  Punkten 
der  Basis  und  aus  «*(♦»  —  2)  Punkten  o,  im  EndWcben. 
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der  dieser  Bicfatang  conjagirto  Durchmesser  auf  G  ihrea  Schwerpunkt  A, 
Dies  klBrt  sich  dadurch  auf,  dass  die  unendlich  ferne  Gerade  G„  mehrfache 
Tangente  des  Ortes  ist,  und  zwar  (n—1) -fache.  Ausser  dieser  mehrfachen 
Tangente  kann  die  Ortscnrve  keine  weitere  vielfache  Tangente  haben,  d.  h.  der 
Orad   der  Ortscnrve  i8t  =  fi(« -1)- (ti-l)  (fi-2)  =  2(fi-l).     (578.) 

h)  Durch  jeden  Punkt  P  gehen  n  Gerade  Sf.  Liegt  der  Pol  P  auf 
dem  Orte  8g*,  so  gehen  nur  noch  (n—1)  Geraden  Sg  durch  diesen  Punkt, 
indem  2  Gerade  Sg  in  eine  sich  vereinigen,  oder  die  zu  einem  solchen 
Pol  P  gehörige  Curve  A"  berührt  die  Gerade  G,  d,  h.  wir  erhalten: 

Soll  eine  Curve  Ä"  eine  Gerade  G  berühren,  so  ist  der 
Ort  des  Pols  P  derselben  die  obige  Curve  Sg". 

Und  hieraus: 

Bewegt  sich  der  Pol  P  in  irgend  einer  Geraden  G,  so 
bilden  die  ihm  in  Bezug  auf  die  Basis  C"  in  obigem  Sinne  ent- 
sprechenden Curven  A"  ein  solches  Curvensystem,  S^Ä")  dass 
je  (n  —  1)  derselben  durch  einen  Punkt  gehen  und  je  2  (m  — 1) 
derselben  irgend  eine  Gerade  berühren. 

c)  Durch  jeden  Punkt  Q  auf  einer  Geraden  H  gehen  je  (n  —  1)  obiger 
Ortscniven  A',  deren  Pole  auf  G  gelegen  sind.  Ziehen  wir  an  jede  dieser 
Cnrven  in  Q  die  Tangente  QR,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  Q  je  (n  — l) 
Tangenten  QR,  die  von  G  verschieden  sind.  Die  Tangente  QR  kann  aber 
auch  mit  der  Geraden  H  zusammenfallen,  und  zwar  ist  für  jede  der  Curven 
des  Systems  dies  der  Fall ,  die  H  berührt ;  Q  £  fSllt  demnach  2  (n  —  1 )  mal  mit 
H  zusammen.  Der  Ort  der  Geraden  QR  ist  also  eine  Curve  der  3(fi  — 1)**** 
Classe,  Blj^^zll*,  die  H  zur  2(n  —  l)- fachen  Tangente  hat.  Durch  jeden 
Punkt  Q  von  H  gehen  3  («  —  I)  Gerade  QR,  von  denen  jedoch  2  («  —  1) 
mit  H  sosammenfallen. 

Die  Curven  eines  Büschels  B(C^)  durch  q*  Grundpunkte  sind  ferner 
so  beschaffen,  dass  je  eine  durch  einen  Punkt  geht  und  je  (2g  — 2)  eine 
Gerade  berühren.  Ziehen  wir  in  jedem  Punkt  Q  einer  Geraden  H  an  die 
durch  Q  gehende  Curve  C  des  Büschels  eine  Tangente,  so  gehen  durch 
Q,  (2g  —1)  solche  Tangenten,  von  denen  jedoch  (2g  —  2)  mit  H  zusammen- 
fallen. Jeder  Curve  Ci,  welche  H  berührt,  entspricht  nämlich  eine  solche 
auf  H  fallende  Tangente.  Der  Ort  dieser  Tangente  ist  somit  eine  Curve 
der  (23-1)"»   Classe,  Stl^Zl  mit  H  als  (2g-2)-facher  Tangente. 

Die  beiden  Ortscurven  fl?(Sl{}  nndlTj'lJ  haben  ausser  der  Geraden  H 
noch:        3(„_i)(2g_l)_4(«-l)(g-l)  =  (ii-l)(2g  +  l) 

Tangenten  gemein.  Jeder  solchen  gemeinsamen  Tangente  entspricht  auf  H 
ein  solcher  Punkt  Q^,  in  dem  eine  Curve  des  Systems  S{A'')  eine  Curve 
des  Büschels  £(C)  berührt,  d.  h.  wir  erhalten  den  Satz: 


•  DetJndei  a(n~l)bedeatetbier,  dass  bei  der  Curve  die  Gerade  U%^«-VVt«kdA 
Tangente  i»t 
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Soll  eine  Carve  des  Systems  S{Ä')  eine  Curve  eines  Bfi- 
scbels  B{Ci)  bertthren,  so  sind  auf  jeder  Geraden  H {n—l)(2q+l) 
solche  Pankte  gelegen,  oder  der  Ort  des  Berahrungspanktes 
ist  eine  Curve  (n-1)  (23  +  1)»«»  Grades  i?gZi,'"*+",  mit  den 
Grnndpunkten  des  Btlschels  als  (n  — l)-facben  Punkten. 

Durch  jeden  Grundpunkt  des  Büschels  gehen  (n  — 1)  Curven  Ä'  und 
jede  dieser  Gurren  wird  von  einer  Curve  des  Büschels  B{C^)  berührt. 

Ausser  den  q*  Grundpuukten  hat  jede  Gurre  des  Büschels  jB(C<)  mit 
der  Ortscnrve  2^21}}*"'+''  noch 

(n-l){2q  +  l)q-q*{n-l)  =  q{q+l){n-l) 
Punkte  gemein,  oder: 

Das  ganze  System  Curven  S{A')  für  Pole  P  auf  einer  Ge- 
raden G  ist  so  beschaffen,  dass  jede  Curve  C"  von  je 
«(2+l)(»-l)  Curven  Ä'  berührt  wird.    (577.) 

III. 

üeber  di«  Enveloppe  der  Currensohaar  5(^"). 

a)  Liegt  ein  Pol  P  auf  der  Einhüllenden  D"-'  aller  Durchmesser  der 
Basis,  so  fallen  2  der  durch  P  gehenden  Durchmesser  in  einen  zusammen. 
Ganz  dasselbe  ist  der  Fall  für  2  durch  P  gehende  Transversalen,  die  P 
zum  Schwerpunkt  haben.  Ist  etwa  &{=S)  eine  solche  Gerade  durch  P„ 
deren  Richtung  dem  Durchmesser  D  conjugirt  ist,  der  die  Ortscnrve  2)*~i 
in  P  berührt,  so  ist  das  ganze  System  dieser  Geraden  @  so  beschaffen, 
dass  keine  2  derselben  parallel  sind.  Liegt  P  insbesondere  anf  Q-a,, ,  so 
fBUt  auch  @  mit  Ga  zusammen.  Da  die  Curve  D"'*  vom  Grade  (2fi  — 4) 
ist,  so  ist  letzteres  (2m— 4) mal  der  Fall,  d.  h.  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade ist  (2 n  — 4) -fache  Tangente  des  Orts  der  Geraden  @  und  der  Ort 
derselben  ist  von  der  Classe  (2n  —  4-|-l)s=(2n  — 3).  Ausser  der  an- 
endlich fernen  Geraden  besitzt  die  Curve  keine  mehrfache  Tangente,  der 
Grad  der  Ortscnrve  der  @  ist  also: 

(2n  -3)  (2»  - 4)  -  (2fi  -  4)  (2n  -  5)  =  4(n  - 2) , 
oder  wir  haben: 

Wird  durch  denjenigen  Punkt  Og,  in  welchem  jeder  Durch- 
messer D  die  Enveloppe  D"-!  berührt,  die  dem  Durchmesser 
conjugirte  Transversale  S(=S)  gezogen,  so  ist  der  Ort  der- 
selben eine  Curve  (2fi-3)»«'  Classe,  ©""-«,  und  ^n  —  2)*^' 
Grades,  welcher  die  Gerade  &«,  zur  (2n  — 4)-fachen  Tan- 
gente hat  und  namentlich  auch  die  Asymptoten  der  Basis  be- 
rührt   (581.) 

Letzteres  ist  deswegen  der  Fall,  weil  die  Asymptoten  die  ihrer  eigenen 
Ricbtntig  coiyugirteii  Durchmesser  der  Ba&la  &md. 
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b)  Darch  jeden  Pol  P  aa(  2>"— '  gehen  noch  («  —  3)  andere  Trans- 
TWsalen  @g,  welche  P  zum  Schwerpunkt  haben,  und  da  weiter  jeder  Durch- 
neaser  ausser  seinem  Berührungspunkte  mit  der  Cnrve  D"— '  noch  2  («  —  3) 
Punkte  gemein  hat,  so  sind  diese  Transversalen  @„  auch  zn  je  2(n  — 3) 
panülel.  Ein  solches  System  paralleler  Sehnen  gehört  einem  Durchmesser 
derart  an,  dass  sie  alle  auf  ihm  ihren  Schwerpunkt  haben,  also  ihm  con- 
JDgirt  sind  ond  dass  durch  jeden  Schnittpunkt  von  ihm  mit  der  Curve  D"'', 
aasser  dem  Berührungspunkt,  je  eine  solche  Sehne  geht.  FQr  jeden  Pol  P 
auf  G^  fallen  femer  alle  durch  ihn  gehenden  Sehnen  @g  auf  G^  selbst, 
und  da  es  auf  G^  (2n  — 4)  solche  Pole  giebt,  fallen  also  auf  G^  auch 
(2  n  —  4)  («  —  3)  Transversalen  ©j.  Der  Ort  der  Transversalen  ©o  ist 
demnach  eine  Carve  der 

2{2n  -  3)  +  (2»»  -  4)(f»  -  3)  =  2(n  -  l)(n  -  3)'"  Classe, 
6«'<"-'»<— ",  mit  ff«  als  (2n-4)(n-3)-facher  Tangente. 

c)  Durch  jeden  Punkt  der  Ebene  gehen  somit  je  (2w  — 3)  Gerade  © 
nad  2(«— l)(n  — 3)  Gerade  ©(,.  Jede  zu  irgend  einem  Pol  Ä  gehörige 
Carve  ^  hat  demnach  auch  (2n  — 3)  Punkte  a  und  2(f»  — l)(n  — 3) 
Punkte  Oj  mit  der  Curve  D"~' gemein,  und  zwar  sind  die  Punkte  o,  welche 
sn  den  Transversalen  ©  gehören,  Berührungspunkte  beider  Curven,  und 
die  Punkte  a^,  welche  zu  den  Geraden  ©g  gehören,  Schnittpunkte  beider 
Corven,  womit  die  volle  Anzahl  Punkte  beider  Curven 

2(2«-3)  +  2(«-l)(n-3)  =  2n(n-2) 
I     beatimmt  ist     Dies  giebt: 
^B       Jede  Carve  Ä'  berührt  die  Euveloppe  der  Durchmesser  in 
^^Bn  — 3)  Punkten    und    schneidet   sie  in  2(n  — l)(n  — 3)  Punkten 
H|p77),     ond     die    Curve    D"  ~'     ist     auch     die    Enveloppe    aller 
Gar Ten  jf. 

d)  Liegt  ein  Pol  P  auf  der  obigen  Curve  ©'"-'  selbst,  so  gehen  von 

H'bm  nur  (2n  — 4j  Transversalen  aus,  indem  zwei  in  eine,  die  Tangente 
|lr  Ortscurve  ©'"-'  vereinigt  sind.  Die  zu  P  gehörige  Curve  A"  wird 
fie  Curve  D" -'  nun  auch  nur  noch  in  {2n  — 4)  Punkten  berühren,  aber 
in  einem  Punkte,  auf  dem  Berührungspunkte  des  der  Taugente  in  P  an 
Qiu—i  com'agirten  Durchmessers,  vier  Punkte  mit  D"~'  gemein  haben. 
Jode  Gerade  G  hat  aber  mit  der  Ortscurve  ©'"-'  4(w  —2)  Punkte  gemein, 
d.  h.  wir  erhalten: 

Bewegt  sieb  der  Pol  auf  einer  Geraden  G,  so  giebt  es  anf 
demselben  je  4(n  —  2)  Punkte  P,  deren  zugehörigen  Curven  .4" 
die  Curve  D"'  in  einem  Punkte  o  vierpunktig  berühren.    (577.) 

^V  Das  Cnrvensystem  5(il")  für  Pole  anf  einer  Cnrre  C". 

r  a)  Bewegt   sich   eine  Transversale  S  so,   dass   ihr   Schwerpunkt  A   in 

f    Besag  aaf  eine  Basis  C"  sieb   stets  in   einer  Curve  C"  \)e&i\4e\.>  to  ^^^%\i 
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aas  den  gemeinsamen  Pankten  der  Curve  A'  eines  Pols  P  nnd  der  g^ 
gebenen  Cnrve  C*",  dass  durch  jeden  Pol  P  je  m.n  Transversalen  S gehen, 
deren  Schwerpunkte^  auf  C"  gelegen  sind;  oder: 

Soll  der  Schwerpunkt  A  der  Transversale  8  in  irgend 
einer  gegebenen  Curve  «•'•"'  Grades,  C",  gelegen  sein,  so  ist 
der  Ort  der  Transversale  S  eine  Cnrve  «.n*"  Classe,  S"".  (518.) 

Fflr  jeden  Schnittpunkt  der  Cnrve  C"  mit  einer  Asymptote  der 
Basis  C*  fftllt  eine  der  Transversalen  mit  der  Asymptote  zusammen.  Da 
letztere  mit  C*"!» Punkte  gemein  hat,  so  ist  sie  also  m- fache  Tangente. 
Fflr  jeden  Punkt  der  Basis  auf  &^  fallen  ebenso  sBmmtlicho  («  — 1)  Trans- 
versalen St  die  in  ihm  ihren  Schwerpunkt  A  in  Bezng  aaf  die  Basis  haben, 
auf  Q^.  Auf  letzterer  sind  demnach  ^(n  — 1)  solche  Transversalen  8 
gelegen,  oder  wir  haben: 

Die  Ortscnrve  S"-*  hat  die  Asymptoten  der  Basis  zu 
m-fachen  und  die  unendlich  ferne  Gerade  zu  m(n  — l)-fachen  Tan- 
genten, und  der  Grad  der  Cnrve  ist  also  =  m(m  +  l)(f»  — 1).    (578.) 

Da  die  Gerade  Gt^m{n  —  1)- fache  Tangente  ist,  so  sind  von  den  im 
Endlichen  gelegenen  Tangenten  je  m  parallel,  nSmlich  diejenigen  Trans- 
versalen 8,  deren  Schwerpunkte  auf  einem  Durchmesser  D  nnd  zwar  in 
dessen  Schnitten  mit  der  Curve  C"  gelegen  sind. 

b)  Die  Ortscurve  5"-"  hat  mit  irgend  einer  Geraden  Q  fN(m+l) 
(«  —  1)  Punkte  Pj  gemein.  Zu  jedem  solchen  Punkt  P^  auf  der  Ortscnrve 
gehört  aber  eine  CnrT»ii',  welche  C"  berOhrt,  indem  ffir  jeden  solchen 
Pol  zwei  durch  ihn  gehende  Transversalen  8  und  damit  auch  2  gemein- 
same Punkte  von  il"  und  C"  zusammenfallen.  Ersetzen  wir  m  durch  g, 
so  erhalten  wir  wieder  wie  bereits  oben ,  dass  die  Schaar  Cnrven  A^  fllr 
Pole  Pg  auf  einer  Geraden  Gr  so  beschaffen  ist,  dass  deren  je  9(2  + 1)  (»  —  1) 
eine  Cnrve  O*  berühren . 

e)  Liegt  ein  Pol  P  auf  der  Cnrve  C",  so  geht  die  zu  ihm  gehSrige 
Curve  J."  in  Bezng  auf  die  Basis  durch  n  feste  Punkte  auf  (7„  nBmlich 
die  unendlich  fernen  Punkte  von  O.  (577.)  Ziehen  wir  durch  irgend 
einen  Punkt  Q  eine  Gerade,  die  in  ihm  ihren  Schwerpunkt  hat,  so  gehen 
weiter  alle  Curven  A'  fQr  Pole  auf  dieser  Geraden  durch  Q.  Jedem 
Schnittpunkt  derselben  mit  der  Curve  O  entspricht  also  eine  Curve  A?, 
die  dnrch  Q  geht.  Da  femer  darch  Q  (»  — 1)  Transversalen  8  gehen, 
deren  Schwerpunkte  in  Q  liegen,  so  liegen  auf  der  Basis  auch  m(n  — 1) 
Pole,  deren  zugehörige  Cnrven  A'^  durch  einen  Punkt  Q  gehen,  oder  das 
ganze  System  Curven  A'  ftlr  Pole  P  auf  C"  ist  so  beschaffen,  dass  deren 
je  tK(M  — 1)  dnrch  einen  Punkt  Q  gehen.     (577.) 

Ffir  jeden  Pol  P  auf  einer  Asymptote  der  Basis  hat  die  Curve  A^ 
diese  A^niptote  ebenfalls  zur  Asymptote,  oder  die  Cnrve  ii"  bertlhrt  ftlr 
Jodea  Pol  P  aaf  einer  Asymptote  die  Basis  in  dem  TmexkiSW«^  lenMg^Ywii^ 


Von  Bbnedikt  Sforbr.  73 

dieser  Asymptote.  Füllt  der  Pol  anf  die  Basis  selbst,  so  kann  man  sagen, 
die  Carre  Ä"  habe  mit  der  Basis  eine  (n  —  l)panktige  Berührung  in  diesem 
Punkte.     Wir  haben  somit: 

Die  Basis  C  wird  in  jedem  der  n  Punkte  a«  der  Basis 
TOD  m  Cnrven  ji'  einfach  und  in  ihren  m.n  Schnitten  mit  der 
Corve  C  von  je  einer  (n  — l)-punktig  berührt.     (577.) 

d)  Die  Curve  C"  hat  ferner  mit  der  Ortscurve  8/  2m(n  —  l)  Punkte 
gemein;  bieraas  folgt,  dass  je  2m(n  — 1)  der  Curven  Ä'  für  Pole  auf  C*" 
irgend  eine  Gerade  G  berühren.  Lassen  wir  wieder  einen  Punkt  Q  auf 
der  Geraden  G  fortgleiten  und  ziehen  an  jede  der  m(fi  — 1)  durch  ihn 
gebende  Cnrven  Ä"  des  Systems  eine  Tangente,  QR,  so  gehen  durch  jeden 
Punkt  0  auf  G^  m(n  — 1)  solche  Gerade  QR,  aber  die  Gerade  QR  wird 
auch  2m(ti  — l)mal  mit  Q  zusammenfallen,  und  zwar  für  jede  Curve  Ä', 
die  G  berührt,  einmal.  Der  Ort  der  Geraden  QR  wird  demnach  eine 
Curve  der  Cla»se  2»i(«  — !)  +  »)»(« -i;  =  3t»(n  —  ]),  ö'"{äl}}  sein,  und 
sie  wird  G  zur  2  m  (»  —  !)- fachen  Tangente  haben.  Ziehen  wir  ebenso  an 
jede  Curve  C  eines  Büschels  ■B(O')  durch  q*  Gmndpunkte  in  jedem  Schnitt 
derselben  eine  Tangente  Q'f,  so  ist  der  Ort  dieser  Tangente  eine  Curve 
der  (2^-1)'™  Classe,  Ojjlj,  mit  G  als  (2g  —  2)-facher  Tangente.  Die 
beiden  Curven  Ö2S(*-i)  ^^^  Ql^—l  haben  ausser  der  Geraden  G  noch 

3iii(n  -  l)(23-l) -2f»(w  - 1)(23  -  2)  =  t»(fi -l)(2g  +  l) 

weitere  Tangenten  gemein.  Soll  also  eine  Curve  yi"  des  Systems  eine' 
Carve  C*  eines  Büschels  berühren,  so  sind  auf  irgend  einer  Geraden  G 
iM(n— l)(2y +  0  Berührungspunkte  Q  solcher  2  Curven  gelegen ,  oder  der 
Ort  dieses  Berührungspunktes  ist  eine  Curve  m(n  —  l)(2q  +  iy"^  Grades, 
P2(»-i)'*'''"'\  <J>«  die  Grundpunkte  des  Büschels  zu  m(n  —  l)- fachen 
Punkten  hat,  indem  durch  jeden  dieser  Grundpunkte  m(n  — 1)  Cnrven  Ä" 
gehen  und  jede  dieser  von  einer  Curve  des  Büschels  in  diesem  Punkt  be- 
rührt wird. 

Ausser  den  Grundpunkten  hat  die  Curve  Pm{JlJ)'*''*""  n»it  einer  ein- 
zelnen Curve  des  Büschels  noch 

?m(n-l)(2«  +  l)-?«.»»(fi-l)  =  9».(fi-l)(g  +  l) 

Punkte  gemein;  oder: 

Irgend  eine  Curve  C  wird  im  Allgemeinen  von  qm(n  —  l) 
(y  +  1)  Curven  des  Systems  SCÄ")  berührt.     (577.) 

e)  Ans  der  Anzahl  gemeinsamer  Punkte  der  Curve  ^"-^  und  der 
Curve  C"  folgt  weiter,  dass: 

aaf  C"*  4m(n  — 2)  solche  Pole  Pg  gelegen  sind,  für  welche 
die  sngehSrige  Curve  Ä"  die  Curve  D»-'  vierpunktig  be- 
rübrt     (577.) 


i4   Jacob  s'jtits^Ti  Säue  fiber den  Schwerpvaln -ler gtmrimxbaUL Pockte ete. 


Veber  dem  Ort  des  8ekw«rp«akts  der  TaagcBtem  eiaer  algiArmiseheB 
Cure  ««*•  Clane  C*. 

Die  obige  OrtoeiuTe  5,"  bat  mit  irgend  einer  Cure  «**  Claaae  M.fi 
Tengeaten  geaieia.  Anf  jeder  Geraden  G  liegen  also  nneb  m.«  atdehe 
Punkte,  die  Sebwerponkte  von  Tangenten  der  C^  sind;  oder  wir  erbalten: 

Soll  die  darcb  die  Basis  C*  gezogene  Traasrersale  8  eine 
Corve  «'*'  Classe  C"  berflhren,  so  ist  der  Ort  ibres  Sebwer- 
paakts  eine  Carve  des  ai.a***  Grades  8m. m.    (578.) 

VL 
VAer  TnasreiMlea  8,,  deren  Bdtwerpmkte  ia  der  Basis  gdegen  liiid. 

a)  Dnrcb  jeden  Pol  gehen  «(n— 1)  solche  Sehnen  S'j,  deren  Schwer- 
punkte  in  der  Bseis  selbst  gelegen  sind;  oder: 

Der  Ort  der  Transrersalen  S^,  deren  Schwerpunkt  Af  in 
der  Basis  selbst  gelegen  ist,  ist  eine  Carre  der  X«— 1)*** 
Classe  5,"'—«).    (578.) 

Pfir  jeden  Pol  P,  der  anf  der  Basis  and  einer  ihrer  Isjuiptoten  za- 
gleieb  angenommen  wird,  Ollt  eine  der  Geraden  5,  anf  die  Asymptote, 
and  fllr  jeden  nnendlieh  fernen  Punkt  der  Basis  fUlt  öne  5,  anf  die 
Asjmptote,  die  andern  (a  — 2)  dagegen  Gallen  anf  G^.  Jede  Asymptote 
ist  demnach  («i  — l)-fache  Tangente  and  die  Gerade  6.  «(ii— 2)-fiwbe 
Tangente.  Die  im  Endlichen  gelegenen  Tangenten  des  Orts  idnd  zu  n  and 
n  parallel  and  zwar  sind  deren  «  Scbwerpankte  allemal  die  Punkte,  welche 
ein  Dorefamesser  2>  mit  der  Basis  gemein  haL     Wir  erbalten  also: 

Die  Curve  S,"<"-"  bat  die  Gerade  G,  zar  «(«- 2)-facben 
and  die  Asymptoten  der  Basis  (n  — l)-fachen  Tangenten  und 
sie  ist  demnach  vom  »(«*  — 3)**"  Grade.     (578.) 

6)  Irgend  einem  Pol  P  der  Ortscarre  ^■'"-•*  entspricht  eine  solche 
Cnrre  A'\  welche  die  Basis  in  irgend  einem  Punkte  berfihrt,  indem  fSr 
diesen  Fall  2  Gerade  S^  in  eine  Tereinigt  sind.  Mit  irgend  einer  Corre 
m**'  Grades  bat  die  Ortsconre  m.M.(M*  — 3)  Punkte  gemein;  oder: 

Das  ganze  System  Carven  S{j4')  ffir  Pole  P  anf  einer 
Carve  C  ist  so  beschaffen,  dass  m.H{n*  —  3)  derselben  die 
Basis  berühren.    (577.) 

e)  Bilden  wir  in  Bezog  anf  einen  Pol  0  and  alle  Cnrren  eines  Bfi- 
sehels  die  Polaigeiaden ,  so  geben  alle  darcb  einen  bestimmten  Punkt  B, 
und  speäell: 

Alle  Dnrcbmesser,  die  einer  gegebenen  Richtung  in  Bezug 
saf  alle  ainxelaea  CnrTen  eines  Bfischels  conjngirt  sind, 
gmkmm  dmreb  eiaeo  Punkt  R. 


Vou  Denbdikt  SpOBta. 
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■  Die  Gerade  Qß  hat  ferner  die  Eigenschaft,  dass  sie  auch  Polargerade 
ist,  und  zwar  fQr  die  Curve  des  BUächels,  welche  durch  ()  geht;  Q  R  vaaaa 
somit  die  Curve  nothweudig  berühren,  d.  b.  wir  haben: 

■  Ziehen  wir  durch  den  Punkt  R  nach  der  gegebenen  Rich- 
tung eine  Qerade  BQ,  so  ist  die  Gerade  Asymptote  einer  ein- 

■  zelnen  Curve  des  Büschels;  und 

f  Jede  Curve  eines  Büschels  achneidet  eine  Asymptote  einer 
einzelnen  Curve  desselben  Büschels  in  solchen  n  Schnitt- 
punkten a,  dass  deren  Schwerpunkt  bei  allen  Curven  derselbe 
ist,  oder  die  Gerade  QR  bat  in  Bezug  auf  alle  Curven  des  Bü- 
schels denselben  Schwerpunkt  B, 

Wir  sahen  ferner  oben ,  dass  der  Ort  der  Tangente  einer  algebraischen 
^Corve,    eines    Büschels  B{C'),   wenn    der  Berührungspunkt   auf  einer  Ge- 
raden 6  gelegen  ist,  eine  Curve  der  (2n— 1)"°  Classe  mit  G  als  (2 n  — 2)- 
facher  Tangente  ist.     Dies  giebt: 

Der  Ort  aller  Asymptoten  einzelner  Curven  eines  BU- 
icfaels  ist  eine  Curve  der  (2«  — 1)"^"  Classe  mit  der  unendlich 
fernen  Geraden  als  (2n— 2)-faohen  Tangente. 

Bilden  wir  weiter  in  Bezug  auf  einen  Pol  P  und  jede  einzelne  Curve 
Pdes  Büschels  B(C")  die  Ortscurven  A",  so  gehen  alle  durch  (2n  — 1) 
Punkte  Ä,  die  auf  den  (2n  — 1)  durch  /*  gehenden  Asymptoten  einzelnei 
ICnrven  des  Büschels  gelegen  sind.  Ausser  diesen  Punkten  R  haben  alle 
^Curven  Ä"  noch  den  Pol  P  zum  (n  —  1)- fachen  Punkt,  also  in  A'(n  —  l)* 
Punkte  gemein.  Die  Anzahl  ihrer  gemeinschaftlich  festen  Punkte  ist  also: 
|(n-l)«  +  2n-l  =  n»,  d.  b.: 

Das  System  Curven  A"  eines  Pols  /'  für  alle  einzelnen 
iCurven  eines  Büschels  ist  selbst  wieder  ein  Büschel. 

Ziehen  wir  durch  P  irgend  eine  Gerade,  so  geht  durch  jeden  Punkt 
[von  ihr,  der  nicht  mit  einem  der  obigen  Punkte  B  oder  mit  P  selbst 
IznsammenfSUt ,  eine  einzige  Curve  A";  oder: 

Jeder  Punkt  einer  Geraden  G  ist  Schwerpunkt  derselben 
in  Bezug  aof  eine  einzige  Curve  des  Büschels. 

Eine  Curve  des  Büschels  BiC)  bestimmt  auf  einer  Geraden  II 
n  Pnnkte  b  und  auf  einer  Geraden  G  einen  Schwerpunkt  A.  Durch  jeden 
Punkt  A  auf  G  gehen  n  Qerade  Ab  und  Ab  fällt  auch  einmal  mit  G 
zusammen,  für  die  Curve  nümlich,  die  durch  den  Schnittpunkt  von  G  und 
II  geht  Durch  jeden  Punkt  b  auf  H  geht  dagegen  nur  eine  einzige 
von  H  verschiedene  Gerade  bA,  und  bA  füllt  nmal  mit  H  zusammen,  für 
die  Curve  nllmlich,  für  die  der  Schnitt  von  H  und  G  Schwerpunkt  der 
Geraden  G  ist;  d.  h.  wir  erhalten: 

Der   Ort   der  Geraden  Ab  ist   eine   Curve   (n-f  !)•"  Classe 
^'•f-',  mit  G  als  einfacher  und  H  als  n-facbei  TangeuN-fe. 
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Irgend  eine  Cnrve  CT*  eines  BUscbels  bestimmt  auf  der  Geraden 
E  n  Punkte  h  und  auf  der  Geraden  G  n  Punkte  e.  Dnrch  jeden  Pnnkt  auf 
G  oder  H  gehen  n  Gerade  hc,  die  von  G  oder  H  verschieden  sind;  es 
fallen  aber  aach  (n  — 1)  Gerade  hc  anf  G  und  ebenso  viele  auf  H,  nnd 
zwar  fQr  die  Kurve  des  BUschels,  die  durch  den  Schnittpunkt  von  G  nnd 
H  geht.     Daraus  schliessen  wir: 

Der  Ort  der  Geraden  de  ist  eine  Cnrve  (2n  — !****)  Classe 
&(".l|  mit  G  und  H  als  (n  — l)-fachen  Tangenten. 

Die  beiden  Corven  ^»^-7«  nnd  G?,"+'  haben  (2n-l)  («+l)=2i»*+»»-l 
Tangenten  gemein.     Diese  setzen  sich  zusammen  ans: 
o)     l.(ii  — l)  =  (ii  — l)  Tangenten,  die  auf  ff, 
ß)     (»  — 1)«  =  »*  — »  Tangenten,  die  auf  H  fallen, 
y)    M  Tangenten,    die   parallel    der    Geraden   G  sind,    also   derjenigen 
Cnrve  des  Büschels  zugeordnet  sind,   welche  dnrch   den   unendlich 
fernen  Punkt  von  G  geht  nnd 
i)     n*  weiteren  Tangenten,  die  sich  in  n  Gruppen  zu  je  «1  anordnen, 
die  allemal  von  einem  Punkt  A^  anf  G  ausgehen,  nnd  jeder  dieser 
Punkte  Äg  bat  femer  die  Eigenschaft,  dass  er  der  Schwerpunkt  der 
Geraden  G  in  Bezug  anf  die  durch  ihn  gehende  Curve  des  Bfischels 
ist     Oder: 
Unter  den  Cnrven  eines  BQschels  giebt  es  stets  n  solche, 
bei  denen  der  Schwerpunkt  einer  Geraden  ff  in  Bezug  anf  jede 
dieser    Cnrven    in    einen    der   Schnitte    von    ff   mit  der   Cnrve 
fallt 

Ziehen  wir  durch  jeden  Punkt  M  der  Geraden  ff  diejenigen  (n  — 1) 
Transversalen  MN,  deren  Schwerpunkte  in  Bezug  auf  die  dnrch  Jf  gehende 
Curve  in  Jf  fallen,  so  gehen  durch  jeden  Punkt  von  ff  (n  —  1)  solche  Trans- 
versalen MN,  die  nicht  mit  ff  zusammenfallen,  aber  die  Gerade  If^  wird, 
wie  wir  eben  sahen,  anch  nmal  auf  ff  zu  liegen  kommen.  Der  Ort  der 
Transversale  Jf^  wird  somit  eine  Curve  der  («  +  »— 1)=  (2i»  — 1)*" 
Classe  ffa'"~'  mit  ff  ab  n-facher  Tangente  sein.  Ziehen  wir  in  jedem 
Punkt  von  ff  an  die  durch  den  Punkt  gehende  Curve  des  BQschels  eine 
Tangente,  so  ist  der  Ort  dieser  Tangente  eine  schon  oft  genannte  Cnrve 
(2»— 1)*«  Classe  ffl^ll  mit  ff  als  (2n-2)-facher  Tangente.  Beide 
Curven  GiZ-t    nnd    ff«''    haben  ansser  ff  noch 

(2»_l)«_„(2«-2)  =  2»*-2fi+l 

Tangenten  gemein.  Unter  letzteren  ist  aber  die  Asymptote  der  dnrch  den 
unendlich  fernen  Pnnkt  von  ff  gehenden  Curve  des  Bfischels  in  diesem 
Pnnkte  inbegriffen.  Ziehen  wir  diese  ab,  so  bleiben  noch  2m* — 2ns 
2 11(11 — 1)  weitere  solche  Tangenten  Übrig,  Kr  welche  der  Schwerpunkt 
ÜB  Brnfg  äne  oiBzeloe  Cnrve  des  BQschels  zugleich  zum  Berfihmngspankt 
gawnadea  ist,  und  anf  ff  H^,  oder: 


Von  Benedikt  Sporbr.  77 

Soll  der  Berfllirungspunkt  Jif  einer  Tangente  einer  Curve 

eines  Büschels  Schwerpunkt  der  Tangente  in  Bezug  auf  diese 

Cnrve  sein,   so  ist  der  Ort  des  Bertthrungspunktes  eine  Curve 

2«(-l)»«'  Grades  jlf'»«»-». 

Wühlen  wir  die  Gerade  G  durch  einen  der  Grundpunkte  des  BUschels, 

so  werden   eine   gewisse  Anzahl  der  Punkte   des  Orts  JIT^"*"-*'  in  diesem 

Grnndpnnkt  vereinigt   sein,     um   diese  Anzahl   zu  finden,    haben  wir  nur 

in  berücksichtigen,   dass   der  Grundpnnkt  selbst  als  Curve  1'"  Classe  den 

Ortscnrven  ö^"~'   und  ö|J|~*  angehört.     Sehen  wir  von  denselben  ab,   so 

gehen  beide  Curven  in  die  Ortscurvon  ff2"7'  und  Grjjlj  über,  die  von  der 

(2»  —  2)'*°  Classe  sind  und  die  Gerade  Q  nur  noch  zur  (n—  !)•  fachen,  resp. 

zur    {2 n  — 3} -fachen  Tangente  haben.     Beide  haben  ausser  der  Geraden  G 

noch 

(2fi-2)«-(2n-3)(fi-l)  =  2««-3n  +  l 

Tangenten  gemein.  Ziehen  wir  davon  noch  die  zu  G  parallele  Asymptote 
der  Curve  des  Büschels  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  von  G  ah,  so 
bleiben  uns  noch  2««-3n  Paukte  des  Orts  Jf'«!"-«'  auf  G,  die  mit  G 
nicht  zusammenfallen;  in  dem  Grundpunkte  des  Büschels  sind  somit 
n  Punkte  des  Orts  vereinigt,  oder: 

Die  Ortscurve  JH^"'"'"  hat  die  Grundpunkte  des  Büschels 
zu  n-fachen  Punkten. 

Ausser  den  Orundpunklen  hat  die  Curve  M'"'""')  mit  einer  einzelnen 
Corve  des  Büschels  noch: 

2««.(n  - 1)  -  «» =  n»  -  2n*  =  «*(»!  -  2) 
Punkte  gemein,  woraus  wieder  folgt: 

Die  Curve  /Si"<'-"  berührt  die  Basis  in  «*(n  — 2)  Punkten. 
(579.) 

d)  Die  Curve  S,"("-"  hat  mit  der  Basis  noch  n(n  —  J)n.(n  —  l)  Tan- 
genten gemein.  Hierbei  sind  die  Asymptoten  der  Basis  je  «-fach  zShlend 
inbegriffen;  es  bleiben  also  ausser  den  Asymptoten  noch  deren  «'(«  — 2) 
übrig.  Ziehen  wiiT  hiervon  für  obige  w*(n-2)  Berührungspunkte  beider 
Curven  2n*(«  — 2)  ab,  so  bleiben  noch  deren 

n»(„  _  2)  -  2n«(«  -  2)  =  n*{n  -  2)» 
übrig.     Jeder   dieser  Tangenten   entspricht   ein  Schwerpunkt,    der   auf  der 
Basis  C*  liegt,   aber   nicht   in   ihren  Berührungspunkt  mit  derselben  fällt, 
sondern  in  einen  ihrer  Schnitte,  d.  h.  wir  haben: 

Es  giebt  n*[n  —  2)  Tangenten  der  Basis,  deren  Berührungs- 
punkt a,  ihr  Schwerpunkt  ist,  und  es  giebt  n*(«  — 2)*  solche 
Tangenten,  deren  Schwerpunkt  a,  ein  anderer  Schnittpunkt  a, 
der  Tangente  und  der  Basis  ist.     (580.) 

Hiermit  haben  wir  die  von  Jacob  Steiner  als  wahrscheinlich  be- 
zeichneten Werthe  tat  die  Anzahl  der  Punkte  o,  und  a^  als  richtig  befanden. 


78^  Jacob  Steiner's  SStze  Ober  den  Schwerpunkt  etc.    Von  Bbmboikt  Sfokbb. 


Die  weiteren  von  Steiner  hier  nnd  bei  einigen  der  oben  behandelten 
Fragen  gegebenen  Eigenschaften  der  auftretenden  Coiren  fibeigehen  wir, 
weil  deren  Ableitang  keine  Schwierigkeit  bieteL 

vn. 

Veber  den  Sehwerpunkt  der  Tangenteii  einer  Cnrre. 

Die  oben  erwBhnte  ICorre  S,*  hat  mit  der  Bans  C'  im  Ganten 
ii*(n  — 1)  Tangenten  gemein.  DaTon  gehen  für  die  Asymptoten  m  ab  und 
es  bleiben  noch  deren  n*in  —  l')  —  n  =  n(n*  —  n  —  l)  andere  flbrig.  Auf 
jeder  Geraden  G  sind  also  anch  fi(M*  — n  — 1)  Ponkte  .^  gelegen,  die 
Schwerpunkte  ron  Tangenten  der  Basis  sind.     Daraus  folgt: 

Der  Ort  des  Schwerpunkts  Äg  aller  Tangenten  5,  der 
Basis  C",  dieselben  als  Transversalen  angesehen,  ist  eine 
CurTC  fi(n*-i»-l)««  Grades,  4,-C'— »  u.  s.  w.     (589.) 

vm. 

Veber  den  Ort  det  Schwerpunkts  der  Onrehmenar  einer  Basii  C. 

Die  Ortscurve  fi,"  hat  mit  der  Cnrre  D—*  auch  «.(n  — 1)  Tan- 
genten gemein.  Beide  Gurren  berflhren  zudem  die  Asymptoten.  Ziehen 
wir  hierfBr  «  Werthe  ab,  so  bleiben  noch  n(n  —  2)  weitere  Tangenten 
übrig,  denen  Punkte  Äj  auf  G  entsprechen,  die  Schwerpunkte  eintelner 
Durchmesser  der  Basis  sind;  oder: 

Der  Ort  des  Schwerpunkts  aller  Durchmesser  D  der 
Basis  C*  ist  eine  Curve  des  «(ii  — 2)»*'  Grades.     (581.) 

Hiermit  haben  wir  alle  Sfttze  von  Jacob  Steiner  in  §25  seiner  Ab- 
handlung: ,üeber  solche  algebraische  Gurren,  welche  einen  Mittelpunkt  haben, 
und  Ober  darauf  bezügliche  Eigenschaften  allgemeiner  Gurren,  sowie  fiber 
geradlinige  Transversalen  der  letzteren.  (Ges.  Werke,  Bd.  2,  p.  501 — 596)* 
bewiesen. 

Stattgart,  im  Juni  1891. 


VI. 

Ueber    eine    Methode    zur   Aufstellung    eines    „voll- 
ständigen "  Systems  blosser  Invarianten  beliebig  vieler 
quadratischen  Formen  jeder  Stufe. 

Von 

Johann  Kleiber, 

•  AauiUni  d.  Kgl.  Teobn.  Uao)iaohalo  in  Maoohfln. 


Die  Behandlung  des  Problems,  die  rational  unabbüDgigen  Invarianten 
(im  gewöhnlichen  Sinne  zo  verstehen)  von  beliebig  vielen  quadratischen 
Formen  beliebig  hoher  Stufe  anzugeben,  kann  fUglicb  in  der  Art  und 
Weise,  wie  sie  im  Nachfolgenden  skizzirt  ist,  als  eine  cauonische  be- 
trachtet werden,  deren  Wirkungskreis  allerdings  nicht  über  die  quadra- 
tischen Formen  hinauszureichen  scheint.  ThatsUchlich  involvirt  diese  Me- 
thode nichts  anderes,  als  eine  schllrfere  Pointiruug  eines  von  Herrn  Gor- 
dan  bei  Gelegenheit  der  Ableitung  des  „vollen"  Formensystems  zweier 
quadratischen  ternSren  Formen  ausgesprochenen  Gedankens,*  der  aber  dort 
wegen  Kürze  der  Behandlung  etwas  zurücktritt. 

Wenn  wir  hier  Gelegenheit  nehmen,  den  Gedanken  an  dem  oben  ge- 
nannten einfachsten  Probleme  zur  Anwendung  zu  bringen,  so  möge  dies 
als  eine  vorbereitende  Mittheilung  angesehen  werdeu,  um  die  Methode  zu 
kennzeichnen,  welche  in  einem  demnächst  mitzutbeilenden  Aufsatz  über 
»ein  vollständiges  Formensystem  (115  Formen)  zweier  quaternären  qua- 
dratischen Formen"  einen  ausgedehnteren  Gebrauch  erfahren  wird. 

Am  letzteren  Probleme  sowohl,  wie  an  dem  hier  sogleich  zu  verfolgenden, 
kann  man  so  recht  die  grosse  Einfachheit  und  Eleganz  des  anzuwendenden 
Verfahrens  darthun,  da  die  Fragen  auch  anderweitig  bereits  eine  Bearbei- 
tung, wenn  auch  nur  eine  unvollständige,  nach  anderen  Gesichtspunkten 
ausgeführte,  erfahren  haben.** 


•  Vergl.  Clebscb-Lindemann,  Vorlesung  über  Geometrie,  p.  288. 
**  Mertens:   Ueber  die  Invarianten   dreier   ternUrer  quadratischer  Formen, 
Sitzgsber.  der  kaiserl.  Akad.  d.  WisHcoecb.    Wien  14.  T.  86. 

Merteos:  lavariaote  Gebilde  quaternilicr  Formen.  Daae\\>%\.%%.N  .%%  «i\jb. 


80    Deber  eine  Methode  zar  Aufsicllnng  eines  .  volIstSndigen'  Sysienoa  etc. 

§  1. 
Fonniilinuig  des  Oordan'Behen  Oedankena. 

1.  Darstellung  einer  quadratischen  Form  in  einem  Gebiete 
von  M  Dimensionen.  Seien  die  Punktcoordinaten  des  Gebiets  mit  x 
bezeichnet,  so  existiren  ausser  diesen  Punktcoordinaten  noch  folgende 
andere  Arten  (Linien-,  Ebenen-,  Baum-  etc.)  Coordinatoi: 

wobei  s.  B.  anter  x,j^  die  Coordinaten  jener  Gebilde  sn  Terstehen  sind, 
die  dnrdi  4  Punkte  x  bestimmt  sind  n.  s.  f. 

Die  Hanptdarstelinng  der  quadratischen  Form  sei  (nach  Aronhold) 
f=ai;  dann  existiren  fttr  diese  Form  noch  Darstellungen  in  den 
Zwiscbencoordinaten,  wie  wir  die  Xtt...  interimsweise  bezeichnen 
wollen.  Diese  sind  nach  dem  Ton  Clebsch  begründeten  Uebertragongs- 
principe  folgende: 

("it*«)  »  ("its*!«)  •  if^mi'tnv  •••(Oin--- *!»•••■)  « 
wobei  z.  B.  unter  (a,|,f,{,)*  zu  Terstehen  ist:  (aiex^f^)*  und  im  Allgemeinen 
statt   «1,,...*    der    Ausdruck    [a5e...]   von    k  gteichwertbigm    Symbolen 
einer  Form  a^*. 

In  der  Ebene  existiren  so  tür  den  Kegebchnitt  die  Bezeichnungen 
aj,  (a„x,2)*=(a&u)*,  im  Räume  fBr  die  FlSche  2'*'  Ordnung  aa^, 
(o,,  «„)*=(a6/»)*;  (a,jj*iis)*=(o6c«)*;  wie  bereits  bekannt 

Anmerkung.  Dass  die  Coordinaten  x,f.„  im  Allgemeinen  nicht 
unabhängig  sind,  ist  ans  den  Untersuchungen  von  Clebsch  bekannt;  die 
ihnen  zugeordneten  Belationen  werden  aber  die  von  uns  zu  lOsende  Auf- 
gabe nicht  berühren. 

2.  Der  Gordan'scfae  Satz  fflr  die  Symbole  a,„...A  des  ter- 
nSren  Gebiets.*  Diese  Symbole  sind  hier  a  und  a,|  =  (a&).  Kommen 
nun  in  irgend  einem  Ausdruck  (Invariante)  /  von  realer  Bedeutung  bei 
dessen  Sehreibweise  in  Symbolen  a=s&  =  c=...  der  quadratischen  Form 
f^aa?  zwei  der  Symbole  a,  l*  in  demselben  Klammerfactor  —  wir  sagen: 
partiell  gefaltet  —  vor,  so  kann  man  den  Ausdruck  J,  wenn  nOthig,  so 
umformen,  dass  die  Symbole  a,  b  total  gefaltet  auftreten,  d.  h.  da  a  zwei- 
mal, 6  zweimal  in  der  symbolischen  Schreibform  der  Invariante  J  vor- 
kommen muss,  dass  a  und  b  nur  in  der  Verbindung  {ab...)  Torkommen. 
Demnach  kann  man  fQr  sie  das  Zeichen  a,,  von  ((>isCu)'=(ait  «)*  =  (<'«)' 
einftlbren. 

Aus  diesen  Bemerkungen  ist  zu  schliessen,  dass  man  jede  Invariante 
von  f  (zusammen  mit  anderen  Grundformen  91)  immer  so  umzugestalten 
vermag,  dass  einfache  Symbole  a,  h  nie  mehr  in  partieller  Faltung, 
soDdem  discret  auftreten. 


*  üitfbaeik-LiademaDn,  Geometne.    Bd.  \,  p.^%&. 
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Was  aber  von  den  a  gilt,  gilt  in  gleicher  Weise  von  den  a,|.,  d.  h. 
Ijeder  Ausdruck,  der  die  Symbole  a,,,  &,}  partiell  gefaltet  aufweist,  kann 
fin  einen  andern  nmgerormt  werden,  der  diese  Symbole  in  totaler  Faltung 
'enthält.  Man  könnte  also  statt  des  total  gefalteten  Paares  ((!(,&,,...) 
wieder  ein  nenes  Symbol  einführen.  Dies  ist  aber  annOthig,  da  das  ge- 
faltete Symbol  (a,,b,|...)  auf  daa  ursprüngliche  a  zurUckführt,  bis  auf 
ein  anzufügendes  Vielfaches  des  Ausdrucks  {abcy,  der  nichts  anderes  ist 
als  die  Discriminante  der  Form  f=a;,*,  die  wir  als  a,„' einführen  wollen. 

Besultat.  Jeder  invariante  Ausdruck,  der  die  Symbole  der  Form 
/"=  Ojr*  =  («1,51«)*  enthält,  kann  durch  einen  andern  ersetzt  werden,  in  dem 
zwei  gleichartige  Symbole  a,  bez.  a,j  nie  in  partieller  Faltung  auftreten. 
Sind  aber  a  und  a,}  selbst  partiell  gefaltet,  so  spaltet  sich  der  reale 
Factor  öB,,'=a„3*  ab.  —  Dies  ist  der  Gordan'sche  Gedanke. 


§2 
Erweitemng  auf  beliebige  Dimensionen. 

Es  kann  hier  in   genau  derselben  Art  und  Weise,  wie  dies  von  Herrn' 
Cord  an  für  das  temSre  Gebiet  geschieht,  Folgendes  nachgewiesen  werden: 

Treten  in  einem  Klammerfactor  des  Gebietes  n*"  Dimension  g  Sym- 
bole der  Art  a,,...*  partiell  gefaltet  und  coordinirt  auf  (welch'  letztere 
Eigenschaft  mit  der  Faltung  im  Folgenden  inbegriffen  sein  soll)^  so 
kann  man  den  zugehörigen  invarianten  Ausdruck  auch  so  umgestalten,  dass 
die  Q  Symbole  total  gefaltet  erscheinen.  Diese  (igliedrige  Gruppe  von 
Symbolen  kann  man,  abgesehen  von  einem  als  Factor  vor  die  Invariante 
tretenden  Vielfachen  der  Discriminante  a',„...„,^i,  durch  ein  einziges 
Symbol  der  Reihe: 


*l»>     "US» 


•iw 


ersetzen,  nfimlich  durch  Om •  •  •  [( A] ,  wobei  als  die  letzte  Ziffer  [ifk\  des 
Index  nicht  das  wirkliche  Prodnct  Qk,  sondern  nur  diese  Zahl  mndn  zu 
nehmen  ist.     Der  Exponent  der  vor  die  Invariante  tretenden  Discriminante 


««•••"■ 


'^  ist  dann: 


^  Q.k-[gk\ 
«  +  l 


wobei  Igk]  die  eben  angegebene  Bedeutung  bat. 

Analoges   gilt    für  coordinirt  partiell  gefaltete  Symbole  <!,,..,«   mit 
verschiedener  Endziffer. 

§3. 
Nachweis  eines  Hauptsatzes. 

Wenn  schon  bereits  die  vorangegangeneu  Satze  ein  mächtiges  Hilt's- 
mittel  zur  Ausgestaltung  des  Pormensystema  der  quadratischen  Formen 
sind,  so  wird  der  Nachweis  für  die  Endlichkeit  des  „vollen"  Formen- 
jjBJems   doob  erst  durch   einen  weiteren  Satz  dargeih&n,  der  «\a  P«n<l&ut 

im»Uk  u  Phyüi  XXXVU,  i.  ft 
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zum  vorhergehenden  aufzufassen  ist.  Er  ist  es,  welcher  uns  das  Mittel  in 
die  Hand  geben  wird,  unsore  Invarianten  der  quadratischen  Form  in  eine 
canonische  Sjmbolscbreibung  bringen  zu  können.  Bevor  wir  auf  den  Sats 
näher  eingehen,  treffen  wir  folgende  Festsetzung:  Wir  legen  jedem 
Symbole  <>,{,...«  ein  Hilfsgewicht 

«  =  1+2  +  3  +  .. .»  =  (*J^) 

bei  and  erklären  als  Hilfsgewicht  einer  Invariante  die  Snmme  der 
Hilfsgewichte  der  darin  auftretenden  Symbole.  Wir  erkennen ,  dass  alle  üm> 
formongen,  welche  durch  die  oben  auseinandergesetzte  Oordan'sche  Begel 
benöthigt  werden,  solche  sind,  welche  das  Hilfsgewicht  der  ursprünglichen 
Form  der  Invariante  erhöhen.  Das  Hilfsgewicht  ist  also  nar  an  die 
Form  der  Invariante  gebunden,  somit  nichts  Wesentliches,  wohl  aber  als 
Gradmesser  der  geleisteten  ümformungsarbeit  sehr  brauchbar.  Dass  that- 
sächlich  immer  eine  Erhöhung  des  Hilfsgewichts  statthat,  wenn  man  oben 
umformen  kann,  ist  aus  der  Giltigkeit  der  Gleichung: 

für  alle  Grössenverhältnisse  von  q  und  [gk]  zq  ersehen. 

Aus  der  Definition  des  Hilfsgewichts  kann  man  auch  erkennen,  dass 
dann  und  unr  dann  eine  Erhöhung  desselben  zu  erreichen  ist, 
wenn  Symbolgruppen  noch  nicht  total  gefaltet  in  einem  Aus- 
drucke auftreten.  Nennen  wir  einen  solchen  Ausdruck,  je  nachdem  in 
ihm  „blos  partiell"  gefaltete  Symbolgrnppen  auftreten,  oder  lauter  „total 
gefaltete":  normalisirbar  bez.  normalisirt,  so  schliesst  diese  Bezeichnung 
also  auch  die  Constatimng  der  Möglichkeit  in  sich,  das  zagehSrige  HilEs- 
gewicht  zu  erhöhen  oder  nicht. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  in  der  Bezeichnungsweise  können  wir 
nun  unsern  Hauptsatz  so  aussprechen : 

„Treten  in  einem  normalisirten  Ausdruck  zwei  (discrete,  d.h. 
nicht  im  selben  Klammerfactor  befindliche)  Symbole  gleicher  Art 
auf:  ai^...k,  bi^...k,  so  kann  man  dieselben  „partiell"  aus- 
tauschen (d.  h.  eines  der  zwei  Einzelzeichen  aj,...A;  mit  irgend 
einem  Einzelzeichen  der  ^^...k  —  gleichzeitige  Vertauschnng  aller 
wäre  ja  ohnehin  schon  erlaubt)  unter  Adjunction  von  höher  nor- 
malisirbaren  Termen." 

In  der  That  ergiebt  sich  durch  einfache  üeberlegung  eine  Formel: 

Jlf  (o„... *«„...*)  (l>,j...*y„...i) 

/  «  >    «  «  > 

=  Jf(6„...Aa;,j...*)(a„...Ay„...t)  +  ^(0|».. •*,&,,..*;««...*,  y,f.*). 

worin   der  letzte  Term    thatsäcblich   unter   das  Gordan'sche  Gesetz   fUlt 
If»,    wie  eraicbtlicbf   keines   der   alten  Sym\>o\e  ,«>'at%«\'i%V*  iä  '««c^tn. 
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braucht,    so    wird   sich    natttrlich   bei   Ausführung   der  Normalisirung    des 
Termes  das  Hilfsgewioht  erhoben  müssen. 

§4. 

Polgernngen. 

Die  Wirkungaf&higkeit  des  oben  angeführten  Satzes  Bassert  sich  erst, 
wenn  wir  unserer  näheren  Betrachtung  das  Formensystem  von  quadratischen 
Formen  zu  Grunde  legen.     Zu  dem  Ende  seien  die  Symbole  der  benutzten 
nadratisdien  Formen: 

a,      a|2,       *'|83i     ••  •  «183  •••  ♦>, 

a,    a,2,    o,j3,  ...  a,23...n, 
*/      if        II  II 

<*  >     <*  1«>   "  IM»     ■••*  US---**» 

u.  s.  f. 
Dann  können  wir  folgende  Behauptung  als  richtig  erweisen: 

„Treten  im  symbolischen  Ausdruck  einer  Invariante  der  obigen 
quadratischen    Formen    iu    zwei   Elammerfaotoren    Qruppen    von 
correspondirend  gleichwerthigen  Symbolen  auf,  also  z.  B. : 
3f.(o,j...„a'jj...^o",2...p...a;)... 
...(6„...tt6'„...p6",j...jB...y), 
so  kann  man  statt  der  Gruppe  von  correspondirenden  Symbolen  des 
zuletzt  geschriebenen  Klammerfactors  eine  andere  substituiren ,  welche 
mit  der  des  ersten  identisch  ist,  also: 

■^' (*»•••*  <*'«••  ?  o"i,...^. ..«)... 
...(o„...io'„...ja"„...^...y), 

wenn  man  noch  höher  normalisirbare  Terme  adjungirt." 
Es  folgt  dieser  Satz  direct  aus  der  partiellen  Yertauschungsf&hig- 
keit  von  Einzelsymboien  \^...k  mit  Einzelsymbolen  a,,...«,  wie  oben  an- 
gegeben. 

Gleichzeitig  ist  ersichtlich,  dass  sich  eine  solche  Gruppe     • 

(a„...A:a'i2...«a  „...;»...) 

„gemischter  Elemente"  wie  ein  einziges  Symbol  behandeln  iBsst. 
Als  Special  fall  des  vorhergehenden  Satzes  kennen   wir  den  folgenden 
aussprechen : 

gZwei  gleichgebante  Elammerfactoren  mit  correspondirend  gleich- 
werthigen Symbolen  und  Variablen  sind  Anlass,  dass  die  zugehörige 
Invariante  in  zwei  Summanden  sich  zerlegen  iBsst,  von  denen  der 
erste  das  Quadrat  des  Klammerfactors  als  selbststSndige  Invariante 
abspaltet,  der  zweite  aber  höher  normalisirbar  ist." 
und  hieraus: 

,Soll   eine   Invariante   dem    „vollen"  Formensystem 
der  quadratischen  Formen  angehören,  ao  dfttl  4\e  —  %%- 
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hSrig   normalisirt  —  keine   zwei    Klammerfactoren    von 
gleichem  Typus  aufweisen." 

Da  die  Möglichkeit,  einen  Klammerfactor  mit  Symbolen  einer  end- 
lichen Zahl  quadratischer  Formen  und  einer  Combination  der  Veränderlichen 

zu  besetzen,  aaf  eine  endliche  Zahl  von  Complezionen  führt,  so  ist  hier- 
durch bewiesen, 

„dass     das     „volle"    Formensystem    beliebig    vieler 
quadratischer  Formen  ein  endliches  sein  mass." 
Die  Besetzung   eines  Klammerfactors   im  ternären  Gebiete  kann  z.  B. 
blos  von  der  folgenden  Art  sein: 

(a«),  (OjjiTj,)  U.S.  f. 

(o««i»).  (oo'„),  (a,jo'),  (o,2a',ja;)  o.  s.  f. 

iaa'a"),  (ai^a^tati)  u.  s.  f., 

wo  die  durch  „  n.  s.  f. "  angedeuteten  Terme  durch  blosse  Vertauschung  der 
Symbole  von  ax*,  a'a?,  a"x*...  hervorgehen. 

Dem  Hinschreiben  der  „vollen"  Formensysteme  liegt  nun  nichts  mehr 
im  Wege;  der  Satz,  dass  keine  zwei  Klammerfactoren  von  gleichem  Typus 
auftreten  dflrfen,  leistet  die  Hauptarbeit. 

Doch  werden  in  dem  so  erhaltenen  Formensystem  noch  viele  Formen 
enthalten  sein,  welche  theils  reductibel  sind  an  sich,  theils  durch  den 
Clebsch'schen  Satz*,  der  besagt,  dass  nur  eine  Reihe  von  jeder  Variablen- 
reihe auftreten  darf  (es  aber  mOglich  ist,  dass  —  formell  zwar  nicht  — 
aber  in  der  That,  etwa  durch  „Zusammenrücken"  zweier  zuerst  verschie- 
dener Variablen,  der  Fall  sich  realisirt). **  Die  Restarbeit  wird  durch 
Reductionsformeln  zu  besorgen  sein,  welche  ich  in  meiner  spSter  zu  ver- 
öffentlichenden Arbeit  verkürzte  Identitäten  genannt  habe. 

Im   ternären   Gebiete  giebt   es   blos   eine   solche   verkürzte    Identität, 

nämlich :  /■     '  ^  /•     '  \      a  *»• 

{aa  u)  (aa  x)  =  0,*** 

wobei  das  „congruent  Null"  besagen  will:  modvlo  von  Termen,  die  direct 
in  Factoren  zerfallen  oder  (was  im  ternären  Gebiete  allerdings  noch  nicht 
eintritt)  höher  normalisirt  werden  können.  Im  quaiernären  Gebiete  erwei- 
tert sich  die  Zahl  der  „verkürzten  Identitäten"  auf  15  n.  s.  f. 

Anmerkung.  Wir  wollen  diese  Betrachtungen  nicht  verlassen,  ohne 
die  Leichtigkeit   zn   erwähnen,    mit   der   wir  hiermit  im  Stande  sind,   das 


*  Clebech:  Ueber  eine  Fnndamentalaufgabe  der  Invariantentfaeorie. 
**  Herr  Mertens  vermeidet  wohl  absichtlich  dieses  „Zusammenziehen*  der 
Variablen.     Vergl.  a.  a.  0.  p.  732.    1889. 
**•  Vergl.  Ciebsch-Lindomann  a.a.O.  p.^ttO. 
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Gordan'sche  System  von  20  Formen,  das  zweien  quadratischen  teniSreo 
Formen  zugeordnet  ist,  anzuschreiben.     Man  hat: 
a)  die  constituirenden  Factorentypen : 


>*> 


iaau), 


(aa'x),    a«,    a'a.    o*j 


123  > 


>ias 


b)  unter  Berücksichtigung,  dass  vermöge  der  einzig  auftretenden 
„yerkürzten"  Identität  die  Faotorentypen  {aau)  und  (aa'x)  nicht 
in  derselben  Invariante  auftreten  dflrfen: 

(Quadrate):  aj,  a',*,  (aau)*,  m„», u'„«.  (« «'a^)*.  a«*,  a'a*}  ^^m*^  «m*- 
(Gemischte  Prodncte):  Hier  mUssen  die  Symbole,  wie  leicht  er- 
sichtlich, eine  „Kette"  bilden  und  darf  ein  Symbol  nicht  mehr, 
denn  einmal  auftreten. 


(««)  («o')  (ax) 

(««)  («a)  (a'ua)  (ax) 

(ua)  (jota)  ia'ua)  (oo'j  («'«) 

(ua)(««o')  (o'«) 

(ua)  (aXa')  {a'a)  (ax) 

{xa)  {aa')(a'xa)  (aa)  (a'x) 

(xa)  (aua)  (a'x) 


(u  a')  (a'a)  (ax) 
(ua')  (a'a)  (aua')  (a'x) 


(ua')  (a'xa)  (aa)  (a'x) 


§5. 


Heber  die  „Invarianten"  quadratizoher  Formen  im  Allgemeinen. 

Wir  wissen  nun  bereits ,  dass  das  „volle"  Formensystem  quadratischer 
Formen  endlich  ist  und  haben  zugleich  die  Hilfsmittel  bezeichnet,  welche 
ans  gestatten  würden,  ein  solches  hinzuschreiben.  Doch  ist  diese  Auf- 
gabe zunSohst  nur  ohne  Mühe  beim  ternfiren  Gebiete  so  zu  lösen,  dass  wir 
ein  möglichst  redncirtes  System  erhalten.  Wir  wollen  aber  nun  annehmen, 
es  sei  uns  gelangen,  ein  von  allen  überflüssigen  Elementen  freies  „voll- 
stSndiges"  Formensystem  für  N  quadratische  Formen  im  Gebiete  von 
»  Dimensionen  vermöge  unserer  Anleitung  anzugeben.  Die  Elemente  des 
so  erhaltenen  vollen  Formensystems  0  bestehen  dann  ans  lauter  normali- 
sirten  Ausdrücken,  deren  Anzahl  e  sein  möge. 

Betrachten  wir  nunmehr  neben  den  obigen  JY  Formen  noch  eine  wei- 
tere, die  wir  oaj*  =  (a,ja!„)*  =  (a,,ja;,jj)*=  ...  bezeichnen  wollen.  Dann 
wird  dem  System  der  nunmehr  (^  +  1)  quadratischen  Formen  eine  Reihe 
von  blossen  Invarianten  (d.  h.  ohne  Variable)  zukommen,  deren  natürlich 
unendlich  viele  sein  werden.  Aber  ans  diesen  blossen  Invarianten  wird 
sich  ein  „volles"  System  <p  von  blossen  Invarianten  abspalten  lassen,  das 
selbst  endlich  sein  wird  nach  unseren  früheren  Sätzen.  Wir  fragen  nun, 
wje  maa  dieses  eadJJobe  System  sofort  anschreiben  kCnne. 
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>       Die  Beantwortang  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  aas  Folgendem: 

Sei  /  eine  blosse  Invariante  aus  dem  „vollen"  System  <p,  dann  kann 
man  sie  im  „vollen"  System  <p  beibehalten,  auch  wenn  man  die  Symbole 
der  zuletzt  hinzugefügten  quadratischen  Form  Ox*  =  . . . ,  sofern  sie  nnr 
gleich  werthige  sind  (also  a^f.k  mit  &jj...A;  u.  a.  w.)  in  I  beliebigen  par- 
tiellen oder  totalen  Vertauschungen  unterwirft  Anders  ausgesprochen 
lautet  dies  so:  Ersetzt  man  in  1  alle  gleichwerthigen  Symbole  der  letzten 
quadratischen  Form  immer  durch  eine  einzige  zugehörige  Variable  mit  dem 
complementaren  Index  (also  z.  B.  wenn  n  =  5  ist,  ajg.-.A;  durch 
x,f...i6  —  k  +  i]),  so  entsteht  eine  Covariante  =  allgemeine  Invariante  (im 
Clebsch 'sehen  Sinn)  der  ersten  N  quadratischen  Formen.  Aus  dieser 
findet  man  gemäss  oben  beschriebener  Freiheit,  wieder  die  alte  „blosse*' 
Invariante,  indem  man  für  die  auftretenden  Variablen: 

X 


so  lange  Symbole  von  ax^=  ...  einführt  (natürlich  je  mit  complemen- 
tärem  Index),  bis  sie  alle  —  in  irgend  welcher  Weise  —  besetzt  sind. 
Fuhren  wir  bei  allen  Elementen  des  „vollen"  Systems  <p  der  blossen 
Invarianten  den  Transformationsprocess  durch ,  durch  welchen  wir  Covariant- 
invarianten  der  N  ersten  quadratischen  Formen  erhalten,  so  transformirt 
sich  also  das  „volle"  System  q>  in  einen  Theil  des  „vollen"  Systems  <t> 
der  N  Formen ,  ev.  in  Produkte  von  Termen  des  letzteren.* 
Dann  ergiebt  sich  der  Satz: 

Es  giebt  so  viel  linearunabhfingige  blosse  Invarianten 
von  N+1  quadratischen  Formen  irgend  einer  Stufe, 
als  Glieder  im  vollständigen  System  der  Covariantin- 
varianten  gerader  Ordnung  von  blos  N  Formen  der- 
selben Stufe.  Hierzu  ist  noch  die  Discriminante  der 
letzten  =^+l*«''  Form  zu  zählen. 
Wie  man  aus  den  betreffenden  Covariantinvarianten  die  Invarianten 
selbst  erhält,  ist  oben  gezeigt 

Wir  wollen  die  diesbezüglichen  Besultate  an  3  ternären,  bez.  3  qua- 
ternären  quadratischen  Formen  näher  bezeichnen. 

§6. 
Blosse  Invarianten  von  3  ternären  quadratischen  Formen. 

Wir  haben,  laut  der  entwickelten  Vorschrift,  an  erster  Stelle  aus  dem 
„vollstÄndigen"  Formensystem  von  blos  2  ternären  quadratischen  Formen 

*  Was  Produkte  von  Termen  angerader  Ordnung  anbetrifft,  so  mÜBsten  sie 
den  enteu  Sätzeu  von  §  4  genügen,  lassen  sich  abeTmetttoW«UtkV««.'QSKdb!ta.&!«^ 
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diejenigen  CovariantinTarianten  berauBzasnchen ,  welche  in  den  auftretenden 
Variablen  von  gerader  Ordnung  sind.  Wir  haben  oben  das  vollständige 
Formensystem  hierfUr  angegeben  und  finden  sofort: 

(ox)*,  {a'xy,  {adu)*,  (m«)*,  (mo'j*,  («o«)* 

Statt  der  Variablen  x  ist  nun  Überall  «",j  =  a",  statt  u  die  Symbole 
a"  zu  setzen,  dann  folgt: 

(a«"j«,  («VO«,  {aaa")\  (a"«)«,  aV)»,  (««'«")« 
Fflgt  man  noch  die  Discriminante 

der  dritten  temSren  Form  an ,  so  haben  wir  genaa  die  1 1  Invarianten  vor 
ans,  welche  auch  Herr  Mertens  a.  a.  0.  aufgestellt  hat. 

§7. 
Blosse  Invarianten  von  3  qnaternären  quadratischen  Formen. 

Ich  entnehme  die  hier  nSthigen  Covariantinvarianten  dem  von  mir 
za  verSffentlichenden  „vollständigen"  System  zweier  quatemären  Formen. 
Diese  sind: 

I. 
(o«)»,  (a„p)»,  (o,,,«)»,  aj„,, 
{a'x)\  (a;,p)«,  (o;,3u)»,  o7,„. 

IL 
{aap)*,  {aa\^uy,  (oo',^)«, 
(o„om)»,  (a,ga',J',  (««„a'.jx)»,  (a„o',„a;)». 

III. 
(o«)  (a o', ,  m)  a\ ,  o,gja;)  (o,j,m) 
(«'«)  («'o»«)(oMo',,3a;)  (a'„3M) 
(«i»P)(flnio',,)(o',,i)) 

IV. 
(aa;)  (aa',,«)  ia\^ai^  {ßnau)  {a'x) 

(«ISS«*)  («J«S«'u*)  Kj«I»)  (Oi«0'„S*)  («'ll3«) 

(o«)  (aa;,3)(o',j30„sp)  (o„8a'„«)  (a',,p) 
(«'a)  (a'ajjg)  (augO.jäP)  (a;„a,jx)  (a.jp) 
(o,j3«)  (o„so')  (aap)  (aa',,M)  (a;»p) 
^«;„  «;  (•«;„  a)  (aap)  (aa„M}  Co„p) . 
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V. 
iax)  iaa'p)  (a'flns)  (o,8,o'„a;)  (a'„o„)  {a^tP) 
{ax)  {aap)  (ad^^  (o'ma««)  (ßita\%)  (ß\iP) 
(«»s«)  (aj»s« mP)  («imo)  {aa\;^ (o'«o,i,)  iai^p) 
(o'iM«)  (o'i«3«issP)  (fliss«)  («'«I«)  («i2«'i»)  (a'isJ') 
(oa;)  (oo'im)  («'iüs«««)  («ijO«)  (oom)  (o.»»«) 
(a'x)  (fl'a.ss)  (o,8sa'„a;)  (a'„a«)  (aa'^^;)  {a\^u). 

VI. 

(o«)  (oa',,3) (a'„ja„«)  (o„a,j)  (o',sO,aa;)(a,aa')  (o«) 
(»m«)  Como')  (o'oii«)  (ai»o'i«)  («'«a«)  (aa'iss)  (o'«s«)- 

f^        „^    n'  \t  VII. 

(a'iM.  «l»!  «»)*• 
Setzen  wir  nun  in  den  vorstehenden  Ausdrücken  in  beliebiger  Weise 
statt  X... o",j3  =  6", j3  = . . . 

n      !>•••«  I*   =0  IS  =••• 
a     u...a       B=  0       =... 

so  erhält  man  38  Invarianten  der  3  quaternären  Formen,  welche  mit  der 
Discriminante  a'[\t^  der  dritten  Form  zusammengenommen  ein  „vollstän- 
diges" System  der  blossen  Invarianten  der  3  Grundformen  darbieten, 
deuten  wir  unter  [ihic]  an,  dass  die  zugehörige  Invariante  vom  t**°  Qrsde 
in  den  Coefficienten  der  ersten  Grundform ,  vom  h**'  in  jenen  der  zweiten, 
vom  h*"^  in  jenen  der  dritten  sei,  so  kommen  den  39  Invarianten  folgende 
Zahlen  zu:  I, 

[103],  [202],  [301],  [400] 
[013]    [022]    [031]    [040]. 

II. 

[112],  [121],  [130] 

[211],  [220],  [224],  [233] 

[310],  [323],  [332]. 

III. 

[424]  [244[  [222]. 

IV. 
[442]  [334[  [554]  [455]  [545]  [434]  [344]. 

V. 
[635]  [365]  [653]  |563]  [644]  [464]. 

VI. 
[666]  i662V 
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VII. 

[422J  [242]. 

VIII. 

«,„,«  =  [004]. 

Wie  wir  ersehen,  sind  sSmmtliche  Invarianten  mit  verschiedenen  In- 
dicea  behaftet.  Wir  kCnnen  denselben  also  auch  die  Indicesgrappe  als 
Name  beilegen  und  erhalten,  wenn  wir  sie  nach  Permatationsformen  ordnen, 
folgende  Beihe  von  39  Gebilden; 

[103]  [013]  [202J 
[031]  [130]  [022] 
[310]  [301]  [220] 

[112]  [400]  [224] 
[121]  [004]  [242] 
[211]  [040]  [422] 

[332]  [442]  [554] 
[323]  [424]  [545] 
[233]  [244]  [455] 

[222]  [666] 

[635]  [653]  [434]  [644] 
[365]  [563]  [344]  [464] 

[334]  [662]. 
Manchen,  April  1891. 


VII. 

Die  trinomisclie  und  quadrinomisclie  Gleichung 
in  elementaxer  Behandlungsweise. 

Von 

Dr.  W.  Heymann, 


I.  Die  triuomische  Gleichung. 

§  1.  Einleitende  Bemerkungen. 

Die  tiinomische  Gleichung  hat  schon  mannigfache  Bearbeitung  ge- 
funden, eine  durchaus  elementare  liegt  aber  meines  Wissens  noch  nicht  vor.* 

um  Mtssverstfindnissen  zu  begegnen,  wollen  wir  gleich  Anfangs  fest- 
stellen, welche  Anforderungen  wir  an  eine  solche  elementare  Behand- 
lungsweise stellen. 

Denken  wir  uns  die  trinomiscbe  Gleichung 
y  +  ay— '  +  1  =  0 
vorgelegt,  so  fragen  wir  nach  einem  Ausdruck  für  y,  der  erstens  eine  be- 
queme Potenzirnng  zulSsst,  zweitens  n-dentig  ist  und  drittens  der 
gegebenen  Gleichung  ersichtlich  genügt.  Genauer  gesprochen,  suchen 
wir  also  n  Ausdrucke ;  dieselben  werden  sich  jedoch  von  selbst  unter  einem 
gemeinsamen  Typus  einstellen. 

Dass  der  gewünschte  Ausdruck  im  Allgemeinen  kein  algebraisch  ge- 
schlossener sein  kann ,  ist  selbstverständlich ,  und  geschlossene  transcendente 
Ausdrücke,  wie  bestimmte  Integrale,  elliptische  Functionen  u.  dgl.,  wollen 
wir  principiell  bei  Seite  lassen.** 

Es  wird  sich  also  unsere  Betrachtung  auf  ein  anderes  Gebilde,  n&mlich 
auf  eine,  beziehentlich  mehrere  (bypergeometrische)  Reihen  bezieben.  Eben 
diese  Beiben  sind,  wie  schon  bemerkt,  ziemlich  oft  aufgestellt  worden ,  doch 
meist  nach  Methoden,  welche  mehr  oder  weniger  die  Differential-  und  In- 
tegralrechnung voraussetzen.  So  hat  man  vielfach  das  Theorem  von  Hac 
Laurin  als  Ausgangspunkt  gewählt,  man  hat  jene  Reihen  auch  ans  den 


*  Vergl.  des  Verfassers  „Studien  Aber  die  Traneformation  und  Integration 
der  Differential-  und  Differenzengleichungen".  Teubner  1891,  S.  403.  Daselbst 
findet  man  Seite  248  auch  Angaben  über  die  einschlägige  Literatur. 

**  neber  aolcbe  transcendente  Auflösungen  vergl.  auch  meine  Arbeit  „Theorie 
der  trinomiscben  öleichnngen "'.    Math.  AnnaVen,  Bd.  "i^NlW. 
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entsprechenden  hypergeometriachen  Differentialgleichungen  abgeleitet,   man 
bat  die  allgemeinen  Formeln  von  Lagrange  zu  Grunde  gelegt  u.  s.  f. 

Wir  vermeiden  alles  Das  und  setzen,  wenn  auch  zunächst  etwas  un- 
motivirt,  eine  unendliche  Reihe  an  die  Spitze  unserer  Unter- 
suchung. Wird  dieses  nicht  bemängelt,  so  treten  einige  Vortheile  so- 
gleich zu  Tage,  nSmlich  folgende: 

1.  Die  hypothetisch  aufgestellte,  zuvörderst  eindeutige  Reihe,  wird 
»ich  als  potenzfähig  erweisen.  Das  soll  heisaen:  die  in  die  m*"  Potenz 
erhobene  Reihe  ist  wieder  eine  Reihe  von  dem  ursprünglichen  Charakter, 
oder  auch:  die  vorliegende  (bypergeometrische)  Reihe  n^'  Ordnung  giebt 
potenzirt  gleichfalls  eine  solche  Reihe  n^'  Ordnung. 

2.  Wird  die  mit  zwei  willkürlichen  Parametern  ausgestattete  Reihe  in 
die  tiinomische  Gleichung  eingeführt,  so  lassen  sich  jene  so  bestimmen, 
dass  die  linke  Seite  der  Gleichung  identisch  verschwindet 

3.  Jene  Parameter  hängen  nur  von  einer  binomischen  Gleichung  ab, 
and  sie  veranlassen  es,  dass  in  die  Lösung  y  die  n**  Einheitswurzel  ein- 
geht. Auf  solche  Weise  entsteht  für  y  ein  »-deutiger  Ausdruck,  welcher 
sSmmtliche  Wurzeln  der  trinomischen  Gleichung  zur  Darstellung  bringt. 

4.  Für  die  aufgestellte  Reihe  ergiebt  sich  eine  gewisse  einfache  Conver- 
genzbedingung.  Ist  letztere  nichterfüllt,  so  liefert  eine  Transformation, 
resp.  Bucbstabenvertauschung  eine  andere  Reihe,  welche  gerade  dann  con- 
vergirt,  wenn  die  ursprüngliche  divergirt. 

5.  Die  Ausdrücke ,  welche  der  trinomischen  Gleichung  genügen ,  führen 
zu  einer  hypothetischen  Annahme  über  die  Form  der  Lösungen  von  qua- 
drinomischen und  überhaupt  vielgliedrigen  Gleichungen,  welche 
nachträglich  leicht  zur  Gewissheit  erhoben  werden  kann. 

§  2.  Einfthrang  einer  Reihe. 
Wir  legen  unserer  Betrachtung  die  unendliche  Reihe: 

1)  5=1+  Ä">  I  +<5<^>  1^  +«'»)  J^l^g  +.  .  .  =  F(^) 

zu  Grunde,  in  welcher  ä<^)  nachstehendes  Product  bedeutet: 

A-l 


2,  „.,  =  =0[,  +  !i^']. 


Da  dieses  Product  erst  mit  A  =  2  in  Wirksamkeit  tritt,  so  haben  wir  fest- 
ZDstellen,  was  wir  unter  jW  und  ^C)  verstehen.    Es  sei: 

d'«)  =  l     und     6"»  =  -- 
n 

üeber   die  Zahlen  m,  n,  s   brauchen  augenblicklich  keine  beschränkenden 
Voraasaebtungen  gemacht  zu  werden ,  nur  h  mnss  immer  gaia  vm^  '^«^'^ 
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gedacht    werden.     Angenommen   werde  femer,  dase  die  Reihe   wenigstens 
für  gewisse  Werthe  von  |  convergirt. 

Setzen  wir  im  Product  2)  h  —  k  an  Stelle  von  h  und  ordnen  die  Fte- 
toren  in  umgekehrter  Reibenfolge  an,  so  ergiebt  sieb  die  mit  2)  äquiva- 
lente Formel: 


2  a)  ««*) 


==Ö[=^±T=^'-*] 


Endlich  wollen  wir  uns  gestatten,  für  die  Reihe  1)  bisweilen  die  nahe- 
liegende symbolische  Bezeichnung 

t-e^i,     wo     Ä*=d<») 
einzufuhren. 

§  3.  Beweis,  dass  die  Beihe  fflr  ^  die  Eigentchaft  einer  Potenz  beutst 

Indem  wir  jetzt  besonders  darauf  achten,  in  welcher  Weise  i  von  m 
abhängt,  schreiben  wir  {!(„)  statt  t  und  6^m)  statt  d  und  beweisen,  dass  die 
Eigenschaft 

3)  t(lB)•f(«)  =  t(m-^M) 

vorhanden  ist.  Wir  multiplioiren  zu  diesem  Zweck  die  beiden  Beiben  links 
wirklich  aus  und  vergleichen  die  Coefficienten  von  $^.  Dann  ergiebt  sich 
die  Bedingung: 

d.  h.,  es  bleibt  zu  erweisen,  dass  unser  Product  i  fttr  jedes  ganze  posi- 
tive h  die  Eigenschaft 

4)  [*(-)+ ««]*  =  <'+«, 

besitzt,  wobei  die  Potenzen  von  d  symbolisch  in  der  festgestellten  Weise 
zu  verstehen  sind. 

^""^«*  fttrÄ=l 

für  Ä  =  2 

-  radjt  Fl  -4-  uLtjt^j]  _  .(j, 

An   diese  speciellen  Formeln  anschliessend,  kann  man  sich  durch  den 
Sehluas  von  h  auf  A-f  1    von  der  Existenz  der  allgemeinen  Formel  fiber- 
xeagen. 
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Bezeichnen  wir  ^d  mit  t},  so  ist  nnn: 

*»"  =  fo)  =  f« )  •  f«)  •  &i)  •  •  •  =  fi[m) , 

d.  h.  aber,  die  Reibe  t(m)  ist  die  tn^*  Potenz  der  Reibe  £(■).  All- 
gemeiner nocb  kann  man  sagen:  Die  Reihe  iim)  wird  in  die  p**  Potenz 
erhoben,  indem  man  das  Element  m  mit  p  mnltiplicirt ,  also: 

%  4.  Beweis,  dast  daroh  die  in  entspreohender  Weise  mit  der  n^*"  Ein- 
heitswnnel  anigestattete  Reibe  ffir  £  jede  Wnrzel  einer  trinomisohen 
Oleicbong  dargestellt  werden  kann. 
Es  sei 
5)  tim)=T^F(m,  ai) 

im  Wesentlichen  wieder  die  anter  1)  aufgeschriebene  Reihe,  also: 

»5  .  .,«  oH' 


5a)  ft„,  =  ,-.ji  +a(0  If +ä<2,°^+  ...  j. 


Die  beiden  hinzugefügten  Constanten  ts  und  t,  welche  sogleich  bestimmt 
werden  sollen,  alteriren  die  Eigenschaft 

in  keiner  Weise,  also  auch  nicht  die  Eigenschaft  £^,  =£(in).  Wir  behaup- 
ten jetzt,  dasB  die  Reihe  i2  =  £(i)  bei  geeigneter  Wahl  von  a  und  t  der 
trinomlschen  Gleichung 

6)  *,--|-|i,--' -1-1  =  0 

genflgt  und  bilden  deshalb 

1  =  1. 

Soll  aber  die  Summe  der  Grössen  auf  der  linken  Seite  identisch  ver- 
schwinden, 80  moss 

0  =  T-.fl-f-^^^|^[oxM(»,+  ')  +  r,_.(Ä-H)a',J|_,]. 

Nun  besteht,  wie  wir  nachtrSglicb  zeigen,  für  jedes  h  zwischen  0  und  oo 
die  Beziehnng 

7)  i{*„,+'>=(»+i)^[ii.,.  ^ 

folglich  geht  die  vorige  Gleichung  Qber  in 


and  sie  ist  sicher  erfüllt,  wenn  wir  a  und  t  so  w&Wen, 


94      Die  trinomische  u.  qaadrinomische  Gleichung  in  elein.  BehandlnngsweiBe. 

8)  t"  +  1  =  0    und     <Jt»  +  r»-'  =  0,    d.h.  «  =  t"-«. 

Was   die  in   7)  ausgesprochene  Eigenschaft  von  d  anlangt,   so  ist  infolge 
der  Definition  in  §  2 

fürÄ=0  i»)  =  6{i)_.,  =  l. 

fürÄ  =  l  a{^,>  =  2dc.._,,  =  22=i, 

für  alle  weiteren  h  ist 

h 


..,.^[,+«.Hi±.).j. 


oder,   wenn  der  letzte  Factor  des  Productes   vor  das  Zeichen  TT  gesetst 

Bemerken  wir  noch,  dass  die  nnter  5a)  angegebene  Reihe  zufolge  der 
M-Dentigkeit  von  r,  resp.  a  selbst  «-deutig  wird,  so  lässt  sich  das  Er- 
gebniss  von  diesem  Paragraphen  wie  folgt  aassprechen: 

Die  m**"  Potenzen  sämm'tlicher  Wurzeln  der  trinomischen 
Gleichung  .   ^  .  .      ^ 

können  durch  die  Beihen 

öa)  ^j  =  ,"jl+Ä(U^  +  d«)?!.|+...j=.-.e«£»(-.) 

dargestellt  werden,  wobei 

9) 


T  =  e        „ («  =  0,  l,...,n  — 1),     o  =  t"-' 


«-"•  «.="0^=^-] 


bedeutet    und    nur    solche    Werthe    von    |    zugelassen    werden 
dürfen,  fttr  welche  Convergenz  statt  hat.* 

§  5.   UmgeataUnng  der  Reihe.  —  Convergenzbedingnng. 
Die  im  vorhergehenden  Paragraphen  aufgestellte  Reibe 

möge  in  der  Form 

*  Eb  ist  evident,  dass  die  Coefficienten  i<-i>)  mit  den  Differentialqnotienten 

^tk  )  zusammenfallen  und  durch  die  hinzutretende  Einheitswurzel  n- deutig 

werden.    Unsere  Betraehtun^^en  sollen  aber,  wie'schou  vorausgeschickt,  hieraof 
ie/ae  R3cksicbt  nehmen,  den  Begriff  des  Oifferentiales  vermeiden  und  die  Eigen- 
acbaftea  voa  8  in  elementarer  Weise  begründen. 
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10)  ,,»  =  t"Uo  +  ^o  +  ^«*+.-+^— iO"7M 
gesetzt  werden,  dann  ist  offenbar 

11)  ^'^^"''^'"Qf+Qn]]        (fl'=0,l,...,n-l), 

nnd    die    a«   können    von    den    früheren   d*^  höchstens  im  Vorzeichen   ab- 
weichen; man  hat  nSmlich 

Wir  wollen   nnn  zeigen,  dass   sich  Oy^.f n  >  resp.   Ä<*+f")  durch  ihre   An- 
fiaogswerthe  <*/,  resp.  S^^  ausdrücken  lassen.     Es  war  nach  §  2 


^'-'Qb+^l 


folglich,  wenn  ^  um  n  wächst, 

Zerlegen  wir  diesen  Ausdruck  nach  dem  Schema 

«4-n-1  «  e  +  '-t     ^+"-1 

fi-n  titj 

T=l  T=l  •+!  »  +  » 

nnd  vertauschen  im. 

ersten  Prodnct    h  mit  s  —  h, 

zweiten     „  h    „    s  +  fc, 

dritten      „  Ä;     .i    s  +  Ä  +  jr, 

so  entsteht  nach  einfacher  Umformung 

12)  6(.-^..>  =  (-i)><>(..^[;^+gl^].ff[^  +  ^^"-;>+"'] 

nnd  dem  entsprechend 

agj^n  =  f\9)-«g,     i't  +  2ii  =  fiff)-f(g+n).«g  etc., 
wobei  zur  Abkürzung 

gesetzt  wurde. 

Da  wir  spSter  (rergl.  §  6)  bei  der  Vertauschung  der  Parameter  n  und  $ 
onter  sich,  wenn  auch  immer  ganze,  so  doch  negative  Zahlen  für  s  nnd 
n  —  s  erhalten  werden,  and  dann  die  Producte  in  12)  resp.  13)  nicht  ohne 
Weiteres  braachbar  sind ,  so  wollen  wir  selbige  in  Gestalt  von  Factoriellen 
schreiben,  aSaalieb 
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13.)    „„»(-„.[cizj?]-:  pj-^-j-'_ 

womit  also  das  Symbol 

a(*)  =  o(a  + 1)  (o -I- 2). . . (a  +  fc  - 1) 
eingeführt  ist.     Für  ganze   negative  Exponenten  h  kann  man  dann  von 
der  leicht  erweisbaren  Beziehung 

«'-«  =  — l—=-td)L 

(o-Ä)W     (1-a)'*^ 
Gcbranch  machen. 

Wir  gelangen  nan  zu  dem  Resultat: 

Die  m**°  Potenzen  sämmtlicber  Wurzeln  der  trinomischen 
Gleichung 
6)  ,,"  +  «•,"-+ 1=0 

können  durch  den  Ausdruck* 

10)  <  =  t"  Mo +^,  0+^4,0»+^.. +  il»-|9"-'l 

dargestellt  werden,  wobei 

,^,(ÜLH2££=1    (,  =  0.  1,...,  «-1),     «  =  T— . 


14) 


Behufs   Feststellung   der  Convergenz   der  Reihe   für  Af  in    14)   bezeichne 
man  den  Coefßcienten  von  4»  +  ?»  mit  t7p,  dann  findet  man  leicht 


Lim^^^^t' 


und,  falls  ^^'=1, 


P=«    Ü^Q 


'  =  Jl' 


^'['-^]=l' 


wobei  zur  Abkürzung 

d=[- 1)"  n-"  «•(»»- «:»- ' 

gesetzt  wurde.     Die  durch  die  Ausdrücke  10)  und  14)  dargestellte  Lösung 
ist  demnach  zulBssig,  so  lange 

^f|"^l. 

*  Man  könnte  den  Ausdruck  10)  auch  so  umgestalten,  das«  an  Stella  Ton  a 

darcbweg  t  steht;  es  wQrde  dies  aber  eine  Aenderung  in  der  Reihenfolge  der  Af 

bedingen.    (Vergl.  die  analoge  Darstellung  \)ei  der  cvn«i&t\\iom\«<^«iikQi\«v'äi«m%^\%V 
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Es  sei  noch  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  der  Exponent  m  auf  die 
Convergenzbedingang  keinen  Einfluss  bat;  dann,  dass  der  Fall m  =  0  nicht 
bedeutungslos  ist,  sondern  zur  Darstellung  der  natflrlicheu  Logarith- 
men der  Wurzeln  der  trinomischen  Gleichungen  führt.  Vergl.  die  Auf- 
gäben 88  und  89  in  meinen  „Studien". 

§  6.  Die  Transfonnation  und  voll8tän4ige  Auflösung  der  trinomisohen 

Gleichung. 

Wir  haben  bis  jetzt  folgendes  Resultat  gefunden:  Die  m**"  Potenzen 
sSmmtlicher  Wurzeln  der  trinomischen  Gleichung 

6)  ^»4.|,n-.  +  i  =  0 

lassen  sich  durch  eine  unendliche  Reihe 

15)  t=F[m,  n,  s,  I],  U^ij") 
darstellen;  dieselbe  enthält  die  n**°  Einheitswurzeln  und  convergirt,  falls 

Es  ist  nun  bemerkenswerth,  dass  durch  eine  einfache  Transformation, 
welche  schliesslich  auf  eine  blosse  Bucbstabenvertauschung  hinauskommt, 
die  trinomische  Gleichung  in  sich  zurückgeführt  werden  kann.  Die  oben 
bezeichnete  Lösung  wird  aber  hierbei  nicht  in  sich  transformirt,..  sie  geht 
Tielmehr  in  eine  andere  über,  mit  einer  neuen  Convergenzbedingung, 
welche  letztere  der  frflheren  gerade  entgegengesetzt  ist. 

Substituiren  wir  in  6)  und  15) 

I         I 

so  ergiebt  sich 

16)  %y''  +  a,y'—  +  a,  =  0 

mit  der  entsprechenden  Lösung 

m       m       r  IT 

17)  «  =  o,    n  a.nJFLm,  n,  s,  (oo'-"o."o,-')»J.  («  =  »"") 
und  der  zugehörigen  Convergenzbedingung 

o)  ^ao'-"a.'o,-'<l,      /*  =  (-l)"  «-"«•{«-«)"-•. 

Wir   bezeichnen   von  jetzt   ab   die   Gleichung  6)   als  Normalform,    die 
Oleichaug   16)   als  die  allgemeine  Form  der  trinomischen   Gleichung; 
die  Lösung  17)  mag  die  erste  HauptlOsung  heissen. 
Vertauschen  wir 

die  Zahlen  n  s  a^  a, 

mit  s  h  a,  a« 

und  mnltipliciren  die  Gleichung  16)  hinterher  mit  y"~*,   so  bleibt  selbige 
rßnig  angaSnderi,  wBbrend  die  erste  HauptlQsnng  \T)  m 

ZeittebrUt  f.  Mmtbemttik  a.  Phyaik  XXXVTt,  S.  T 


98  Die  trinomische  u.  quadrinomiscbe  Gleichang  in  element.  Behandlnngsweise. 


18)  e=ao    Ta^FL»»,  s,  n,  «— a„*o,-"):],  («  =  »") 

übergeht.  Zagleicb  bemerkt  man,  dass  infolge  der  Vertaaschuog  der 
Wertb  ^  Oo'-"  a,"  a„~'  genau  in  seinen  reciproken  umschlägt,  mithin 

b)  ^Oo*-"o."o„-'g  1. 

Die  neue  Convergenzbedingung  ist  also  in  der  Tbat  der  früheren  entgegen- 
gesetzt. Ausserdem  sind  die  n*"*  Einheitswurzeln  von  F  Übergegangen  in 
«'•  Einbeitswurzeln. 

Den  Ausdruck  18)   bezeichnen    wir   als   zweite   Hauptlösung   der 
trinomisohen  Gleichung.     Er  stellt  zufolge  seiner  s-Deutigkeit  die  m**"  Po- 
tenzen von  s  Wurzeln   der  trinomisohen  Gleichung  16)  dar;   insbeson- 
dere sind  es  jene  s  Wurzeln,  welche  mit  On  nicht  gleichzeitig  versohwinden. 
Vertauschen  wir  weiter 

die  Zahlen      n     s     a„     a, 
mit  n—s  —s     a,     a^, 

so  ändert  sich  die  allgemeine  Form  16)  ebenfalls  nicht  Die  erste  Haupt- 
lösung 17)  verwandelt  sich  dagegen  in 

1^)  «  =  a,"  S^a„S^  F  L«»,  n  —  s.  — .«,  (a,— "<»(," -»fl«')«^«]'  («=y'") 
und  die  zugehörige  Convergenzbedingung  geht  aus  gleichem  Grunde  wie 
oben  in  die  bereits  aufgestellte  h)  über. 

Den  Ausdruck  19)  bezeichnen  wir  als  dritte  Hauptlösung;  denn 
er  stellt  infolge  seiner  («  —  s) - Deutigkeit  die  m**"  Potenzen  von  n  —  s 
Wurzeln  der  trinomisohen  Gleichung  16)  dar.  Es  sind  dies  insbesondere 
jene  Wurzeln ,  welche  mit  flu  gleichzeitig  verschwinden ,  oder ,  was  dasselbe 
ist,  welche  mit  verschwindendem  Aq  nicht  zugleich  unendlich  gross  werden. 

Demnach  haben  wir  folgendes  definitive  Resultat: 

Die  m'°"  Potenzen  0  sämmtlicher  Wurzeln  der  allgemeinen 
trinomisohen  Gleichung 

16)  aoy  +  a.y-->  +  an  =  0 

können  dargestellt  werden  —  entweder  durch  die  erste  Haupt- 
lösung 17)  —  oder  durch  die  vereinigte  zweite  und  dritte 
HauptlösuDg  18)  und  19),  je  nachdem  der  Werth,   resp.  Modul 

^°"  (- 1)"  n-'  s'  (w  -  s)"- •  a/-  "  a,"  a„-' 

ein  echter  oder  ein  unechter  Bruch  ist.  Wird  jener  Bruch  gleich 
der  Einheit,  so  sind  sSmmtliche  Lösungen  zulässig. 

Das  Prinoip  der  Vertauschung  der  Parameter,  welches  hier  zur  An- 
wendung kam,  verdient  umsomehr  Beachtung,  als  es  sich  sofort  auf  qua- 
drinomische, überhaupt  vielgliedrige  Gleichungen  übertragen  lässt  und  jede 
Rechnung  entbehrlich  macht. 

Für  den  praktischen  Gebrauch  wird  man  indessen  besser  nachträglich 
e/jien   oder  zwei  der  CoefBcienten   der   a\\gemiem«xi  Yotm  Y^"^   \^«v:k  4« 
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Einheit  setzen.     Nehmen  wir  etwa  a^  =  a«  =  1 ,  a,  =  a,  gehen  also  wieder 
anf  die  Normalform 

y"+oy»-'  +  l=0  («  =  y'") 

zurflck,  so  erhalten  wir  als  zugehörige  HaaptlOsangen 

e  =  F[m,  n,  s,  d],  -j/a""^!, 

20)  «  =  a«"FL«i,  s,  n,  a~' }'  ^o">l, 
e  =  a~i'-sF\m,  n  —  s,  —s,  o~»-«J  Ja'"^!. 

II.  Die  qnadrinomische  Gleichung. 

§  7.   Hypothetische  Erweitemng  der  Eeihe  für  £  mit  Sttoksioht 
anf  die  qnadrinomisohe  Gleichung. 

Sei  die  Gleichung 

21)  ij»  +  a!pi}"-P  +  a;,ij"-'  +  l  =  0 
vorgelegt,  oder  kürzer 

22)  ,,»  +  ^+1  =  0, 
wo  &  die  Zwischenglieder  aufnehmen  soll,  also 

23)  » (x,  1,)  =  Xp  n'-P  +  X,  ri'-i . 

Wir  versuchen  jetzt,  ob  die  m*""  Potenzen  £  der  Wurzeln  jener  Gleichung 
durch  die  Reihe 


241 


E=,.j,  +  ?,('^M)  +  ^:Ö+...}.,. .,«...,, 


t"  +  l  =  0 
dargestellt  werden  könne.     Diese  Annahme  rechtfertigt  sich  vorlSnfig  schon 
dadurch,   dass,    wenn    eines   der   beiden   x  gleich  Null  gesetzt  wird,   die 
Reihe   genau    in  jene   übergeht,    welche    nach   §  4  auf  die  entsprechende 
trinomische  Gleichung  passt 

Es  interessirt  nun  zunSchst  der  Ausdruck 
25)  ^*  (da; ,  r)  =  [Sj,  Xp  t— p  +  «,  «,  t—»]* 

and  in  diesem  die  symbolischen  Potenzen  von  ip  und  d^. 

Im    Falle  Xq  =  0,    d.  h.    wenn   eine   trinomische   Gleichung  vorliegt, 
muss 

ö-(m)  =  ^^|-,  +  ^j,    ,,,(„0  =  1,    60,(«)  =  ^; 
falls  aber  a;j,=0,  so  wKre 
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Nach  dem  FrQhereu  besteht  hier  die  Beziehung 

[Sf{m)  +  d^  (fi)]* = a«,*)  («  +  m)  ,    [«,  (»»)  +  ^,  (f )]* = a<*)  (»+>»). 

Als  neues  Symbol  tritt  daher  in  25)  nur  die  Form 

auf,  wobei  Vp  und  v,  zwei  ganze  positive  Zahlen,  incl.  Nnll,  sind, 
deren  Summe  immer  h  beträgt,  und  dieses  Symbol  werde  definirt  durch 

26)  6(',)(«)i(;.)(n,)  =  ^|j[.  +  '!LlCP^±i^],     .,  +  v,  =  Ä. 

Offenbar  enthalt  der  Ausdruck  26)  die  früher  mitgetheilten  (fttr  Vp  =  0, 
resp.  V,  =  0)  als  Sonderßllle  in  sich.     Dass  auch  die  Eigenschaft 

27)  [dp  (m)  +  ap  (p)]"'  [S,  (m)  +  d,(^)]''  =  *<,"■'  (♦»  +  f )  a<;'>  (»»  +  !•) 

vorhanden  ist,  wird  erkannt,  wenn  man  zur  Definition  26)  zurückgeht 
Im  einfiachsten  Falle  Vp  =  l,  V;  =  l,  %  =  2  hat  man 

[Sp  (w)  +  Sp  W]  [S,  (m)  +  d,  (^)]  =  Äp  im)  S,  (m)  +  Äp  (m)  a,  (^)  +  dp  {^)  «,  (m) 

-»»+>'ri  .  *n  +  ii~{p  +  q)-\ 
-     n     L   "^  n  J' 

d.  h.  aber 

[Sp  (»)  +  ip  (ft)]  [S,  (m)  +  d,  {(,)]  =  Sp(m  +  m)  i,  (m  +  fi). 

Durch  Multiplicstion  dieser  Gleichung  mit  26)  und  Anwendung  des  Schlusses 
von  h  auf  h  +  1  kann  man  schliesslich  die  Existenz  der  allgemeinen  Formel 
erweisen. 

Kehren  wir  jetzt  zu  dem  Ausdruck  fUr  9*  (ix,  t)  zurück  und  be- 
zeichnen ihn,  um  seine  Abhängigkeit  von  m  hervortreten  zu  lassen,  kurz 
durch  9*  (m),  so  dass 

^ (m)  =  [öp  (m)  XpT'-P  +  ö,  im)  x,  t"-»]* . 

Auch   von  diesem  können  wir  zeigen,  dass  er  wie  6'^)  (m)  die  Eigenschaft 

28)  [»(«)  +  ö(p)]*  =  ^*(«i  +  ^) 

besitzt.     Im   Falle   ^  =  0    und    %  =  1    ist   dies  unmittelbar  ersichtlich;  im 
Falle  h  =  2  hat  man 
ö«  (m  +  ,.)  =  [dp  im  +  ^)Xpt"-P  +  6,  («1  +  ^) X,  r»-»)» 

=  [dp  H  +  dp  (p)]«  V  »'<"-">  +  [^  (♦»)  + »» (ji)]*  «,*«'(—») 

+2  [dp  {m)+Sp  M]  [S  (m)+d,  (p)]  XpX,  »»— p-» 

=  [d^  (w)  Xp  T»-P  +  ö,  («)  X,  t"-»]»  +  [dp  (^)  Xpt^-P  +  d,  (^) «,  I—»]» 

+  2  [dp  (».)ay  t"-'  +  Sg  («»)  a;  t«-»].[dp  {^)xp  t"-P  +  d,  f^) «,  .— «], 
d.  b. 

^>'  +  /')  =  »'(m)  +  9\(i)  +  2  »{m)  Ö(,^-^  =Vi>i.m^  -V  ft^yvi\* . 


Von  Dr.  W.  JHbymanh.  101 


Bei   fortgesetzter   Mnltiplication  und  Uia'zuzi^hung  der  symbolischen  Ans- 
dmcksweise  gelangt  man  sohliesslich  zu  Vorih'A'SS, 

%  8.  Beweis,  dau  die  erweiterte  Eeihe  die  EigeÜauhaft  einer  Potenz 

besitst,  and  daas  dordi  sie  eine  jede  Wurzel  der  quadri^omisohen 

Oleichang  dargestellt  werden  kann. 

Als  Erstes  zeigen  wir,  dass 

29)  t(«).i:(M)  =  f(«»+f*), 

wobei  also 

24)  t(«.)  =  .-.{i  +  l^  +  ^+...}, 

25)  0*(m)  =  «*(«a!,t)  =  [d,(tn)a;pt»-''  +  a,(m)a;,t"-»J*,  t"+l=0. 
Durch  Ansßihrang  der  angedeuteten   Multiplication  findet  man,   dass 

die  Beziehung  29}  keine  andere  nach  sich  zieht,  als  folgende: 

«^(m)  +  (})e»'(m)0(^)  +  (*)ö*-»(m)d«W+...+  »V)  =  ^{w  +  f»). 

d.  h.  die  bereits  als  richtig  erkannte 

28)  [^(m)  +  9(,i)]»  =  »*(«  +  ^). 

um  weiter  zu  zeigen,  dass  die  Reihe  i;  =>  {(i)  der  quadrinomischen  Gleichung 

21)  ij-  +  «,ij"-''  +  a;,i/»-»  +  l  =  0 

genOgt,   fahren    vir  die  potenzirten    Reihen   ^^„),    ^(n— p)    und   {[(n—^)  ein, 
dann  entsteht  auf  der  linken  Seite  von  21: 

+^,.-,{,x£(lz.?!+?!!^+..,l 

oder 
«•  +  1  +  5* [«"  9*+'(»»)  +  (Ä  +  1)  [Xf  x'-P  »»(«-1»)  +  «,  t-»d*(n-<z)l.] 

Nun  ist  nach  Voraussetzung 

T"+1=0; 

es  verschwindet  aber  auch  die  angedeutete  Summe,   weil  fttr  jedes  ganze 
positive  h  zwischen  0  und  oo  die  Identität 

30)  **+«(«)  =  (Ä  + 1)  [xp  t»-P  9^{n-p)  +  X,  r'-«  0*(n-g)] 

statt  bat.     Eb  wird  nKmlich  bei  binomischer  Entwicklung  der  drei  Grössen  d 
der  CoefBaeat  ron 
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links  gleich:  ••.*■.'*•  '• 

.^:••^  *■••(* +  1)! 


«p(V(n)  djC  )(n), 


•    '.  • 

rechts  gleich: 

'•''  (v,  +  v,  =  Ä+l). 

Vergleicht  man  diese  Ausdrucke  und  kOrzt  beiderseits  mit  den  Binomial- 
coefficienten  ab,  so  verbleibt 

31)  ipCriC«)  6,(V(«)  =  vpd  ( V')(n-p)  ö^^^ii^n-p)  +  v,  dp«",),«-*)  «,< V')(n-?), 
eine  Beziehung,  die  fBr  ^,  =  0  oder  vp  =  0  in  die  beiden  bekannten 

V*+')(«)=(Ä  +  i)v*\«-j>)  I  ,     ,  ^., 

l  (vergl.  §  4) 

tibergeht.  Dass  sie  aber  auch  für  sonstige  ganze  positiTe  vp  und  v,  gilt, 
sieht  man  folgendennassen  ein.     Es  ist  laut  Definition 

und  man  bemerkt,  dass  die  beiden  Wertbe  im  Zeichen  IJ  nicht  verschieden 
sind.  MulUipIicirt  man  nun  mit  Rücksicht  auf  31)  die  letzten  Gleichungen 
mit  Vf,,  resp.  v,  und  addirt,  so  entsteht  rechter  Hand 

(n  —  p)vp  +  {n-q)v,  Tjh^ n  — (;j vp  +  y v,)-! 

Es  ist  aber  wegen  vp  +  Vj  =  h-\-l: 

{n  —  p)vp+{n-q)v,  _  ^      n-(pvp-\- qv,) 
n  n  ' 

so  dass  diese  Grösse  mit  unter  das  Productzeichen  Fl  gezogen  werden  kann, 
welches  letztere  dann  von  %  =  1  bis  k^h  zu  erstrecken  ist.  Wir  sind 
damit  auf  das  Prodnct 


Ub*—'-^] 


gekommen ,  und  dieses  ist  nichts  Anderes  als  dp^'r^n)  ip^'t^^n) , 

Es  besteht  also   die  Formel  31)  unter  allen  umständen,   nnd   sonach 
ist  anch   der  Beweis  erbracht,    dass   die  Beihe  24)   der  qnadrinomischen 
Gleicbang  21)  genügt. 
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Das  Endergebniss  lässt  sich  jetzt  wie  folgt  aassprechen: 
Die    m**°   Potenzen    sämmtlicher  Wurzeln    der    quadrino- 
mischen Gleichung 

21)  fi'  +  Xpft'-'  +  Xgti'-i+l^O 

können  darch  die  Beihen 

24,  ^.  =  ..|,+1Mh.*W+...| 

dargestellt  werden,  wobei 


32) 


t  =  e         "  (*  =  0,  1,...,  n-1), 


d*(m)  =  [dp  (m)  xp  t"  -1»  +  «,  (f»)  *,  T»-»]* , 


k—l 


bedeutet  nnd  vorausgesetzt  wird,  dass  es  für  Xp  undx,  solche 
Werthepaare  giebt,  fttr  welche  Convergenz  statt  hat* 

§  9.  TTmgestaltnng  der  Beilie. 
Wir  entwickeln  den  letzterwähnten  Ausdruck   für  &*  binomisch,  also 

und  hier  erstreckt  sich  das  Summenzeichen  über  alle  ganzen  positiven 
Werthe,  incl.  Null  der  Exponenten  vp  und  v,,  welche  nur  an  die  Be- 
dingung 

a)  vp  +  Vg  =  h 
gebunden  sind. 

Sei  g  eine  der  Zahlen  0,  1,  2,...,  n  — 1    und  X  eine  ganze  positive 

Zahl,  incl.  Null,  so  kann  man  sich  g  und  il  immer  so  bestimmt  denken, 
dass 

b)  (n—p)vp  +  {n  —  q)vg'=nl+g, 
also  i<"  -P)  *,  +  ('- 1)  "« =  (—  1  )^  xt . 

Vermöge  dieser  Bezeichnnngsart  kann  man  den  Ausdruck  d^(m)  folgender- 
massen  anordnen: 

wobei 


*  Es, ist  leicht  ersichtlich,  dass  d''{m)  oicbts  Anderes  ist,  als  der  Differential- 
qnotient  [—z  )       ,    gebildet    für    die    Gleichung    ij"-l-|«'  +  l  =  0,    während 

*J^*r)OiO  9Ji'  )(m)  fibereinkommt  mitf  ^'^  '*''''  \,  _o. 

\  dx/p  dx*t  J x',=<i 
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9  Vp.Vq. 

und  die  vp  und  Vy  innerhalb  der  Ag  den  beiden  Bedingungen  a)  nnd  b) 
unterworfen  sind,  Substituiren  wir  endlich  die  Werthe  von  ö*(wi)  (ftir 
A  =  l,  2,  3...)  in  die  Reihe  24),  so  entsteht  das  Resultat: 

Die  m**"  Potenzen  sftmmtlicher  Wurzeln  der  qnadrinomi- 
schen  Gleichung 
21)  n'  +  arpi/'-P+x,»? -»  +  1  =  0 

können  durch  den  Ausdruck 
dargestellt  werden,  wobei 


34)      { 


(2«  +  i)«^'zr 


Ts=e 


(x  =  0,  1....,  n-1), 


i,  =  0,  1,...,  (»_1) 


ap(''A«)d('')^„,=^rf[fc 


«»-  (Pfp  +  gvj 


]. 


\^=Vp  +  Vf 


Die  Exponenten  Vp  nnd  v    haben  innerhalb  der  A,  alle  möglichen  ganzen 
positiven  Zahlen  von  0  bis  oo  zu  durchlaufen,  welche  mit  der  Bedingung 
h)  {n-p)vp  +  in-q)v,=>nk+g  (i=0, 1,2,...) 

vertrBglicb  sind. 


§  10.  Absohliesseade  Bemerkangen. 

Wir  f&hren  die  Untersuchung  nicht  weiter,  weil  dami^  Dinj^e  repro- 
ducirt  würden,  die  wir  bei  anderer  Gelegenheit  bereits  mitgetheilt  haben* 
Auch  ist  ja  unmittelbar  ersichtlich ,  dass  sich  die  gewonnenen  Formeln  von 
der  quadrinomischen  Gleichung  auf  eine  vielgliedrige  ausdehnen  lassen. 

Nur  betreffs  des  Transformationsproblems  sei  hier  wiederholt, 

dass  sich  fttr  ein  und  dieselbe  fe-glieBrige  Gleichung  -^— ^^ — -  Lösungen  er- 

geben ,  also  bei  der  trinomischen  Gleichung  die  früher  aufgestellten  drei 
Lösungen,  bei  der  qnadrinomischen  sechs  Lösungen  n.  s.  f.  Für  die  tri- 
nomische  Gleichung  waren  jene  drei  Lösungen  auch  durchaas  erfor- 
derlich, und  wir  dürfen  sagen,  dass  unsere  diesbezüglichen  Untersuch- 
ungen in  der  That  in  sich  abgeschlossen  erscheinen. 

Nicht  so  bei  den  quadrinomischen  und  mebrgliedrigen  Gleichungen. 
Die  Reihen,  welche  für  diese  in  Betracht  kommen,  schreiten  nach  mehreren 

*  Vergl.  die  allgemeineren,  auf  tranBcendentem  Wege  erhaltenen  Beaoltatein 
den  „Studien"  des  Verfassers,  S.  248—297. 
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VerSaderlichen  Xp,  Xq,  x,,,.,  fort  und  sind  zu  einer  numerischen  Berech- 
nung nicht  unmittelbar  geeignet;  such  die  Convergeuzbedingungen  sind 
weit  schwieriger  festzustellen.  Nichtsdestoweniger  dürfte  jenen  Lösungen 
ein  formales  Interesse  kaum  abzusprechen  sein,  und  es  können  selbige 
bei  gewissen  allgemeinen  Untersuchungen  sehr  wohl  in  Gebranch  genommen 
werden.  So  gestatten  sie,  um  nur  Eines  zu  erwähnen,  eine  augenblickliche 
Herstellung  der  bekannten  Girard-Waring'schen  Formel  für  die  Po- 
tenzsnmmen  der  Wurzeln  einer  algebraischen  Gleichung. 


VIII. 
Topologisohe  Betrachtungen. 

Von 

Dr.  Hermann  Bbunn 

in  Hanohen, 


Hierzu  Tafel  IV,  Figur  1-11. 


I. 

Kritische  Bemerkungen  zn  dem  von  Simony  anfgestellten  Begxiffis 

der  Torsion  verknoteter  Bänder. 

In  seiner  Schrift:  „Gemeinfassliche,  leicht  controlirbare  LOsung  der  Auf- 
gabe: „in  ein  ringförmig  geschlossenes  Band  einen  Knoten  zu  machen* 
und  verwandter  merkwürdiger  Probleme"  bestimmt  0.  Simony  n.  A. 
die  , Torsion"  gewisser  geschlossener  Bänder,  eine  Constante,  die •  in  der 
That  in  vielen  Fällen  direct  auf  den  gewöhnlichen  Begriff  der  Torsion  sich 
bezieht  Der  Umstand,  dass  seine  populären  Auseinandersetzungen  hierOber 
Versehen  enthalten,  die  in  den  späteren  Aufsätzen  Simony's  keine  Be- 
richtigung finden  und  neuerdings  auch  in  eine  andere  wissenschaftliche 
Schrift*  Übergegangen  sind,  veranlasst  mich  zu  einigen  Bemerkungen  Aber 
diesen  für  die  Lehre  von  den  verschlungenen  Bändern  fundamentalen  Pnnkt. 


Wir  geben  zunächst  einen  wörtlichen  Abdruck  der  auf  die  Bestimmung 
der  Torsionszahl  bezüglichen  Hanptstelle  (1.  c.  §  1 ,  S.  2—4). 

Citat  J. 
„Man  verwendet  ...  einen  rechteckigen  Papierstreifen,  in  dessen  Ecken 
auf  seiner  oberen  und  unteren  Fläche  beispielsweise  nach  dem  Muster  der 
schematischen  Figur  1  die  Ziffern  1,  2,  3,  4  geschrieben  werden  mögen, 
wobei  jedes  Eck  beiderseits  mit  derselben  Ziffer  zu  versehen  ist.  Biegt 
man  hierauf  die  beiden  Enden  des  Streifens  in  der  durch  die  schematische 
Figur  2**  versinnlichten  Art  gegen  einander  und  verdreht  dessen  recht- 


*  Topologisohe   Studien  etc.   von   Dr.   Fr.  Dingeldej.    Leipzig   1890  bei 
B.  G.  Teubner. 

**  Siehe  auf  unserer  Tafel  IV,  Figur  1.    Die  Figurennummem  im  Folgenden 
beziehen  eich  atets  auf  Tafel  IV. 
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seitiges  Ende  so  lange,  bis  die  Ecken  (1)  und  (4),  (2)  und  (3)  zum  ersten 
Male  neben  einander  zu  liegen  kommen,  so  hat  man  eine  Drehung  um 
1  X  180°  ausgeführt.  Ich  nenne  dieselbe  positiv  (-f),  wenn  sie  im  Sinne 
des  Pfeiles  (p),  negativ  (— ),  wenn  sie  im  entgegengesetzten  Sinne  vor- 
genommen worden  ist.  Durch  Verdoppelung ,  Verdreifachung  etc.  der  ebon 
charakterisirten  Drehung  lässt  sich  analog  eine  Verdrehung  des  recbtseitigen 
Endes  um  2x180°,  3x180°  etc.  erzeugen;  sie  wird  als  positiv  oder 
negativ  zu  bezeichnen  sein,  je  nachdem  sie  ans  einer  Verdopi>elung,  Ver- 
dreifachung etc.,  einer  positiven  oder  einer  negativeu  Drehung  um  1  X  180° 
hervorgegangen  ist. 

Die  Vereinigung  beider  Enden  des  Streifens  liefert  natürlich  stets 
einen  ringförmig  geschlossenen,  knotenfreien  Streifen,  dessen  Gesammt- 
torsion  (T)  mit  jener  des  rechtseitigen  Endes  des  ungeschtossenen  Streifens 
übereinstimmt  Handelt  es  sich  also  umgekehrt  um  den  Nachweis  einer 
bestimmten  Gesammttorsion  in  einem  ringförmig  geschlossenen,  kuoten- 
freien  Streifen,  so  verwandle  man  denselben  mittels  eines,  seine  ganze 
Breite  durchsetzenden  Querschnittes  in  einen  Streifen  mit  zwei  freien  Enden 
und  verdrehe  dessen  rechtseitiges  Ende  bei  negativem  T  in  positivem,  bei  posi- 
tivem Tia  negativem  Sinne  nmjenes  Vielfache  von  180",  welches  für  Tangegeben 
w  II  rde.  War  die  betreffende  Angabe  richtig,  so  müssen  nach  Vollendung  dieser  Ope- 
ration sUmmtlicbe  Torsionen  aus  dem  Streifen  verschwunden  sein.  Ebenso  ein- 
fach gestaltet  sich  die  Prüfung  der  Gesammttorsion  eines  ringförmig  geschlos- 
senen Streifens,  fall.s  derselbe  einen  Knoten  von  dem  Habitus  der  sclieraa- 
ii&chen  Figuren  Vi,   14,  27,  28,  31,  32*  besitzt.     Schneidet  man  niimUrh 

Iden  Streifen  unmittelbar  neben  den  ümscblingungen  des  Knotens  quer 
durch  und  zieht  jenen  Theil  des  Streifens,  welcher  die  Umschlingungen 
pftgt,  ohne  Drehung  aus  den  letzteren  heraus,  so  bat  man  den  vorgelegten 
Streifen  ohne  Aenderung  seiner  Gesammttorsion  in  einen  knotenlosen 
Streifen  mit  zwei  freien  Enden  transformirt,  dessen  Ge^aramtvcrdrehung 
wieder  in  der  zuvor  beschriebenen  Weise  controlirt  werden  kann." 

Vor  .Vllem  sei  der  mit  Knotenexperimenten  uicht  vertraute  Leser  ge- 
warnt, die  hier  mit  den  Streifen  vorgenommene  Oi)eration  für  eine  harm- 
lose und  überhaupt  ein  Aufschneiden  und  Hervorziehen  eines  Streifentheiles, 
wenn  nur  keine  neue  Torsion  hinzugefügt  wird,  bei  Bestimmung  der  Tor- 
gionszahl  für  erlaubt  zu  halten.  Einige  Beispiele  werden  sofort  zeigen,  in 
»eiche  Widersprüche  man  dadurch  gerftthen  kann.  Figur  4  entspricht  der 
?igar  19  bei  Simonj.  Wollte  man  die  Torsion  des  abgebildeten  Bandes 
dadarch  bestimmen,  dass  mau  dasselbe  bei  a  aufschneidet,  den  Theil  ah 
aas  den  ümscblingungen  ohne  Torbion  hurvorziebt  und  über  den  früheren 
ümschlingungen  zur  Schnittstelle  a  hinlaufen  iSsst,  so  würde  das  jetzt  un- 
verknotete  Band   eine  Torsion  von  4n  aufweisen;    verführe  man  genau  ao, 


Vergl.  auf  unserer  Tafel  die  als  Repräsentanten  ausgewählten  Fig.  2  und  3. 
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nur  mit  der  Äenderung,  den  heraasgezogenen  Streifen  nnter  den  früheren 
UmBchlingungen  zur  Schnittstelle  hinlaufen  zn  lassen,  so  wfirde  sich  eine 
Torsion  von  Stt  ergeben.  Weiche  der  beiden  Zahlen  soll  nun  als  Tor- 
sionszahl des  ursprünglichen,  verknoteten  Bandes  angesehen  werden?  Und 
warum  soll  nicht  jede  der  beiden  Operationen  zur  Bestimmung  der  Torsion 
ebenso  berechtigt  sein,  wie  die  von  Simony  yorgeschlagene?  Oder: 
Figur  5  stellt  ein  Band  vor,  dessen  Torsion  entweder  direot  nach  der  fOr 
unyerknotete  Ringe  gegebenen  Vorschrift  oder  mittels  Aufschneiden  bei  a 
und  Herausziehen  von  ab  aus  der  ümschlingnng  etc.  bestimmt  werden 
kann ,  wobei  die  einer  Umwandlung  unterworfene  Stelle  der  in  Fig.  14  bei 
Simony  abgebildeten  ganz  gleich  ist.  Das  erste  Verfahren  giebt  als  Tor- 
sionszahl  —«,  das  zweite  -|-3».  Wie  steht  es  mit  der  Berechtigang  eines 
Verfahrens,  das  schon  bei  so  einfachem  Beispiel  zu  den  bedenklichsten 
Widersprüchen  führt? 

Nun  sagt  allerdings  Simony  selbst  in  der  anf  das  Citat  I  bezüg- 
lichen Anmerkung  5: 

Citat  II. 

„Dieser  Satz  hat  lediglieh  den  Werth  einer  empirischen  Regel, 
welche  zwar  speciell  für  die  hier  in  Betracht  kommenden  Enotenformen 
richtige  Resultate  liefert,  im  Allgemeinen  jedoch  keine  unbedingte  Giltig- 
keit  besitzt." 

„Empirisch"  möchten  wir  die  Regel  deswegen  nicht  nennen,  weil  nur 
ein  einziger  Umstand  bei  ihrer  Begründung  auf  Empirie  gestützt  werden 
kann.  Bei  einem  einzigen  der  von  Simony  in  §1  behandelten  Gebilde 
nSmlich  kann  die  Torsion  einwurfsfrei  empirisch  bestimmt  werden.  Es 
ist  dies  Gebilde  das  durch  Mittelschnitt  aus  einem  geschlcssenen,  einmal 
tordirten  Bande  entstehende  Band,  und  die  dafür  gefundene  Torsionszahl 
ordnet  sich  allerdings  dem  Gesetze  unter,  das  für  die  Torsionszahlen  der 
aus  mehrfach  tordirten  Bändern  entstehenden  Streifen  mittels  obiger  Regel 
aufgestellt  wird. 

Für  diese  letzteren  Streifen  aber  stellt  die  Regel  dogmatisch,  nicht 
empirisch,  etwas  fest. 

Es  ist  noch  zweckdienlich,  die  Gründe  kennen  zu  lernen,  die  Simony 
veranlassten,  seiner  Regel  unbedingte  Giltigkeit  abzusprechen.  In  einem 
seiner  anderen  Aufsätze:  „Sitzb.  d.  Wien.  Ac.  IL  Abth.  1881,  8.  250* 
findet  sich  die  Stelle: 

Citat  III. 

„Endlich  mnss  bei  der  Erledigung  des  2.  Hauptfalles  noch  der  That- 
sache  Rechnung  getragen  werden ,  dass  die  hierbei  in  Betracht  kommenden 
Verknüpfungen  und  Verschlingungen  je  nach  der  Art  ihrer  AuflSsnng  ver- 
schiedene Torsionszablen  liefern,  also  durch  das  Experiment  im  Allgemeinen 
nur   die   ausserhalb  der  betreffenden  Verknüpfung  resp.  Verschlingung  auf- 
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tretenden  Torsionen  nm  je  180°,  welche  in  ihrer  Gesammtheit  die  jeweilige 
Unssere  Verdrehung:  V=  |  X  180"  der  untersuchten  Fläche  bestimmen, 
ihrem  Sinne  und  ihrer  Anzahl  nach  eindeutig  festgestellt  werden  können." 

Den  einfachsten  Fall  der  in  Frage  stehenden  Verknüpfungen  nnd  Ver- 
ihlingungen  stellen  die  beiden  Figuren  6  und  7  dar.  Im  allgemeinen 
Fall  dOrfen  an  Stelle  der  einen  Umschlingung  bei  ah  beliebig  viele  gleicb- 
BiDoige  ümschlingangen  des  horizontalen  Streifentheiles  treten^  auch  darf 
der  Sinn  der  ümschlinguogen  bei  ab  und  cd  ein  anderer  als  in  der  Figur 
sein.  Simony  setzt  auseinander,  dass  für  Figur  6,  je  nachdem  man  die 
im  Citat  I  am  Schlüsse  beschriebene  Operation  nur  auf  die  Stelle  ab,  nar 
auf  die  Stelle  cd,  oder  auf  beide  Stellen  zusammen  anwendet,  die  Tor- 
sionen —  4rt,  -\-4it  oder  U  erhalten  werden,  dass  aber  bei  VergleicUuug 
der  Figur  mit  einer  symmetrischen  Gründe  sich  ergeben,  welche  nur  die 
;te  Torsion  als  die  richtige  erscheinen  lassen.    Analoges  gilt  von  Figur  7. 

Was  nun  hier  nachgewiesen  werden  soll,  ist,  dass  die  in  t'ilat  I  ge- 
gebene Regel  nicht  nur  für  die  Knoten  im  Citat  III  zweifelhafte,  sondern 
auch  für  die  in  der  populBren  Schrift  behandelten  direct  verwerfliche  Re- 
baltste  giebt,  dass  aber  sehr  wohl  eine  Regel  aufgestellt  werden  kann, 
Welche  stets  unzweideutige,  unter  einander  widerspruchsfreie  und  mit  der 
Empirie  übereinstimmende  Torsionszahlen  liefert. 

Es  ist  klar,  dass  die  Regel  Citat  I  hätte  in  Beziehung  gesetzt  werden 
mUssen  zu  der  Stelle  S.  5 — 6,  wo  das  Torsionsäquivalent  vou 
Ueberkreuzttngen  in  folgender  Weise  besprochen  wird: 

Citat  IV. 
„Au  die  hier  gegebene  elementare  Erläuterung  des  ersten  und  zweiten 
Experiments  knüpft  sich  ausserdem  noch  eine  theoretische  Folgerung, 
welche  speciell  für  die  Benrtheilung  der  jeweiligen  Gesammtverdrehung 
eines  geschlossenen ,  mit  einem  Knoten  versehenen  Streifens  vou  Bedeutung 
ist.  Da  sich  nämlich  die  Figuren  4  und  6*  lediglich  durch  die  zwischen 
ihren  Hälften  auftretenden  Deberkrenzungen  unterscheiden,  so  bildet  eine 
üeberkreuzuug  zweier  Theile  eines  und  desselben  geschlossenen  Streifens, 
gemOäS  unserer  letzten  Bemerkungen ,  das  charakteristische  Aequivalent  für 
eine  Toreion  um  +2.180"  resp.  —2.180",  je  nachdem  sie  mit  der  als 
positiv  zu  bezeichnenden  üeberkreuzung  in  Figur  4  oder  mit  der  negativen 
Ueberkreuznng  in  Figur  6  gleichsinnig  ist.  Es  kann  daher  auch  um- 
gekehrt eine  Torsion  um  +2.180"  als  positive  Üeberkreuzung ,  eine  solche 
am  —2.180"  als  negative  üeberkreuzung  zweier  Streifenlheile  auftreten, 
welcher  Satz  sich  u.  A.  durch  Flachdrücken  eines  um  2.180"  resp.  um 
—  2.18U"  verdrehten,  ringförmig  geschlossenen  Streifens  besonders  an- 
schanlich  controliren  lässt." 


I       *  Siebe  unsere  Tafel  Fig.  8  und  9,  wo  die  Stellung  der  Figuren  flbrigens 
veründert  ist. 
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Denn  bei  der  in  der  Regel  Citat  I  vorgeschriebenen  Operation  werden 
üeberkrenzungen  aufgehoben,  oder  ihre  Natur  verändert.  Es  scheint  nun 
Simony  das  Versehen  passirt  zu  sein,  die  aufgehobenen  üeberkrenzangen 
als  paarweise  einander  entgegengesetzt,  und  somit  einer  Torsion  0  Sqoi- 
valent  angesehen  zu  haben.  Indem  nämlich  bei  ihm  S.  5  nnd  6  der  Unter- 
schied einer  positiven  und  negativen  üeberlcreuznng  einfach  durch  Hinweis 
auf  seine  Figuren  4  und  6  erkl&rt  wird,  lag  die  Gefahr  nahe,  üeber- 
krenzungen durch  eine  oberflSchliche  Vergleichung  nur  der  unmittelbar  in  der 
NShe  der  üeberkreuznngen  befindlichen  Streifentheile  falsch  zu  benrtheiloi. 

Man  braucht,  um  ein  gleiches  Aussehen  beider  Figuren  in  der  NBhe 
der  üeberkreuzungsstelle  herbeizuführen ,  nur  eine  derselben  in  ihrer  Ebene, 
um  90°  zu  drehen.  Es  ist  daher  gerathen ,  den  „Sinn"  einer  üeberkreozung 
etwas  sorgsamer,  etwa  folgendermassen  zu  definiren: 

Man  halte  die  Ueberkreuzung  so  vor  sich  hin,  dass  der  dem  Blick  n- 
gewendete  (vordere)  Streifentheil  in  der  Nahe  der  üeberkreuzungsstelle  senk- 
recht, der  andere  wagrecht  verläuft,  und  denke  sich  von  der  Erenznngsstelle  o 
nach  oben  gegen  a  einen  das  Band  durchlaufenden  Punkt  ausgehen;  kommt  der- 
selbe im  weiteren  Verlaufe  von  rechts,  von  h,  zur  üeberkreuzungsstelle  znrflck, 
so  liegt  eine  rechtsinnige,  positive  Ueberkreuzung  vor  (s.  Fig.  8);  im  ent- 
gegengesetzten Falle  eine  linksinnige,  negative  (s.  Fig.  9).* 

Beachtet  man  diese  Vorschrift  und  nimmt  man  den  Satz  von  der  Ae- 
qnivalenz  einer  positiven  Streifen -Ueberkreuzung  mit  einer  Torsion  von 
-f-27i,  einer  negativen  Streifen  -  Ueberkreuzung  mit  einer  Torsion  von 
—  2 7t  als  allgemein  giltig  an,  so  kommt  man  in  allen  von  mir  untersuchten 
Fftlien  zu  einer  einheitlichen ,  unzweideutigen  und  mit  der  Erfahrung  fiber- 
einstimmenden Bestimmung  der  Torsionszahl. 

Beispiele.  Die  üeberkreuznngen  in  den  Fig.  13,  27,  3t**  bei  Simony 
sind  sSmmtlich  positiv,  die  in  seinen  Fig.  14,  28,  32  sämmtlich  negativ. 

S.  Fig.  5.  Die  beiden  Ueberkreuzuugcn  sind  negativ,  ausserdem  in 
dem  Bande  3  positive  Torsionen  um  n  vorhanden.  Die  Gesammttorsion 
wird  somit  (3—i)n'=  —  n  sein,  wie  man  dies  auch  beim  Auseinander- 
falten, Aufschneiden  und  Torsionslosmachen  des  Bandes  bestätigt  findet. 

S.  Fig.  6.  Die  beiden  Ueberkreazungen  bei  a,  h  sind  positiv,  die  bei 
c,  d  negativ,  so  dass  ihre  Torsionsäquivalente  sich  aufheben;  die  Ueber- 
kreuzung bei  e  ist  negativ,  ausserdem  besitzt  das  Band  2  Torsionen  um  n, 
so  dass  als  Gesammttorsion  0  sich  ergiebt,  entsprechend  dem  von  Simony, 
unter  den  drei  von  ihm  erhaltenen,  aus  Symmetriegrttnden  als  einzig 
richtig  hervorgehobenen  Eesultate. 


*  Diese  Erklärungen  sind  verwandt,  aber  nicht  identisch  mit  der  von 
Listing  gegebenen  Unterscheidung  einer  dexiotropen  und  laeotropen  ueber- 
kreuzung. S.  in  den  Göttinger  Studien  I.  1847  die  „Vorstudien  zur  Topologie". 
S.  860  u.  fif. 

••  Vergl.  auf  unserer  Tafel  Fig.  2  und  8. 
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Die  Verschiedenheit  der  Resultate  bei  Simooy  hängt  damit  zusammen, 
dass  er  einmal  eine  positive,  einmal  eine  negative,  und  einmal  zwei  entgegen* 
gesetzte   üeberkreuzungeti   aufbebt  und  in  entgegengesetzte  verwandelt. 

S.  Fig.  4.  An  dieser  Figur  bestimmt  Simony  die  Torsion  eines  Bandes, 
idie  er  vorher  nach  Regel  Citat  I  bestimmt  hat,  direct  durch  Flachdrucken 
'und  Abzählen  der  Torsionen  und  üeberkrenzuugeii.  AnffliUiger  Weise  ge- 
langt er  zu  dem  nSmlichen  Ergebniss  wie  vorher.  Sollen  wir  also  Recht 
haben,  so  muss  hier  abermals  ein  Fehler  vorliegen,  und  in  der  Tbat  be- 
uicbnet  .Simony  die  üeberkreuzung  bei  p  als  negativ,  während  sie  doch 
positiv  ist,  und  erhalt  dadurch  eine  am  +4n  zn  kleine  Torsionszahl. 

Ganz  ähnliche  Versehen  liegen  bei  den  Torsionsbestimmungen  sSmtnl- 
licher  Knoten  in  §§  1  und  2  vor,  indem  Simony  allgemein  bei  einem 
Knoten,  der  aus  {2K-^l)-fach  tordirtem  Uiugbande  durch  Mittelschnitt 
entstanden  ist,  2K  gleichsinnige  Oeberkreuzungen  bei  der  Zählung  ver- 
nachlässigt, und  dadurch  den  absolateu  Werth  der  Torsion  um  4Kn  zu 
klein  erhält.  Demgemäss  ist  die  Stelle  auf  Seite  15,  Zeile  17  von  oben 
in  folgenden  Wortlaut  umzugestalten: 

„Ausser  dem  Knoten  besitzt  der  neu  erzeugte  Streifen  auch  noch  eine 
cbarakterietische  Verdrehung,  indem  seine  Gcsammttorsiou  zwar  mit  jener 
des  ursprünglichen  Streifens  gleichsinnig,  ihr  absoluter  Betrag  jedoch  auf 
4(2fi-+l).180"  [nicht  4  (2i-f  1).  180»]  gestiegen  ist,  wobei  2{2K+l) 
Torsionen  nm  je  180"  stets  in  der  Form  von  2ül4-1  Ueberkreuzungcu 
zweier  Streifentbeile  auftreten." 

Ebenso  ist  auf  Seite  19,  Zeile  17  von  oben  entsprechend  zu  corrigiren 
in:  .,... Beide  Streifen  zeigen  eine  mit  jener  des  ursprünglichen  Streifens 
gleichsinnige  Gesammtverdrehnng,  deren  absoluter  Werth  bei  dem  längeren 
4(2A'+1).180"  ausmacht,  etc." 

II. 
Andere  Anffassung  des  Torsionsbegriffes.     Die  Zahl  v. 

Nachdem  sieb  nun  gezeigt  hat,  dass  die  im  Vorliegenden  behandelte 
Eigenschaft  der  „Torsion"  bei  Verknolung  des  Bandes  gar  nicht  rein  durch 
eine  Torsion  des  Bandes  dargestellt  werden  kann ,  ohne  Aeuderuugeu  an 
dem  Bande  vorzunehmen ,  deren  Zulässigkeitsbeweis  bei  rein  empirischem 
Verfahren  zu  einem  circulus  vitiosus  verfuhrt,  wird  man  über  das  rein 
empirische  Verfahren  hinausgehen  und  versuchen  mUssen,  von  vornherein 
eine  auf  alle  Bänder  gleichmässig  anwendbare  Definition  zu  erlangen. 

Eine  solche  Definition  lässt  sich  gewinnen,  indem  man  die  Verscbling- 
ang*  der  Randcurven,  resp.  der  Randcurve  des  Bandes  ins  Auge  fasst. 

Wir  knüpfen  die  Betrachtung  an  die  plattgedrückte  Form  der  Bänder, 
wie   sie  unsere  Figuren  aufweisen,    und  beginnen  mit  dem  Fall,   dass  das 

*  Die  Wichtigkeit  des  Gangs 'sehen  BegrifFes  der  Verscblingnng  an  dieser 
Stelle  wurde  mir  gesprächsweise  von  Herru  Prof  W.  Dyck  betont. 
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Band    zwei   Randcuiven    besitzt,    wie    sich   diea  bei   den   strittigen  Figuren 
Simony's  in  der  That  immer  so  verbalt. 

Die  beiden  RUndar  sind  dann  zwei  geschlossene  Curven  in  einer  Ebene,^ 
an  deren  Kreuzungspunkten  ein  üntenliegen  der  einen  und  Obenliegen  de 
andern    unterschieden    wird.     Es    ISsst    sich    für    diese  „üeberkreuiungen* 
zweier  Curven   der  relative  Sinn  ganz  ähnlich  feststellen,    wie  dies  für  die_ 
üeberkreuzungeu  einer  Cnrye  oder  eines  Streifens  schon  oben  auf  Seite  11 
von  uns  ausgeführt  worden  ist. 

Man  theile  jeder  Curve  einen  bestimmten  Sinn  —  Pfeil  —  zu ,  in  de 
sie  durchlaufen  werden  soll.  Eine  üeberkreuznng  soll  positiv  oder  recbts- 
sinnig  heissen,  wenn,  sobald  man  in  der  Richtung  des  Pfeiles  der  obem, 
dem  Beschauer  zugewendeteu  Curve  blickt,  der  Pfeil  der  untern  Curve  von 
rechts  y.ur  üeberkreuzungsstelle  kommt,  nach  link^-tsie  verlässt.  Die  Seite 
von  welcher  man  die  Ebene  der  Curveu  ansieht,  hat  hierbei  keinen  Bin- 
Qnss  auf  die  Bestimmung.  Dagegen  ändert  sich  allerdings  der  Sinn  der 
üeberkreuzuDg,  sobald  man  den  Pfeil  einer  der  beiden  Curven  nmdreht, 
was  bei  der  Bestimmung  des  Charakters  der  üeberkreuzungen  einer 
Curve  nicht  der  Fall  ist.  Die  Unterscheidung,  welche  üeberkreuzungen 
gleichen ,  welche  entgegengesetzten  Sinn  haben ,  ist  aber  wieder  unabhängig 
von  der  Richtung  der  Pfeile,  mit  anderen  Worten,  es  ist  der  „relative'^ 
Sinn  der  Üeberkreuzungen  eindeutig  bestimmt;  ebenso  auch  der  absolute 
Werth  der  Differenz  iJ — k,  wo  ä  die  Anzahl  der  positiven,  i,  die  der  ne- 
gativen gegenseitigen  üeberkreuzungen  beider  Curven  bedeutet. 

Diese  Differenz  ö  —  A  ist  bei  ünverfinderlichkeit  der  Pfeile  ftlr  stetig 
Gestaltsverfindeningen  beider  Curven ,  die  unter  Wahrung  der  Undurchl 
dringlichkeit  derselben  vorgenommen  werden,  eine  Invariante,  da  bei  diesen 
Aenderungen  neue  Doppelpunkte  nur  in  Paaren,  deren  Individuen  entgegen- 
gesetzten üeberkrevizungssinn  haben,  gewonnen  oder  verloren  werden,  indem 
irgend  zwei  (endlose)  Theile  beider  Cnrven  sich  gegeneinander -Qberein- 
ander  oder  übereinander -auseinander  schieben.  ^M 

Für  die  beiden  ßandcurven  eines  Bandes  wählen  wir  die  Pfeile  so^^ 
dass  sie  in  den  benachbarten  nebeneinander  herlaufenden  Tbeilen  beider 
Cnrven  gleichen  Sinn  haben,  besser  gesagt  so,  wie  sie  sich  ergeben,  wenn 
man  dem  ganzen  Bande  einen  bestimmten  Sinn  beilegt,  indem  es  von 
einem  Querschnitt  durchtanfen  wird,  unter  Pesthaltung  dieser  Beschränk- 
ung über  die  Pfeilrichtung  wird  das  Vorzeichen  der  üeberkreuzungen  des 
Weiteren  von  der  Pfeilstellung  unabhängig,  da  eine  Aenderung  derselben 
den  Sinn  in  beiden  Curven  ändert. 

An  einem  flachgedrückten  Bande  zeigen  sich  zwei  Arten  von  Singu- 
laritäten: Knickungs-  and  Ueberkreuzungsstellcn.  Während  bei  der  früheren, 
von  der  Torsion  des  gestreckten  oder  ringförmigen  Bandes  ausgehenden 
Begriffsfassung  nur  die  ersterun  unmittelbar  evident  zur  Torsion  beitragen, 
die   letzteren    nur  auf  Umwegen  als  äquivalent  gewissen  Torsionen  erkan 
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wurden,  erscheinen  beide  Singnlaritttten  bei  unserer  gegenwärtigen  Begriffä- 
faasung  nur  gradweise  verschieden. 

Jede  Knickung  führt  eine  üeberkreuznng  beider  Cnrven  herbei  and 
iwar  eine  positive  für  die  Form  von  Figur  10,  eine  negative  für  die  Form 
von  Figur  11.  Für  die  geradlinig  begrenzten  und  nndehnsamen  Papier- 
b&nder  lassen  sich  beide  Formen  folgendermassen  bequem  auseinander  halten: 
I  Nimmt  man  seinen  Augpunkt  über  einem  Punkte  des  Winkels  <.  n, 
den  beide  in  der  Knickung  ziisammenstossende  Bandtheile  bilden,  und  denkt 
sich  den  Scheitel  dieses  Winkels  vom  Beschauer  weggewendet  (A),  so  hat 
man  eine  Plns-Üeberkreuzung  vor  sich,  wenn  der  obere,  dem  Auge 
nähere  Bandtheil  nach  rechts,  eine  Minus- üeberkrenzung,  wenn  er  nach 
links  zieht. 

Jede  Üeberkrenzung  des  Bandes  führt  zwei  gleichsinnige  Ueberkreuz- 
tingen  beider  Curven  herbei,  und  zwar  zwei  positive  oder  zwei  negative, 
je  nachdem  die  BandUherkreuzung  nach  der  auf  Seite  110  gegebenen  De- 
nition  positiv  oder  negativ  ist. 

Die  Differenz  der  sUmmtlicbeu  in  den  Knickungen  und  üeberkreuzungen 
'des  Bandes  enthaltenen  positiven  und  negativen  RandcurvenUberkreuznngen 
ist  die  für  das  Band  charakteristische  Zahl  v  =  6  -  X,  um  die  es  sich  handelt, 
nnd  für  welche  man,  wenn  man  will,  den  Namen  Torsioniizahl  beibehalten 
kann,  insofern  sie  in  den  Fallen  des  tordirten  gestreckten  oder  unver- 
knoteten  ringförmigen  Bandes  nach  MuUiplication  durch  n  offenbar  über- 
einstimmt mit  der  von  Simony  definirten  Torsion.  Eine  noch  schfirfere 
Begriffstheilnng  aber  würde  man  erhalten ,  wenn  man  mit  Torsion  nur 
solche  Erscheinungen  an  Bindern  bezeichnete,  welche  sich  durch  Drehung 
sei  es  eines  variablen  Querschnittes ,  einer  variablen  Ebene  oder  dergl.  aus- 
reichend definiren  lassen  bei  jeder  Gestalt  des  Bandes;*  mit  der  obigen 
igenschaft  scheint  mir  dies  nach  meinen  bisherigen  Versuchen  nicht  der 
Fall  zu  sein. 

Doch  es  liegt  uns  noch  ob,  unsere  charakteristische  Zahl  auch  für 
einrandige  Bänder  zu  detiniren.  Es  crgiebt  sich  hier  eine  kleine  Schwierig. 
keit.  Während  nämlich  bei  zweirandigen  Bändern  nur  die  üeberkreuzungen 
der  Curven  untereinander  zur  Bestimmung  von  v  beigezogen,  die  üeber- 
kreuzungen der  Curven  mit  sich  selbst  veruachlilsaigt  wurden,  fliesseu  bei 
einrandigen  Bändern  beide  Arten  von  üeberkreuzungen  in  eine  zusammen, 
nnd  man  ist  in  Gefahr,  auf  ein«,  mit  der  früheren  wenig  verwandte  Zahl  v 
in  gerathen.  Man  kann  sich  aber  dadurch  helfen,  dass  mau  da:i  einran- 
dige Band  quer  durchschneidet,  so,  dass  der  Querbchnitt  keine  üeber- 
krenzung oder  Knickung  passirt,  und  durch  Hinzufügen  einer  Torsion  des 
einen  Endes  um  ;t  und  Wiedervereinigung  der  Enden  ein  zweirandiges 
Band  herstellt,  dessen  i'  =  or  nach  dem  Obigen  bestimmt  werden  kann.    Dem 


•  Wohl  dasselbe,  was  Simony  unter  „äusserer  Verdrehung"  versteht. 

Zaiueluin  f. Matbciurttlk  a.Pb|ilK  XXXVIt,  i.  S 
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einrandigen  Bande  wird  man  dann  die  charakteristische  Zahl  v  =  a  —  1 
zuordnen.  Zu  zeigen  ist  dann  jedenfalls,  dass  es  gleiohgiltig  ist,  an  welcher 
Stelle  der  Querschnitt  angebracht  wird. 

Fflr  die  Knickungsstellen  Sndert  sich  offenbar  gar  niohta ,  wo  man  snch 
den  Querschnitt  hin  verschieben  mag.  Bei  einer  Ueberkreiunngsstelle  ist 
es  möglich,  dass  bei  einer  LagenBndernng  des  Querschnittes  die  beiden 
Punkte,  welche  zuerst  Selbstfiberkreuzungen  beider  Bandcarren  vorstellten, 
mit  jenen ,  welche  gegenseitige  üeberkreuzungen  waren ,  die  Bollen  taosohen. 
Dies  macht  aber  ffir  v  nichts  aus,  weil  das  Vorzeichen  aller  vier  Deber- 
krenzungen  das  nämliche  ist. 

Das  Besultat  der  obigen  Vorschrift  für  einrandige  BBnder  ist  also  di^ 
nämliche ,  als  ob  man  sämmtliche  üeberkreuzungen  der  Bandcurve  mit  sich 
selbst  an  dem  unveränderten  Bande  bestimmt,  die  Anzahl  der  von  Band- 
überkreuzangen  herrührenden  sowohl  positiven  als  negativen  aber  nur  halbirt 
in  die  Differenz  S  —k  hätte  eingehen  lassen. 

Ein  etwas  organischeres  Verfahren  der  Bestimmung  von  v  bei  ein- 
randigen Bändern  scheint  übrigens  wünschenswerth.  Die  eben  berührte 
Schwierigkeit  ist  von  allgemeinerer  Bedeutung ;  sie  behindert  immer  wieder 
den  üebergang  von  der  Theorie  der  Verschlingung  zweier  Curven  cor 
Verknotung  einer  Curve  und  ist  auch  in  BSddioker's  Arbeit:  „Erwei- 
terung der  Gau  SS 'sehen  Theorie  der  Verschlingungen  etc."  mehr  Verdeckt 
als  gehoben.  Der  Verfasser  hofft  auf  diese  Dinge  an  anderer  Stelle  zurück- 
zukommen. 

III. 
Besiehimg  der  Zahl  v  za  dem  0 an ss 'sehen  VersohliiisningBÜitegTal. 
Die  Zahl  |  v  |=  |  6  —  A|  für  zwei  getrennte  Randcurven  ist  eine  gerade 
Zahl,   weil  d  -|-  J^  als  Anzahl  der  Schnittpunkte  zweier  geschlossenen  Cnrven 
in  einer  Ebene  gerade  ist.    Sie  ist  gleich  dem  absoluten  Werth  des  halben 
Coefficienten  von  »  in  dem  Werthe,  den  das  Oaass'sche  Integral 
x  —  X        dx        dx' 
y'  —  y        dy        dy 
e  —  e        dz        de 


■  =  4m» 


[{x-x)*+w-yy+{B'-zy]i 

annimmt,  wenn  die  Integrationen  über  die  Punkte  x,  y,  0  der  einen  and 
die  Punkte  x',  y,  t  der  andern  Curve  ausgedehnt  werden,  m  zählt  hier- 
bei die  Differenz  der  positiven  und  negativen  „ümschlingnngen"  der  einen 
Curve  C  um  die  andere  C. 

BSddicker*  bat  gezeigt,  dass  m  zugleich  die  Differenz  der  Anzahlen 
zweier  Schnittpunktsgruppen  ist;  die  erste  Gruppe  enthält  jene  Schnittpunkte, 

*  Erweiterung  der  Gau 88 'sehen  Theorie  der  Verachlingungen  etc.     Stutt- 
S'srt  1876. 
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in  welchen  C  eine  von  C  begreuzte  zweiseitige  Fläche  in  einem  Sinne  durch- 
setxt,  die  zweite  Gruppe  enthalt  die  Schnittpimkte  entgegengesetzten  Sinnes. 
Dies  vorausgesetzt,  lliast  sich  die  Gleichung: 

|v|  =  |2m| 
folgenderinassen  beweisen : 

C  und  C  seien  wieder  in  einer  Ebene  gedacht,  mit  Unterscheidung 
eines  „oben"  and  ,,nnten"  an  den  Kreuznngspunkten. 

Von  einem  beliebigen  Punkte  />'  der  Ebene,  der  sich  in  endlicher 
Entfernung  von  der  Curve  befindet,  denke  man  sich  die  Radienvectoren 
R'  nach  den  Punkten  c  von  C  gezogen.  Die  /?'  bilden  eine  plattgedrückte 
Kegelflücbe  ß'  mit  der  Spitze  p'  und  der  Randcurve  C'\  welche  im  Allge- 
neinen  die  Ebene  mit  mehreren ,  an  verschiedenen  Orten  verschieden  vielen 
BlStteru  bedeckt.  An  diesen  BlStteru  lässt  sich  im  Anschluss  an  die  Curven- 
kreuzpnnkte  ein  „oben"  und  ,, unten"  unterscheiden,  wenn  auch  nicht  in 
.völlig  bestimmter  Weise.  Bis  zu  einem  gewissen  Grade  bleiben  niimtich 
die  Lagen  der  Ä',  nach  welchen  sich  die  Kegelfläche  selbst  durchsetzt  luid 
ein  Blatt  in  Bezug  auf  ein  anderes  von  ,, unten'"  nach  „oben"  übergebt, 
willkOrlich.  Diese  WillkUrlichkeit  schwindet,  wenn  man  C,  C'  and  S'  als 
Projeclionen  zweier  bestimmten,  im  Haura  gewundenen  Curven  und  eines 
im  Baum  sich  ausdehnenden  Kegels  ansieht. 

Der  Sinn,    in    welchem   die  c   auf  C  durchlaufen    werden,    übertragt 
ich   auf  die  R'  der  Fläche  St',   wodurch  es  gelingt,   die  beiden  Seiten  der 
äcbe   zu  unterscheiden;  die  eine,  von  der  aus  betrachtet  die  R'  die  Uhr- 
igerbewegnng   Laben   und   die    wir   willkürlich   die  rechte,    positive  Seite 
ier  Fische  nennen,  die  andre,  wo  da?  entgegengesetzte  der  Fall  ist    Diese 
Unterscheidung  der  Seiten  bleibt  auch  bestehen  für  die  Sectoren ,  in  welche 
wir    die   Ä'  jetzt    zerlegen   wollen.      Jeder   dieser   Sectoren    ©'  bedecke   die 
ibene  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  einfach  und  sei  von  zwei  verschiedenen 
ienvectoren    R',  und    R',  seitlich    begrenzt.      Eine  Zerlegung  der  Flüche 
in   Sectoren,    welche  diese  Bedingungen  erfüllen,   ist  immer  möglich.     Das 
dritte  Stück  der  Begrenzung,  der  Curve  C  angehörig,  heisse  S'.    Es  darf 
ich   oflFenbar   nicht   selbst   schneiden.     Wir  geben  dem  Contur  eines  jeden 
einen   bestimmten    Urokreisungssinn,   übereinstimmend   mit  dem   für  S' 
geltenden  Pfeile.    Hierdurch  erhalten  auch  die  Ä'„  Ä',  bestimmte  Sinne  und 
zwar   wird   jeder   dieser  Radienvectoren   als   Grenze    für   zwei  benachbarte 
Sectoren    zweimal    in   entgegengesetzten  Weisen   in   Anspruch  genommen. 
Betrachten    wir   nun,    wie   die  Curve  C  einen   beliebigen  der  Sectoren 
6'  passiren   kann.     Denkt  man  sich  auf  C  von  einem  bestimmten  Anfangs- 
punkte a  aus  einen  Punkt  im  Sinne  des  Pfeiles  laufen ,  so  wird  derselbe  bei 
der  Rückkehr  nach  a  den  Sector  ©'  ebenso  oft  betreten  als  verlassen  haben; 
nnd  M  werden  diese  regelmüssig  abwechselnden  Ein.  und  Austritte,    d.  h. 
die  Ueberkreuzaageu   von    C  mit   dem  Contur  von  S',   pawNftwe  waasv^w 
«• 


^^  wir 
^bbe 
^nad 

dr 
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zngeordnet  werden  können.    Die  beiden  Curventtberkreazungen  einra  solchen 
Paares  sollen  auf  C  einander  anmittelbar  folgen  und  können 

et)  vom  nämlichen  Sinne, 
j3)  vom  entgegengesetzten  Sinne 
sein. 

Im  Falle  a)  mnss  die  Curre  C,  wenn  sie  beim  Eintritt  Ober  dem 
Contnr  tou  @  läuft,  beim  Austritt  unter  demselben  laufen,  und  umge- 
kehrt, woraus  zu  schliessen  ist,  dass  C  zwischen  den  beiden  üeberkrenz- 
nngen  den  Sector  einmal  öfter  im  einen  Sinn  durchsetzt  hat,  als  im  ent- 
gegengesetzten. 

Im  Falle  ß)  dagegen  erfolgen  Ein-  und  Austritt  von  C  anf  der  n&m> 
liehen  Flächenseite  von  @;  der  Sector  muss  gerade  so  oft  im  einen  wie  im 
andern  Sinne  durchsetzt  worden  sein. 

und  zwar  entspricht  nach  den  oben  getroffenen  Festsetzungen  Ober  die 
Vorzeichen  zwei  positiven  üeberkreuzungen  eine  Flächendurchsetzung  von 
der  positiven  zur  negativen  Seite,  was  wir  willkttrlich  als  positive  Durch- 
setzung bezeichnen  dttrfen,  etc. 

Es  gilt  natürlich  auch  umgekehrt:  Wenn  C  beim  einmaligen  Passiren 
eines  Sectors  denselben  einmal  öfter  positiv  als  negativ  durchsetzt,  so  ent- 
stehen zwei  positive  üeberkreuzungen  etc. 

Da  nun  feststeht,  dass  bei  einmaligem  Passiren  des  Sectors  zwei 
positiven  üeberkreuzungen  eine  Überschüssige  positive,  zwei  negativen 
üeberkreuzungen  eine  überschüssige  negative,  zwei  entgegengesetzten  üeber- 
kreuzungen keine  überschüssige  Flächendnrchsetzung  entspricht,  so  ist  leicht 
ersichtlich,  wie  sich  durch  Snmmation  über  die  verschiedenen  Durchschrei 
tungen  eines  Sectors,  dann  über  die  sämmtlichen  Sectoren  der  gewünschte 
Satz  |v|  =  |2»i| 

nach  den  getroffenen  Vorzeichenbestimmungen  sogar 

vs2m 
ergiebt.  Hierbei  ist  nur  auf  das  Eine  noch  aufmerksam  zu  machen,  dass 
die  für  die  üeberkreuzungen  von  C  mit  sämmtlichen  Sectorcontnren  gebil- 
dete Differenz  S  —  X  deswegen  direct  gleich  v,  d.  h.  gleich  der  für  die  üeber- 
kreuzungen von  C  mit  C  gebildeten  Differenz  6  —  k  ist,  weil  jede  üeber- 
kreuzung  von  G  niit  einem  li^  oder  R\  zweimal  auftritt,  das  eine  Mai 
positiv ,  das  andere  Mal  negativ  (s.  oben  Seite  1 15,  Zeile  9  v.  u.). 

München,  30.  Juli  1891. 


IX. 
Ueber  Tetraederpaare. 

Von 
Dr.  P.  MtlTlt 

lu  Uatlkofen  (UbeiDllflu«ji), 


Hiersiu  Taf.  V,  Fig.  1  -  3. 


d)  Im  Folgenden  soll  das  Problem  behandelt  werden,  einem  gfgfhcnen 
Tetraeder  AB  CD  ein  tweUes  Tetraeder  aßyä  ein-  und  zugleich  umeu- 
schrciben,  wenn  von  Icttterem  Tetraeder  die  Ecken  a  in  der  Ebette  BOB 
^und  y  in  der  Ebene  ABB  beliebig  angenommen  werden. 

Wir  trelFen  nun  zunächst  die  Festsetzung: 
0  BCD,  ß  CDA,  y  DAB,  6  ABC  d.  h.  a  liegt  in  fiCD,  nach  Annahme, 
ß  soll  in  CDA  liegen  u.  s.  w.  und  haben  ea  alsdann  mit  24  verschiedenen- 
Aufgaben  zu  thun,  da  die  Reibenfolge,  nach  welcher  die  Seitenflächen  des 
Tetraeders  aßyi  durch  die  Ecken  des  Tetraeders  ABCD  gehen  sollen,  eine 
willkOrliche  ist. 

Fordern  wir: 

I)  -  «/Jy-D,  ßyS^,  ySaB,  SußC, 

also  dass  aßy  durch  D  gehe  u.  s.<w.,  so  haben  wir  eine  Aufgabe,*  welche 
bereits  jMöbius  (Cr.  J.  Bd.  III,  S.  275;  Bd.  X,  S.  324)  behandelt  und  ge- 
löst   hat.      M  ö  b  i  u  g    zeigt ,    dass   bei   gegebenem    a   und  y  noch   unendlich 

tle  Losungen    existiren;   dies  hat  auch  J.  Steiner  in   seinen    „Systema- 
liscben  Entwickelungen "    S.  248   in    höchst   einfacher  Weise   nachgewiesen, 

Dwie  dass  auch  in  folgenden  drei  Füllen: 

1)    ttßyA,  ccßöB,  aydC,  ßy6D, 

II)  2)    aßSA,   aßyB,    ßydC,    ayöD, 
3)   ttydA,  ßydB,  aßyC,  aßöD, 

ei  beliebigem  a  und  y  unendlich  viele  Lüsungspaare  ßö  vorhanden  sind. 


•  Tetraeder  dieser  Lage  I  behandelt  auch  Herr  J.  Neuberg:  Snr  leg  t^traödres 
de  Möbiua.  (Li^ge)  1885;  daselbst  werden  vier  Gerade  beliebig  angenommen  und 
t»  tottes  auf  dieaeo  rierPuDktpmie  Aa,  Bß,  Cy  HS  bcsüiavnt viexdeu,  N)e\.«,V^«i 
rei  Tetruder  der  Lage  l  bilden;  ea  giebt  unendlich  vieVe  Lösungen.    \.<i,'5>.\^- 
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Prttft  man  nun  die  noch  übrigen  HO  FäÜe  auf  ihre  Lösbarkeit,  indem 
man  den  von  Steiner  I.e.  bei  den  vier  ersten  FSUen  eingeschlagenen  Weg 
befolgt,  so  erkennt  man,  dass  in  jedem  dieser  FäUe  hei  gegebenem  a  undf 
eine  einzige  (eigentliche)  Lösung  vorhanden  ist.    Greifen  wir  z.  B.  den  Fall 


"I)  {    I 


ccBCD,  ßACD,  yABD,  SÄBC, 
ßyA,    ßyöB,    yd«C,      öaßD 


heraus,  o  und  y  werden  in  BCD  resp.  ABL  beliebig  angenommen  (Fig.l); 
ß  muss  liegen  in  AGB  und  Aay,  also  auf  dem  Schnitt  AF  dieser  Ebenen, 
S  soll  'm  ABC  und  Cay  liegen,  also  muss  es  in  den  Schnitt  CG  dieser 
Ebenen  liegen,  ferner  muss  die  Gerade  ßS  die  Geraden  By  und  Da 
schneiden;  wir  müssen  also  diejenigen  beiden  Geraden  suchen,  welche  ilF, 
CQ,  By,  Btt  schneiden.  Die  Gerade  ay  schneidet  zwar  diese  vier  wind- 
schiefen Geraden ,  liefert  aber  eine  uneigeiMiche  Lösung ,  ein  in  vier  Punkte 
einer  Geraden  degenerirtes  Tetraeder.  Es  handelt  sich  nun  um  die  einfachste 
CoDstruction  der  zweiten  Geraden  (Fig.  1).*  Ich  denke  mir,  ein  Punkt  ß 
bewege  sich  auf  AF,  alsdann  werden  die  Ebenen  Byß  und  Baß  um  Sy 
resp.  Bei  projectiviscbe  Ebenenbttschel  beschreiben,  ihr  Durchschnitt  ßd 
aber  ein  einfaches  Hyperboloid  erzeugen,  auf  welchem  ay  liegt,  welches 
also  von  der  Ebene  Cay  =  CaG  bertthrt  wird.  Diese  Ebene  enthftit  noch 
einen  Strahl  der  Begelschaar  Da,  £7,  y^J^  oder  mit  anderen  Worten,  indem 
ßö  das  Hyperboloid  beschreibt,  schneidet  es  die  Ebene  CayQ  in  einer 
Geraden,  welch'  letztere  GC  m  dem  gesuchten  Punkt  S  trifft. 

Bttckt  ß  nach  A,  so  ist  Ebene  Byß  =  ByA  =  BBA  und  schneidet 
Bccß  =  BaA  in  der  Geraden  BA,  AB  trifft  CayG  in  K.  FBllt  ß  nach 
F,  so  schneiden  sich  ByF  und  BaF=  BuF  in  BF;  diese  Gerade  schnei- 
det Ebene  Cay  in  J.  KJ  schneidet  CG  in  dem  gesuchten  Funkt  <},  worauf 
sich  ß  leicht  finden  lässt. 

Analog  erledigen  sich  sKmmtliche  Übrigen  F&lle. 

b)  Construirt  man  nun  bei  gegebenem  a  und  y  Tetraeder,  welche 
jede  der  24  vorgeschriebenen  Lagen  aufweisen,  so  hat  man  es  zwar  mit 
24  -verschiedenen  Figuren,  aber  nur  mit  5  verschiedenen  Arten  der  gegen- 
seitigen Einschreibung  zu  thun.  Betrachten  wir,  um  dies  klar  zn  legen, 
wieder  den  Fall: 


"^  {l 


aBCB,  ßOBA,  yBAB,  ÖABC, 
ßyA,    ßyöB,     ydaC,      iaßB. 


Schreiben  wir   hier  fttr   a  und  A  (da  ja  die  Bezeichnnug   willkfirlich 
ist)  ß  und  B,  statt  ß  und  B  aber  a  vcaAA,  so  haben  wir  folgende  Lage: 


*  In  Fig.  1  ist  die  ganze  Constrnction  ausgeführt;  die  Schnittgeraden  £kllen 
im  Allgemeinen  nicht  zusammen.    Man  sehe  auch  die  Fig.  8  u.  3  naeh. 


die  unter  jeuen  20  Pttllen  aufti-itt.  Nehmen  wir  solche  Vertauschun;?en 
vor,  welche  die  Vorschrift:  aBCD,  pACD,  yABD,  6ABC  ungeändert 
laasen,  dann  bleibt  auch  die  Lage  I  iingeündert.  Dagegen  gehen  die  Lagen 
der  Gruppe  II  in  einander  Über;  Gruppe  II  repräsentirt  also  etrie  Art  der 
gegenseitigen  Einschreibung.     Aus: 

III)  yioßy,    Bßyd,    Cay&,    Daßd 

geben  durch  die  besprochenen  Vertauschuogen  6  Lagen  hervor. 
Eine  weitere  Gruppe  ist  durch 

IV)  yißy&,    Baßy,    Caßd,    Dtty6 
characterisirt  nnd  enthSlt  6  Fälle. 

Schliesslich  umfasst  die  Gruppe  V  die  noch  übrigen  8  Fäile;  dieselbe 
ht  durch 

V)  ^/3yi5,    Baßö,    Caßy,    Dayä 
bestimmt     Also: 

yiZteei  Tetraeder  können  einander  auf  fünf  verschiedene  Arten  um-  und 
zugleich  eingeschrieben  werden,''' 

Femer : 

s,Es  l&nnen  Tetraeder  jeder  dieser  5  Lagen  construirt  werden,  uiobei 
man  das  Tetraeder  ABCD  beliebig  und  von  dem  Tetraeder  aßyö  irgend 
twei  Eckpunkte  in  den  betreffenden  Ebenen  beliebig  annehmen  kann.'"' 

Denn  wir  haben  gezeigt,  dass  man  z.  B.  die  Lage  IV  construiren  kann 
bei  beliebig  angenommenen  a  und  y^  ebenso  alle  Fülle,  welche  in  der 
Gruppe  IV  enthalten  sind,  d.  h,  aber  mit  anderen  Worten,  dass  man  auch 
a  und  d,  oder  a  und  ß  u.  s.  w,  beliebig  annehmen  kann,  wenn  es  sich 
darum  handelt,  ein  Tetraederpaar  zu  erzeugen,  welches  die  Lage  IV 

{ttBCB,  ßCDA,  yDAB,    iJBC 

aufweist.  ^^ßr^'    ^"h,      Caßö,       Bayö 

Diese  Lage  IV  zeichnet  sich  jedoch  vor  allen  übrigen  dadurch  aus, 
dass  die  Punkte  ß  und  6  in  eine  Kante  des  ersten  Tetraeders  ABCD  zu 
liegen  kommen,  wenn  man  a  in  BCD  und  y  in  ABB  beliebig  annimmt;* 
dadurch  tritt  eine  gewisse  Unbestimmtheit  auf,  welche  beseitigt  wird,  wenn 
man  etwa  a  und  ß  beliebig  annimmt.  Den  Grund  dieses  Verhaltens  werden 
wir  im  folgenden  Abschnitt  kennen  lernen,  in  welchem  eine  höchst  einfache 
Constmction  von  Tetraederpaaren  der  Lage  IV  gegeben  wird. 

c)  Nimmt  man  in  einer  Ebene  vier  Funkte  o,  B,  C,  D  beliebig  an  (Fig.  2), 
bezeichnet  den  Schnittpunkt   der  Geraden  BC  und  Da  mit  x,  den  der  Oe- 


b 


*  Ebenso  et  nnd  y,  wenn  ^  nnd  S  gleichzeitig  beliebig  angenommen  werdea 
VergL  Fig.  2. 
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raden  CD  und  Ba  mit  y,  eo  trifft  die  Gerade  xy  die  Gerade  BD  in  einem 
Punkte  5  derart,  dass  die  Schnittpunkte  einer  beliebig  durch  h  gelegten 
Geraden  g  mit  BC  und  Ba,  BD  und  Ca,  CD  and  Da,  die  mit  aa',  bb', 
cc   bezeichnet  werden  mögen,  drei  Punktpaare  eine  Involution  bilden. 

Fasst  man  nBmlich  das  Viereck  Caxy  in's  Auge,  so  folgt  die  Richtig- 
keit des  Behaupteten  ans  einem  bekannten  Satze  Aber  die  Schnittpunkte 
einer  Geraden  mit  den  Seiten  eines  vollständigen  Vierecks. 

Nun  giebt  es  im  Allgemeinen  eine  Curve  dritter  Classe  £',  deren 
Tangenten  drei  Geradenpaare*  in  Involution  schneiden;  diese  zerftllt  in 
unserem  Falle  in  den  Punkt  i  und  eine  Curve  zweiter  Classe,  welche 
wiederum  in  die  Punkte  C  und  a  zerf&llL 

Also  ftur  die  Geraden  des  Punktes  i  schneiden  BC  und  Ba,  BD  and 
Ca,  CD  und  Da  in  der  Involution  aa',  (  &',  ce.  Es  liegen  aber  auch  die 
Paare:  ac',.  &&',  cd  nach  bekanntem  Satz  involutorisch,  die  sechs  Punkte 
a,  5,  c,  a',  b',  c'  liegen  also  etceifach  involutorisch.  Eine  kleine  üeber- 
legung  zeigt,  dass  h  und  h'  sowohl  durch  a  und  c,  als  auch  durch  a'  und  e 
harmonisch  getrennt  werden. 

Ausserhalb  der  Ebene  BCD  nehmen  wir  jetzt  irgend  einen  Punkte  an, 
verbinden  ihn  mit  a,  b  und  c  durch  Gerade,  nehmen  femer  auf  Ae  einen 
Punkt  ß  beliebig  an  und  constrniren  schliesslich  y  als  Schnittpunkt  der 
Geraden  Ab  und  ßa'  und  S  als  Schnittpunkt  von  aA  und  b'ßi  dann  geht 
die  Gerade  yö  durch  c,  also  zeigen  die  beiden  Tetraeder  .«4 BCD  nnd  aßyS 
die  Lage  IV.    Denn  die  Gerade  ßö  schneidet  die  Gerade  Ca  n.  s.  w. 

Von  dem  zweiten  Tetraeder  aßy6  konnten  wir  also  wieder  «  in  BCD 
und  ß  in  ACD  beliebig  annehmen,  wodurch  die  Gerade  y  durch  b  nnd  alle 
andern  Punkte  bestimmt  sind,  y  föllt  dabei  immer  in  die  Gerade  Ab. 
Nehmen  wir  also  ausser  o  noch  y  in  ABD  beliebig  an,  dann  muss  ein 
Ausnahmefall  eintreten  nnd  in  der  That  sahen  wir  am  Schluss  der  Abschnitte 
b),  dass  alsdann  ß  und  d  in  die  Kante  AC  fallen.  Nimmt  man  dagegen 
y  auf  Ab  an ,  so  giebt  es  unendlich  viele  Lösungspaare  ß,  8\  die  Geraden, 
welche  zusammengehörige  ß  nnd  S  verbinden ,  liegen  auf  einem  Hyperboloid. 

d)  Es  seien  a,  b,  c  drei  Punkte  einer  Geraden  g  (Fig.  3);  ich  ordne  dem 
Punkt  a  den  Punkt  b,  diesem  den  Punkt  c,  diesem  wieder  a  zu,  bestimme 
also  auf  g  eine  cyklische  Projectivitfit  dritten  Grades ;  o',  V,  c'  sei  ein  zweites 
Tripel  derselben.  Dann  ist  die  Figur:  aba'b'  projecL  zu  bcb'(i,  letztere 
aber  project.  zu  cb'cby  also  auch  ab  ab'  project  zu  c'b'eb,  also  Hegen 
die  Paare:  i)   ac,    bb',   cd 

in  Involution.     Analog  zeigt  man,  dass  zugleich 

2)  aa',   bc,  ob' 
""**  3)  ab',    bd,   cc 

*  D.h.  drei  zerfallende  Kegelschnitte;  K'  ist  demnach  die  Hetmite'ache 
Cnrve  des  betreffenden  Netzes. 


involutorisch  liegen,  In  Figur  3  sind  solche  sechs  Punkte  gezeichnet.  Man 
kann  nun  darch  g  eiue  Ebene  £,  legen  und  ein  Viereck  aßCD  in  derselben 
zeichnen,  dessen  Gegenseiten  Ba  und  C'2>  durch  a  resp.  c  gehen,  von  dem 
BD  durch  b'  und  C«  durch  b,  Da  durch  c  uud  BC  durch  a  geht,  wo- 
bei die  Beziehung  1 )  benutzt  wird.  Alsdann  construirt  man  in  einer  zweiten 
durch  g  lieliebig  gelegten  Ebene  E^  ein  Viereck  .4ßyd  derart,  dass  Ay 
durch  b',  ßi  durch  a  u.  s.  w.  hindurchgeht,  was  gemäss  der  iuvolatorischen 
Lage  3)  immer  möglich  ist.  Die  Punkte  AB  CD  und  aßyi  bilden  dann 
zwei  Tetraeder,  welche  die  mit  V  bezeichnete  Lage  besitzen. 

Geht  man  von  j4,  B,  C,D,  a  und  y  als  gegebenen  Punkten  ttus  [vergl.  a], 
so  ist  zDoSchst  die  Gerade  g  zu  tinden ,  welche  ans  den  Seiten  des  Vierecks 
aBCD  zwei  Tripel  abc  und  a  h' c  herausschneidet  und  durch  dtn  Punkt  h' 
geht,  in  welchem  die  Ebene  BCD  von  Ay  getroßen  wird.  Es  giebt  nun 
[vergl.  e]  eine  Cnrve  3.  Classe .  deren  Tangenten  die  Seiten  des  Vierecks 
aBCD  so  schneiden,  dass  n6r,  a'b'c  zwei  Tripel  eiuer  cyklischen  Pro- 
jectivitfit  bilden;  diese  Curve  zerßillt  aber  hier  iu  den  Punkt  «  uud  eiue 
Carve  2.  Classe,  welche  von  der  Geraden  CD  in  ihrem  Schnittpunkt  mit 
Ba,  von  DB  in  ihrem  Schnittpunkt  mit  Ca,  endlich  von  BC  io  ihrem 
Schnittpunkt  mit  Da  berührt  wird. 

Von  V  geben  au  diese  Curve  zwei  Tangenten,  nämlich  BD  und  die 
gesachte  Gerade  g]  g  kann  also  durch  einfache  Construction  gefunden 
werden*,  worauf  noch  ß  und  6,  wie  oben,  zugefügt  werden  können. 

e)  1  Die  Geraden  AB,  CD,  aß,  yä  gehören  einer  Regelschaar  an, 
wenn  die  beiden  Tetraeder  ABCD  und  aßyd  die  Lage  I  zeigen,  ebenso 
JC,  BD,  ay,  ß6  und  AD,  BC,  aö,  ßy.  (Steiner,  I.C.Anmerkung, 
Steiner  verwechselt  daselbst  die  Lage  I  mit  Lage  IL)  Ferner  liegen  die 
beiden  Tetraeder  dreifach  hyperboloidisch,  indem  Aß,  Ba,  Cd,  Dy  vier 
Gerade  einer  Regelschaar  bilden,  ebenso  y^y,  Bd.,  Ca,  Dß  und  A6,  By, 
Cß,  Da  (Schur,  Math.  Ann.  Bd.  XX,  S.  275).  Ferner  liegen  die  Geraden,  in 
welchen  die  Ebenen  BCD  und  ayö,  ACD  und  ßyi,  ABD  uud  aßy,  ABC 
and  aßd  sieb  schneiden,  auf  einem  Hyperboloid;  desgleichen  treten  noch 
zwei  weitere  byperboloidische  Lagen  auf. 

2.  Wir  untersuchen  jetzt  die  Lage  II: 


II) 


aBCD,   ßACD,   yABD,   6ABC 
ay6A,    ßyiB,     aßyC,      aß&D. 


Wie  sofort  ersichtlich,  werden  die  Geraden  AD,  BC,  ay,  ^3  von  jeder  der 
Geraden  Ad,  Cß.  By,  Da  geschnitten.  Ebenso  AC,  BD,  aS,  ßy  von 
Jy,  Bd,  Ca,  Dß,  so  dass  hier  swei  Paar  Cegcnkankn  des  Tetraeders 
ABCD  mit  den  betreffenden  Gegenkanten  des  Tetraeders  aßyd  auf  je  einem 
Hyperboloid  liegen;  ausserdetn  liegen  die  beiden  Tetraeder  sowohl  ritcksicht- 


I 
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lieh  der  Verbindungsgeraden  ihrer  Ecken,  äh  auch  rücksiehiUeh  der  Sekniä- 
geraden  ihrer  Seitenflächen  zweifach  hyperboloidiseh.  Schreibt  man  nümUch 
für  die  Ebene  ABC  den  einen  Buchstaben  D',  fttr  ACD  H  n.  s.  w.,  b'  filr 
a/}/,  /  für  a^i  n.  s.  w.,    8o  wird  die  obige  Lage  II  durch  das  Schema: 

£^ih\     B'ay'b\      Ca'ß^d',   D'aß^y, 
tt'ÄCD',  ßrjB'aD\yABC',  d'A'ffD' 

dargestellt  und  es  liegen  somit  die  Geraden:  A'^  =  (BCD,  "ßy)}  (j^~ 
{ABB,  ayd),  By  =  {ACD,  aßd) ,  B'a={ABC,  /Jy 3)  auf  einem  Hyper- 
boloid, ebenso  die  vier  Geraden:  A'y\  iJ'Ä',  Ca,  D'/S*. 

3.  Bei  keiner  der  folgenden  drei  Lagen  III,  IV  und  V  liegen  Kernten 
de$  Tetraeders  AB  CD  mit  Kanten  des  Tetraeders  aßyd  auf  einem  Hjfper- 
boloid.     Aber  betreffs  der  Lage  III  gilt  folgender  Satz: 

„Zvei  Tetraeder,  welche  sich  nach  Art  III  gegenseitig  ängetdtriebem 
sind ,  liegen  vierfach  hyperboloUUsch  sowohl  in  Beeug  auf  die  Vor- 
bindungsgeraden  ihrer  Eckpunkte,  ais  in  Beeug  auf  die  Sdmitlgeraden  ihrer 
Seiterrflächen  und  können  somit  stets  als  ewei  Quadrupel  einer  qfkUschen  Baum- 
coUineation*  aufgefasst  werden." 

Den  ersten  Theil  dieses  Satzes  beweist  man  nach  Analogie  der  TOr- 
hergehenden  Betrachtungen.  Der  zweite  Theil  folgt  dann  ans  einem  von 
Herrn  Schur,  Math.  Ann.  Bd.  XX,  S.  270  gegebenen  Satze.  Man  kann 
auch  sagend 

„Von  den  vierfach  hyperboloidischen  Tetraederpaaren,  deren  es  über- 
haupt oo'^  giebt**,  sind  oc'^  einander  gleiekeeitig  nach  Art  III  ein-  und 
umgeschrieben." 

4t.  Tetraederpaare  der  Lage  IV  liegen  endlieh  zweifach  hjfperbcioiditek 
sowohl  beeügUch  der  Verbindungsgeraden  ihrer  Eckpunkte,  als  betüglich  der 
Schnittgeraden  ihrer  Seüen.  Bei  Tetraederpaaren  der  Lage  V  treten  käute 
hyperboloidische  Lagen  auf. 


*  Vergl.  über  solche  ColUneationen:  Sobroeter,  Math.  Ann.  Bd.  80,  8.  246. 
P.  Muth,  Math.  Ann  Bd.  83,  8.  497. 
•*  Schur,  1.  c.  S.  270. 
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VIL  Bemerkung  zu  einer  dioptrischen  Construction. 

In  einem  Anhange  zur  „Entwickelung  der  Lehre  von  den  dioptrischen 
Bildern  mit  Hilfe  der  ColUueationhverwandtachaft"  hat  Möbius  (Werke 
Bd.  4;  Berichte  Sachs.  Ges.  Bd.  7,  1855)  eine  Construction  angegeben, 
die  einer  Erweiterung  fttr  beliebige  ccntrirte  Systeme  fShig  ist  und  wegen 
ihrer  Beziehung  zu  den  dioptrischen  Grundpunkten  Beachtung  verdient. 

Es  seien  F  und  CC>'  die  Brennpunkte,  H  und  H'  die  Hauptpunkte, 
auch  K  und  K'  die  Knotenpunkte  eines  centru-ten  Systems  brechender 
KugelflRchen,  also  HF=0'K'  und  H'0'  =  FK  seine  Brennweiten. 
Einem  beliebigen  Achsenpunkte  P  gehöre  P'  als  Bildpuukt  zu,  so  dass  die 
in  P  und  P'  zur  Achse  senkrechten  Ebenen  p  und  p'  einander  conjugirt 
sind,     ist  Vp  das  Bildgrössenverhliltniss  dieser  Ebenen,   so   ist  bekanntlich 


,.  PF 


P<^'  ^  1 

H'J>~v„ 


PF.p'(p'  =  iJF.n'<i>'. 


FOr  das  dual   entsprechende  WinkelverhUltniss  tCp  der  StrahlbUndel  P  und 
P'  gilt  ferner 

PH'  P0'         1  PF 

2)  «•„  = 


PH 


UF 


w„ 


H'(P' 


Man  errichte  nun,  eine  beliebige  durch  die  Achse  gehende  Ebene  zur  Zeich- 
nnngsebene  wählend,  Lothe  zur  Achse  in  den  Brennpunkten  F  und  <P'  und 
trage  auf  diesen  die  Strecken 

3)  FU=0'V'=nF,     FV=(t>'ü'=H'0' 

anf,  und  zwar  nach  gleichen  oder  entgegengesetzten  Seiten  der  Achse,  je 
nachdem  UF  und  H'<t>'  entgegengesetzt  oder  gleich  gerichtet  sind.  Hierauf 
construire  man  den  Kreis,  der  ü  and  U',  also  auch  V  und  V  zu  Gegen- 
pankten  hat. 

Dieser  Kreis  kann  zunächst  dazu  dienen,  za  einem  gegebenen  Achsen- 
punkte P  den  conjngirten  P'  zu  finden.  Denn  schneidet  PV  den  Kreis  in 
Mf.   so  wird  MpU'  die  Achse  in  P'  treffen,    wie  aus  rechtwinkligen  Shn- 


iichen    Dreiecken 
Gleichungen 


der    Figur    ersichtlich    ist.      Es    bestehen    nttmlich    die 

PF_  PMp^Oü' 
F0~ MpP'~  P'<D' 
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aus  denen,  mit  Rücksicht  auf  3),  folgt  PF.P'<b'  —  BF.B'<t/.  Soweit  ist 
die  Construction  ein  bekannter  besonderer  Fall  von  dem  Durchschneiden 
projectiver  Büschel  auf  einem  Kegelschnitt.  Die  Punkte  8  und  £,  in  denen 
der  Kreis  die  Achse  schneidet,  sind  die  (reellen  oder  imaginären)  symp- 
totiscben  Punkte. 

Aber  wegen  der  mit  Rücksicht  auf  1)  geltenden  Beziehungen 

PJfp  ^PF      PF  _ 

MfP'~  FU~HF~^^ 
ist  weiter  ersichtlich,  dass  die  Winkelhalbirenden  des  Winkels  PMpP'  die 
Strecke  PP'  in  den  Verhältnissen  +  Pp  theilen.  Errichtet  man  also  den 
zu  JJTJ'  senkrechten  Durchmesser  und  nennt  M  denjenigen  Endpunkt 
desselben,  durch  den  YK  (Winkelhalbirende  von  U7Ü')  und  V K' 
gehen,  den  andern  Endpunkt  M,  so  schneidet  die  Gerade  Müfp  auf  der 
Achse  das  Collineationscentram  Cp  der  Ebenen  p  und  p  an.  Eine  durch 
Cp  gehende  Gerade  lässt  also  zu  einem  beliebigen  Punkte  einer  dieser 
Ebenen  den  coi^'ugirten  finden.  Der  Punkt,  wo  M  üfp  die  Achse  schneidet, 
mCge  negatives  Collineationscentrum  Cp  heissen. 


N  ^ M 

Ebenso  wie  PU  und  P'U'  in  Jlfp,  schneiden  sich  auch  PF  und  P'7' 
auf  einem  Funkte  Np  des  betrachteten  Kreises,  und  die  Winkelhalbirenden 
des  Winkels  PNpP'  theilen  P  P'  in  den  Verhältnissen  +»p.  Das  erkennt 
man  auf  Grund  der  Gleichungen  2)  an  den  ähnlichen  Dreiecken  PF  7, 
PNpP,  7'<t>'P'.  Nennt  man  N  denjenigen  Endpunkt  des  zu  W  senk- 
rechten Durchmessers,  durch  den  die  Linien  UH  und  U'H'  gehen,  den 
andern  Endpunkt  N,  so  schneidet  fiNp  die  Achse  in  dem  Punkte  Ep,  in 
welchem  die  Collineationsebene  der  Bündel  P  und  P'  normal  aur  Achse 
steht.  Die  im  Schnittpunkte  ^p  der  Achse  mit  der  Linie  N£y  zur  Achse 
normale  Ebene  möge  negative  Collineationsebene  heissen. 

Die  Figur  lässt  leicht  erkennen,  dass  die  Grundpunkte  des  Systems 
besondere  Lagen  der  Punkte  C,  C,  E  und  E  sind.     Fällt  P  nach  c»,  also 
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P'  nach  <iy,  BO  rttcken  die  Punkte  ia  der  angegebenen  Reihenfolge  nach 
dem  zweiten  Knotenpimkt  K',  negativem  Knotenpunkt  K',  Hauptpunkt  H', 
negativem  Hauptpunkt  H'.  Dagegen  werden  sie  beim  Punktepaare  J^ao 
in  den  entsprechenden  ersten  GrnnJpunkten  K,  K,  H,  H.  Auch  fiber- 
sjebt    man  sogleich,    wie   für   das  Punktepaar  HH'  der    Punkt  C  ins    Cn- 

^  endliche  fäUt,  für  KK'  ebenso  E,  für  HH'  der  Punkt  C  und  E  iür  KK'. 

H  Der  feste  Ki-eis  mit  seinen  8  festen  Punkten  UU'  VV'tAfA  NN  bildet 

also  eine  für  das  dioptrische  System  nuffallend  charakteristische  Figur.  Die 
CoüBtraction  conjugirter  Punkte  mit  Hilfe  dieses  Kreises,  der  etwa  als 
sjmptotischer  Kreis  bezeichnet  werden  könnte,  ist  nnabhSngig  von  der 
Existenz  reeller  symptotischer  Punkte,  aneb  auf  teleskoinsche  Systeme  über- 
tragbar, bei  denen  der  Kreis  in  eine  Gerade  entartet.  Bei  Linsensystemen 
rücken  die  Punkte  UV,  sowie  U'V,  ferner  MN  und  MN  in  je  einen  Punkt 
tosammen;  das  ist  der  von  Möbius  bebandelle  Fall.  Dagegen  rücken  im 
Falle  der  Reflexion  an  einem  si)hariscben  Spiegel  die  Punkte  V  und  ü", 
sowie  U  and   V  zusammen. 

^k  Dresden.  G.  Hblm. 

^^^    Vm  Ein  Widerspruch  in  Edland's  Theorie  der  Elektrioität. 

~  Die    elektro- dynamische    Licbttbeorie    Maxwell's,    welche    durch   die 

Elektro- Optik,  die  kritische  Geschwindigkeit  (Rowland  1876),  die  Bezieh- 
ungen zwiscben  Drecbungscoefficient  und  die  Dielektricittttsconsiante ,  sowie 
durch  die  von  Bezold  (1870),  Feddersen  und  besonders  Hertz 
(1887  —  89)  beobachteten  elektrischen  Schwingungen  einen  hohen  Grad  der 
Wahrscheinlichkeit  erlangt  hat,  sieht  in  der  Elektricitiit  und  im  Liebte  nur 
verscbiedene  Bewegungsformen  desselben  Mediums,  welches  wir  Licht- 
äther nennen,  während  die  Theorie  Edlund's  (Thüorie  des  ph^nomOnes 
i'lectriques  1873 — 76)  die  Elektricitiit  mit  dem  Aether  als  identisch 
annimmt,  and  die  positive  Elektricit&t  als  Aetherexcess,  die  negative  als 
Aetherdeficit  ansieht. 

Der  elektrische  Strom  ist  nach  Edlund  ein  Aetherfluss,  verursacht 
darch  den  Aasgleich  von  Excess  und  Deficit. 

Die  ErklSrung  der  Abstossung  und  Anziehung,  der  Influenz,  des  gal- 
vanischen Widerstands  und  besonders  die  des  Nordlichts  (1878)  konnten  in 
einfacher  Weise  mit  dieser  Theorie  gegeben  werden.  Der  erste  Einwand, 
den  aber  Edlund  durch  den  Uebergangswiderstand  widerlegte,  war  der, 
dass  dnrcb  einen  luftleeren,  also  nichtiitherfreien  Raum  von  2  mm  Lunge 
der  stärkste  Fankenstrom  nicht  durchgebt,  der  zweite  von  Füppel  (1888) 
angegebene,  dass  die  Glimmlichtstrüme  im  luftleeren  Raum  ausbleiben; 
Bude  (1886)  endlich  hat  die  Unhaitbarkeit  der  Edlund'schen  Nordlicbt- 
theorie  dargethan,  so  dass  diese  Theorie  heutzutage  kaum  mehr  Anklang 
findet. 


^ 
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Im  Folgenden   theilen  wir  einen  Versuch  mit,   welcher  einen  weiteren 
Beweis  gegen  die  Edlund'sche  Theorie  der  ElektxicitSt  abgeben  dürfte. 

Auf  einer  kleinen,  vernickelten,  ebenen  Metallplatte  worde  eine  Plan- 
convexlinse  aufgelegt  und  beide  von  oben  und  unten  durch  grosse  Glas- 
platten zusammengedrückt.  Diese  waren  mit  Schellack  so  weit  überzogen, 
dass  noch  ein  kleiner  Baum  zor  Beobachtung  der  entstehenden  Newton- 
sehen  Hinge*  übrig  blieb  und  in  anderer  Weise  wurde  noch  fttr  möglichste 
Isolation  gesorgt. 

Die  Ringe  wurden  mit  einem  Mikroskop  von  etwa  ISOfacher  Linear- 
vergrÖBsernng  beobachtet. 

Mittelst  einer  Influenzmaschine  wurde  die  Metallplatte  so  stark  als 
möglich  geladen  und  das  Mikroskop  (der  Sicherheit  halber)  zur  Erde  abgeleitet. 

Es  handelte  sich  darum,  ob  der  innerste  Bing,  bei  dem  sich  eine  Luft- 
schicht von  blos  0,0002  mm  Dicke  befindet,  eine  Form  Veränderung  erleidet 

Wenn  man  die  zageftthrte  Elektricität,  welche  sich  in  der  NShe  des 
innersten  Binges  auf  der  Metall-  und  Glasplatte  befindet  und  welche  wir 
bei  der  Susserst  kleinen  Entfernung  von  0,0002  mm  und  der  sehr  grossen 
Ladung  als  gleichnamig  annehmen  müssen,  eine  Vermehrung  des  Aetheis 
zur  Folge  hat,  so  müsste  die  Dichtigkeit  desselben  in  der  NShe  des 
innersten  Ringes  zunehmen,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Lichtes 
also  abnehmen  und  damit  der  Brechungscoefficient  sich  vergrössern. 

Nun  ergaben  aber  trotz  der  st&rksten  Ladungen  (bei  denen  der  Funke 
wiederholt  zum  Mikroskop  übersprang)  die  Beobachtungen  keine  VerSnderung 
der  Ringe.. 

Um  nun  nachzuweisen,  dass  eine  minimale  Dichtigkeitsändernng  bei 
massiger  Vergrösserung **  noch  wahrnehmbar  sein  müsste,  gehen  wir  auf 
die  Gleichungen  des  ersten  Newton'schen  Ringes  ein.  Die  Dicke  der 
Luftschicht  am  ersten  Ringe  ist: 

_      l 

4cosa' 
WO  l  die   Wellenlänge  des   homogenen  Lichtes  in   der  Luftschicht  und  a 
der  Brechungswinkel  in  derselben  ist,  so  dass 


,«=/L- 


.,     —sm' 
cost 


wo  «,    der  entsprechende    Einfallswinkel,    n  der  BrechungscoeMcient  von 
Glas  in  Luft  ist     Es  ist  daher: 


*/ 


1      ^      "' 


*  In  Wirklichkeit  wurde  statt  der  Linse  ein  passendes  Stück  einer  Fenster- 
scheibe gewählt,  80  dass  der  erste  Ring  ungefähr  4  mm  Durchmesser  hatte. 

**  Versuche   mit  stärkeren  Vergrösserungen  dürften  cum  gleichen  Resultat 
führen. 
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Ist  nun  R  der  Linäenradins ,   r  der  Radios   des   ersten   Ringes    nnd   A,    diu 
Wellenlänge  im  Glas,  also  ^^  =  n.k,  so  ist 

RA, 


woraus : 


dr  = 


R.K,.ndn  r.n.dn 


4ry'n^-sin*a^      2(n''-sw»o,) 


Nnn  war  r  =  2  mm,   »=ti  also   «»r   01  =  30'  und  A  =  0,üOOü   mm 
(gelbes  Licht):  e  =  0.0002  mm, 

wie  schon  oben  angegeben  wurde;  ferner 

dr  =  -=-dn. 

In  der  gewöhnlichen  Sehweite   von   25  cm  kann    man   aber   2  Ringe    noch 
gnt  als  getrennt  wahrnehmen  bei  einer  Entfernung  von    ^'^  mm ,    also  von 

dr=  mm   bei  einer   Vergrösserung   von    130;   demnach    könnte   eine 


13UU 


1 


Aenderung  dn  =  77757;  noch  gut  wfihrgenommon  werden. 

Wir  schliessen  daher,   dass  n   und   damit  die  Actherdichte  sich  nicht 
ündert,  dass  also  die  Elektrlcitfit  nicht  Aetherexcess  oder  Aetherdeficit  sein  kanu. 
Cannstatt.  Dt'.  Ruoss,  Gymnasiallehrer. 


IX.  Eine  Verallgemeinernng  des  Pythagoräischen  Satzes. 

üeber  zwei  Seiten  AC  und  BC  irgend    ein?8  Dreiecks  ABC  sind  die 
Wliebigen  Parallelogramme  CADE  und   CBFG  construirt,  von  denen  sich 

die  verlängerten  Seiten  DE  und  FG 

in  H  schneiden ,  ferner  bezeichne  M 

den  Durchschnitt  von  II C  mit  AB, 

auf  der  Verlängerung   von  CM  sei 

3IN=-  HC  genommen,  endlich  mögen 

aus  MN  und  MA,  sowie  aus  MN 

undJIfB  dieParallelogrammej^JIfA'P 

und iiiffiVQ gebildet  sein;  es  isldann 

Fl.  CADE=Fl  ÄMNP 

Fl.  CBFG  =  ¥\.  BMNQ 

mithin  die  Summe  von  den  über  CA 

und  (7£  conslruirten  Parallelogramra- 

fliichen  gleich  der  über  A  B  stehenden 

Parallelogramrafliiche  ABQP. 

In  dem  sehr  speciellen  Falle  AD=AC,  BF=BC,  LACE=LBCG 

=  LACB=W  wird  hieraus  der  Pythagoräische  Satz. 

Soest.  Dr.  Scbjinemann. 


und 
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X.   Kriterien  der  Theilbarkeit  dekadiseher  Zahlen. 


Als  eine  praktisch  rasch  zum  Ziele  fttbreude  Begel  zur  Prttfang  einer 
dekadischen  Zahl  auf  ihre  Theilbarkeit  durch  ein  beliebiges  n  darf  das 
folgende  Verfahren  angeführt  werden.  —  Man  stelle  unter  die  Anfangs- 
und Endziffern  des  Dividendus  passende,  durch  n  theilbare  Zahlen  nnd 
setze  unter  die  übrigen  Ziffern  des  Diridendus  beliebige,  womSglich  die 
höchsten  Ziffern  enthaltende  Vielfache  von  n,  subtrahire  und  wiederhole 
das  Verfohren,  bis  eine  Restzahl  entsteht,  an  der  man  unzweifelhaft  sehen 
kann,  ob  sie  durch  n  theilbar  ist  oder  nicht.  Ist  diese  Restzahl  durch  n 
theilbar,  so  ist  es  auch  die  ganze  Zahl  Z. 

Beispiele: 


Z=  41335882,  n 

=  7. 

z. 

=  2747436796,  «=13. 

35777742 

2691919126 

555814 

5551767 

497714 

5291117 

581. 

26065. 

;;  =578702348,  « 

=  14. 

Z 

=  1198740578,  «  =  29. 

568485428 

1168789958 

102169;;" 

2995062 

988442 

2987232 

33250 

783 

28910 

58 

434. 

203. 

Oldenburg,  i.  G. 

G.  Speckmamn. 

üeber  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems 
durch  fünf  unendlich  benachbarte  Lagen. 

Von 

l'rof.  Dr.  R.  Müller 

In  Iiraonichwalg. 


Hieran  Taf.  VI,  Fig.  1-11. 


Bei  der  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  sind 
bekanntlich  durch  Angabe  von  vier  unendlich  benachbarten  Systenilagen 
nir  jede  Systeracurve  die  beiden  Krümmungsraittelpunkte  bestimmt,  die  zu  den 
augenblicklich  erzeugten  Elementen  ihrer  HUllbahncurve  und  der  Evolute 
derselben  gehören.*  Durch  Hinzufügung  einer  fünften  Systemlage  ge- 
langen wir  weiter  zum  Krümmnngsmittelpnnkt  der  Evolute  jener  Evolute 
—  oder,  wie  wir  uns  kürzer  ausdrücken,  der  zweiten  Evolute  der  Hüll- 
bahncnrve.  Zugleich  ergiebt  sich  die  Aufgabe,  die  Krümmungsradien  der 
ersten  Evoluten  von  Polbahn  und  Polcurve  zu  ermitteln,  und  es  entsteht 
femer  die  Frage  nach  denjenigen  Systempunkten,  die  augenblicklich  Bahn- 
elemente mit  fünfpunktig  berührendem  KrOmmungskreise  durchlaufen. 

Die  hier  angedeuteten  Aufgaben  bilden  den  Gegenstand  der  vorliegenden 
Arbeit.  Dabei  werden  wir  mit  Rücksicht  auf  den  besseren  Zusammenhang 
unserer  Darlegungen  gewisse  Ergebnisse  früherer  Arbeiten  in  Kürze  von 
Neuem  ableiten,  was  nm  so  zweckmässiger  sein  durfte,  als  im  Folgendon 
eine  von  der  früheren  abweichende  Vorzeichenbestimmang  angewendet  wird. 

§  1.  Formeln  für  den  KrllmmungBradins  der  ersten  und  der  zweiten 
Evolnte  der  von  einer  beliebigen  Systemcurve  erzeugten  HüUbahncnrve. 

Wir  bezeichnen  mit  S,  S\  S'\  S"',  S""  fünf  unendlich  benachbarte 
Lagen  eines  ebenen  Systems,  mit  ^,  O,  9i,  ©  beziehentlich  die  Pole  zwischen 
je  zwei  auf  einander  folgenden  Systemlagen.  Dabei  setzen  wir  im  Folgenden 
stets   voraus,   dass   iß   ein   endlicher   Punkt  ist,  und   dass  O  nicht  mit  $, 


•  üeber  die  Knlmmung  der  Bahnevoluteu  bei  etarren  ebenen  Systemen.  Diese 
Zeitschrift,  Bd.  36,  S.  193.  Construction  der  Krüiiiniungsuiiltelpuiikte  der  Uüll- 
babnevoluten  bei  starren  ebenen  Systemen.    Ebendaselbat,  S.  '257. 

/«iliclirift  r  Mathematik  a  Vhjtit  XXXVIT,  3.  9 


sowie  dass  8'  nicht  mit  5  zusamraenf^Ht.*  Nehmen  wir  dann  an,  daa 
System  gelange  aus  der  Anfangslage  S  in  die  Lagen  S',  S",  S"\  S"" 
dnrch  anf  einander  folgende  Drehangen  um  die  Winicel  d9,  d9-i-d*9, 
dO  +  2d»»  +  d'»,  d»+3d»»  +  3d»ö,  so  dürfen  wir  ohne  Beeinträch- 
tigung der  Allgemeinheit  D9i  =  9t@  =  $D  =  tiu  setzen,  wo  du  und  d9 
von  Null  verschiedene  positive  Grössen  sind. 

Sei  ferner  t  die  Tangente,  n  die  Normale  der  Polbahn  im  Punkte  %-., 
80  soll  unter  positiver  Folbabntagente  von  5)J  aus  gerechnet  der  Theil  von 
t  verstanden  werden,  auf  welchem  O  liegt,  und  unter  positiver  Polbahn- 
normale der  Theil  von  n,  welcher  nach  einer  Drehung  um  90°  im  Sinne 
der  Drehung  des  Systems  mit  der  positiven  Polbahntangente  zusammenfällt. 
Wir  bezeichnen  weiter  die  Contingenzwiukel  der  Polbahn  in  den  Punkten 
O  und  9{  bez.  mit  dt  und  dr  +  (Z*r  und  rechnen  dr  positiv,  wenn  das  Element 
09i  um  diesen  Winkel  im  Sinne  der  Drehung  des  Systems  gedreht  werden 
muss,  um  mit  t  zusammen  zu  fallen. 

In  Figur  1  bedeutet  a  eine  beliebige  Systemcurve  in  der  Anfangslage 
S,  a,  bez.  flj  ihre  erste  und  zweite  Evolute,  a  die  Hüllbahncurve  von  a  mit 
den  Evoluten  q,  und  iij,  A  den  KrQmmungsmittelpuukt  demjenigen  Punktes 
der  Curve  a,  in  welchem  sie  augenblicklich  ihre  Uullbahn  berührt,  und 
A,,  -4j,  A,  A,,  Aj,  die  entsprechenden  KrUramuugsmRtelpunkte  derCurveno,,  n,, 
a,  Ol,  cTj.  Gelangt  das  System  in  die  unendlich  benachbarte  Lage  S'  {a,  a\,  n\), 
so  giebt  die  aus  O  an  a\  und  a,  gehende  Tangente  den  Berührungspunkt 
von  a  und  o ;  wir  bezeichnen  die  zugehörigen  Krümmungsmittelpunkte  der 
Cnrven  a,  o',,  o'j,  o,  n,,  «j  bez.  mit  B\  B\,  B\,  B,  B,,  B^.  Wir  setzen  nun 
'^A  =  r,  i^v^,  =  s,,  y^j.,4,  =  8j.  5|JA  =  e,  AA,  =  dl,  A,A,  =  ö,,  L'^'^i  =  'Pi 
£^B'=r+dr,B'B',=  s,+  ds„^B  =  Q  +  do,BB^=o,+  da,,LB'^•^  =  <P  +  d(p^ 
dabei  bestimmen  wir  die  Vorzeichen  der  einzelnen  Grössen  in  folgender 
Weise:  Wir  betrachten  r  als  wesentlich  positiv  nnd  versehen  Sj,  p,  ffj  mit 
dem  positiven  Vorzeichen,  wenn  die  Strecken  A^A^,  ^<A,  AjAj  mit  '^A 
gleichgerichtet  sind.  Drehen  wir  "-^^A  um  'i|i,  bis  A  auf  die  positive  Pol- 
bahnnormale fSUt,  so  sollen  Sp  a,  als  positiv  gerechnet  werden,  wenn 
AA-^  bez.  AAi  zur  positiven  Polbahntangente  parallel  sind.  Endlich  soll  q; 
stets  denjenigen  zwischen  0"  und  3G0"  liegenden  Winkel  bedeuten,  um 
welchen  '^j4  im  Sinne  der  Drehung  des  Systems  gedreht  werden  muss, 
um  mit  der  positiven  Polbahntangente  zusammen  zu  fallen. 

Ziehen  wir  noch  OU_Li}Jj4  und  bezeichnen  den  Winkel  der  Geraden 
'^A  und  DB  mit  dip,  so  ist,  von  unendlich  kleinen  Grössen  höherer  Ord- 
nung abgesehen, 

AB     il3  A  -  ^ U  —  O B_e  -  rfu  cos(p-(Q  +  dg)  _      de+ducos9 


i 


1)  <j,=-7"  = 
'    dn> 


4 


dl)! 


{<J>  +  dq>  +  dt)  —  q> 


*  SondermUe,  die  sich  z.  B.  ergeben,  wenn  die  Polbahn  in  ^  eine  Spitte  hat, 
oder  wenn  Potbalm  und  Polcurve  einander  in  >p  oaculiren,  werden  dadurch  von 
der  Betrachtung  auEgeechloBseu, 
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Nun  ist  bekanntlich 

o.  rdusinip 

•)  P  =  1 — : TT; ' 

austn(p  —  rd9 

also 

,    ,  (r  +  dr)dusin(rp  +  dq)) 

Q  +  dQ<— 


du8in{q>  +  d<p)  —  {r  +  dr){d»+d*9) 

rdusinip  +{r  dg)  cos  g)  +  drsin(p)du 

duainq)  —  rd9+dudipeo8<p  —  rd*9—  drdQ 

rdusin<p       ,  r*{cP9sinq>  —  d9d(pco8ip)+dudrsiH*0, 
~  + 7T-zr- „  ,^.. du 


dusinq>  —  rd9  {dusin<p  —  rd&) 

und  daher 

o.  ,    _  t'(d*9sin(p  —  d&dipcos<p)  +  dudrsin*(p 

'  ^~  (dumnq>-rd»)* 

Beseichnet  femer  dx  den  Winkel  der  Geraden  ^A'  und  O.B',  so  folgt 
ans  dem  von  $Q,  ^A'  nnd  Of  gebildeten  Dreieck 

..  .     .       dusin(w  —  d9)     dusinw 

4)  stndx= rS ■  — 

r  +  dr  r 

Nan  ist  aber  (p  +  dip  +  dT  =  <p  —  d9  +  dxi  also  wird 

5)  d(p  =  — d»  — dr-H 

r 

Es  ergiebt  sich  weiter,   wenn  U'  den  Fasspunkt  des  von  D  auf  '^A' 
gefUlten  Lolhes  bedeutet, 

/f  S^  =^Ä  —  ^VL'  —  S:iS' =r  —  dum (p  —  (r  +  dr)  =  —  dueos <p  ~  dr; 

andererseits  ist 

oder  nach  4}  A'B' '= -' dusintp, 

f 

mithin  erhalten  wir 

6)  dr=  —  ducos<p  —  -dusincp. 

Dnrch  Einsetzung   der  iür  dtp  und  dr  gefundenen  Werthe  verwandelt 
sieh  Gleichung  3)  in 

du 
(dusinq)  —  rd9)* 

\f*cP&sin(p+r^d9{d9+dt)cosq)-rdud9sin<pcos(p-du*sin*(peos(p--du^sin^q>^. 

nnd  dann  folgt  aas  Gleichnng  1)  fttr  den  Krümmungsradius  der  ersten 
Evolute  der  Hfillbahncurve 

_      _    r'\d9{2d9+dT)eos<p+d^9sin(p\-3r*dud9sinq)Cosq>-s^du*8in^(p, 
^>'^~  (dusinv-rd9f  ' 
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Aus  Figar  1  ergiebt  sich  femer: 

•^A,B,_  BB,-AA,  _      dff, 
*      d^  d^  d(p+dx 

oder  nach  5) 
8)  „-         rda, 

•     dustnq>  —  rd& 
Nun  ist  nach  7) 

a,  +  d «,  =  -  ^clusin{g>  +  dq,)-(r  +  dr){d9  +  d>»)\' '  f^*" '*' '*''^'' 

\(d9+d:'9){2d&+dT+2d:'9+ePt)cos(<p+d<p)+(d'9+öP»)sin{q>+dq>)\ 

-S(r+drfdu(d9+^»)ain{(p+dip)cos{<p+d9)-{i,+ds{)du'sin\ci)+dg>)]. 

Setzen  wir  hier  wieder  für  dg>  und  dr  die  Werthe  ans  5)  und  6),  und 
beachten  wir,  dass  d8i=Ä\B^i  =  8fd%,  oder  nach  4) 

ds,  =-dusmq) 

ist,  so  geht  die  rechte  Seite  nach  einfacher  Rechnung  über  in 

a, — — : -r-T-A  ■  [r'\d9(2d9+dT)rosqH^9sinip\-S*'*dud98inificos<p 

'     r(dusincp—rd»)*  ^    '       ^  '       ^  ^* 

—  8idu^sin^(p].{r'd!'d+rdudxcosip  —  du*sinq>eosq) 
—Sidud^sinip) 
**"  ,.[r*{dd(3d»d+d»i)fos<j.+[dO(dd+(Jt)(2(J&+dt) 


r{dusmip  —  rd9)^ 

+d^9]sinipl  —r^du\Sd&*cos*<p  +  Öd:'»8iHq>eos<p 

+d9{öd9+4dT)8m*ip\+3r'du*d9sinfp 

—  3r*s^dusin<p  |dO(2dd  +  dx) cos <p  +  ^ » siHip\ 
+3r8tdit*{3d&+dx)sin*(pcosq>—Sa^du*8in'q>co8<p 

—  Sfdu'sin^tp], 

und  mit  RUcksicht  auf  den  so  gefundenen  Werth  von  dff,  erhalten  wir  aus  8) 
den  ErttmmungBradius  der  zweiten  Evolute  der  Httllbahn  curve 

ff,=-^- — .  '   _    ,  -r^  •  [r^\d'b(2d9+dT)cosq>  +  eP9sintp\-3r'dud&8inq>eos(p 

—  s,du*«n'(j)]  .{f'd*&  +  rdudzcos(p—du*8in<pco8ip 

—  SfdudQsinq)) 
^"         Ti  ■  [r«td»(3d«d  +  d«t)cosg)  +  [dO(dd  +  dx){2d9-\-dx) 


{dusin(p  —  rd9) 

+  d'0]  sin  qp}  —  r'  du  \Sd  9*  cos*  q>  +  5cP9  sin  v  cos  q) 

+d9{5d9+4dT)8in*<p]+3r'du*d9  8in(p 

— 3r*s,dustn(p  \d9{2d9+  dr)  eosq>  +  d^98in<p\ 

+3rs^du*^ßd9  +  dx)sin*<pcos^p  —  S8^du'8in*<peos<p 

— Sjdu'si»*?)]. 
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Bezeichnen  wir  noch  mit  a,",  0^°  die  Kr(ltiimungäradien  der  ersten  und 
zweiten  Evolute  der  Bahncarve,  die  der  Systempunkt  j4  beschreibt,  so  folgt 
aus  7)  und  9)  für  s,  =  s,  =  0 

10)  ö,"  =  -  ^-j— Ji*!^-— j.  [r  ]d»  (2dd  +  di)  co.<!<p  +  d'!>sinv\ 

—  3du  d&  sintp  eos(p] 
r'du 


11)  ö,<'  =  3ö, 


nod  dann  wird 
12)«,  =  <f,''  + 


(dusin<p- 

f*d*d  +  rdMdtcas(p  —  du*  smtp  eo8<p 


{dusin(p  —  rd9)'  (dusin<p  —  rd»)* 

[r*  \d»  {Sd^O  +  d'j)  costp+[d^'>(df^  +  dr)  {2,i9  +  jT) 
+  d'0]  sin  <p\  —  Tdu\3d&*  cos*  (p  +  5 d^ d  shKp  cos  (p 
+  d9  {5d9  +  4dr) sin*(p\  +  3du*  d9 sin<p]. 


{dusinip  —  rd9y 


.„       _     0        6J|  g|°  du*  sin* (p     ,  6rs,  du*dd  sin*tp  cos(p 
'  "'  ~  "»  ~  r(,dusin(p-rd»)*  "^       {du  sin<p -rd9)* 
3  5, '  d  u*  (/  0  sin*  (p  s^du*  sin*  <p 


r{dusin<p  —  rrJOj*     (du  Wnqp  —  rd&)* 
I        Hierdarch  ist  die  Constraktion   der   einer   beliebigen  System ourve   a 
entsprechenden  ErUtnmangsradieu  o, ,  0^  zarttckgefUhrt  auf  die  Construction 
: 


der  Krümmungsradien    o,**,    a^"   für   einen    Systempunkt  A,     Machen    wir 

nämlich  in  Fig.  2  auf  der  positiven  Polbahnnormale  ^  W=  —- ,  so  ist  be- 

rf  0 

kanntlich  W  der  Wendepol  der  Systemlage  S;  verstehen  wir  dann  unter 
Ät  den  Fusspunkt  der  von  W  auf  "J^Ä  gefttllten  Senkrechten  und  errichten 
in  5  zu  ip  J  ein  Loth,  welches   WA  in   U  schneidet,  so  wird 


'SßU=  WA,- 


AA,  =  j-sin(fi-r, 
r  rducostf) 


AAt      dusin(p  —  rd& 
d  dann  gehen  die  vorigen  Gleich nngen  über  in 


aa/ 


f  5. 


Aus  den  Gleichungen  10)  bis  13)  können  die  entsprechenden  Formeln 
für  die  umgekehrte  Bewegung  ohne  Weiteres  abgeleitet  werden,  Be- 
trachten wir  nttmlich  die  bisher  bewegte  Ebene  als  fest,  so  erfolgt  für 
diese  die  Drehung  d9  im  entgegengesetzten  Sinne ,  also  ist  in  den  früheren 
Formeln  <p  an  vertauschen  mit  S6(P — tp  —  denn  um  diesen  Winkel  muss 
^A  im  Sinne   der  jetzt  vorliegenden  Bewegung  gedreht  werden,   um  mit 


J 
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der  positiven  Polbahntangente  zasammen  zu  fallen.  Es  verwandelt  sich  femer 
r  in  ( ,  .^2  in  tf,  i  s^in  —a,  —  weil  die  Seiten  der  Polbahnnormale  ihre  Vor- 
zeichen umkehren  —  and  an  Stelle  von  dt,  dt  +  cPx  treten  die  Contin- 
genzwinkel  der  früheren  Polcarve  d9+dt,  d^  +  dx  +  d^^  +  cPt,  äieaher 
mit  negativem  Vorzeichen  einzuführen  sind,  weil  die  Drehung  um  d9-\-dT, 
die  das  zweite  Element  der  Polcurve  mit  t  zusammenfallen  iBsst,  der  gegen- 
wärtigen Drehung  des  Systems  entgegengesetzt  ist.  Es  erzengt  demnach 
die  Systemcurve  a  eine  Httllbahncurve  a,  deren  Krammungsmittelpunkte 
A,  Ä^,  Af  bestimmt  sind  dnrch  die  Gleichungen 
gdusinip 


16)       r  = 


17)     s,=V4 


fd^  +  dusintp 

a,  du^sin'v 


(gd^  +  dusinq))" 


.„.         _    j_  6s,"(j,dM*sm*<p     6Qe^du^ä9sin*0eos(p    3g|'d«*d»*wV 
*~  •  ~ Q{Qd9+du8in^*      {Qd9+  du8in<p)*      ((fd»+du8inq>y 

Of  du*  8m*ip 
wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist  {od9+du8in^)*' 

—  Sdud&sintpeo8q>] 

2Q,     0  _     3  -  0  g*<^  ^-Q  <^"  {de+dt)  cosq)+ du* sin  tpcosg)  9*  du 

'  **  •'  (,iid9  +  dusin<p)*  '  {Qd»+dusinv)* 

[q*  \dd  {d'T-2^&)  cosip+[d9  dr  {dx  -d»)  +  d»»]sinq)\  +(idu. 
\3d&*co8*<p—5d^9sin(pco8<p+d9{d9—4dj)8in*q>\  +  3du*d98inip]. 

§  2.  Anwendung  auf  die  Evoluten  der  von  den  Systemgeraden 
erzeagten  HttUbahncurven. 

Ist  die  Systemearve  a  eine  gerade  Linie,  so  liegt  in  Fig.  1  der 
Punkt  A  anendlich  fem,  und  dann  folgt  aus  den  Gleichuivgen  2),  7),  9), 
wenn  r  =  oo,  S|=«g  =  0  gesetzt  wird, 

21)    Q  =  -j^stncp, 


„„,  du{2d&  +  dT)  .  dud^9 


d9*  —^'     d«»"''~^' 

23)  a,=.^\3d'9{d9  +  dT)-d9^T\co8q,-j^,- 

\d9»  id9  +  dr)  (2d9  +  dl)  +  d9d!'9  -  3d«d*j  Hnqi. 

Machen  wir  daher  in  Fig.  3  auf  der  Polbahnnormale  n,  bez.  auf  Paral- 
lelen zur  Polbahntangente  t 
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24) 


^15K  =  - 


du 
d» 


TZ= 


du{2d9-\-dz) 


Z\X  = 


dudP9 


d9* 


de* 


K?)  =  -  f^  I«*»*  {d {f  +  dz)  {2d9  +  dr)  +  J» rf'd  -  3fJ»ö«| 
(19 


* 


l 


?)3=-||i|3d«d(dd  +  di)-dOd't|, 

wobei  positive  Strecken  immer  im  Sinne  der  positiv  gerichteten  Geraden  n 
und  t  aufgetragen  werden,  so  erhalten  wir  die  Krtlmmungsmittelpunkte 
A,  A, ,  Aj,  indem  wir  KA_L^.4oot  UA,  _LKA  und  SAi_LUA,  ziehen. 
Dann  ist  K  der  ROckkehrpol  der  Systemlage  S,  A  ein  Punkt  des  RUck- 
kebrkreises  x,  und  die  Punkte  A^,  A^  liegen  auf  zwei  Kreisen  Xj,  Xj,  die 
bez.  K.  U  und  U,  3  2°  Gegenpunkten  haben.  Daraus  folgt  der  Satz: 
Die  KrDmmnngsmittelpunkte  der  ersten  bez.  zweiten  Evoluten 
aller  Hüllbahncurven,  die  von  den  Systemgeraden  erzeugt 
werden,  befinden  sieb  in  jeder  Systemlage  auf  je  einem 
Kreise  x,  bez.  x,.  Ganz  dasselbe  gilt  offenbar  auch  von  den  HUllbahn- 
evolnten  aller  System  cur  ven,  deren  augenblickliche  Berührungspunkte  mit 
den   zugehörigen  Hüllbahnen   fünf  punktig  berUhreade  Tangenten  besitzen. 

Der  vorstehende  Satz  ergiebt  sich  übrigens  anch  rein  geometrisch  in 
folgender  Weise:  Bezeichnen  wir  in  Fig.  4  mit  ^,  D  die  Pole  der  anf 
einander  folgenden  Systemlagen  S,  S',  mit  K,  A  die  zugehörigen  Rückkchr- 
pole  und  mit  a,  a  die  entsprechenden  Lagen  einer  Systemgeraden,  und 
ziehen  wir  ''^ÄaaJ.a,  O  .B'ao -L ''t  sowie  KA_L^>lx).  ABJLOjB'ooi 
80  ist  der  Schnittpunkt  A,  von  KA  und  AB  der  KrQmmuugsmittelpunkt 
der  Hüllbahnevolnte  o, .  Dann  ist  ^  KAj  A  = /.ao'=  d^,  folglich  liegt  A, 
auf  dem  Kreise,  der  KA  znr  Sehne  und  d9  zum  zugehörigen  Peripherie- 
winkel bat.  —  Es  ist  klar,  dass  dieselbe  Schlussweise  auf  die  Kvtlmmungs- 
mittelpnnkte  A^,  A3...  aller  folgenden  Evoluten  angewendet  werden  kann, 
d.  h.  es  befinden  sich  überhaupt  die  Krttmmungsmittelpunkte 
der  Evoluten  irgend  einer  Ordnung  der  EUllbabnen  aller 
Systemgeraden  in  jeder  Systemlage  auf  einem  Kreise. 

Nehmen   wir  umgekehrt  an,   es   sei  in  Fig.  1   ()  =  oc,  0,  =  aj  =  0,   so 
bat  die  Htlllbahncurve  a  in  ihrem  Berührungspunkte  mit  a  eine  fUnfpunktig 
berührende  Tangente,  und  die  Gleichungen  16),   19),  20)  gehen  über  in 
du    . 

duidx-d9)  ,  dudelt    . 

5.  = j^—  cos  9>  +  -^^  s,n<p, 

s,  =  ^-^{d9d'9-\-d9dh-3dzd*9)cos<p  +  -'^,- 
[d&*  dt  {dl  -  d9)  -3d'9*  +  d9  d»9\sin(p . 
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Bestimmen  wir  daher  in  Fig.  3  auf  n  die  Ponkte  TT,  93,  9i  und  aaf 
Parallelen  zu  t  die  Pankte  SB,  @  entsprechend  den  Gleiohongen 


25) 


?SB. 


d9 

du  (dd  -  dt) 


d&* 


W^  =  ~\d»*di{dt-d9)-ScP9*  +  d»eP»\ 
dv" 

3i@  =  ^,  (d» d««  +  d» <i«r  -  3dr<l*d), 
dw 

so  liegen  die  Krflmmnngsmittelpankte  A,  ^„  A^  bez.  aaf  den  Kreisen  w,  w,  (0„ 
welche  ^W,  W®,  988  zn  Durchmessern  haben;  dabei  bedeutet  TF  den 
Wendepcl,  ta  den  Wendekreis  der  Sjstemlage  8. 

Was  soeben  von  den  Punkten  A^,  A^  bewiesen  wurde,  gilt  auch  von 
den  Krfimmungsmittelpnnkten  aller  folgenden  Evoluten  der  Cnrre  a,  wenn 
a  eine  gerade  Linie  ist,  d.  h.  die  ErQmmnngsmittelpunkte  der 
auf  einander  folgenden  Evoluten  aller  Sjstemcurven,  die  ge- 
rade Linien  umhüllen,  befinden  sich  in  jeder  Systemlage  auf 
einer  Reihe  von  Kreisen  w,,  w,... 

Die  Kreise  u>  und  lOj  als  Träger  der  Punktreihen  A...  und  .^,... 
sind  aus  W  perspectiv  auf  einander  bezogen;  ihr  zweiter  Schnittpunkt  Q 
ist  folglich  der  selbstentsprecbende  Punkt  dieser  Beihen.  Derselbe  befindet 
sich,  als  Systempunkt  betrachtet,  in  einem  Bahnelement,  für  welches  Q  =  cß, 
0,  =  0  ist,  d.  h.  in  einem  ündulationspunkte  seiner  Bahn;  wir  bezeichnen 
ihn  mit  Ilerm  Mehmke  als  den  Ball'schen  Punkt  der  Systemlage  8 
und  erbalten  ihn  als  Fusspunkt  des  von  W  auf  $3B  genuiteu  Lothes. 

Der  zweite  Schnittpunkt  der  Kreise  u>i  und  to^  ist  der  Fusspunkt  der 
Senkrechten  von  i{B  auf  WS;  er  fUlt  also  mit  Q  zusammen,  wenn  W& 
auf  ^$38  senkrecht  steht,  und  dann  bleibt  Q  in  fUnf  unendlich  benach- 
barten Lagen  auf  einer  Geraden.     Diese  specielle  Bewegung  dra  Ball'sohen 

Punktes  tritt  demnach  immer  ein,  wenn  9i®  =  —  TTSÜ.^-rr  ist,  und  hieraus 

folgt  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  25)  die  Bedingung 
26)       d*»d»t  =  dddt(dO-dt)*  +  2d»d«-d»»(dö-dt). 

Der  zweite  Schnittpunkt  Q  derKreise  x,  x^  ist  der  Ball  'sehe  PunktfUr  die  um- 
gekehrte Bewegung;  wir  finden  ihn,  indem  wir  von  K  auf  $U  ein  Lotb  f&llen. 
Durch  Angabe  der  Kreise  x,  x,,  x,,  oder  der  Kreise  w,  »„  «p, 
sind    fttnf    unendlich    benachbarte    Systemlagen    vollständig 
definirt     Sind  x,   x^,  x,  bekannt,   so  bestimmen  wir  nach  24)  und  25) 
die  Kreise  tc,,  w^  mit  Hilfe  der  Gleichungen 
£33=3. 5p  TT 
i89t=5J}iß  +  $2:-3:?) 
9iS  =  4.£U-?)ä. 
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§  '6.  Constraction  der  Kreise  x,  x, .  x^  und  der  Krümmungsradien  o„  a,, 
wenn  fünf  nnendlich  benachbarte  Systemlagen  in  allgemeinster  Weise 

gegeben  sind. 

Kennen  wir  von  zwei  beliebigen  SystemcurveD  die  augenblicklichen 
Lagen  a  nnd  b ,  die  Berührungspunkte  mit  ihren  Hüllbahncurven  a  und  ß, 
die  zugehörigen  KrQmmungsmittelpunkte  von  a  and  ß,  sowie  die  KrUm- 
mungsmittelpunkte  der  ersten  nnd  zweiten  Evoluten  dieser  Curven,  so  sind 
hierdurch  fünf  nnendlich  benachbarte  Systemlagen  in  allgemeinster  Weise 
definirt,  und  dann  entsteht  die  Aufgabe,  für  die  HUllbabn  irgend  einer 
dritten  Systemcurve  und  für  deren  Evoluten  die  entsprechenden  Ki'Ummungs- 
mittelpnnkte  zu  construiren.  Die  vorliegende  Aufgabe  iBsst  sich  zunlicbst 
auf  eine  einfachere  zurückführen.  Auf  Grund  der  Gleichungen  14)  und  15) 
in  §  1  erhalten  wir  nSmlich  aus  den  genannten  BestimmuugsstUcken  sofort 
anch  die  Krümmungsradien  der  ersten  und  zweiten  Evoluten  derjenigen 
Bahncarven,  welche  die  Krümmungsmittelpunkte  A,  B  von  a,  b  beschreiben; 
mithin  ist  es  ausreichend,  die  folgende  Aufgabe  zu  behandeln:  Es  sind 
gegeben  die  augenblicklichen  Lagen  ^,  B  zweier  beliebigen 
Sjstempunkte,  die  Krümmungsmittelpunkte  A,  B  ihrer  ßahu- 
cnrven  and  die  Krtimmungsmittelpunkte  A,,  Aj,  B,,  Bj  der 
ersten  und  zweiten  Evoluten  dieser  Curven;  für  irgend  einen 
dritten  Sjstempunkt  C  sollen  die  entsprechenden  Krttmmungs- 
mittelpnnkte  f,  f,,  T,  constrnirt  werden. 

Wir  bezeichnen  mit  A*  den  KrUmmungsmittelpunkt  der  Hüllbahncurve 
einer  Geraden,  die  in  der  betrachteten  Sjstemlage  zu  /^A  normal  ist,  mit 
A,*.  A/  die  Krümmungsmittelpunkte  der  ersten  und  zweiten  Evolute  dieser 
Curve,  mit  B*,  B,*,  Bj*  die  entsprechenden  Punkte  für  eine  Systemgernde, 
die  auf  £B  senkrecht  steht,  mit  ^  den  Pol,  mit  t  die  Polbahntangente 
nnd  setzen  %A  =  r,  ^A  =  e,  AA,  =  o, ,  AjAj  =  (;,,  LA^\=<p,  ipA*=e*, 
•A,*  =  <j,*,  A,*Aä*  =  Oj*.     Dann  ist  nach  21) 


du 


ft 


also  nach  2) 


j)       r      p* 

VerlSngern  wir  daher  in  Fig.  .5  "pA  um  sich  selbst  bis  91,  so  erhalten 
wir  A*  als  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  ^,  %  und  A.  In  der- 
selben Weise  finden  wir  B*  nnd  somit  den  RUckkehrpol  K. 

Es  ist  ferner  nach  22) 

"■'  =  J^  i«*^  (^<^*  +  ^0  costp  +  d«^  sin<p\. 


3du*  d9sin(pcos(p 
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und  ans  2)  dusintp  —  rd9_      p* 

rd9  V 

also  wird 

28)  <,^*  =  _3.A«K.^'-«».(^y. 

Hiernach  sind  die  Punkte  A*i,  B*,  in  einfacher  Weise  zu  constrniren, 
und  damit  kennen  wir  auch  U,  den  Gegenpunkt  Ton  K  im  Kreise  x,. 

Wir  erhalten  weiter  aus  23) 

««*  =  3 -|^5- td&  (2(1*  +  dr)  cojcp  +  d»d  sinqo}  -  jjj- 

\d9{3d?9  +  cpT)cos(p  +  [d9(d9  +  dx){2d9+dt) 

+  cP9]siHqt\. 
Es  ist  aber  nach  11) 
du |dd (3d»d  +  d«t) cosip  +  [d&  {d9  +  dt)  {2d9  +  dt)  +  cP»]  *ing>\ 

=  3 -i  (dtiwVxp  —  rd&y  (r*«i*d  +  rdu  dt  —  du*  situp  eosip) 

■\ sintp\5dP9  C08g>  +  2d9  {d9  +  2di)  sin^l  —  3  — ~g—{du8iH<p-rd9) 


(du8in<p  —  rd9\* 
r /' 


setzen   wir   also    zugleich  fUr  dw   {d9{2d9  +  dT)  cos<p  +  d^(psinq>)    den 
Werth  aus  27),  so  geht  die  Oleichang  für  a,*  ttber  in 

^_9du*^9sinq>eos<p     „     d^9  {du  aintp  —  rd9\' 
"*  ~  rd9*         ~~^'''d9»l  rd9       ~) 

dusifnp  —  rd9^  r^d^9  +  rdu drcosip  —  du* sintp  cosq> 


o       /dusin<p—rd9\ 

-^"••1 7d9 ) 


r*d9* 
du* 


rdd* 


sin(p{5cP9eo3q>  +2d9{d9  +  2dt)  sinq>] 


+  ^(d9)- ^9 +  "*[ Vd9 ) 

ndu*sin*q>  ,    .dusinip  lduä'9  dw(dd  +  dT)    .       \ 


+KS)* 


dusin(p  —  rd9 
r*d9 

dud^9   .  du*8inipcoscp\ 


^a.  /dusin(p  —  rd9\*(dudT  ,  ducP9   . 

-^7\ Vd9 Jl^ir«'^9+-^^^5m.p  ^.^^,       j 

+  '*\ 7d9~')' 

Bezeichnen  wir  wieder  mit   >l  den   Fusspunkt  des  von  U  auf  n  ge- 
Wlten  Lotbes,  so  ist  nach  24) 
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dud 


cos  q> j^j — ^  *in  9  =  X  U  CO«  9  —  X  K  «m  V  =  —  U  A  , 


dO^ 


und 
dudt 


«»^p  + 


dud*& 


dd> 


stn  9  = 


du{d»+dt) 


cos  (f>-\- 


dud*0 
d»' 


du 
stn  qp  —  —  cos  if> 
d  9 


I 


dif 

r  =KA,*-A*K, 

und  ea  wird  schliesslich 

....  i!(2,..4„A,-3^)-3i.(f ):  (k  V-A.K.A.K.l>,.(f)'. 

Die  eben  erhaltene  Gleichung  vermittelt  die  Construction  der  Punkte  A^*, 
B,*,  und  ans  diesen  finden  wir  3,  ^en  Gegenpnnkt  von  U  im  Kreise  Xj. 

Um  nun  für  die  Bahncurve  des  Systempunktes  C  und  für  die  Evoluten 
derselben  die  KrUmmungsmittelpunkte  f.  f,,  Tj  zu  ermitteln,  bestimmen  wir 
lon&chst  die  Punkte  P,  T,*,  f/,  indem  wir  Kr*_L^(7,  ur/j-KF*  und 
3rj*j_Ur,*  ziehen.  Construiren  wir  dann  in  bekannter  Weise  den  Punkt 
r  und  bilden  darauf  die  Gleichungen  28)  und  29)  in  Bezug  auf  den  Paukt 
so   folgen  aus  denselben  construirbare  Ausdrücke  für  ff,  und  r,r,. 

Die  Construction  der  Punkte  U  und  3  gestaltet  sich  wesentlich  ein- 
her, wenn  die  Punkte  A  und  B  sich  auf  Kreisen  bewegen.  Dann  ist  die 
Figur  ÄBBh  ein  Gelenk  Viereck,  ond  in  den  Gleicbangea  28)  und  29) 
wird  0,  =  öj  =  0. 


§  4.  Folbahn  und  Polonrve. 
Wir  bezeichnen  mit  n  den  Krümmungsradius  der  Polbahn  im  Punkte  ^, 
^mit  71,,  n,  bez.  die  zugehörigen  KrUramungsradien  ihrer  ersten  und  zweiten 
Evolute,  mit  p,  p,,  p^  bez.  der  Krümmungsradien  der  Polcurve  und  ihrer 
Evoluten ,  und  rechnen  n,  tTj,  p,  p,  als  positiv  im  Sinne  der  positiven  Pol- 
bahnnormale, »„  p^  im  Sinne  der  positiven  Polbahntangente.  Sind  dann  in 
Pignr  6  TT,  TT,,  TTj  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Polbahn  und  ihrer  Evo- 
loten  im  Pnnkte  ^,  M',  M',,  Y,  die  entsprechenden  KrUmmungsmittelpunkte 
{&r  den  unendlich  benachbarten  Punkt  O,  so  ergiebt  sich 

^■P  „„    vn    ^«n 

■     30) 


30)       . 


'        'dl« 


du 


OH*      dl     dz  +  d*i_dud*r^ 
~  du  ~    dl»  ' 

du{d*T  +  d^T)      dud*7 


„„    Tj.'v,     vM'i-nn,      {dr  +  d'^zf 

T,  =  I  1 ,  I  lj=   -   = = 

'        '    '       du  du  dx 

drd't-3d»r» 


dt» 


y 


dr^ 


du, 


und  wenn  wir  dt,  d'r,  d't  bez.  mit  dO-f  dr,  d*&  +  d*rj  d^9  +  d'z  ver- 
tauschen, 
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31) 


P  = 


du 


Pi- 


dd  +  dt 
d'&  +  d*t 


du 


Pi= 


{d9  +  dTf 

{d9  +  dr)(d^9  +  d^r)- 


■3(d»0+d»t)» 


du. 


Hieraus  folgt  eine  einfache  Construction  der  Krflmmnngs- 
radien  »,  ir,,  p,  p^  far  den  vorhin  betrachteten  Fall,  dass  ffinf 
nnendlich  benachbarte  Systemlagen  durch  Angabe  zweier 
Systempunkte  A,  B  nnd  der  zugehörigen  Erfimmangsmittel- 
punkte  A  Ai  A>  B  B^  Bj  definirt  sind.  Bestimmen  wir  nBmlieh 
wie  in  §  3  znnBchst  die  Punkte  K  3:  U  ^  3  und  aus  diesen  die  Punkte 
IV  «  ®  3i  ©  (Pig.  3),  so  ist 


32) 


P  =- 


KI' 


«.=-(9lS-«2B)(|5)V3.«<B.(^); 
.(.3-.U)(||)V3.XU.(||)! 


\Pi 


In  der  That  erhalten  wir  aus  diesen  Gleichungen  die  unter  30)  und 
31)  stehenden  Ausdrücke  fUr  n,  p,  »„  p^,  wenn  wir  an  Stelle  von  ^TT, 
$K  u.  8.  w.  die  Werthe  ans  24)  nnd  25)  setzen. 

Wir  können  aber  auch  umgekehrt  die  Kreise  x,  »,,  x,  con- 
struiren,  wenn  die  Krümmungsradien  it,  «j,  a„  p,  p^,  Pf  gegeben 
sind.     Es  folgt  nämlich  aus  den  Gleichungen  30)  nnd  31) 

du        np  <^*  _     P  (Pt »jP* 


33) 


dd      n—p'         d»      x  —  p'         de*      n{n—p)' 
d*»  ^py-ny         d»» ^ n»(3p,«+J>ft)-p»(3 .»,«+»« 1t,) 
dd*      wpc»-p)»'        de»  »VC*-!»)*  ' 

mithin  ergeben  sich  ans   den  Formeln  24)  die  folgenden  Gleichungen  zur 

Bestimmung  der  Punkte  K  St  U  ^  3 

n-p 


34) 


Kt  = 


n*p 


ZW 


{n-p)* 
_p,n'-ny 

~     i^-p?    ' 


/ 


5i:?)=3.^^ 


(n-p) 


(7t-p)* 


^p 

{n-pf 
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Specielle  Falle.  I.  Ist  die  Polcurve  eine  gerade  Linie,  al8op=oo, 
j>,  =p,  =  Onnd(i{>  =  — dr,  d'ö  =  — d'r,  d'O  =  —<?!,  so  folgt  aus  den  vorigen 
Gleichaugen  'ißK  =  «,  K?:  =  0,  £U  =  n,,  5t?)=n„  ?)3  =  Jr,,  d.  h.  es 
filllt  K  mit  TT  zusammen,  U  mit  TT,,  3  "''*'  ^>-  Wird  also  die  Be- 
wegung des  Systems  erzeugt  durch  Abrolluug  einer  Geraden 
auf  irgend  einer  Curve,  so  haben  in  jeder  Systemlage  die 
Kreise  x,  x^,  »j  bez.  die  Strecken  n,  n^,  n^  zu  DurchmeBsern. 

II.  Ersetzen  wir  in  Pig  7  Pclbahn  und  Pokurve  durch  zwei  Kreise 
mit   den  Mittelpunkten  TT  und  P,   so   ist  (j*d  =  d'O  =  d'r  =  d't  =  0  und 

T,=  ;r,=jaj=|j,  =  0.     Dann   wird   IU  =  ?)3  =  Ü  und   K'I^^K. 


jt  — p 


5t?)  =  ^K.(— ^V  d.h.  KI   und   ZSQ  sind  die  Durchmesser  der  Kreise 

X, .  x,,    und    diese    haben    mit   x   einen    gemeinsamen    Aehnlichkeitspnukt, 
dessen  Abstttnde  von  K  und  $  sich  verhalten  wie  n  :  n  —p.     Nun  ist  aber 

™8 


Kn  =  K^  +  <pn= 


np 


+  »=- 


,     Kn 

also  :77ii=i'=- 


,„TT—  .     folglieh    ist   TT 

n  —  p  n  —  p  ^IT      n  —  p 

jener  geraeinsame  Aebnlichkeitspunkt  von  x,  x,,  x,.    Ganz  dasselbe  gilt  im 

vorliegenden    Falle  offenbar  auch  von  allen  folgenden  Kreisen  Kj,  x^...,  wir 

erhalten    daher    den    Satz:    Bei    der    cyklischen  Rollung  haben  die 

Kreise  X,  Xj,  xj...den  MittelpunktTTdesfestenKreiseszum  gemuin- 

samen  Aebnlichkeitspunkt,    und    es  berührt   jeder    Kreis    den 

vorhergehenden  und  den  folgenden  in  den  beiden  Endpunkten 

seines    auf    der    Polbah  d  normale    liegenden    Durchmessers.    — 

In  analoger  Weise  ist  der  Mittelpunkt  P  des  rollenden  Kreises 

der    gemeinsame    Aebnlichkeitspunkt    der     Kreise    w    to,    v>f-\ 

dabei    berühren   sich   w   und  W]  im  Wendepol  VF,  «',  und  w^  in  iO  u.  s.  w. 

—   Die    Punkte   TT    und   W  sind    bekanntlich   durch    den    rollenden    Kreis 

harmonisch  getrennt,  ebenso  P  und  K  durch  den  festen  Kreis. 

Ist  p  =  2n,  also  (Jt  =  —  2dö(cardioidi8che  Bewegung),  so  fallen 

die  Kreise  x,  x, ,  x^...  mit  dem  festen  Kreise  zusammen;  umgekehrt  decken 

I      sich    also    to,    to, ,   tOj..,  mit    dem    rollenden    Kreise,    wenn    n  =  2p   wird 

(elliptische  Bewegung,  d9  =  dt). 

^^U  %  5.  Constmction  der  KrttmmnngBradien  o,,  c,  im  Falle 

^V  der  cyklisolien  Rollnng. 

^^  In  Figur  8  bezeichnet  wieder  TT  den  Mittelpunkt  des  festen,  P  den 
des  rollenden  Kreises,  A  einen  beliebigen  Systempunkt;  für  die  Evoluten 
or,,  «2  der  zu  A  gehörigen  Bahncurve  a  sollen  die  Krtimmungsmittelpunkte 
A,.  Aj  constrnirt  werden.  —  Wir  bestimmen  zunächst  in  bekannter  Weise 
den  Wendepol  W  und  darauf  den  KrUmmungsmittelpunkt  A  von  a,  indem  wir 
in  ^  ZQ  ^A  ein  Loth  errichten,  welches  WA  in  U  schneidet,  und  U^  n 
xieben.    Setzen  vrir  in  den  Gleichungen  10)  und  11)  (§1)  d*d=4*x=3?%=^ 
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und  schreiben   statt  ff,**,  ff,**  karz  a|,  ff,,  so  ergiebt  sich  zunOchst  für  tf„ 
wenn  r  und  q>  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  frOher, 

r'*dud&cos<p{ZduinHq)-r{2d9-k-dx)) 
°'  "^  {duHnq>  —  rd»f 

Sei  nun   0   der  vierte  harmonische  Punkt   zu  $,  P,  TT  und  auf  n 
die  Strecke  $^=3.$0,  dann  ist 

2  1.1 


also  nach  30)  und  31) 
und 


^p    5i$n^5po 

1    _2(d^  +  dt)      dx 
^0  du  '"       du 


2d&  +  dr 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  T  den  Schnittpunkt  von  i^^  und  NA,  mit  Z 
den  Schnittpunkt  von  WA  und  einer  Parallelen  durch  A  zu  iß  [7  und  mit 
./i*  den  Fusspunkt  des  von  W  auf  $  il  geföllten  Lothes ,  so  wird 


AA»  Sl^Wsinfp-r     dusin(p—rd& 

^      ASß''^'-    AA^~    ^'^'  dusin<p-rd»~      {dusintp-rdb)^ 

und  für  $7  ergiebt  sich  aus  der  vorletzten  Gleichung,  wenn  wir  $  IT  mit 
"^N  vertauschen, 

,„y_  ^rdud9co8(p 

Hieraus  folgt  aber 

(»,=  -3.AZ.-pf, 

ziehen  wir  daher,  von  U  nach  dem  Schnittpunkte  von  '^A  und  TZ  eine 
Gerade,  die  AZ  in  T  triflft,  so  erhalten  wir  Aj,  indem  wir  AA,=  — 3.AF 
machen. 

Es  ist  ferner  nach  11) 

„      dueo8(f{rdx—du8in<p)  r^dud»       ,.,j<v     ,  vojaj.j  x  • 

»2=3(11 — — ^ .^,. -'  —  73 — 3--i { r'{d9+di)(^d9+dx)smq) 

(du8tnq>—rdd)^  {dusmtp-rd»)*^    v  a  i      ^ 

-rdu[Zd9+2{d9+2dx)8in*tp]+'Mu*8inif\ 
duco8ff>[du8in<p-rdx)      r'dud9co8<p\Zdusinif—r(!id9-\-dx)\ 


=-3  ff.. 


(dusinq)-rddf  (dusinq>  —  rd9f 

du8inip—r(d&+dT)  ^  _      i*dudQco8ip  duco8<p 

-  tan  (p  —  o  • 


du8in<p—rd9  [du8intp-rd(y)*  du8in<p—rd9 


*  K  ist  dei-  einzige  Sygtempnnkt,  der  ungenblicklioh  ein  Bahnelement  mit 
fflnfpunktig  berührendem  KrQumungskreise  durchschreitet.    Vergl.  §  8. 11. 


Sind  nun  U\  U"  die  SchniUpnnkte  der  Geraden  ^U  bez.  mit  y^TT,  AP, 
and  rechnen  wir  die  Strecken  ^  ü\  ^  U"  in  demselben  Sinne  positiv, 
wie  «, ,  so  folgt  aus  der  Gleichung  für  $  U,  wenn  wir  *]J  W  bez.  durch 
I5TT,  5ßP,  d.  h,  d»  durch  rfr,  rfö  +  dr  ersetzen, 


^ü'  = 


rdu  costp 


%U"= 


du  sinqi  —  rnfr 
rducostp 


»in   wird 


«T  j  =  —  3  ffj 


=  3 


SßU 


dusinip  —  r  (rfO  +  rit)' 
i<  ü«  «P  D-  ,  ■  q  Ä  r  *  ^ 


Um   hiernach   ö,  zu  construiren,  ziehen  wir  Ai?l  j^^,  fii%    ATI  und 
durch  den  Schnittpunkt  91  beider  Geraden  eine  Parallele  zu  AW,  die  AAi 

SßU 


in  81'  trifft;  dann  ist  A, ?!'  =  — <r, ■ 


^W 


Ziehen    wir    ferner 

r 


bis    S^A    und    V'V't   bis   AF,    so   wird    F"A  =  A  T 


5J}Ü^' 


7  F'  .AP 
fang),    also 


V"Z  ^=  AV'  —-—tanq>  +  fiiZ.    Ti-agcn   wir  daher  auf  der  Geraden  AA, 

von  %'  aua  die  Strecke  V Z  ab  und  fEllen  von  dem  so  erhaltenen  Punkte  91" 
auf  AW  ein  Loth,  welches  A, 91  in  9t"  schneidet,  so  ist  A,  Ai  =  —  3  .  A,9l"'. 
Eine  Vereinfachung  der  eben  beschriebenen  Construction  ergiebt  sich 
unter  der  speciellen  Voraussetzung,  dass  dT  =  d&,  also  ']>TT  =  2.5pP  ist 
In  diesem  Falle  beschreibt  der  Punkt  A  bekanntlich  eine  Ellipse  mit  dem 
Mittelpunkte  TT;  schneidet  AP  den  rollendeu  Kreis  in  B  und  C,  so  sind 
AB  und  ^C  die  Halbachsen,  TTC  und  ÜB  die  Achsenrichtuogen  dieser 
Ellipse  (Fig.  9).  Alsdann  fallen  die  Punkte  W  und  iV  mit  TT  zusammen, 
also  auch  T  und   U'  mit  U,   sowie    F  mit  Z,    und  es  wird  «,  =  — 3.AZ, 

a^  =  S^^—\-a^+^Z^^Jp:tan(p-\-^Zj.  Ziehen  wir  daher  ZZ'  \'$A, 
^Z'\AP.  Z'Z'i  bis  ^Z,  Z"Z"'^ÄT[  und  A,Z"'^-U^,  so  ist 
A,Z''=-(j, +  AZ--^,/an9)  +  AZ,  folglich  A,A,  =  -3.  A,Z"'.* 


*  Eine  andere  Coostmction  für  den  KnlintnungemittelpuDkt  der  zweiten  Evo- 
lute einer  Ellipse  giebt  Herr  Mannheim  (cours  de  geomdtrie  descriptive,  deu- 
xjfeme  Edition,  p.  208).  Bei  derselben  wird  der  Punkt  .Z  wie  oben  ermittelt,  dann 
in  TT  lu  AT[  ein  Loth  errichtet,  das  T^A  in  L  trifft,  A  A'  AT\  und  durch  den 
Schnittpunkt  K  von  AÄ"  und  XL  die  Gerade  A'^"J_ylTT  gezogen.  Man  erkennt 
leicht,  da«8  KZ"  identisch  ist  mit  der  oben  in  anderer  Weise  bestimmten  Qe- 
raden  X'  Z" . 
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§  6.  Die  Kreisponktonrre. 

Kehren    wir    von    der    soeben   betrachteten  speciellen  Bewegung  zam 
allgemeinen  Falle  zurttck  und  setzen  in  Gleichung  10)  0|*'<sO,  so  ergiebt 
sich 
35)     r{d&{2d&  +  dx)co8g>  +  cP9sinip)  —  Sdud&8in^eosq>='0 

als  Gleichnng   der  Ereispunktcnrve  m  der  Sjstemlage  8,    d.   h.  des 

Ortes  aller  Systempunkte,  die  augenblicklich  Bahnelemente  mit  stationBrem 

KrümmuDgskreise  durchlaufen.     Die  Gurre  m   hat  bekanntlich   im  Pole  $ 

einen  Doppelpunkt  mit  den  Tangenten  t  und  n;  sie  enthSlt  den  BaU'Bchen 

Punkt  Q  der  Systemlage  8  und  ist  das  Erzeugniss  eines  Ereisbüschels  mit 

in  $  vereinigten  Grundpunkten  und  eines  ihm  projectiven  Strahlenbfischels, 

dessen  Strahlen    durch    die  Mittelpunkte    der    zugeordneten  Kreise  gehen. 

Bezeichnen  wir  das  Centrum  dieses  Strahlenbtlschels  —  das  Focaicentrom 

der  Gurre  m  —   mit  f,  so  liegen  die  Mittelpunkte  jener  Kreise  auf  der 

Geraden,   die  zu  $JP   in  Bezug  auf  t  symmetrisch   ist   —    der  Focalachse 

von  m.     Dieselbe  ist  parallel   zur  Asymptote  von  m  und  bildet  daher  mit 

t  einen  Winkel  q>,  der  nach  35)  bestimmt  ist  durch  die  Gleichnng 

d9(2d9  +  dT) 
to„<p  = , 

d.  h.  sie  ist  nach  24)  identisch  mit  der  Geraden  fß  U  in  Fig.  3  und  geht 
demnach  durch  den  Ball'schen  Punkt  fi  fttr  die  umgekehrte  Bewegung.* 
Sind  <pF,  tpQ  die  Winkel,  die  ^J",  $Q  mit  t  einschliessen,  so  ist 

d»(2d»-\-dt) 


cP9 


36)  tanipif=- 

und  nach  25) 
o7^  ,  SßiB      d9{d»-dt) 

Die  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahncurren,  welche  die  Punkte  von 
m  beschreiben,  liegen  auf  der  Kreispunktcnrre  (i  fDr  die  umge- 
kehrte Bewegung;  als  Gleichnng  derselben  erhalten  wir  aus  19),  wenn 
wir  «,"  =  0  setzen, 

Q  \d& {d9  —  dr)  cos<p  —  d* 9 sin<p\  -\-Sdud9sin<pcosip  =  0. 

Ihre  Focalachse  geht  durch  den  fiall'schen  Punkt  Q;  bezeichnen  wir  also 
ihr  Focalcentrum  mit  E  und  LE$t  mit  q>£,  so  ist  nach  37) 

OB.                               ,                   d9(d9-dT) 
38)  tan  gne  = ^^,-- . 

Denken  wir  uns  fttnf  unendlich  benachbarte  Systemlagen  wieder  fest- 
gelegt durch  Angabe  der  Punkte  ./lAA^Aj,  .SBB,Bj,  so  finden  wir  die 

*  Vergl.  Bodenberg,  die  Bestimmung  der  Kreispunktcurven  eines  ebenen 
Oeleakriereeka,  diese  Zeitschrift,  Bd.  86,  8.  ^10. 


Kreispunktcurve  m  in  folgender  Weise.  (Fig.  10).  Wir  beatimmen  zunSchst 
die  Punkte  K,  St,  U  nach  §  3  und  erhalten  aus  diesen  die  Punkte  W,  33,  3B,  Q 
der  Fig.  3,  indem  wir  «p>r=KHS,  285  =  3, K'^,  932B  =  XU,  T7C±^9Ö 
machen.  Ziehen  wir  dann  ^F  symmetrisch  zu  IjJU  in  Bezug  auf  t  und 
QF  BO,  dass  L  F0^  =  L'Ü.'^Q  ist,  so  schneiden  sich  die  beiden  letzten 
Geraden  im  Focalcentram  F,  denn  es  ist  in  der  Tbat  der  Schnittpunkt 
TOB  $11  und  FQ  der  Mittelpunkt  eines  durch  $  und  Q  gehenden  Kreises. 
Gehören  aber  die  Punkte  A ,  B  selbst  der  Kreispunktcurve  an  —  ist 
also  AA,  =  BB,  =0,  ein  Fall,  der  z.  B.  vorliegt,  wenn  A,  7?,  A,  B  ein 
Qeleukviereck  bilden,  —  so  liefert  die  folgende  Construction  sofort  das 
Pocalcentrum  F  ohne  vorhergehende  Bestimmung  der  Punkte  K,  I,  U.* 
(Fig.  11).  Wir  verbinden  $  mit  dem  Schnittpunkte  S  von  AB  und  AB, 
ermitteln  dann  die  Geraden  t  und  n,  indem  wir  LB^t==  LSf^^A  machen, 
ziehen  hierauf  $3  J.<ßfi  bis4J5.  3®  '^Ä,  Ä§  J_  *15»  und  errichten  in 
den  Schnittpunkten  von  '^A  mit  den  beiden  letzten  Geraden  Lothe  zu  ^^A, 
von  denen  das  erste  n  in  6,  das  zweite  t  in  "Ä)  trifft.  Alsdann  sind  $($, 
^SD  die  auf  u,  t  liegenden  Durchmesser  der  Krllmmungskreise  der  Curve  m 
in  ihrem  Doppelpunkte  $;  fällen  wir  noch  von  ^  auf  t^Xl  ein  Loth, 
welches  diese  Gerade  in  @  schneidet,  so  ist  das  Focalcentrum  F  der 
Mittelpunkt  von  $1^. 


I 


I 


§  7.  Die  Barmester'solieii  Punkte. 

Bleibt  der  Sjstempunkt  M  in  den  fünf  unendlich  benachbarten  System- 
lagen SS'S"iS"'iS""  auf  einem  Kreise,  so  genügen  seine  Coordinaten  r,  q> 
der  Gleichung  35)  der  Kreispunktcurve  m,  es  verschwindet  aber  Überdies 
der  Krümmungsradius  o,**  der  zweiten  Babnevolute,  und  hieraus  ergiebt 
sich  mit  Rücksicht  auf  11)  die  weitere  Bedingung 

39)  r*  \d9{3d^9  +  d«i)  cosip+  [dQ  {d&  +  dt)  {2d9  +  dx)  +  d^9]  sintp\ 
—  rdu  \dd9* cos^cp  +  bd*9 sincp cos<p  +  d& {5d9  +  idv) sin*ip\ 

+  3du^d9sin(p=0. 

Aus  35)  und  39)  folgt  durch  Elimination  von  r  für  tanep  die  Gleich- 
ang  vierten  Grades 

40)  d» 9* tan* <p -d9d^9  {d9  +  2di)  tan^(p+(3d9d^9  -  4d»0')  tan^v 
+  3d9  (d9 d*z-  dt  d^9)tan(p  - d9*  {d9  -  dt)(2d9  +  dT)  =  0. 

Es  giebt  also  in  jeder  Systemlage  S  im  Allgemeinen  vier 
Punkte,  welche  augenblicklich  Babnelemente  mi t  fünfpunktig 
berBhrendem  KrUmmnngskrcise  durchlaufen;  wir  wollen  dieselben 


^H  *  Construction  der  Krümmungsmittelpankte  u.  8.  w.  S.  260.  —  Eine  andere 

^^LOiaiig  denelbea  Aufgabe  giebt  Herr  Kodenberg  a.  a.  0.  S>.  ^ft^. 

ZtSttcbrSn  f.  ilalhaiaatlk  a.  Phjraik  XXXYU,  a 


vo 
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im   Folgenden  kurz  als  die  Burmester'schen  Punkte  der  betreffenden 
Systemlage  bezeichnen.* 

Setzen  wir  in  35)  und  39)  rcos<p  =  x,  r$inq>=y,  so  erhalten  wir 
zur  Bestimmung  der  Burmester'schen  Punkte  die  Gleichungen 

41)  (x*+y*)[xd9{2d?t  +  dt)  +  yd?9]-^xydud&=0, 

42)  (a!'  +  y»){xd^(3d»&  +  d«i)+y[dO(d»  +  rfr)(2<l»+d»)+d*»J 
-^dud9*\-ydu\bxd*&-\-2yd9(d&  +  2dx)-Zdud»\  =0 

und  aus  diesen  durch  Elimination  von  3?-\-y* 

3a!dd{itdd(3d«0  +  d;*r)  +  y[dd(dd  +  dt)(2d^  +  elt)  +  d»»] 

43)  -3dud*«}-|«d»(2d»+d»)+yd»e)  {5«d»*+2ydd(d»+2d») 
oder       -3«i«d»)  =  0 

«»dd(3d»d*t-ddd«^-5dtd«d)+a;y{d»»(dd-dt)(2d»+dt) 

44)  -5d»»»+3d»d»»^-2y«d»d«0(dd+2dt)-3dud»{«d»(d»-dT) 
-yd«*}  =  0. 

Der  durch  die  letzten  Gleichungen  dargestellte  Kegelschnitt,  den  wir 
mit  I  bezeichnen  wollen ,  schneidet  die  Kreispunktcurre  m  in  ihrem  Doppel- 
punkte $  und  in  den  vier  Burmester'schen  Punkten  MtMnMa,Miv. 

Da  die  entsprechenden  Formeln  fttr  die  umgekehrte  Bewegung  sich 
ergeben,  wenn  wir  in  den  vorhergehenden  Gleichungen  dt,  d'r,  y  bez. 
mit  —  (d9+dt),  —{d^d'  +  d't),  —y  vertauschen,  so  finden  wir  als  Ort 
ftlr  die  zugehörigen  Krttmmungsmittelpunkte  Mi  Mn  Mm  Miv  einen  Eegel- 
scbnitt  {'  mit  der  Gleichung 

f  x'd&{3d9d^T-d9^9-ödxd*9)+xy[d9*id9-di)i2d9-i-dT) 
45)    l-5d^9^+3d9d''9]-2y*d9d*9{d9+2dx)  +  3dud9{xd9l2d9+dt) 

l+yd*«}=0. 

Die  Kegelschnitte  (,  t'  sind  homothetisch  ähnlich;  sie  berühren 
im  Punkte  ijj    bez.    die   Geraden   '$Q,  ^£1  (Fig.  10)    und    gehen  beide 

durch    den    auf   der  Polbahnnormale    n    liegenden   Punkt  9i  mit   der  Or- 
,.     .  3du 

'^•°*^^  =  2ld^+2drr 

Um  die  geometrische  Bedeutung  des  Punktes  91  zu  erkennen ,  betrachten 
wir  vorläufig  einen  speciellen  Fall  der  allgemeinen  Bewegung;  wir  denken  uns 
nämlich  die  Grössen  d^r,  d^9  so  bestimmt,  dass  die  Gleichungen  bestehen 
g        l3d9cr-T  +  tP9{d9-dx)  =  0 

-'      1 3dd  d»^  -  5d«d*  +  d9'(d9-  dx)  (2d9  +  dx)  =  0. 

Dann  verwandeln  sich  die  Kegelschnitte  I,  f'  in  zwei  Kreise  {,  {';  es 
fallen  also  zwei  der  Burmester'schen  Punkte,  etwa  M,,  Nu  mit  den  imagi- 


*  Burmester,  über  die  Geradführung  durch  das  Kurbelgetriebe,  Civil- 
ingenieur  Bd.  23,  S.  319.  Daselbst  wird  bewiesen,  dass  bei  fOnf  diskreten 
Lagen  eines  starren  ebenen  Systems  vier  Gruppen  von  je  fünf  homologen  Punkten 
ezistiren,  die  auf  je  einem  Kreise  liegen.  Vergl.  auch  B  n  rniester,  Eioematik  1,8.622. 


Von  Prof.  Dr.  R.  Müller. 
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nSren  Kreispunkten  der  Ebene  zasammen.  In  der  Tbat  kSnnen  wir  jetzt 
die  linke  Seite  der  Gleicbuug  40)  durch  tan^<p-^\  dividiren;  dann  bleibt 
zar  DestiminuDg  von  üfm,  Jlfiv  die  Gleichung 

d*  9*  tan*,f  -  d9 d'S  {d »  +  2dT)  tanip  -  dO*  {(i &  -  dz)  (2  dd  +  dt)  =  0 

mit  den  Wurzeln 

d(H2d9  +  dt)        ^  d&{d&-dt) 


tan(fi„,= 


ä*& 


<       tan  if,v  =  • 


d*9 


I 


• 


wir  Bchliesseu  bieraas  mit  Rdcksicbt  auf  die  Gleichungen  36),  38),  dass 
im  vorliegenden  Falle  Mm  identisch  ist  mit  F  und  lf,v  mit  demjenigen 
Pnnkte  E,  in  welchem  m  die  Gerade  '^^E  schneidet.  Es  ergiebt  sich  also 
beiläufig  der  Satz:  Wenn  zwei  der  Burmester'scben  Punkte  mit 
den  imaginilren  Kreispunkten  der  Ebene  zusammenfallen,  so 
sind  die  beiden  anderen  das  Focaicentrum  F  der  Kreispnnkt- 
curve  m  und  derjenige  Punkt  E,  der  sich  augenblicklich  auf 
einem  Kreise  um  E  bewegt,  wo  E  das  Focaicentrum  der  Kreis- 
panktcnrve  fi  für  die  umgekehrte  Bewegung  bezeichnet.* 

Die  speciellen  Voraussetzungen,  die  wir  soeben  hinsichtlich  der 
Grössen  d*T,  d^9  gemacht  haben,  enthalten  nun  keine  Beschrllnkung  der 
vier  ersten  Systemlagen  S  S' S"  S"'  und  sind  daher  ohne  Einfluss  auf  die 
Punkte  F,  Q,  E,  Sl,  %  Es  befinden  sich  also  auch  im  allgemeinen  Falle, 
zo  dem  wir  jetzt  zurückkehren,  die  Punkte  F  und  E  bez.  auf  zwei 
Kreisen  j,  j',  die  durch  '^  und  'öl  gehen  und  in  ^^  bez.  die  Geraden  '^Q,'^£l 
berühren.  Dann  ist  aber  Z.  ^^3i F^  Z.  g^F  und  L^'>31E  =  L  Sl'l^E,  und 
da  ferner  die  Winkel  Q'^F  und  .S2'i}}E  einander  gleich  sind,  so  ist  auch 
L'^yiF=L'^)RE,   d.  h.  die  Punkte  91,  F,  E  liegen  auf  einer  Geraden. 

Fassen  wir  die  Ergebnisse  unserer  letzten  Darlegungen  zusammen,  so 
erhalten  wir  die  folgenden  Sätze:  Die  vier  Burmester'scben  Punkte 
M,Mt,Mii,Mty  liegen  mit  dem  Pole  $  auf  einem  Kegelschnitt  f, 
der  in  $  die  Verbindungslinie  des  Pols  mit  dem  BaH'schen 
Punkte  Q  zurTangente  hat;  derselbe  geht  überdies  durch  den 
Schnittpunkt  91  der  Polbahnnormale  n  mit  derjenigen  Ge- 
raden,   welche    die    Focalcentren    F    und    E    der    Kreispunkt- 


I 


*  Drficken  wir  mit  Hilfe  von  33)  (§  4)  die  linken  Seiten  der  Qleichuogen  46) 
durch   die  ErümmangBradieu  der  Polbahn  und  Polc\uve,  sowie  durch  diejenigen 
ihrer  Evoluten  aus,   so  erhalten  wir  als  Uodingiing  diit'ür,   üaaa  zwei   der  Btir- 
mester'achen  Punkte  mit  den  imaginären  Kreispunkten  zusammcarulleo, 
iJ,  s'  (n  -  2p)  +  »,  i/  [-2  n-j))^  0, 

(k-2/))(2»  -  p\ 


{n  ~  p)* 


=  0. 


Diesen  Gleichungen  wird  durch  beliebige  Werthe  von  s,  «,,  «,  genQgt,  wenu 

«.  B.  p  =  -  »,  Pi  =  »I  und  p,  =  6«  +  — 1-  JT,  ist. 

10* 
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carren  m  nnd  ja  verbindet.  Die  vier  zngehSrigen  Ertlmmnngs* 
mittelpunkte  MiMnMmMiv  —  die  Burmester'sohen  Punkte  fflr 
die  umgekehrte  Bewegung  —  befinden  sich  mit  den  Punk- 
ten $  und  9i  auf  einem  zweiten  Kegelschnitte  f;  derselbebe- 
rtthrt  ia  $  die  Verbindungslinie  des  Pols  mit  Sl,  dem  Ball- 
schen  Punkte  für  die  umgekehrte  Bewegung.  Die  Kegel- 
schnitte t  und  (  sind  homothetisch  ähnlich. 

Nach  Gleichung  43)  enthalt  der   Kegelschnitt  t  den  Schnittpunkt  3R 
der  beiden  Geraden 

d.  h.  $U,  und 

xd» (3dP»  +  d«t)  +  y  [d»  {d»  +  dt)  (2  d»  +  dx)  +  d^»]  -  3da  rfO*  =  0. 

Durch  denselben  Punkt  geht  aber  auch  die  Gerade 
xd»\3d*&{d&-\-dt)-d»d^T\  +  y{3d*»*-d»*{d»+dT){2d&  +  dt) 

-d»d'>&]+3dudQ»=:0. 
Bezeichnen  wir  dieselbe  mit  g,  ihre  Abschnitte  von  den  positiven  Ge- 
raden t  und  n   bez.    mit  t  und  n,   und   verstehen  wir   unter  ^,  3  wieder 
dieselben  Punkte  wie  in  Fig.  3,  so  ist  mit  Bttcksicht  auf  24) 

K?)        '         '  ?)3 

Wir   kennen    daher   die  Gerade   g   und   folglich   auch    den   Punkt  ZR 

construiren,   sobald   der   auf  dem  Kreise  x,  liegende  Punkt  3  bekannt  ist. 

Sei   endlich  S  der  zweite  Schnittpunkt  von  t  mit  t,   so  folgt  aus  44) 

„du' 

3dud9(^d&-dz)  ^ ^d¥^''^~'''^ 

*^     ^d^dh-d^d'^-ödtd*»    orfw  ,^^.sa  ,  j^,o     ov  J»^^    a''»''*^,^^^^ 

3  — ^  (rfd  rf'd  +  d»d*T~  3rft  d*9)  -  4  -^-ri'^^-'''^) 

und  hieraus  ergiebt  sieb  nach  25)  fttr  $8  der  construirbare  Ausdruck 

*       3'3i®-4.&^' 

Sind  demnach  fCInf  unendlich  benachbarte  Systemlagen  wie  in  §  3  be- 
stimmt dnrcfa  Angabe  der  Punkte  ^A^^BBBiB,,  so  erhalten  wir  die 
Burmester 'sehen  Punkte  durch  folgende  Construction.  Wir  ermitteln 
zunächst  in  bekannter  Weise  die  Punkte  K,  U,  3,  TT,  3ß,  ®  der  Fig.  3 
und  aus  diesen  den  Punkt  8,  die  Gerade  g  und  den  Punkt  ÜK  als  Schnitt- 
punkt von  $U  und  g.  Darauf  finden  wir  nach  §  6  das  Focalcentrum  F  und 
damit  die  Kreispnnktcurve  m;  eine  durch  F  gezogene  Gerade,  die  mit  n 
den  Winkel  F^Q  einschliesst,  trifft  n  in  Si.  Construiren  wir  schliesslich 
den  Kegelschnitt  (  aus  den  vier  Punkten  ^,  SR,  8,  3Jl  und  der  Tan- 
gente $iB,  so  schneidet  derselbe  die  Carve  m  in  MiM„Mmiftv 


Bilden  die  Punktet,  A,  jK,  B  ein  Gelen  kTiereck,  so  gestaltet  sich 
die  Construction  des  Kegelschnitts  f  wesentlich  einfacher.  In  diesem  Falle 
sind  nämlich  A  und  B  selbst  zwei  Bnrmester'scho  Punkte,  und  dann 
können  wir  die  Punkte  S  und  W  entbehren ,  da  f  bereits  bestimmt  ist  durch 
i?,  ^Jt,  A,  B  und  <P«hJ. 

§  8.     Bestimmung  der  Burmester'schen  Punkte  in  speciellen  Fällen. 

I.  Genügen  dO,  dt,  d-'i»  u.  s.  w.  der  Gleichung  26)  (§2j,  so  bleibt 
der  Ball'sche  Punkt  0  in  fUnf  unendlich  benachbarten  Systemlagen  auf 
einer  Geraden.  Dann  gehört  Q  zu  den  Burmester'schen  Punkten  und 
liegt  folglich  auf  dem  Kegelschnitt  f,  der  '^Q  zur  Tangente  hat,  d.  h.  f 
zerfSllt  in  die  Gerade  '4?^  und  in  eine  zweit«  Gerade.  Befindet  sich 
also  unter  den  vier  Burmester'schen  Punkten  der  Ball'sche 
Punkt,  80  liegen  die  drei  übrigen  auf  einer  Geraden. 

Dieser  Fall  tritt  z.  B.  für  jede  Systemlage  ein,  wenn  die 
Bewegang  des  Systems  erzeugt  wird  durch  das  Abrollen  einer 
logarithmiscben  Spirale  auf  einer  Geraden.  Ist  nKmlich  die  Pol- 
bahn eine  Gerade,  also  dt  =  d'r  =  d'i  =  0,  so  wird  die  Bedingung  26) 
trfDllt,  wenn  dd  d'9  =  2d^ö'  ist.    Dann  erhalten  wir  aber  ans  31)  für  die 

du 
Krümmungsradien    der  Polcnrve    und    ihrer    Evoluten    die   Werthe  ;>:=' 


fi  = 


dud*9      d»& 


d»= 


=  d^»-P'  ''»==■ 


dud*9^ 


dö» 


d9 
— ,  und  diese  Beziehang  besteht 


in    der  That   zwischen  p,  jp,,  p^,  wenn    die    Polcnrve    eine  logarithmische 
Spirale  ist 

II.  Nehmen  wir  an,  es  sei  d*f>  =  0,  was  nach  33)  identisch  ist  mit 
der  Bedingung  "i  _ /'"V 

p^  ~  \p/  ' 
80   wird    in  Fignr  3  3;U  =  ^i3aB  =  0,   die  BaU'schen  Punkte  Q,   Q    fallen 
daher    bez.  mit    den  Wendepolen    W,  K  zusammen,  und  die  Kreispunk t- 
curve  m   zerfällt   in   die  Polbahnnormale  n  und  in  einen  Kreis  f 
mit  der  Gleichung 

(a^+y»)(2d»  +  dr)  -  Sydti  =  0. 

Dann  liegen  zwei  der  Burmester'schen  Punkte,  etwa  M„  Af„,  auf  n;  für 
die  Entfernungen   derselben    von   ^  folgt  aus  42),  wenn  wir  x  =  0  setzen, 

47)  y»[d&(d»+dr)(2d»  +  dr)+d'd]-ydud9(5d»+4dt)  +  3du*dö=n. 
Die  beiden  anderen  Punkte  IT,,,,  Mn  liegen  auf  dem  Kreise  f  und  sind  nach 
40)  bestimmt  durch 

48)  3d'&<««V+3död»r/aw(f>-dd(dö-dO(2dd+dt)  =  0. 

Ist  nun  überdies  d'0  =  (),  d.h.  ist  die  Drehung  des  Systems 
proportional  der  fortschreitenden  Bewegung  des  Pols  auf  der 
Polbahn,  so  ergiebt  sieb  aus  47) 
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und  ans  48)                                           {d&-dT){2d»+di) 
tan<rm  =  <*>t  tan<ptv= Wd*t 

Dann  ist  also  M,  identisch  mit  dem  Krttmmungsmittelpnnkt  der 
Polcnrve,  während  Ma  undJlfni  mit  demjenigen  Punkte  xnsammen- 
fallen,  in  welchem  der  Kreis  f  die  Polbahnnormale  znm  zweiten 
Male  schneidet. 

Den  Bedingungen  fl[*d=0,  d'^«=0  wird  durch  beliebige  Werthe  von 

«)  «11  »t.  P  genügt,   wenn  !>,  =  w,^-j  und|j,=  (^-j  |»j+3(w— i))^^j  | 

ist.  Setzen  wir  noch  d*t=0,  so  haben  wir  den  in  §  5  betrachteten  Fall 
der  cyklischen  Rollung,  und  dann  vereinigen  sich  Ma,  Mja  nnd  Jfjv  in  dem 
Punkte  N  der  Figur  8. 

III.    Wir  betrachten    schliesslich  den  Fall,  dass  Polbahn  nnd  Pol- 

curve  symmetrisch  sind  in  Bezug  auf  t*,   setzen   also    (Zc  = ^-i 

«*»  = ö-,  0*1  = H— ,  n=—p,  n^=p^,  «j  =  — ft.     Dann  wird  in 

Figur3  ^TF=|.  T7i8=|.  535©  =  ^.  8391  =  ^^^'.  9i@=^.  nnd  die 

Gleichungen  36)  nnd  37)  in  §  6  liefern  gleiche  Werthe  ftlr  tanq>p  nnd  tanipff, 
d.  b.  das  Focalcentrum  F  fSllt  mit  dem  Ball'schen  Punkte  Q  za- 
sammen.     Fttr  die  Burm es ter 'sehen  Punkte  folgt  aus  40) 

Q 

d«0»tan*if>  +  {3d&cP»-4d*»')tan*<p  -^d»*=^0, 
oder  nach  Einführung  der  Krümmungsradien  p,Pi,Pt 


4         t  ^PPi 


^-^/{^^^Mir 


Es  sind  daher  im  vor  liegenden  Falle  zwei  der  Burmest  er 'sehen 
Punkte  stets  reell,  die  beiden  andern  imaginSr.  Bezeichnen  wir 
die  beiden  reellen  Pnnkte  mit  M,,  Mu,  so  halbirt  n  den  Winkel  Ifi^Jfn. 
und  da  gegenwärtig  die  Kreispunktcurven  tn  und  ^  zu  einander  symmetrisch 
sind  in  Bezug  auf  t,  so  liegen  auch  Mi  nnd  Mn,  M„  nnd  M|  symmetrisch 
in  Bezug  auf  diese  Gerade. 


*  Vergl.  Bnrmester,  Kinematik  I,  S.  45. 
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Zum  Fundamental satz  über  die  Existenz  von  Integralen 
partieller  Differentialgleichungen. 

Von 

Dr.  Gustav  Mie. 


fe 


Erster  Abschnitt. 
Ueber  unendliche  Dirterentifilgleichungssystenie. 

1.  Yorbenier klingen. 

1.  Eine  Potenzreihe  tou  unendlich  vielen  VariabeJn  Si,  e„  .  . .  d.  b.  ein 
Aosdmck  von  der  Form: 

"0+  a,-'i4-"a'»  +  -  •  •+  o,,-  ^i'+Oiü  ■  ^1^*4  •  ■  • 
hat  nur   dann   einen  Sinn,   wenn    positive,  von   Null   verschiedene    Zahlen 


existiren,  derart,  dass  die  Modalnreihe: 
+   Oj   ■  r,  +   «s    •  »'s  4-  •  •  •  +  I  Oll    ■  »"i*  +  !  Oit  I  •  »•»  »■»  +  ■ 


¥ 


convergirt.  Ein  Unterschied  gegen  die  Potenzreihen  mit  einer  endlichen 
Zahl  von  Variabeln  zeigt  sich  darin,  dass  sehr  wohl  eine  solche  Reihe  von 
Zahlen  r„  »"»,...  existiren  kann,  aber  keine  von  Null  verschiedene  Zahl  r 
vorhanden  ZQ  sein  braucht,  welche  kleiner  ist,  als  alle  diese  Zahlen,  welche 
also,  für  alle  2  eingesetzt,  eine  convergente  Beihe: 

'«0  +(ail+   <h   +•••)•»■  +  (  «1,:+   «!»'  +  •    ■)'■'+•■• 
liefert. 

Anmerkung.  Hierdurch  schliessen  wir  von  der  Untersuchung  solche 
R«ihen  aus,  welche  für  gewisse  Bereiche  von  f-Werthen  bedingt  convergent 
sind,  obwohl  auch  manche  von  diesen  in  gewissem  Sinne  eindeutige 
Functionen  der  s  darstellen  können.  Sie  könnten  nämlich  so  beschaffen 
«ein,  dafs  bei  irgend  einer  Umstellung  der  Glieder  sich  stets  nur  für  ge- 
wisse Werthecombinationen  der  g  der  Werth  der  Reihe  Sndert,  während 
er  ffir  alle  anderen  Combinationen  derselbe  bleibt.  Ist  die  Anzahl  der  e 
endlich,  so  kann  dies  nattirlich  nicht  eintreten. 

2.  Eine  Potenzreihe  mit  einer  endlichen  Anzahl  Variabein  wird  nach 
einer  OrCsse,  von  welcher  diese  Variabeln  abhängen,  so  difierenzirt,  dass 
man  Glied  für  Glied  differenzirt.  Ist  die  Anzahl  unendlich  gross,  so  gilt 
dies  bekanntlich  nicht  mehr  allgemein  (auch  wenn  die  Reihe  unbedingt 
convergirt).     Wir  acbliesaea   die  Reihen,   bei    denen  maa  &\fta  Nexla^« 
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nicht  anwenden  kann,  aus,  durch  die  Forderung:  Es  soll  der  Differential- 

quotient  von 

^•(3;)  — ao+«,«i+08«,H l-a„«i*H 

sein: 

F'(x)  =  Oif^i  +0^1/3  + h  2aneiifi  +  •■■ 

falls  derselbe  überhaupt  existiri     Ebenso  die  zweite  Ableitung: 

F"(x)  ■=  Oi«"i  +  ag«",  +  -  •  •  +  2a„«'»i  +  2o,i«iA  +  •  •  •  u.  s.  f. 

3.  Die  Bedeutung   der   Coefficienten   der  Beihe:  V— «<,+ o^^j +  •  •  • 
ist  natürlich: 


(F)x,   .0     Oi=(T-)..  =  oetc. 


Man   kann  die  Fotenzreihe  fortsetzen  und  um  einen  Punkt  2j  —  »„ 
r,  —  «2  ■  • '  entwickeln,    ob   die   Anzahl  der  e  endlich  oder  unendlich  ist. 
4.  Sei  nun  ein  unendliches  Differentialgleichungssystem  vorgelegt: 

—  «=  fj  {X,  *„  «j  . . .) 

(die  f  Potenzreihen),  so  frage  ich:  Lassen  sich  Potenzreihen  von  x  finden: 

«,  -  «j  +  Ci«««  +  C,Wa;»  + . . . 

welche  fUr  a;  —  0  die  völlig  willkürlich  gegebenen  Werthe  «j,  er,  ...  an- 
nehmen, und  ans  denen  ich  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  für  jedes 
X  •=  I  Werthe  (jSi)„  (e^\  . . .  berechnen  kann,  die,  in  fuft...  eingesetzt, 
diesen  Reihen  Werthe  {fi)t,  (/'g)v . . .  ertheilen,  die  gleich  den  Grössen: 

(^-)-C,a)+2C,(.)|+... 
beziehungsweise : 


sind?     Solche  Potenzreihen  nennt  man  Integrale  des  Systems. 

Qiebt  es  solche  Integrale,  so  müssen  sie  sich  auf  demselben  Wege 
finden  lassen,  ob  endlich  oder  imendlich  viele  e  vorhanden  sind;  denn 
immer  ist: 

C'„<'>-  (*Oo-  «1;     C,(i)-  (g)  -  /1(0,  «,  . .  .); 
^         2!    VdxVo     2!    '»<-"«">'•••'' 


Wenn  nicht  für  alle  e  Anfangsvrerihe  «  gegeben  Avären,  so  wUrdeu 
offenbar  in  diesen  L'oefBcienten  noch  Grössen  stehen,  über  welche  will- 
kürlich zu  verfugen  ist.  Die  Data  a^,  a^  ,  ,  .  sind  also  nothwendig  zur 
TollsUndigen  Bestimmung  der  Integrale. 

Ich  nehme  nnn  an,  die  Anfanpdaten  Oj  .  .  .  wären  so  bestimmt,  dass 
»ich  /■, ,  /j,  . . .  om  den  Punkt  a;  =  0,  r,  =  «,,..  .  entwickeln  lassen.  Indem  ich 
nun  für  ^,  —  «j, .  . .  wieder  «,,...  schreibe,  erhalte  ich  das  System: 

dx 


-jf-ao("+a/"f,  +  a,")r,4- 


dr 


k 


-rf— «„<'H  «»'*'*, +  0,'»);.,  +  . 


dm 


wo  die  n  Potenrreihen  in  x  sind)  und  die  Frage  ißt  nun:  hat  dies  System 
Integrale  mit  den  Anfangswerthen  Null. 

Existiren  welche,  so  sind  diese  eindeutig  bestimmt,  d.  h.  die  Daten 
oc,,  c^. . .  reichen  aus  zur  völligen  Bestimmung  der  Integrale,  falls  es  nicht 
Oberhaupt  gar  keine  in  Potenzreihen  entwickelbaren  Integrale  fUr  diese 
Anfangsdaten  giebt.  Ich  erhalte  nämlich  nach  der  bekannten  Methode  fttr 
die  CoefScienten  der  Integrale: 

C.'"  -  W'Ooi  2!  r),(')  -  (V'Oo  +  («/'>. a„t')  + . .  .)o; 
3!  C,(»'  -  (a„('>").,4-  (a,(')'  a„(')+ .  •  .)o+  K'»  [V"  «o'"  +  ••]  +  ••  Oo 


Wenn  sich  auf  diese  Weise  nicht  endliche  eindeutig  bestimmte  Wertho 
der  C  ergeben  (wie  es  bei  einer  unendlichen  Zahl  der  z  in  den  einzelnen 
Gleichungen  eintreten  könnte),  so  hatten  nach  der  oben  gemachten  Ein- 
schrftnknng  die  DifTerentialquotienten  von  ?,  .  .  .  im  Punkte  x  —  0  über- 
haupt keinen  bestimmten,  endlichen  Wertfa,  wUre  also  die  Potenzreihen- 
entwickelung  unmöglich. 

Aber  anch,  wenn  sich  für  die  C  endliche  Werthe  eindeutig  ergeben, 
was  immer  der  Fall  wäre,  wenn  in  einer  jeden  Gleichung  nur  eine  end- 
liche Anzahl  der  *  vorkommt,  so  könnte  noch  die  Reihe  Ci('^a5+  Cj(*)x*-4-  •  •  • 
divergent  sein.  Im  Folgenden  soll  eine  Methode  angegeben  werden,  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Existenz  von  in  Potenz- 
reihen entwickelbaren  Integralen  zu  finden,  falls  alle  Coefßcienten  auf  den 
rechten  Seiten  des  Systems  positiv  sind. 

Anmerkung.  Damit  wäre  für  den  allgemeinen  Fall  auch  eine  hin- 
reichende Bedingung  gefunden.  Denn  setzte  man  für  jeden  Coefficienten 
seinen  absoluten  Betrag,  und  hätte  alsdann  das  System  Integrale,  so  hat 
das  ursprüngliche  System  erst  recht  welche.  Nothwendig  aber  wird  die 
Bedingung  nicht  sein. 
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2.  Ueber  die  Integrirbarkeit  unendlicher  Systeme  mit  lauter 
positiven  Goefflcienten. 


5.  Ich  nehme  an,  das  System: 


dx 


in  welchem  alle  Coefficienten  positiv  sind,  habe  Integprale: 

Ans  der  Berechnungsmethode  folgt,  dass  alle  Coefficienten  C  positiv 
sind.  Setze  ich  also  in  die  Beihe  fllr  «j  einen  Werth  r  ^  r^  ein,  so  mnss 
sie  positiv  unendlich  werden.  Mögen  nun  auf  der  rechten  Seite  der  ersten 
Gleichung  etwa  die  Functionen  ea„  «a,>  •••  wirklich  vorkommen,  so  will 
ich  einen  Werth  r  w&hlen,  der  grösser  ist,  als  irgend  welche  von  den  Zahlen 
fa,,  ^0,1  •  •  •  und  in  der  ersten  rechten  Seite  (iüa,)ri  (^o,)'-«  •  •  •  einsetzen,  so 
mnss  ihr  Werth  anendlich  werden,  weil  sie  aus  lauter  positiven  Sammanden 
zusammengesetzt  wird,  von  denen  einige  positiv  unendlich  sind.   Also  reicht 

de, 
der  Convergenzbereich  der  Reihe  fUr  — ^  nicht  bis  zum  Punkte  x  —  r,  kann 

dx 

also  nur  einen  Badius  haben,  der  kleiner,  höchstens  ebenso  gross  ist,  als 

dZf 
jeder  der  fg,,  r«,, . . .     Nun  hat  aber  ~  denselben  Convergenzradios  wie  e^ 

nilmlich  r„  also  ist:  ..  <-  „ 

Ich  schreibe  mir  nun  die  erste  Gleichung  hin,  dazu  a^**,  die  e^**, . . .,  so 
weiss  ich,  dass,  wenn  auf  den  rechten  Seiten  der  letzteren  ausser  «„  /r^, . . . 
noch  Functionen  «^,,  Zg,, . . .  hinzutreten,  die  Convergenzradien  der  fttr  diese 
giltigen  Reihen  r^,,  rß,, . . .  nicht  kleiner  sind  als  einer  der  r«,  also  gewiss  auch: 

^1  ^  ♦■/'.i  *'liii  -  ■  • 
Ich  fUge  nun  noch  die/3|^,  die  ß^**  Gleichung  hinzu,  sp  treten  rechts  vielleicht 
wieder  andere  je;- Functionen  auf,  aber  die  entsprechenden  Potenzreihen  haben 
immer  wieder  Convergenzradien  >  r^.    Durch  fortgesetztes  Hinzofllgen  von 
Gleichungen,   eventuell  unendlich  oftmaliges  kann  man  das  System: 


zu  einem  vollständigen  machen,  dessen  sämmtliche  Integrale  Entwickelangen 
haben  mit  Convergenzradien  >.  r^. 


Eine  notbwendige  Bedingung  dafür,  das«  sich  e,  als  Potenzreihe  von 
X  entwickeln  Itlsst,  ist  also,  dass  das  kleinstmögliche  voUstlindige  Theii- 
system,  in  welchem  ty  vorkommt,  ausserdem  nur  solche  i-Fnnctionen  ent- 
hält, ftlr  die  Potenzreihen  giltig  sind  mit  Convergenzradien  2>  rj. 

Anmerkung  I.  Ist  das  kleinstmögliche  System  für  e^  mit  dem 
für  f,  identisch,  so  mnss  t\<ir^  und  fj^»!,  also  r, —  fj  sein.  Beispiels- 
weise in  dem  endlichen  System: 

dx 


flV^J  'j>  '»>  'S>  ^1»  ^b) 
'4»  's) 


j^  —fii^i  's»  's» 


^- 


dx 
ds^ 
dx 
dsp 
dx 


ff(x,  r„  «„  ^4,  «j) 


-/■«(^»»o's) 
-  /kC«,  '4,  '5) 


mit  lauter  positiven  Coefficieuten  ist 

»'i^'i<''4;     '■2  =  '"3;     '■4  =  '"6- 

Anmerkung  II.     Sobald    negative    Coefficienten    vorkommen,    kann 

man    natürlich    keinen    derartigen  Satz   mehr   beweisen.     So  könnten  sehr 

wohl  Functionen,   wie:   «,  =  j  1/  1 ,     tj—  x-y   l  —      ,  •  •  •,  wo  diö  r 

mit  wachsendem  Index  unter  alle  Grenzen  sinken,  Integrale  eines  für  z, 
gefundenen  kleinstmöglichen  voHstrindigen  Systems  sein.  Es  mttsseu  dann 
auf  den  rechten  Seiten  diejenigen  z,  deren  r  kleiner  sind  als  der  Con- 
vergenzradins  des  Diflfeientialquotienten  links,  stets  nur  in  geraden  Potenzen 
vorkommen.  In  diesem  Falle  könnte  ich  für  die  r„  r, .  .  .,  obwohl  alle 
von  Null  verschieden  sind,  keine  untere  Grenze  angeben. 

6.  Um  nun  zu  untersuchen,  ob  unendliche  Systeme  mit  lauter  posi- 
tiven Coefficienten  Integrale  haben,  scbeido  ich  nach  dem  angegebenen 
Verfahren  kleinstmögliche  vollständige  Systeme  aus  and  untersuche  diese. 

Allgemeine  Methode  der  Unterauohung. 
Anstatt   zu   fragen:    Giebt  es   ein  IntegralV    darf  man    auch 
fragen:  Giebt  es  überhaupt  Potenzreihen  C,'"i'  -f-  (7j''*x*-f  ,..,... 
welche,  an  Stelle  der  e  auf  den  rechten  Seiten  eingesetzt,  diese 
zn  Potenzreihen  in  x  machen: 


^o'*' <  C,«";    V<2C,(»;    il,<»K  3  (7,<"; , 
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£b  musB  solclie  geben,  denn  das  Integral  selber  genttgt  diesen  Beding- 
ungen; andererseits,  wenn  es  überhaupt  irgend  solche  Reihen  giebt,  so 
existiren  auch  Integrale;  denn  aus  der  Berechnnngsmethode  der  Coefficienten 
folgt,  wenn  etwa  das  eine  Integral  ist; 

ci<^>  X  +  c,(»>  «*+•••,  dass:  «»(i)  <  C,(»),  Cj,(i)  <  0,^), . . . 
also,  wenn  Ci^'  x  +  (7j<*)  «*+•••  convergirt,  so  müssen  es  gewiss  aach  die 
nach  der  Methode  als  Integrale  gefundenen  Reihen. 

Nach  dem  oben  Bewiesenen  muss  es  einen  Kreis  (mit  Badins  q)  geben, 
in   welchem  alle  Integralentwickelungen  convergiren,  also  müssen  sieh 

jene  Reihen  C/')  ^  +  . . .  so  bestimmen  lassen,  dass,  wenn  r  =     : 
C,(')  <  40 .  r;     C,(')  <  wiC) .  r«; . . .  CJ')  < ^(») .  r";  . . . 
C,(«)  <  äW  .  r;     C,(»)  <  40) .  r»; . . .  CJ»)  <  Ä^ .  r -»;  .  .  . 

(natürlich  dürfen  die  Grössen  Ä^^\  A^^\  . . .  mit  wachsendem  Index  nnend- 
lich  werden). 

7.  Können  wir  nun  finden,  in  welchen  F&Uen  sich  solche  Reihen  f&r 

Systeme  ^  _  „^(1)+ «^O.  ^^  +  . . . 

uX 


mit  lauter  constanten  Coefficienten  bestimmen  lassen,  d.  h.  also,  wenn 

diese  Systeme  mit  Fotenzreihen  integrirbar  sind,  so  ist  ohne  Weiteres  du 

Problem  auch  für  den  Fall  gelöst,  wo  die  Coefficienten  noch  von  x  abh&ngen. 

Seien  nttmlich  die  a-Potenzreihen:  a»^)  —  a^^"' +  «ri^")«  +  «rj^")!!;* -f  •  •  •, 

wo   jedes  «,m''')  ^  6/'')  •  B".     Dieses  B  muss   ich    für   alle   Coefficienten 

aller  Gleichnngen  als  dasselbe  and  zwar  <Ir  bestimmen  können,  da  die  für 

j_  1 

-^—  sich    ergebenden   Potenzreihen    einen  Convergenzradins    Q^—  haben 

müssen.     Femer  mnss  sich  R  so  angeben  lassen,  dass  das  System: 

g-b„(i)+i,,(i)f^+6,(i).Ji+... 

Integrale  hat.     Sei  nSmlich  £  =■  ^  ein   Punkt    innerhalb   des   allen   Ent- 

wickelangen    gemeinsamen    Convergenzbereiches,    so    giebt   es   für   alle   e 
Taylor'sche  Reihen: 

Z,  =  d,W  +  d,(»)(x  -  I)  +  d,W(x  -  D»  +  .  •  • 


mit  lauter  positiven  Coefficienten.  Bezeichne  ich  feiner  mit  (ay^"')»  die 
Grösse:  o(,(,"''+ «»i^"'- 1  + «,,"')•  1'+ ••  •,  so  kann  ich  den  grössten 
Summand  dieser  Reihe  «n^^  •  I"  ~  b*'^^  setzen,  denn  es  gelten  gewiss  die 
üii^leichnngen: 
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Ausserdem:  ft/"' <C  (a,<'''){.     Beieichne  ich  nan  a;  —  |  mit  3^,   so  hat   das 
Sjstem  mit  laater  positiven  Coefficienten: 


fOr  die  positiven  Anfangswerthe: 

Integrale :  ^^  _  ^^(i,  ^  ^^ty  ^  ^nyt  ^ 


also    erst  recht  das .  Sjstem  mit  laater  kleineren  Coefficienten  (in  denen 
die  Coefficienten  der  a;'- Potenzen  Überhaupt  fehlen): 


für  die  Anfangswerthe:  (?i)o—  0,   (fg)o—  0  •  •  • 

Damit  ist  also  gezeigt:  Nothwendig  dafttr,  dass  sich  das  System: 

mit  Hilfe  von  Potenzreiheu  integriren  lasse,  ist:  dass  alle 
Coefficienten  a  kleiner  sind  als  die  entsprechenden  Coefficienten 
eines  Systems: 

^  -  (6o'''  +  \^'\  +...).  (1+BX+  iPx'  +  . .  .) 

R  bedeutet  hier  in  allen  Gleichungen  dieselbe  positive  Zahl, 
und  die  h  sind  positive  constante  Grössen  von  der  Beschaffen- 
heit, dass  das  System: 


in  Potenzreihen  entwickelbare  Integrale  hat. 

Aber  diese  Bedingung  ist  auch  hinreichend.     Dies   zeige   ich 
dadurch,  dass  ich  nachweise,  das«  unter  ihrer  Voraussetzung  das  System: 


mit  Potenzreihen  integrirbar  ist.    Multiplicire  ich  nSmlich  alle  Gleichungen 
mit  (1  —  JBx),  so  werden  sie: 
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Setze  ich  nun  -^IgCl—  Bx)  ■=■  —  y,  so  ist:  für  a;  =  0 :y  •-  0;  3-  —  z ^» 

also:  ^1 .  (1  _  jja;)  -  ^  •  —  -  ^• 

dx  'ix     dy       iy 

Unsere  Gleichungen  lauten  also: 


Aus  der  Voraussetzung  folgt,  dass  sich  die  t  als  Potenzreihen  in  y  berechnen 
lassen.  Die  z  sind  also  in  der  Umgebung  des  Punktes  y  •-  0  endliche  ein- 
deutige Functionen  der  complexen  Variablen  y.  -  Nun  ist  aber  y  in  der 
Umgebung  von  y  —  0,  d.  h.  von  a;  >=  0  eine  endliche  eindeutige  Function 
der  complexen  Variablen  x,  also  auch  die  e.  Folglich  lassen  sich  die  e  auch 
als  Potenzreihen  in  x  berechnen. 

8.  Ist  für  ein  bestimmtes  System  nachgeydesen,  dass  es  Potenzreihen 
als  Integrale  hat,  so  ist  damit  natürlich  dasselbe  für  sämmtliche  Systeme 
mit  kleineren  Coefficienten  gezeigt,  aber  zugleich  auch  für  gewisse 
Systeme  mit  grösseren  Coefficienten.  Sei  nSmlich  a  eine  beliebig  grosse 
Zahl,  so  bat  das  System: 

de 

^  -  a  •  ao<»'+  a  ■  a^^^z^  +  o  •  0,0«,+  •  ■  • 

^  -  o  •  ao(*>  +  a  ■  a,W«,  +  a  ■  Ojl«)«,  +  ■  •  • 


zugleich   mit  dem  System 
de 

in  Potenzreihen  entwickelbare  Integrale.  Dies  sieht  man  unmittelbar,  indem 
man  alle  Gleichungen  des  ersten  Systems  durch  a  dividirt  und  a .  x  als 
Unabhängige  betrachtet.  Hieraus  leuchtet  von  vornherein  schon  ein,  dass 
lediglich  das  Verhalten  der  Coefficienten  in  der  Unendlichkeit  über  unsere 
Frage  entscheiden  wird,  ausser  wenn  von  gewissen  Coefficienten  gezeigt 
werden  sollte,  dass  sie  überhaupt  fehlen  müssen. 

9.  Mit  Hilfe  dor  entwickelten  Methode  kann  man  schon  die  Fra^  nach 
der  Integritbarkeit  aller  partiellen  Differentialgleichungen  mit  positiven  CoefS- 
cienten  lösen.  Indess  konnte  es  vielleicht  manchmal  von  Nutzen  sein,  dieselbe 
noch  etwas  zu  modificiren. 


Anhang. 

Modififatiuo  der  Aletbode. 

Angenommen,  das  System  habe  Integrale,  so  müsBen  Reihen  C,(i)i  +  C,(i)x*+  •  • 
Ton  der  oben  angegebenen  Beschaffenheit  ezistireu,  welche  einen  gemeinsamen 
Convergenzbereich  besitzen.    Sei  f  eine  positive  Zahl  in  diesem  Bereich,  so  setze 

ich  —       r.    Dann  mais  es  sicher  in  jeder  Reihe]  Stellen  geben,    z.  B.  das  n|*, 
«I,**  .  .  .  Olied,  Ton  wo  an  die  Ungleichungen  gelten: 

(».  +  «)Ci*'^„.^n..Ci,^'.r«.,... 
Al«o    mOsaen   die  nach  dem  Einsetzen   der  Reihen  C,'"«  +  C^'''x^  +  ■  '  -  rechts 
erhaltenen  x-Coefficienten  AJ-^\  -^i*''.  •  •  •  -^o*^'.  •  •  •  folgende  Ungleichungen  be- 
friedigen fvgl.  S.  156): 

V"<C.'"....<'_.<n,.C<;U';.'<n..CiJ>.r....<V„<«.Ci;'.r'"+'.... 
^W<C."'>,. ..<•_.<«,. C<4'.  <'<«,. 0^r....X<|V„<:n,.0^*).,^  +  ",...        ' 

Wflrde  ich  nun  recht«  nicht  die  unendlichen  Reihen  einsetzen,  sondern  nur 
llieile  dersellien,  so  würden  .«l-Orössen  resultiren,  welche  kleiner  sind,  als  die 
oben  erhaltenen.  Also  würden  für  diese  .X-GrOssen  die  obigen  Ungleichungen 
erst  recht  gelten.     Ich  setze  nun  folgende  Theile  der  Reihen  ein:  |, 

für  «,:  C.Oa;  +  C,'":t*-1- ■  • .  +  Ci"- .c"' 

..............  J 

•o  ut  ersichtlich,  dass  folgende  Bedingung  nothwendig  ist:  " 

Es   lunss  sich  eine  Zahl  r  und  eine  Reihe  von  Zahlen  (7,''\  C,'''' 
Cl^\  C/*',  ■  •  •  C*'\  ■  •  •  angeben  lassen,  dass  nach  dem  Ersetzen  von 

#,  durch  C,">x  +  C?,<"x'+  •     +  C^J'fl!"' 

*,       „       C.W-r  +  C,Wx''+  ■■■  +  C;^»'x"«  (n, ,  n.  ...  endlich) 

anf    den   rechten    Seiten    der   Gleichungen    Potenzreihen   entstehen; 

^t"  +  X,(=";r  +  ^("  **  +  ...  J 

deren  Coefficienten  Ä  folgenden  Ungleichungen  genügen:  ^^^ 

V)  <  C",   X/"  <  20.«'), . . .  <L,  <  «.  Ci[\  . . .  4(;i,„.  <  n,  .  C'<;'.  r"'+S  ... 

^w  <  c,'*',  A**'  <  ac,(»), . . .  4»L,  <  »s  c;^*',  •  •  •  <>+".  *^  "»  ^i!'  ■  •■""^''  •  •  •       ' 

Dabei  ist  in  bemerken,  dass  ich  für  die  Zahlen  n,,n,,...  mir  beliebig 
grosse  untere  Grenzen  festsetzen  kann  n, >fi,,  n, >(*,,...  Obere  Grenzen 
braucht  man  nicht  angeben  zu  kOnnen. 
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Aber  die  Bedingung  ist  aucb  schon  mehr  als  hinreichend.  Lassen 
sich  n&mlich  die  Zahlen  0  nur  so  angeben,  dass  (unter  Beibehaltung 
der  Zeichen): 


so  bat  das  System  in  Potenzreihen  ontwickelbare  Integrale,   deren 
Convergenzradien  nicht  unter  der  GrSsse  sz  liegen. 

Ich  beweise  dies  zunächst  für  den  Fall,  dass  in  den  CoefScienten  a  x  nicht 
vorkommt.  Ich  setze:  xr-^^.r-  o/^'=  o„<",  •  ••  r-  a<f'=  «J|>,--  C/'^r»  r,<'>, 
C,^*^-  r*—  r,<",  •  •  •,  so  werden  die  rechten  Seiten  des  Systems 

2)  {    dl         »     ^    ' 


nach    der    Substitution    «,  —  V^^^^x  H h  Tj^^'.  x"',  ■  •  •     Potenueiben   liefern: 

V')  +  A/')a;  +  A,(')x«  +  . .  . .    wo   A.<')  -  V«) .  r,  A/O  =  A<'>  •  r»,  •  •  ■    Es   be- 
steben also  die  Ungleichungen: 

V"  <  r.('> , . . .  aW_,  <  r.c)  +  8 r.»)+ . . .  +  n.  •  r«, . . . 
Ai'V„<;r.(')  +  ...  +  «.r(«,... 

Nun  bilde  ich  mir  ein  neues  System  folgendermassen.    Ich  substituire: 


«  -  r  W  ,    4.  r  (*)  i    -t-    .    4-  r  w  e 


und  erhalte: 


4-^o<')  r<^'  rw«    r  +^«(*>  rW  r(»)  .     ,  + 


+ 

Ich  will  dafiSr  schreiben: 


2') 


+ 

Dann  setzen  sich  die  A  offenbar  folgendermassen  aus  den  p  zusammen: 
A.<')-=pW 
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'Nun  zerlege  ich  alle  ß  in  mehrere  Sammanden,  ao  daaa  auch  die  Ä  in  mehrere 
Posten  zerfallen: 

^^^^      «^«,-1  + 

^^ wobei  jedes  ß^''     p""+  -  •  •  +  p*"''  gesetzt  ist,  bezw.  gleich  einer  geringeren 
Zahl  von  Summanden,  wie  z,  B.  ß<"  -    ß^"'  +  ß*]"'. 

Diese  Zerlegung  sei  so  vorgenommen,  daaa 
i,<"'<r,f'\  was  ge-wiss  möglich  ist,    da   A.(''  =  V'"  ^  T,*'' 


+  ■ 

2+ 


» 


i<l'>  g  r,(";  ^ü») <:  8  r,("j.. .  -  4';"'> ^  n.ri;'  Aü'= ^i,;"  +  •  • .  +  ^j;;"' 


^r/i'+2r,("+...+n.r(;) 


Könnte  ich  nun  das  folgende  System  integriren: 

'■1  + 


r.'"-;'l'=ft'"'+Pu'"'- 


p  (I)     IfL»  - 


Pn"''-^M  + 


r(l)     dt^n^ 

*>'    di 


I 


r«.^''/ =?.'»>+?..""•...+  ••■ 


80  wären  auch  Integrale  für  2)  vorhanden.    In  der  Tbat,  man  braucht  nur  zu 

'**'*°"  r-r<"z    +r^"'   4....  +  r<"-«» 

10  wSren  dies  die  gewünschten  Integrale.  Befriedigen  nämlich  die  filr  2,,,  ,  .  . 
efandenen  convergenten  Fotenzreihen  das  System  3)  identisch,  so  befriedigen  sie 
aach  2'),  welches  ich  aus  3)  erhalte,  indem  ich  die  n,  ersten  Gleichungen  sum- 
mire,  ebenso  die  folgenden  n,  n.  s.  f.  2')  aber  wurde  aus  3)  durch  jene  Substitution 

erhalt«n,  welche  die  f,,  «,  .  .  .  durch  die  ;,,,  z^ ,  e,,,  fj,  .  .  .  ersetzte,    Wird 

alao  2')  befriedigt,  so  auch  das  durch  Rückwärtssubstitution  erhaltene  System  2). 

Aber  3)  iSsst  sich  gewiss  integriren ,  wenn  sich  ein  ganz  ähnliches  System : 


<) 


I  1      •  '^^   =■  o,       T  »ii        •  tu  T  •  •  • 


integriren  Ikat,  in  welchem  jeder  Coefficient  6  grOsser  oder  gleich  dem  ent- 
iprechenden  ß  in  8)  ist.  Ich  constniire  mir  nun  solch  ein  System  in  der  Weite, 
(lua  die  Summen: 

ZeiUchrirt  f.  Mutliomatik  n.  Pbjiik  XXXTH,  a  1 1  , 
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5,(")  =  6.(")  =r«  >j.("' =?,"»» 


U) 


Dann  bat  System  4)  die  folgenden  Reiben  als  Integrale: 
?ii  =  tu  — =  •  •  •  f 
t„  -  f..  -•••£* 

fit  -  tti  —  •  •  ■  r 

wo  S  definirt  ist  durch  die  Oleicbnng: 

||^^^;alsoJ^l-yiri. 

Wflrde  ich  nilmlicb  in  2')  far  «,„...  die  £-Potencen  snbstitoiren,  denen 
die  entsprechenden  i^i,  . .  .  gleichgesetzt  sind,  so  erhielte  ich  (nach  der  Defi- 
nition der  OrOssen  A)  als  Coofficienten  in  jener  Potenzreihe  Ton  (,  die  anf  der 
rechten  Seite  entstehen  wflrde,  die  A:  z.  B.  Qleichnng  1): 

A.(')  +  A.(').j  +  A,a).t«+... 

also  in  System  3)  bei  derselben  Substitution  die  .^'"^  Äi^"\  .  .  .;   die  ersten 
rechten  Seiten  würden  beispielsweise 


<!l\  •£"•-*  +  • 


Bei  der  analogen  Substitation  in  4)  erhielte  ich  ebenso  die  i>,^^'\  5/"\  . . . 
Setzte  ich  z.  B.  in  der  ersten  Gleichang  die  Potenzreihen  fflr  (u , . .  .  ein,  so 
erhielte  ich: 

r,(.).||-.Bm)+Bm).5+B.(»).  £«+... 

(S  ist  eine  Fotenzreihe  in  x);  da  aber: 

also  eine  Identit&t. 

Genau  so  giebt  die  zweite  Gleichung: 

da  B'**'      B,"*)       2r,<*',  wieder  die  Identität: 

dt  1 

ebenso  die  jt"  Gleichung:  i  5^  tti 


weU  Bi*i'i=  •  •  •  =  Jfc 
ebenso  alle  übrigen  Gleichungen. 


1 


System  4)  bat  also  Integrale,  die  in  dem  Bereiche  |  x  \  <C--  alle  cooTergente 

Potenzreihen  sind,   also  auch  3),   also  auch  2).    Letzteres  entstand  ans  dem  nr- 
eprünglichen  -  durch  die  Substitution:  £       xr,  also  hat  auch  dieses  als  Integrale 

Potenzreihen,  die  fflr  \x\=  —  noch  conyergiren. 

Wenn  nun  die  Coefficienten  a  von  x  abhängen,  lo  fQge  ich  zum  System 

die  Gleichung  -r-^       1  hinzu ,  die  das  Integral  ^ ^  ^  x  hat.     Ersetze  ich  nun  in 

ax 
allen  Gleichungen  x  durch  ?gj  so  erhalte  ich  ein  System  mit  constauten  Coefß- 

cieuten,   für   welches   der  Satz  bewiesen  wurde.     Ich  nehme  nun  an,  dass  sich 

fflr  alle  t  ganze  Functionen  substitniren  lassen,  welche  der  im  Satze  angegebenen 

Bedingung    genügen ,    und     zwar    sei    die    für    i^    einfach   x    (also    (7  (<>)     .  j 

C,'"'=  ...    --  C^"'       0);  dann  hat  das  System  gewiss  Integrale.    Hätte  ich  also 

TOD  vornherein  für  «,  x  stehen  lassen  und  das  Kriterium  angewandt,   so  wäre 

die  Existenz  der  Grössen  r,  C','*',  C','"',  .  . .  ebenfalls  hinreichend  gewesen. 

Znaats.    Mit  Hilfe  dieser  modiiicirten  Methode  lässt  sich  auch  der  S.  IGT 

^         anfgestellte  Satz  beweisen,  dass  das  System 

F 


1)  \dx 

'iqgieich  mit  dem  System: 


dt. 
dx 


6o^'>+6."'e.  +  - 


Integrale  hat.    Nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  müssen  sich  nilmtich  Ansdrflclco: 

C  <"  a;  +  .  .  .  +  C'"  sc». 


linden  lassen,  welche,  für^i  bezw.  £, ,  .  .  .  eingesetzt,  die  rechten  Seiten  von  S)  zu 

Potenzreihen  in  x  machen:  A^^'^1  +  .4/"x  +  ^,''V  H so  dass:  i4j<''  <  C/",  ■  •  • 

.^i''  <  n, .  C»,  •  f*  """'■*"',■••  (iL-  >  »I,  -  1.)     Setze  ich  dieselben  Ausdrücke    für 
b«EW.  e,,  .  ,  .  io  1)  ein,  so  bekomme  ich  auf  den  rechten  Seiten  Potenzreihen : 

Ji">+B.("«+B,('>*»+-  •  •  -  (V''+^/"«+ V'^+  •  •  •)  •  {y  +  Ex+R'x-+  ■  ■  ■) 
Alao: 

B»^<  C<",  JB'/><  C<"-  B  +  2  C['\  . . . 

*2V«- 1  ^  ^i" ■ -ß"' ■^'"~ '+■■■  +  "' ^'»?  ('■"'+''""'■-"  +  "■  ■'^'")- 

Offenbar  muss  sich  eine  Zahl  »•,>»■,  R  bestimmen  lassen,  so  dass  für  jedes  m: 

r,">  r'"+  rm-i-  S  + f-iJ";  dann  ist  aber: 

Somit    erfüllen    für  System   1)  die  Zahlen:   r,,  t',<",  .  •  •  C^J*,  C/*>,  ■  •  •  die  hin- 
reichende Bedingung,  das  System  hat  also  Integrale. 

II" 
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Zweiter  Abschnitt. 

Partielle  Differentialgleichungssysteme,  aufgefaast 
als  totale  Systeme  unendlich  hoher  Classe. 

1.  Torbemerkangen. 

10.  Jede  partielle  Differentialgleichung  kann  man  ersetzen  dnrcli  ein 
anendliches  System  totaler.     Sei  z.  B.  Torgelegt: 

loh  denke  mir  die  Variable  x  bevorzugt,  das  heiast:  ich  betrachte 
das  Integral  e  als  eine  Function  von  x,  deren  Coe£ßcienten  noch  Ton 
einem   Parameter  y  abhängen.     Fixire  ich  den  Werth   dieses  Parameters 

als  ^0,  so  sei  jene  Function  von  x  :  e^.  Lasse  ich  y 
l-t-H  i-b-'—  varüren,  indem  ich  l&ngs  einer  Oeraden  um  die  Strecken 

Ay,  2Ay,  . . .  fiA^, . . .  fortgehe,  so  s^ien  die  ent- 
sprechenden j!- Functionen  mit  ;;, ,  g^,  .-■«»,  ...bezeichnet     Offenbar  ist 

I  r- )    —    lim  ( -'-TT — 5  j.   Somit  kann  ich  im  Punkte  y  —  Vo  oMere  partielle 

Differentialgleichung  durch  die  totale 

ersetzen,  wenn  ich  nur  A^  unendlich  klein  setze.  Aber  offenbar  genttgt 
diese  Gleichung  nicht  zur  Bestimmung  von  e^;  denn  sie  enthftlt  noch  die 
Function  Bi,  die  unbekannt  ist.  Aber  für  diese  ezistirt  ebenfalls  eine 
Differentialgleichung: 

in  welche  freilich  wieder  eine  neue  Unbekannte  g^  eintritt.  Auch  fttr 
diese  giebt  es  eine  ahnliche  Gleichung,  die  noch  gg  enthält.  Wir  gelangen 
auf  die  Art  zu  einem  unendlichen  Differentialgleichungssyatem,  welches 
mit  der  partiellen  Differentialgleichung  äquivalent  ist,  wenn  man  Ay 
unendlich  klein  nimmt. 

Ich  denke  mir  in  F(a;,y,  «,—>  —j  —  0    ---  ausgerechnet: 

dg      J  dg\ 

Vx-fV^^'^Ty} 
Dann  ist  <)>>■  nnendlicbe  System: 


I 


^  -  f\^.  yo  +  Äy.  «II  '-^}  =  'Pii"'  'v '») 

11.  Lasse  ich  At/  unendlich  klein  werden,  eo  kommen  alle  Functionen 
2g,  e,,  .  .  .  einander  unendlich  nahe.  Es  empfiehlt  sich  daher  anstatt  dieser 
1  neue,  «irklich  von  einander  verschiedene  Functionen  als  Dnhekannte 
za  nehmen.  Das  Einfachste  ist,  die  durch  Subtraction  unendlich  benach- 
barter Functionen  und  Division  mit  Ay  erhaltenen  „partiellen  DiSerential- 
qaotienten  nach  y"'  zu  wählen;  man  hat  zu  diesem  Zweck  das  unendliche 
System  in  der  Weise  umzuformen,  dasB  man  je  zwei  benachbarte  Gleich- 
ungen subtrahirt  und  durch  Ay  dividirt,  d.  b.  man  erhält  das  gesuchte 
System  darch  fortgesetztes  Differenziren  der  uräprUnglichen  Gleichung  nach  y. 
Setze  ich:  /g^x  /g»A 

so  ist  dies  System: 

S-K''».'.,^)],.  ^.('■'..•.) 

S"[|;  <■('■»•'■  r,)].- «'-'•' '■■•>' 


12.  Die  Frage  nach  dem  Integral  g  der  partiollen  Differentialgleich- 
nng  kann  ich  ersetzen  durch  die  Frage  nach  den  Integralen  z^,  /|,... 
dieses  Systems.     Für  z  wird  dann  gelten: 

>:  -  '0  +  "iiy-yo)  +  <^  -^^-'+  ■  ■  ■ 

Zar  völligen  Bestimmung  dieser  Integrale  nothwendig  und  hinreichend 
sind,  wie  oben  gezeigt,  die  Daten:  (ifo)x„—  »o»  ('i)io"""i  i  •  •  •  o^^r,  was 
dasselbe  ist:  die  willkürliche  Function  («)x„  =  «i,  +  «i  •  (y  —  J/q)  +  '  '  " 

Die  Frage,  ob  sich  nach  einer  bestimmten  Wahl  dieser  Daten  das 
Integral  in  Form  einer  Potenzreihe  finden  Iflsst,  zerfiillt  in  zwei  unabhängige 
Fragen: 

1.  Hat  das  unendliche  System  in  Potenzreihen  entwickelbare  Integrale 
*o,^,...? 

2.  Hat  die  Eeihe  z  =  Zq  -\-  z^  {y  —  yj)  -\-  ■  •  ■  einen  Sinn? 

13.  Es  braucht  hier  nur  darauf  hingewiesen  zu  werden,  dass  auch 
jedes  System  von  der  Form: 
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sich  ebenso  als  nnendliches  System  auffassen  l&sst,  und  dass  als  An&ngs- 
daten  nothwendig  nnd  binreichend  sind  (jeii)^,, . . .  (ti,)x,  ftls  Functionen  Tony. 

Ebenso,  wenn  nicht  nur  ein  Parameter  ff  vorkommt,  sondern  be- 
liebig viele  ^i, . .  .ytii'  Nur  bekSme  man  hier  nicht  eine  einfach  unend- 
liche Beihe  von  Gleichungen  und  unbekannten,  sondern  eine  m-fach  unend- 
liche Menge. 

Endlich,  wenn  die  Gleichungen  nicht  nur  in  den  y,  sondern  auch 
in  X  von  höherer  Ordnung  als  der  ersten  sind,  muss  man  zwei  FSlle 
unterscheiden: 

1.  Die  hSchste  Ableitung   nach  x  ist  immer  rein,  es  kommen  nur 

3"  ß 
AUeitungen  -r-—  vor  (y  die  hSchste  Ordnung  in  x). 
ox 

2.  Die  hSchsten  Ableitungen  nach  x  sind  (alle  oder  zum  Theil)  noch 
nach  irgend  welchen  y  differenzirt,  es  kommen  also  Ausdrücke:   - — — — vor. 

Den  ersten  Fall  kann  man  bekanntlich  immer  auf  ein  System  wie 
das  eben  betrachtete  zorackfOhren.     So  z.  6.  die  Gleichung: 

d'e       J  de         d'-h    dg  8"+^-'^  ^ 

dx'  °°  ^*'  ^' '''  dx'"  a^'-i'  dx'"  dx^-'dy'^  ) 
auf  das  System: 
de     j  dt!       „       a*('-»)     J  j  .    .,  de        a^ef-^iA 

Als  Anfangsdaten  erfordert  sind:  (e)x„,  0^)^, .  •  •  (^'~^')s>  ""^  Fanctionai 
von  y. 

Im   zweiten  Falle  geht   dies   nicht.     Ich  nehme  z.  B.  die  Gleichung. 
d'e         J  de   dz    d*e\ 

8^y''fv^y^'''rx'd^'df)' 

de  d*e 

Nenne  ich  ^  —  *i,  -r-y  —  «j»  •  •  •»  so  erhalte  ich  als  Aequivalent  folgendes 

unendliche  System: 

dx'"dy^'^V'^'''    '  '"  ^'  äy  '  W  °°  ^1^"^'  *'  "•  *^'  '"  *»'  ^»)' 
-^  =  fi\x^  y»  '» » >  «i>  hl  Ht  "J» 

Dieses  ist  aber  nnvollstSndig;  denn  es  kommt  überall  noch  die  Function  ^ 
vor,  füx  welche  keine  eigene  Gleich'ung  vorhanden  isi  Um  also  die 
Integrale  des  Systems  völlig  bestimmt  zu  erhalten,  muss  mir  zunächst  («'),,  als 
Fnootion  von  «bekannt  sein.  Ich  setze  diese  ein,  so  ist  das  System  vollstSndig 
i  kb  laam  ftr  die  gegebene  Anfangsfhnction  (e)^  —  «o + <'i  ^~  Vo)  + ' " 


die  Integrale  berechnen  und  untersucben,  ob  sie  einen  Sinn  haben.    Wenn 

Htm:  (j')v,=  ßi  +  j3jZ  +  •  •  •'  so  ist  offeabar:  {e\^~=  o^  -|-  j3ii  +  ^x*  +  .  •  ■ 

Demnach  kann  ich  sagen: 

Um  das  Integral  der  Gleichung 

d*e  /  de    dt    d*s\ 

«stimmen,  müssen  als  Anfangsdaten  gegeben  sein:  (jE')y^  als  Function 


Beide  mllssen  im   ersten  Coefficienten 


zn 

von  x;   (r)j„  als  Function   von  y. 
Übereinstimmen. 

Genau  so  iSsst  sich  eine  Gleichung  bebandeln,  in  welcher  die  höchste 
v"  Ableitung  nach  x  noch  nach  y  differenzirt  vorkommt  und  zwar  im 
höchsten  Falle  ^-mal.     Ich  rechne  dann  aus: 

b'  +  t-i        ./  a*     de         \ 

'and  bilde  mir,  gerade  wie  im  behandelten  einfachen  Fall,  das  unendliche 
System.  Dasselbe  wird  wieder  unvollständig  sein,  und  zwar  enthält  es 
fiberschUssig  die  Abhangigen: 


iu-V 


Gerade   wie    oben    wird   geschlossen,   dasa   zur   Bestimmung   der  Integrale 
erforderlich  sind  die  Daten: 


als  Functionen  von  x. 


als  Functionen  von  y,  wobei  wieder  eine  gewisse  Anzahl  von  Coefficienten 
übereinstimmen  mnss. 

14.  Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  unter  UmBtSnden  das  so  er- 
haltene   unendliche    System   in    lauter   Systeme   endlicher   Classe   zerfallen 
kann.     Dies  tritt  beispielsweise  bei  der  Gleichung: 
a»«        ,/  de    de\ 


dxdy 
ein;  denn   von  den  Gleichungen: 


dx 


=  ^, 
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^^«M^«^*^<^*^<»«M*4^M< 


bildet,  nacbdeiD  man  fGr  ;'  die  gegebene  Function  eingesetzt  bat,  eine 
jede  Gleichung  scbon  mit  den  vorhergehenden  immer  ein  vollstHndi^es 
System.  In  solchen  Fällen  reducirt  sich  die  Frage  nach  der  Integrirbar- 
keit  der  Gleichung  immer  auf  die  zweite  Frage  (s.  8.  165):  Ist  die  Reihe 
*o  +  "i  iy~yo)  +  •  •  convergent?  Denn  die  Zg^  ^^,  .  .  .  sind  als  Integrale 
endlicher  Systeme  immer  zu  bestimmen. 


3.  Methode  der  Uutßrsucbung,  ob  partielle  Differentialgiciehungs 

Systeme  mit  lauter  positiYeii  Coefflcleiitcn  in  Poleuzreilieu 

entwickelbare  Integrale  haben. 

15.  Wenn  nach  Ausrechnung  der  höchsten  Differentialquotienten  nach 
X  sich  auf  den  rechten  Seiten  Potenzreihen  in  den  vorkommenden  Variabein 
(abhtingigen  und  unabhUngigen)  ergeben,  deren  Coefticienten  sämmtlich 
positive  Zahlen  sind,  so  hat  auch  das  dem  partiellen  System  äquivalente 
unendliche  System  lauter  positive  Coefficienten  und  man  kann  die  oben 
angegebene  Methode  anwenden,  Um  zu  zeigen,  wie  man  im  gegebenen 
Falle  zu  verfahren  hat,  unterscheide  ich  wieder,  ob  der  höchste  Differential- 
quotient nach  X  nur  rein  vorkommt  oder  noch  nach  einem  t/  differenzlrt  ist. 

Fall  1.  Das  System  ist  zu  ersetzen  durch  ein  System  von  einer 
grösseren  Anzahl  Gleichungen,  in  welchem  nur  erste  Differeiitialquotienten 
nach  X  vorkommen.  Der  Einfdcbheit  halber  werde  im  Folgenden  eine 
einzelne  Gleichung  betrachtet,  die  in  x  von  der  ersten  Ordnung  ist 

dx    '\"'^"-'ay 

Zunächst  entwickele  ich  f  um  die  Anfangswerthe 

dz 


I 


-  ^0.  y  -  %.  *  =  (^) 


'»'  dy      \djrl 


in  eine  Taylor'fcbe  Reihe.  Der  Einfachheit  halber  schreibe  ich  dann  wiefl 
für  X  —  Xq-.x,  y  —Uo-  Vf  "  ~  W^=  £,  . .  .  Ich  nehme  an,  die  Gleichung 
habe  ein  Integral,  so  berechne  ich  aus  dem  im  Punkte  y  —  0  Bqui- 
valenten  unendlichen  System  die  Functionen  Xoi^i}  ■  •  •  ^°  's''  J* 


de 


2! 


+ 


dy 


-  ^i  +  ^jy  + 


Setze    ich    diese  Reihen    in 
explicite  vor,  denn  %,«,,. 


/'ein,   so  kommt  nunmehr  rechts  y  nur 

.  hangen  nur  von  x  ab.    Ordne  ich  nnn  nach 


noch  V 


Von  Dr,  Gustav  Mib. 


169 


y"' 


+  fi(x,to,  'i.  •  •  •  »/.  +  i)  • »  + h  /■«  («f  «0.  'i.  •  •  •  «^+")  •  -Ti  +  • 


ml 


w   stellen   die  Coefficienten  fg,  fi,  ■  •  ■  die  recbten  Seiten  des  unendlichen 
Sjatems  dar;  denn  offenbar  ist  allgemein: 

dZm 


dx 


""  fm(,^y  'o>  'u  •  •  "  *i"  +  "•)• 


Ich  fnhre   non  die  Beschr&nkung  ein,   dass  die  Coefficienten  von  f  (und 
tomit  auch  von  allen  /*,„)  positiv  sind,  so  wende  iob  die  Methode  an: 
Ich  setze       für  ,^..  c,,x  +  C„x'-\- ^o 


d.h. 


de  dt 


I 


so  bekomme  ich  fUr  f  eine  Potenzreihe  in  x  und  y: 

qi(x,  y)  -  ip^{x)  +  9),(it)  ■  y  + 

und  es  muss  nun  ,  wenn  q>m{x)  •=  ^q'"'  +  ^/"''x  +  •  •  •  +  A^^'^'^x''  +  •  •  • 
Bein:  id,*"")  <  C„,,  ^Z"-)  <  2C„2,  •  •  •  ^,<"''  <  v  •  C,„„  •  •  •  femer  allgemein 
i'Ca,<-4<'"'-  J?';  il'""'  für  jedes  >n  eine  bestimmte  endlicbe  Zahl,  R  für 
tUe  m  dasselbe. 

Fall  2.  Aach  hier  werde  die  Methode  an  einem  einfachen  Beispiel  gezeigt: 


dxdy 


iz     d*e 


d'-z        de 


d^e 
dy 


'}. 


dx  dxdy  dxdy^~^  dy 
wann  {z)t  =  n  als  Function  von  y  müssen  auch  üq,  e^^, . , .  gfi—i  (Functionen 
ton  z)  gegeben  sein.  Ich  denke  mir  wieder  anstatt  eis  —  (/)x  n  als  die 
gesochte  Fancfion  und  schreibe  hierfür  e,  so  sind  ;„,£,,...  sSmratlifh 
im  Punkte  x  —  0  Null.     Setze  ich  nun: 

1."  —  >  y  y**  "*" ' 


+  «^-1- 
+  «;-i- 


^=nv +^""  Jy +  ^''+« 


(^  +  1) 


r  + 


»"+» 


y''  v 


/•.       + 


'-(0).- 


+  •••+ 


da-' 
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Dies   in  f  eingesetzt,    ergiebt   eine  Potenzreihe   in  y  ('07^01 '^n  * 
hSngen  nur  von  x  ab): 

/o  (•'.  -0.  ^"0.  •  •  •  «'.-1.  «,...«.)  +  »■  (i  {x,  «0,  e\, 


'!»• 


fn! 

Das  unendliche  System  lautet: 


-1.  -j. 


•S»  +  l)  + 


(ist   vollständig,   da 


dx  ~ '"'    dz     ' 


A. 


'Ol     '17 


;?^,_i  bekannt   Bind).     Von  hier  an  ist  di 


Weg  der  Untersuchung  derselbe,  wie  im  Falle  1. 

16.  Haben    tvir   nun   die   S.  165   gestellte  Frage  1.  entschieden,   so 

müssen  wir  noch  2.  untersuchen,   ob  niimlich  Zfy-\-  e^■y  •\-  e^^  -\-  . .  .'mx 

und  y  einen  Sinn  hat.  Aber  diese  Frage  ist,  im  Falle  alle  Coefficienton 
positiv  sind,  ohne  Weiteres  erledigt.  Hat  nämlich  obige  Reihe  in  dem  Be- 
reiche \y  ,'^  Q  einen  Sinn,  so  muas  sich  die  Function  auch  um  j/q  *^  C  (^o  ^  ^) 

entwickeln  lassen:    80  +  äi  (*  —  ^o)  +  ä»  — g,       -^ wo  Ju,  j,,  j,  •  •  • 

wieder  Fotenzreihen  in  x  mit  lauter  positiven  CoefBcienten  sind,  die  Inte- 
grale eines  unendlichen  Systems,  welches  mit  der  partiellen  Differential- 
gleichung im  Punkte  y  "  y^  zusammenMlt  und  wiederum  lauter  positive 
Coefficienten  hat. 

Dieses  System  muss  sich  also  ebenfalls  mit  Hilfe  von  Potenzreihen 
integriren  lassen.  Aber  umgekehrt,  ist  dies  der  Fall,  so  hat  auch  die 
Entwickelnng  um  jr  ~  0  einen  Sinn. 

Ich  betrachte  nämlich  y^  als  unbestimmten  Parameter,  so  sind  die 
Coefficienten  des  unendlichen  Systems  für  y  —  y^  Potenzreihen  in  y^  und 
zwar  mit  lautor  positiven  Gliedern.  Offenbar  erhalte  ich  nun  beim  Integriren: 

/i(yo)  . 


h-  fa  (i/o)  +  a;  •  /i  (yo)  +  x* 


2! 


/J,,  /"i, . . .  sind  wiederum  Potenzreihen  in  yp  mit  lauter  positiven  Gliedern. 
Hat  diese  Reihe  Jg  für  einen  bestimmten  positiven  Werth  y^  einen  Sinn, 
so  hat  sie  es  gewiss  auch  für  jedes  kleinere  y^.  Beachtet  man  nun,  dass 
}q  =^  (^)yo)  ^^  folg^  ^BMS  die  Reihe  mit  zwei  Variabein,  x  und  y: 

e  —  e^  +  e^-y-i 

mit  lauter  positiven  CoefBcienten  für  alle  positiven  Werthe  y  ^.y^  einen  Siam 
hat,  d.  h.  die  Reihe  bat  einen  von  Null  verschiedenen  ConvergenzbereicL 
Anmerkung.  Hieraus  erhellt,  dass  Gleichungen,  wie  die  S.  167  an- 
geführte, stets  Integrale  haben.  Denn  das  entsprechende  unendliche  System 
zerföllt   für  jedes  y  in   eine   Reihe    endlicher  Systeme,   also   giebt   es  für 

Jedes  y  Fotenzreihen    als    Integrale.     Damit   üt   «acVl  die  zweite   Frage 

f'^'ibend  beantwortet. 
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17.  Ich  werde  nun  also  nicht  die  unendlichen  Systeme  im  Punkte  yO, 
sondern  in  y  =  Vq,  ^o  >  *-*  nntersuuhen,  so  bekomme  ich  sofort  die  hin- 
reichenden nnd  nothwendigen  Bedingungen  für  die  Existenz  einer  Potenz- 
reihe z  (z,  y).  Der  Einfachheit  halber  schreibe  ich  wieder  für  y  —  Vo'.J/. 
Es  ist  wichtig,  zu  bemerken,  dass,  sobald  eine  Potenz  ;/"  in  einem  Coeffi- 
cienten  vorkommt,  auch  alle  niedrigeren  sich  finden  müssen.  Man  erkennt 
dies,  indem  man  j/""  um  den  positiven  Werth  ?/  —  iJq  entwickelt,  Da  wir 
es  hier  fortwährend  nur  mit  positiven  Grössen  zu  thun  haben,  kann  sich 
nichts  fortheben. 

18.  Als  Anwendung  dieser  Methode  werde  ich  nun  die  Bedingungen 
untersuchen,  unter  denen  die  Gleichung 

dt       J  CS    c-s\ 

ein   Integral   hat.      Um   aber   die  Art   und  Weise,   wie   man   die   Methode 
za  benutzen  hat,  klar  zu  machen,  nehme  ich  zunächst  den  einfacheren  Fall 

2^  -  /"(^,  J/)  +  /"o  {x,  y)-z->rfi  {x,  j/)— • 

(Hier  eiistirt  bekanntlich  immer  ein  Integral;  vergl.  Frau  S.  v.  Kowalewsky, 
zur  Theorie  der  partiellen  DifTerentialgleichungen.  Grelles  Journal  Bd.  80, 
1875,  p.  Iff.,  besonders  auch  p.  22  ff.). 


(Seblasfl  folgt.) 


XII. 
Erweitenmg  der  „Guldin'sohen  Regel**. 

Von 

P.  B.  RiCHTEB 

in  QacdllnbOTg 


Den  Banminbalt  eines  RotationskSrpers  erhBlt  man  nach  der  G  n  1  d  i  n  'leben 
Regel,  wenn  man  den  Inhalt  der  erzengenden  FlSche  mit  der  Kreislinie 
multiplicirt,  welche  der  Schwerpunkt,  bei  einmaliger  ümdrehnng  der  Fliehe 
um  eine  Achse,  in  ihrer  Ebene  beschreibt. 

leb  werde  nun  zeigen,  dass  sich  zn  jedem  dieser  Rotationskörper  nn- 
zfthlig  viele  andere  angeben  lassen,  welche  durch  Bewegungen  derselben 
Flfiche  um  dieselbe  Achse  durch  weniger  einfache,  nSmlich  durch  schrauben- 
förmige Bewegungen  entstehen  und  doch  denselben  Rauminhalt  wie  jener 
einfache  KOrper  haben. 

A)  Denken  wir  uns  den  Raum  des  letzteren  Körpers  nach  ond  nadi 
durch  Rotation  der  erzeugenden  FlSche  um  denselben  unendlich  kleinen 
Winkel  öa  erzengt,  so  werden  alle  diese  Raumelemente  gleich  sein,  also 
wenn  n.da  =  360<*  ist   und  V  das  Volumen   des  Ringes,   so  wird  jedes 

Element  =  —Y  sein.    Denken  wir  uns  jetzt  die  FlSchentheile  auf  irgend 
n 

eine  Art  so  Terschoben,  dass  der  Schwerpunkt  der  FlBche  derselbe  bleibt 
und  Fl&chentheile  nicht  über  einander  gerathen,  und  lassen  wir  sie  dann 
wieder  um  360"  rotiren,  so  wird  dieser  Rotationskörper  genau  so  gross 
sein,  wie  der  vorige,  auch  hier  wird  also  ein  jeder  einem  da  entsprechender 

KOrper  genau  =  -¥  sein.    Wir  erhalten  drittens  einen  dem  ersten  KOrper 

gleich  grossen,  wenn  wir  von  der  FlBche  in  ihrer  ursprünglichen  Lage 
zunSchst  ein  Raumelement  erzeugen  lassen,  dann  ihre  FlSchentheile  ein 
wenig  verschieben,  ohne  dabei  den  Schwerpunkt  zu  Sndem,  hiemach 
wieder  ein  Raumelement  erzengen  lassen  und  so  fortfahren  bis  snm  letzten 
do.  Je  kleiner  wir  nun  das  letztere  nehmen,  um  so  weniger  wird  sich 
dann  dieser  Raum  von  einem  vierten  unterscheiden,  bei  welchem  Rotation 
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und  Verschiebung   gleichzeitig   erfolgen.     Unter  Rotation    wollen    wir    hier 
immer   eine    solche    der  Achse   verstehen,    anter  Drehung  aber  die  der  s^^h 
leogenden  Flüche  oder  Flfichenelemente  in  ihrer  Ebene.  ^H 

Im  einfachsten  Falle  darf  sich  also  die  erzengende  Fläche  nm  ihren 
Schwerpunkt  drehen  und  so  Ringe  mit  schiauben förmigem  Gewinde  er 
teugen,  oder  es  dürfen  sich  die  Tbeile  einer  zusammengesetzten  Fläche  um 
ihre  Schwerpunkte  und  ausserdem  nm  den  gemeinsamen  Schwerpunkt 
drehen,  sich  pendelnd  ihm  nähern  oder  sich  von  ihm  entfernen,  zwei 
gleiche  Theile  sich  in  krummliniger  Bahn  mit  ihren  Sehwerpunkton  auf  den 
Endpunkten  des  Durchmessers  einer  beliebigen  Mittelpunktscurve  (und  dem 
gemeinsamen  Schwerpunkt  als  Mittelpunkt)  bewegen  u,  s.  w,  —  Auch  jede 
Gruppe  von  isolirten  Theilflächen  darf  daneben  dieselben  oder  andere  will- 
kOrliche  Verschiebungen  (in  ihrer  rotirenden  Ebene)  in  Be'i.ag  auf  ihren 
Theilschwerpnnkt  vornehmen,  ohne  dass  der  Rauminhalt  des  erzengten 
KOrpers  aufhört  dem  einfachen  Rotationskörper  gleich  zd  sein,  üebrigens 
dflrfen  z.  B.  zwei  die  erzeugende  Fläche  bildende  gleiche  Flächen  sich  nicht 
etwa  beliebig  weit  in  jeder  Richtung  von  ihrem  Schwerpunkte  entfernen, 
beide  mOssen  vielmehr  bei  ihrer  Bewegung,  z.  B.  bei  einer  Drebnng,  stets 
auf  derselben  Seite  der  Achse  bleiben. 

B)  Der  Schwerpunkt  war  bisher  in  seiner  Lage  in  der  Ebene  nnver- 
Inderlich,  aber  auch  er  darf  Bewegungen  mit  beliebig  veränderlicher  Be- 
icbleuoiguDg  vornehmen ,  ohne  dass  der  erzeugte  Raum  aufhört,  dem  des 
einfachen  Rotationskörpers  gleich  zu  sein.  Der  Beweis  ist  ganz  so  wie 
vorhin. 

Lfisst  man  z.B.  ein  unendlich  schmales  Rechteck,  dessen  eine  endliche 
Seite  der  Achse  parallel  ist,  darch  Rotation  um  36C  ein  Ranmelement  nach 

dem  anderen  erzengen,  so  dass  ein  jedes  der  Elemente  durch-  der  vollen 

Rotation  erzeugt  wird,  so  wird  man  zunächst  einen  gleich  grossen  Körper 
erhalten,  wenn  das  erste  Raumelement,  wie  soeben  erzeugt  wird,  das 
folgende  aber,  nachdem  zuvor  das  Rechteck  ein  wenig  der  Achse  parallel 
verschoben  wnrde  (es  bleibt  dabei  dem  vorigen  zweiten  durchaus  con-^H 
gruent)  nnd  so  bis  zum  rt'*°  Elemente  fortßlhrt.  Man  erhält  so  schliesslich 
einen  Körper,  der  genau  so  gross  ist,  wie  der  erste  und  sich  von  einem, 
bei  welchem  die  unendlich  kleinen  Rotationen  und  Verschiebungen  gleich- 
zeitig  erfolgen,  nm  beliebig  wenig  unterscheidet,  Da  sich  jede  Fläche  in 
solche  Rechtecke  zerlegen  lässt,  so  gilt  das  Gesagte  allgemein. 

Berührt  z.  B.  ein  Rechteck  (oder  ein  Dreieck]  bei  seiner  Rotation  mit 
einer  seiner  Seiten  beständig  einen  Kreiscylinder,  so  giebt  der  Inhalt  der 
von  ihm  erzeugten  Spirale  vermehrt  um  den  des  zugehörigen  Cjlindurs 
den  Inhalt  einer  Schraube,  vorausgesetzt,  dass  bei  constanter  Rotations- 
gescbwindigkeit  nach  jeder  vollen  Umdrehung  sich  das  Rechteck  parallel 
der  Achse    nm    sich   selbst   mit  couetanter  Geschwindigkeit   verschoben 


}aralJel      i 
in  hat,     J 


Ebenso  macht  sich  der  Beweis,  wenn  zu  dieser  Verschiebung  des 
Schwerpunktes  die  in  Ä  erwllbnten  Verschiebungen  der  Flächenelemente 
gegen  einander  hinzutreten.  Dies  ist  z.  B.  der  Fall,  wenn  sich  anf  der 
rotirenden  Ebene  eine  Fläche  irgendwie  bewegt  und  zugleich  mit  ihr  a.\a 
zweite  ihre  Spiegelbildflüche ,  vorausgesetzt,  dass  der  Spiegel  parallel  der 
Achse  senkrecht  auf  der  rotirenden  Ebene  steht  und  der  Flüche  bei  ihrer 
Bewegung  höchstens  bis  zur  BerUhning  nahe  kommL  Da  der  Schwerpunkt 
dieses  FlSchenpaares  eine  unveränderliche  Entfernung  von  der  Achse  hat, 
so  ist  die  Summe  der  von  beiden  FlUcben  erzeugten  Körper  einem  leicht 
angebbaren  Rotationskörper  gleich ,  aber  freilich  wird  auch  nur  die  Summe 
gefunden. 

Die  Verschiebungen  nach  B  allein  liefern  uns  im  einfachsten  Falle 
eine  die  Achse  umgebcude  Spirale,  oder  wellige  Ringe,  bei  denen  die 
Wellenlinie  eines  einzelnen  erzeugenden  Punktes  anf  einer  CylinderflKcbe 
liegt.  Auch  nach  A  konnten  wir  solche  Körper  erhalten,  wenn  sich 
FlSchentheile  gegen  einander  parallel  der  Achse  verschieben.  So  erhielten 
wir  aber  immer  zugleich  zwei  oder  mehrere,  und  als  Inhalt  wurde  des- 
halb immer  nur  ihr  Gesammtiuhalt  gefunden ,  so  dass  also  durch  B  bereitet 
eine  wesentliche  Erweiterung  gegen  A  erreicht  ist,  ^H 

C)  Jetzt  wollen  wir  solche  Körper  berechnen,  welche  dadurch  ent- 
stehen ,  dass  sich  der  Schwerpunkt  der  erzeugenden  Flächen  in  beliebiger 
Richtung  in  der  rotirenden  Ebene  bewegt.  Dazu  behandeln  wir  zunächst 
die  folgende  Aufgabe.  ^H 

Eine  Ebene   rotire   um  eine  Achse,   ohne  zu  gleiten.     Auf  einer  ihre^^ 
beiden   Seiten   bewege   sich  gleichzeitig   eine   beliebige  Flüche  so,  dass  ihr 
Schwerpunkt  Sj   auf  einer   zur  Achse   senkrechten  Geraden   hin-   and    her- 
pendelt.    Der   erzeugte  Raum  soll  auf  einen  Rotationskörper  zurllckgefQhrt 
werden. 

Da  offenbar  derselbe  Körper  entsteht,  wenn  Rotations-  und  Pendel- 
geschwindigkeit beide  um  das  «- fache  wachsen ,  so  können  und  wollen 
wir,  ohne  der  Allgemeinheit  zu  schaden,  hier  und  auch  in  Zukunft  an- 
nehmen, die  Rotation  erfolge  mit  oonstanter  Winkelgeschwindig- 
keit    Das  ganze  Veränderliche  fällt  dann  auf  die  Pendelschwingung, 

Zwar  ist  bei  Bewegungen  der  erzengenden  FlBche  parallel  der  Ach» 
der  Rauminhalt  des  so  entstandenen  Körpers  dem  einfachen  Rotationskörper 
gleich.  Wollten  wir  aber  hier  die  Flüche  sich  das  eine  Mal  nur  nach  der 
Achse  bin  bewegen  lassen,  das  andere  Ma)  sich  von  ihr  entfernen  lassen, 
so  würde  der  erste  Ranm  offenbar  kleiner  als  der  zweite  und  keiner  im 
Allgemeinen  einem  leicht  angebbaren  Rotationskörper  gleich  sein.  Dagegen 
kann  man  bei  Pendelschwingungen  der  erzeugenden  Flüche  in  anzühlig 
vielen  Füllen  den  ranmgleichen  Rotationskörper  angeben. 

Wir  lassen  nicht  nur  die  gegebene  Fläche  mit  dem  Schwerpunkte  s„ 
sondern    zugleich    noch    eine    congruente    oder    gleiche    mit    dem    Schwer- 


pSnlrte  Sj  pendelnde  einander  jederzeit  entgegengesetzt  gleiche  Bewegungen 
macben.  Daraas  folgt  dann,  dass  sich  erstens  die  Schwerpunkte  beider  in 
derselben  zur  Achse  senkrechten  Geraden  bewegen,  zweitens  aber,  dass  der 
Schwerpunkt  s  des  FlUchenpaares  seine  Lage  in  der  Ebene  nicht  ändert 
Also  lässt  sich  der  Flächeninhalt  des  von  dem  Filichenpaare  erzengten  Kör- 
pers nach  Ä  auf  einen  Rotationskörper  zurückführen ,  der  durch  eine  Fläche 
gleich  der  des  Flächenpnares  mit  dem  Schwerpunkte  s  erzeugt  wird. 

Wenn  wir  also  die  Bewegung  so  einrichten ,  dass  ausserdem  beide 
Flächen  gleiche  Räume  erzeugen,  ao  ist  der  Rauminhalt  des  gesuchten  die 
Hälfte  des  eben  besprochenen  Rotationskörpers.  Während  aber  bei  den  Be- 
wegungen j4  das  Decken  einzelner  Plächentheile  zu  vermeiden  war,  weil 
man  eigentlich  nicht  Räume,  sondern  Massen  mit  zum  Theil  mehrfacher 
Dichte  erhielt,  und  doch  einander  durchdringende  Räume  in  Aufgaben  sonst 
immer  als  einfache  gerechnet  werden  sollen ,  so  stört  hier  das  Decken  der 
beiden  Flächen  durchaus  nicht,  denn  das  doppelte  Anrechnen  doppelt  dnrch- 

Iirtrichener  Räume  ist  hier  gerade  das  Erwünschte. 
I        Sollen  nun  die  beiden  Flächen  bei  ihren  Schwingnngen  nach  und  von 
>  gleiche  Räume    erzeugen,   so  darf  s^  nicht  beständig  zwischen  s  und  der 
Achse,   Sf   aber   auf  der  anderen  Seite   von   s  bin-  und  herpendeln,    sonst 
wfirde  5,  einen  kleinen  und  s^  einen  grossen  Körper  erzengen. 

Macht  jetzt  die  eine  Fläche  zwischen  s  und  der  Achse  eine  Elementar- 
bewegung, so  wird  die  andere  zur  Wahrung  des  Schwerpunktes  s  eine  ent- 
gegengesetzt gleiche  auf  der  anderen  Seite  von  s  machen,  also  rotirend 
einen  grösseren  Raum  erzeugen  als  die  erstere.  Sollen  nun  beide  Körper 
schliesslich  doch  gleiche  Gesammträume  schaffen,  so  muss  später  die  zweite 
Fläche  mit  s^  in  derselben  Entfernung  von  der  Achse  dieselbe  Bewegung 
machen,  die  vorhin  die  erste  mit  .<!,  machte,  und  dann  wird  ganz  von 
selbst  die  erste  gleichzeitig  einen  Raum  erzeugen  wie  vorbin  die  zweite. 

Dies  zeigt,  wie  sich  die  einzelne  Fläche  bewegen  darf,  wenn  wir  im 
Stande  sein  sollen,  den  von  ihr  erzengten  Körper  auf  einen  Rotations- 
körper zurückzuführen.  Denken  wir  uns  durch  den  Schwerpunkt  s  des 
früheren  Flächenpaares,  den  jetzigen  Schwingungsmittelpunkt,  eine  Paral- 
lele zur  Achse  gezogen,  so  muss  s,  in  Punkten,  welche  zur  Parallelen 
symmetrisch  liegen,  entgegengesetzt  gleiche  Geschwindigkeiten  haben.  Sollte 
8^  denselben  Punkt  auf  der  einen  Seite  der  Parallelen  wiederholt  treffen, 
80  muss  das  auch  beim  symmetrisch  gelegenen  der  Fall  sein.  Es  muss  dann 
die  Summe  der  Geschwindigkeiten  in  dem  einen  der  Summe  der  Ge- 
schwindigkeiten in  dem  anderen  Punkte  entgegengesetzt  gleich  sein  (so 
dass  also  im  letzteren  Falle  die  Willkür  eine  grössere  ist). 

Erfolgt  die  Schwingung  nicht  senkrecht  zur  Achse,  sondern  in  einer 
unter  einem  anderen  Winkel  geneigten  Geraden ,  so  wird  doch  diu  Projec- 
tion  der  Bewegung  in  der  Ebene  auf  eine  in  dieser  durch  den  Schwingungs- 
raittelpnnkt  senkrecht  zur  Achse  gelegten  Geraden ,  wieder  eine  Bewegung 
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der  erwünschten  Art  ergeben.  Zerlegen  wir  also  die  ursprüngliche  Be-' 
wegung  in  eine  zur  Achse  parallele  und  eine  zu  derselben  senkrechte,  so 
darf  man  die  erstere  nach  B  vernachlässigen,  die  letztere  aber  fahrt  genan 
zn  demselben  Botationskörper  wie  die  erstere.  Neues  hat  also  dieser  Fall 
eigentlich  nicht  hinzugebracht;  er  erinnert  nur  daran,  dass  man  aus  zwei 
Bewegungen  parallel  und  senkrecht  zur  Achse  unendlich  viele  andere  er- 
halten kann,  z.  B,  Bewegungen  in  Kreisen,  Ellipsen  und  unzähligen  an- 
deren Cnrven,  zn  denen  derselbe  einfache  RotationskSrper  gehört. 

Rotirt  also  eine  Ebene  um  eine  Achse  mit  constanter  Geschwindigkeit 
um  n"  <  360"  und  macht  gleichzeitig  in  ihr  eine  Fläche  F  mit  dem 
Schwerpunkte  5,  eine  ganze  Anzahl  krummliniger  oder  geradliniger 
(Doppel-) Schwingungen  um  einen  Schwingungsmittelpunkt  v«,  der  von  der 
Achse  die  Entfernung  a  hat,  sind  ferner  in  Punkten  einer  zur  Achse 
parallelen  Geraden  für  den  Schwerpunkt  5,  die  Summen  der  Geschwindig- 
keiten senkrecht  zur  Achse  genommen  gleich  denen  auf  einer  anderen 
Geraden,  welche  zu  jener  in  Bezug  auf  5  symmetrisch  liegt,  und  gilt  das  für  alle 

solche  Paare  von  Geraden,  so  ist  der  Rauminhalt  dieses  Körpers  = 


360 


Ist  n°  ^  360  °,  so  gilt  das  Entsprechende  nur  dann ,  wenn  dos  YerbSltnisa 
der  Rotations-  und  der  Pendelgescbwindigkeit  jederzeit  ausserdem  so  bC' 
schaffen  ist,  dass  die  erzeugten  Räume  einander  nicht  durchdringen.  Beides 
gilt  ferner,  solange  das  Verhältniss  der  Rotationsgeschwindigkeit  und  der 
Pendelgeschwindigkeit,  letztere  senkrecht  zur  Achse  genommen,  dasselbe  bleibt. 
Zu  den  einfachsten  Körpern  dieser  Art  würde  z.  B.  derjenige  gehören, 
bei  welchem  J**  ein  Kreis  mit  dem  Schwerpunkte  s,  ist,  der  sich  um  einen 
beliebigen  Punkt  s  in  der  rotirenden  Ebene  mit  constanter  Geschwindigkeit 
dreht.  (Ist  dann  a  der  Abstand  des  Punktes  £  von  der  Achse  und  r  der 
Radius  des  Kreises,  so  wird  die  obige  Formel  solange  gelten,  als  die 
Strecke  ss^  vermehrt  um  r  kleiner  als  a  ist.)  Ein  anderer  einfacher  Fall 
wäre  der,  wo  sich  der  Schwerpunkt  s^  dem  Schwingungsmittelpunkte  s  zu- 
nächst wiederholt  in  derselben  Geraden  nähert,  dann  erst  ihn  erreicht,  nm 
auf  der  anderen  Seite  die  Schwingungen  symmetrisch  nachzuholen.  Als  letztes 
Beispiel  diene  Folgendes:  Eine  Ebene  rotirt  mit  constanter  Geschwindigkeit 
nm  eine  Achse,  in  ihr  bewegt  sich  eine  Fläche  und  zwar  mit  ihrem 
Schwerpunkte  auf  einer  beliebig  gekrUmmten  Linie  bis  zu  einem  Punkte  |), 
darnach  auf  dem  Spiegelbilde  seiner  bisherigen  Bahn,  wenn  ipan  den 
Spiegel  senkrecht  zur  Ebene  und  parallel  zur  Achse  in  p  aufstellt,  hierauf 
bewege  er  sich  im  Spiegelbilde  dieser  beiden  Linien,  welches  man  erhält, 
wenn  man  den  Spiegel  in  den  Anfangs-  und  den  bisherigen  Endpunkt  der 
Bewegung   senkrecht   zur    Achse    und    der  rotirenden  Ebene  aufstellt.      Ist 

dann  a  die  Entfernung   des   Punktes  p  von    der  Ebene,    so  ist  bei  einer 

9/1  IT«  T** 
Botaüoa  um  «"  der  erzeugte  Raum  V  =  ~öQfr~  *    Aehnliches    gilt ,    wenn 

der  Spiegel  im  ersten  Falle  nicht  paraWeV  xtit  kcfeae  «al^wXj^'^  -«xt^ 
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Cf)  Erfolgt  die  Rotation  um  die  Äcbse  nicht  in  Form  von  Pendel- 
schwingungen, so  kann  man  den  entsprechenden  (einfachen)  Rotations- 
körper auch  dann  noch  bestimmen,  wenn  s,  sich  der  Achse  mit  constanter 
Geschwindigkeit  nähert  oder  von  ihr  entfernt,  die  Rotation  um  die  Achse 
aber  wie  bisher  gleichfalls  mit  constanter  Winkelgeschwindigkeit  erfolgt. 
Der  Schwerpunkt  der  Flüche,  welche  diesen  (einfachen)  Rotationskörper 
eraengt,  ist  dann  offenbar  die  Mitte  der  zurückgelegten  Strecke,  wie  man 
durch  Hinzufügen  einer  congruenten  Hilfsfläche  sofort  einsieht  Dasselbe 
gilt,  so  lange  das  VerhSltniss  der  beiden  Geschwindigkeiten  dasselbe  bleibt 

Das  Resultat  ist  also  Folgendes: 

la)  Hat  man  einen  KOrper  allein  durch  Rotationen  einer  nnverSnder- 
lichen  ebenen  FiSche  xxm  eine  Achse  in  ihrer  Ebene  erzeugt,  so  erhält  man 
bei  Rotationen  um  SCO"  einen  ebenso  grossen  Körper,  wenn  dabei: 

A)  die   erzeugenden  Flächentheile   sich   während   der  Rotation    ohne  sich 
zo  decken  beliebig  so  verschieben,  dass  der  Schwerpunkt  derselbe  bleibt; 

B)  der  Schwerpunkt  der  Fläche  sich  parallel  der  Achse  mit  beliebig  ver- 
&nderlicber  Beschleunigung  bewegt; 

C,)  der  Schwerpunkt  der  erzeugenden  Fläche  sich  bei  constanter  Winkel- 
geschwindigkeit  in   ganzen   (Doppel-) Schwingungen  mit  beliebig  ver- 
Knderlicher    Beschleunigung  so   um    die   Lage,   die  er  bei  Erzeugung 
des  entsprechenden  einfachen  Rotationskörpers  hat,  bewegt,  dass  die 
Summe    der  Geschwindigkeitscomponenten,    senkrecht   zur   Achse   ge- 
Dommen,    immer    ftir    zwei    zu   jener   typischen    Lage   symmetrische 
Punkte  entgegengesetzt  gleich  ist; 
C|)  der  Schwerpunkt  der  erzeugenden  Fläche   senkrecht  zur  Achse  einen 
gleich  grossen  Weg  von  seiner  Lage  im  einfachen  Körper  nach  beiden 
Seiten    zurQcklegt    und    zwar    bei    constantem  Verhältniss    seiner  Ge- 
schwindigkeit zur  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Achse; 
D)  die  Bewegungen  A,  B,  C^,  oder  A,  B,  C\  gleichzeitig  eintreten. 
Ib)  Madit  die  erxeagende  Fläche  F  im  Abstände  u  ihres  Schwerpunktes 
•OB  der  Achse    die   obigen  Bewegungen    schon    nach    einer    Rotation    um 

»'  <  360*,  so  ist  der  erzeugte  Raum  — ^^ — 

POr  n  ">  360*  gilt  dasselbe,  so  lange  die  erzengende  FiSche  oder  einer 
■^  Tkefle  dieselbe  Lage  im  Räume  nicht  mehr  als  einmal  einnehmen. 
QBcdlinbnrg,  den  16.  August  1891. 
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XIII. 

Ueber  eine  neue  Methode  zur  Entwicklung  der  Theorie 
der  Sigmafiinctionen  mehrerer  Argumente. 

Von 

Eugen  Jahnke 

in  Barlln. 


Allgemeine  Untersachnngen  über  Thetafanctionen  mehrerer  Argamente 
haben  die  Herren  Weierstrass  (iu  seinen  Vorleanngen)  und  P.  Caspary* 
zu  Relationen  zwischen  diesen  Functionen  und  den  Coefficienten  einer  ortho- 
gonalen Substitution  geführt.  Insbesondere  kann  man,  wie  Herr  Caspary 
gefunden  hat,**  aus  den  Thetafanctionen  einer  beliebigen  Anzahl  von  Argu- 
menten Ausdrucke  bilden,  die  den  nenn  Coefficienten  a««  (tn,  n=  1,  2,  3) 
einet  orthogonalen  Substitution  mit  der  Determinant«  +  1  (ind  den  sechs 
Differentlalgrössen 

Ph  =  —  {Oikdaii  +  a2kdait  +  audast) 

Vh  =  andan      +  atzdan  +  0*3^0«, 

wo  />,  k,  l  die  Zahlen  1,  2,  3;  2,  3,  1 ;  3,  1,  2  bezeichnen,  genau  gleich 
sind;  dabei  bleiben  die  Argumente,  welche  in  die  Theta-Ausdrflcke  eingehen, 
vollkommen  beliebig.  In  dem  Falle,  wo  die  Anzahl  der  Argumente  gleich  1 
oder  2  ist,  nehmen  diese  Beziehungen  eine  ausserordentlich  einfache  Gestalt  an. 
Der  Weg,  auf  dem  Herr  Caspary  das  in  Bede  stehende  Theorem  für  die 


*  Crelle's  J.  B.  94;  Comptea  Rendos  1887;  Mathematische  Annalen  B.  28. 
**  Sur  une  mani6re  d'ezprimer,  au  moyen  des  fonctions  thSta  d'an  leul  arga- 
ment,  les  coefficients  de  trois  syst^mes  orthogonauz  dont  un  est  composd  des 
deuz  autres.    C.  B.  1888. 

Sur  une  nouvelle  mäthode  d'ezposition  de  la  throne  des  fonctions  thäta,  et 
sur  un  thdorfeme  ^l^mentaire  relatif  aux  fonctions  hyperelliptiqnes  de  premidre 
espece.    C.  B.  1890. 

Sur  une  m^thode  älämentaire  ponr  dtablir  les  äquations  diS^rentielleB  dont 
Jes  fonctions  tbgta  forment  les  integrales.   C.  B.  1891. 


Thetafanctionen  einer  Variablen  herleitet,*  ist  kurz  der  folgende.  Es  lassen 
sich  die  15  GriJssen  amn,  Pa,  "a  ,  die  Herr  Caspary  Elemente  eines 
Orthogonals  jstems  nennt,  mit  Hilfe  von  vier  beliebigen  Grössen  identisch 
aasdrUcken.  Wählt  man  nun  fUr  diese  vier  Grössen  aus  den  Thetafunctionen 
passend  zusammengesetzte  Ausdrucke,  so  gewinnt  man  vermittelst  der 
Formeln  fUr  die  Transformation  zweiten  Grades  das  Theorem,  welches  die 
Elemente  eines  Orthogonalsystems  mit  den  Thetafunctionen  einer  Variablen 
verknQpft.  In  bekannter  Weise  ergiebt  sich  hieraus  das  entsprechende 
Theorem  fUr  die  Sigmafunctionen.  Da  sich  uun  die  Formeln  für  die  Trans- 
formation zweiten  Grades  auf  ganz  elementarem  Wege  ergeben,*'''  so  lüsst 
sich  auf  die  genannten  Theoreme  eine  elementare  Theorie  der  Theta-  und 
Sigmafunctionen  eines  Argumentes  und  folglich  auch  der  elliptischen  Func- 
tionen aufbauen,  welche  nur  die  Definition  der  vier  Jac ob i 'sehen  Theta- 
functionen und  die  Kenntniss  einer  Reihe  einfacher  Identitäten  zwischen  den 
Elementen  a„„,  p/,,  v/,  zur  Grundlage  hat.***  Vermittelst  der  Caspary- 
schen  Relationen  lassen  sich  auf  diesem  Wege  die  elliptischen  Transscendenten 
mit  derselben  Leichtigkeit  bebandeln,  wie  die  Kreisfunctionen.  ^H 

Will  man,  von  dem  Caspary 'sehen  Theorem  ausgehend,  die  Theorie 
der  elliptischen  Functionen,  wie  sie  von  Herrn  Weierstrass  gegeben 
worden  ist,  entwickeln ,  so  fuhrt  der  eben  gekennzeichnete  Weg  über  die 
Thetafunctionen.  Indessen  lassen  sieb  die  in  Rede  stehenden  Relationen 
auch  herleiten ,  wenn  statt  dessen  die  Definition  der  Sigmafunctionen  als 
bekannt  vorausgesetzt  wird ,  wie  im  Folgenden  gezeigt  werden  soll. 

Wie  oben  erwShnt,  kann  man  die  fünfzehn  Elemente  eines  Orthogonal- 
systems, wo  die  Determinante  der  neun  Grössen  Omn  gleich  -|-  1  ist,  iden- 
tisch vermittelst  vier  Grössen  a„  a^.  a^,  a^,  wie  folgt,***  darstellen: 


J  =  0,04  —  0,03, 
J  (fl„  +  »fl„)  =         a*  +  0,*, 
ii  (a,j  +  ia.ji)  =  -  i{a*  —  aj), 
/<(o,3-f  ia^)  =-2io,a^; 
/»(a„-«o„)=         03'  + «A 
J  (Ojj  -  iGfi)  =  -  i  (fla'  -  O4'), 

^Osi  =  — »(«l«3  +  ''s»4)l 

Ja^g  —  -  (a^a.^-a^at), 
^  ^«33=-  (0104  +  «»'»»); 


=  y-i; 


'  Bulletin  des  Sciences  Mnth(-matiques,  ß.  13,  1680,  Liouville'a  J.  B.  6,  1890. 
•*  Bulletin   d  S,  M.,  B.  i;j,  S.  3,  4.    Dieselbe  Herleitung  findet  »ich  in  der 
voQ  Herrn  F.  Müller  besorgten  Ausgabe  zu  Enneper,  Etliptiücbc  Functionen. 
•♦•  Liouvillc'd  J.  ü.  6,  S.  370  flg. 
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{  ^CPi +  «■/'*)=     2(a,da3-a3dfl,), 
z/(t),  +»r,)=  — 2(o,daj  — a,da,), 
^  iPs  +  «'s)  =  -  2 i {'», doj  -  a^da^), 
^(p,-iPi)=     2{a^dat-a^dai), 
^(v,  —  it'i)  =  —  2(ajda^  —  a^da^), 

^{Pi-i'a)  ~  —  2i{a,da^-a^da,). 
um  diese  Identitäten  in  Relationen  für  die  Sigmafunctionen  eines  Argu- 
mentes umzuwandeln,  benutze  ich  allein  dos  Weierstrass'sche  Fundamen- 
taltheorem*  (die  sogenannte  dreigliedrige  SigmaTormel),  welches  sieb  bekannt- 
lich** auf  algebraischem  Wege,  ebenso  wie  seine  Verallgemeinerung  ftlr  die 
Sigmafunctionen  mehrerer  Argumente  mit  Benutzung  der  Formeln  für  die 
Transformation  zweiten  Grades  herleiten  iBsst.  In  der  Tbat  hat  Kronecker 
merkwürdige  lineare  Relationen  aufgedeckt,  welche  für  die  Subdeterminanten 
symmetrischer  Systeme  gelten.  Man  braucht  nur  fUr  die  darin  auftretenden 
Determinanten  gewisse  Verbindungen  von  Sigmafunctionen  zu  substituiren, 
um  das  Weierstrass'scbe  Fundamentaltbeorera  für  die  Sigmafunctionen 
mehrerer  Argumente  zu  finden,  Um  die  Anwendung  der  Gleichungen  zu 
umgehen,  welche  bei  der  Transformation  zweiten  Gr&des  auftreten,  schlagen 
wir  2ur  Herleitung  des  in  Rede  stehenden  Theorems  f(lr  die  Sigmafunctionen 
eines  Argumentes  folgenden  Weg  ein.  Bezeichnen  «,  Uj,  m^,  m^  vier  be- 
liebige GrOssen,  so  besteht  die  identische  Gleichung 

(pU-pUi)[pUt-pU^)+{pH-pUj)(pU3—pU,}+{pii-pU3){pU^-pUt)  =  0. 

Es    werde    nun    pu    als    die    möglichst   einfache    unter   allen  doppelt- 
periodischen  Functionen  durch  die  Gleichung 

o(tt  +  u,)o(«— M,) 

definirt,  dann  ergiebt  sich  ans  der  obigen  Identität  durch  wiederholte  An- 
wendung dieser  Gleichung  das  Weierstrass'scbe  Fundamentaltheorem. 
Aus  letzterem  lassen  sich  folgende  bekannte  Formeln  herleiten: 

2)  tu ir<Jß{u -{-  v) ay{u  —  v)  =  tntyOßu  af,v  avvayV-\-  fiOj^^u  civauav, 

3)  f ^*  öi  (m  -f  v)  0^  {u  —  v)  +  f ju*  Oft*  u  0^*  t>  +  f »'  (Jv*  «<  ff ,*  t'  =  0, 

4)  ti*a  (m +  d)oj(m— t>)  — ti'ff^'uff^*«;  — ö*uo*t»  =  0, 
3»)        *i*<Ji*(u  ±  r)+f^«a^»(«  ±v)  +  t,*a,*{u  +  »)  =  0, 


•  Vergl.  Weierstrass-Schwar«,  Formeln  und  Lehrsätze  zum  Gebrauche 
der  elliptiBchcii  Functionen,  S.  '17;  Halphen,  Traitö  dea  fonctions  etliptiques  I; 
Enneper,  Elliptische  Functionen,  2.  Aufl.  von  F.  Müller,  S.  100. 

♦*  Caspary,  Ableitung  des  WeieratrasB'sclicn  Fundamcntallheorems  für 
die  Sigmafunctionen  mehrerer  Argumente  ans  den  Krön  eck  er 'sehen  Relationen 
far  Subdeterminanten  symmetrischer  Systeme.  Crelle's  i.  B.  96.  Vergl.  auch 
Caspary,  Zur  Theorie  der  Thetafunctioncn  mehrerer  Argumente,  Crelle's  J.  B.  96; 
sowie  Caspary,  Ueber  die  Verwendung  algebraischer  Identitüteu  zur  Aufstellung 
von  ii'e/iiWoneo /'ür  Thetafunctioncn  einer  Variabein,  Mathematische  Anoalen  B.  28. 


wo    sich    die    von    Herrn    Caspary    eingeführten*    Grössen    c 
Gleichung  t^ 


aus    der 


ffiif 


bestimmen  als 


6) 


1 


bei  positivem  Vorzeichen  der  Quadratwurzel,  und  wo  A,  ^i,  v  eine  gerade 
Permatation  der  Zahlen  1,  2,  3  bezeichnen.  Formet  3*),  ein  Specialfali 
von  3),  wo  entweder  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind, 
werde  in  die  Form  gebracht 

welche  daza  führt,  die  obigen  Grössen  aj,  a,,  a^,  a^,  oder  statt  dieser 
passender  die  Grössen  0,1,  a,,,  v,,,  a„,  welche  sich  von  jenen  cur  durch  ein 
erst  spSter  zu  bestimmendes  Vorzeichen  unterscheiden  sollen,  in  folgender 
Weise  zu  wählen : 

2tt^*=-G  [f;<Ji  {u  +  v)  +  i  tu  oy.  (u  +  »}]i 

2  «„»  =  -  G  [f A  ffi  («  +  «)-  I  tu  Oß  («  +  f )], 
2«,j*  =  -  G-^[tx<n  {u~v)  +  i (ft 0^ (m  -  p)], 
2ojj*  =  —  5-'[f^o;(M  —  v)  —  »fjj)jft(u  —  t))l, 
wo  0  eine  beliebige  Function  bezeichnet.    Dabei  ist  bezüglich  des  Vorzeichens 
die  Festsetzung  erlaubt,  dass  a,,,  «,,  bezw.  in  or^,,  «j,  und  or„,  Ojj  bezw. 
in  o,, ,  o,j  durch  Verwandlung  von  v  in  —  f  und  Oji,  Oj,  bezw.  in  o„,  Oj, 
dnrch  Verwandlung  von   »  in  —  »  {abgesehen  von  dem  Factor  G  i ')  Über- 
gehen sollen.     Hieraus  folgt  zunächst 


7) 


A) 


«'ll*+«'u*=-  Gfi(J,(M  +  c), 


»_«»  =  - 


«lg*  =  —  iGF(iaft{u  +  p), 


.»-, 


»_ , 


und  durch  Einführung  in  Formel  6) 

4o„»a,j*  =  -  G'£,»V(w  +  t)),    4ff„»o„«  =  -G-»t»»(;»»(M-i;), 
woraus 
yl,)    2of„B„  =  — «Gf,(yr(M  +  t7),    2flfj,«„  =  — iG-' «,(?»(« -v). 

Die  beiden  letzteren  Relationen  liefern 

8)  f»'<T»(M  +  p)(J,(m  —  v)  =  —  4(»„(ll,j,cr„0f,j, 

nnd  Formel  2)  zufolge 
woraus 


|2o,,  Wj,  =  —  f;(JiU(JiV  —  «f/itf^M 


<Jat>, 


•  Liouville's  J.  13.  6,  S.  396 
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and  Formel  4)  zafolge 
^„  f  20^11^2  =  attav  —  itpOpuanv, 

\  2a.tti,.  =  —  auav  —  ityavuapV, 
woraus  ' 

A,i)       ot„  cjj  +  «ij  «tg,  =  —  t  f»  «t/M  Oy  » ,     «n  «^  —  «ij  «ji  =  au  ff  0. 

Durch  Combination  der  in  7)  einersäts,  in  9)  und  10)  andererseits 
aufgestellten  Ausdrücke  für  er,,,  er,},  a,,,  a^  erhält  man  beiläufig  folgendes 
Identitätensystem 

[tl  ai{u  +  v)±i  tj»  aii  (« + »)]  [f^  «i  («-»)  +  » t^  Oß  («  -  »)] 
ß\  =(fiffl«ffli>+»tM<r^Mtf^i»)*, 

[li  «1  (m + v)  +  i  t^  ff^  (m +»)]  [fi  «1  («-»)  + i  *;»  ff^  (m  -  »)] 

=(ff  u  av  +  i  t,atU  ff,»)*, 
wo  entweder  die  oberen  oder  die  unteren  Zeichen  zu  nehmen  sind. 

Jetzt  dififerentiire  man  die  beiden  ersten  Gleichnngen  des  Systems  7), 
80  giebt  beispielsweise  die  erste 

-  4  o„  doj,  =  dff  [tjffi  («  +  »)  +  if,t  ff^  (u  +  v)] 

+  Q  [«iffi'  («  +  »)  +  »*«  Oß'  (»<  +  f)]  (t*"  +  <^«')  • 

Diese  Gleichungen  erweitere  man  der  Reihe  nach  mit  —,  —  und  subtrshire 

die  erste  von  der  zweiten,  dann  verschwindet  der  Coef&cient  von  dG,  und 
es  bleibt 

-2(«„d«„-«„(la„) 

=  fÜ«  6  g«  (»  +  »)  g|'  («+")-  g^f«  +  v)  »u  («  +  ")  /^y  ,  ^j,N. 

Um  die  rechte  Seite  noch  weiter  umzuformen,  benutze  ich  zwei  wei- 
tere, aus  dem  Additionstheorem  für  die  Sigmafnnotion  resultirende  Formeln:* 

11)  {«11  —  ej)a(u  +  v)  a{u  —  v)  =  e^u(S„?v  —  Cf?ua^v, 

12)  a{u-\-v)  ffj(M  — 1»)  =  au  ffj«o^»ff»i>  +  OßUOyUCvaxv. 

Die  erstere  ergiebt  mittelst  Differentiation  und  einer  leichten  Trans- 
formation , 

^{ßin  —  Cx)    02M  =  ÖiMffju*M<'itt  — ffX*Mff«Mff^'tt, 

die  letztere  »        n 

a£U=-£(iU  ff^Uff/uUffrU, 

woraus  die  bekannte  Relation*  folgt 

d  ,     aiu       f«    Ovuau 
—  log  — = 

du  OfiU       fi  tf,  ff^  M  ff|B  « 

Hiernach  wird 

,^N    f-2(a„d«,j-K„rf«,,)  =  6(j(M-f  v)(dM-f  du), 
*    I  —  2  («2,  doj,  —  Oj,  dofj,)  =  ff- '  ff  (u  —  «)  (dw  —  dt)) . 

*  Vergl.  Weierstrass-Schwarz,  Formeln  etc.,  S.  61,  (2),  (8);  8.89,  (9). 
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Darch  eine  analog  gefübrte  Rechnung  wird  erhalten 


(A) 


rfo,,  —  a», 


"»I 


+  "12  «'«'s»  —  ' 


i  rfo.o  = 


rfß.,  —  Cj,  do.,  —  a,j  f/cf,,  +  «2,  rf< 


rfcf,. — 


'U  ~  "ti  ' 


''Oj,  —  «j.  rfff,4  = 


ßk  V 


mk  =  —  '/«  + 

atv 

{k  =  0,  l,  ^, 


OlcU 


(lv-\-dlog  G. 


jetzt  noch 
rossen  a 
a^  =  e'a^^, 

mit  Herrn  C 

Jaspary*  der 

Reibe  nach  ( 

«i  =  <^    «IS  . 

«3  =  «""«• 

a«  =  e'«„ , 

n,  =  «•«„, 

aj  =  e  o,j, 

'':i  =  ''  "sn 

a^  =  r  «jj , 

«,=6«,,, 

a^  =  e  flf,5, 

flj,  =  -  C    Oj,  , 

a^  =  c  0^ , 

a^  =  ett,^, 

«»='•  «,». 

aa  =  -e  ojj, 

«1  =  C  «j,  . 

die  früher 


Setzt  man 
eingeführten  G 

N 

■  e=+l,     c"=  +  l,     e'c=e, 

80    liefern    die    Identitäten    1)    und    2)    in  Verbindung    mit    den    Formeln 

Ä,),...A„)    folgende    vier   Systeme    voti   Relationen    zwischen    den    Sigma- 

fanctionen  und  den  Elementen  eines  Orthogonalsystoms : 

H  Sind  u  und  v  zwei  beliebige  Argumente,  e  die  (positive  oder  negative) 

'    Einheit   und  G  eine  beliebige  Function  und  bezeichnen  A,  u,  v  eine  gerade 

Permntatiou  der  Zahlen  1,  2,  3,  so  ist 

„    -i..-    -      ,   r  +  ''*  Mm±') 
<'iaX  «0«  =  ~  C*  "^^    ~    ' ' 


p*  =  — jaj^^w 


Oa  W  Ci  C 


'  —     *       f,  o.uo,  r  — 


v,  =  —  im. 


wo  fftr  /i  =  1,  k=li,  für  Ä  =  2,  Ä  =  fi,  fttr  Ä  =  3,  i  =  v  zu  setzen  ist  und 
die  Einheiten  e,,  e/,  «,',  Cj',  e  sowie  die  Indices  s,  si,  aus  folgender  Tabelle 


B     sich  ergeben: 

e, 

c,'    «;    C3' 

-e." 

s    5, 

h 

«3 

1 

i 

—  e  —  c       1 

+  i 

ft         V 

0 

k 

■                   IL... 

1 

,,  e       c        1 

1 

0      A 

f 

l> 

^^           III.... 

t 

e    —  c  —  \ 

+  i 

"      f^ 

<l 

0 

^ 

.   -1 

-c       e  -  I 

-1 

A      0 

V 

f* 

Dabei  ist  fo'^  ^  ""*^ 


Mit  = du  A iiv-\-  d  log  O 

(ft  =  0,   S,,   Sj,   S3,    «„=«J). 
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Dos  zweite  dieser  Systeme  ist  offenbar  das  einfachste;  fUr  e=l,  il  =  2, 
ji=3,  v  =  l  geht  es  in  dasjenige  über,  welches  Herr  Caspary  für  die 
Sigmafunctionen  aufstellt,  nachdem  die  vier  Systeme  in  den  Tbetafnnctionen 
abgeleitet  sind  * 

Der  zweite  Band  von    Halphen's  bedeatsamem  Trait6  des  fonctions 
elliptiqnes  hebt  mit  Untersnehungen  an,  die  äusserlich  betrachtet,  eine  auf- 
fallende  Aebnlicbkelt    mit   denen   von   Herrn    Caspary   aufweisen.     Hai 
phen  erkennt  indessen  nicht  —  und  darin  liegt  der  Fortschritt  der  Gas 
pary 'sehen   Untersuchungen  —  dass   die  Relationen   zwischen   den  Sigma 
functionen   und    den   CoefScienten   des   Orthogonalsystems   Identitäten   sind 
der  Traite  fuhrt  sie  als  Bedingungsgleichungen  ein.     Ausserdem  finden  sich 
hier   nicht  die  Differentialgrössen  jj*  und  r»,**  deren  Einführung  aber  von 
besonderer  Wichtigkeit  ist.    Erst  hierdurch  wird  es  möglieh ,  aus  den  oben 
hergeleiteten  Relationen    die  Theorie    der  Sigmafunctionen    in    ihrer    vollen 
Allgemeinheit  und  Anwendbarkeit  abzuleiten,  eine  Theorie,  die  man  wegen 
der  Bedeutung    der  genannten  Difierentialausdrtlcke  für  die  Kinematik  eine 
kinematische  Theorie  der  Sigmafunctionen  nennen  könnte. 

Die  Caspary'scheu  Formeln,  welche  den  Zusammenhang  zwischen 
den  Elementen  eines  Orthogonalsystems  und  den  Sigmafunctionen  enthüllen, 
lassen  sich  mit  Leichtigkeit  in  andere  umsetzen,  welche  die  Elemente  eines 
Orthogonalsystems  mit  den  elliptischen  Functionen  verknüpfen.  Bekanntlich 
will  Herr  Weierstrass  an  die  Stelle  der  Jacob i'schen  Bezeichnungen  die 
Sigmaijuotienten  gesetzt  wissen,  um  den  inneren  Zusammenhang  zwischen 
den  drei  elliptischen  Functionen  schon  in  der  Bezeichnungsweise  zum  Ausdruck 


n 


zu  bringen.     Wird' 


au 


l/U»«^ 


a,u 


M 


gesetzt,  so  findet  man  leicht  in  dem  Falle  des  Caspary'schen  Systems*  für 


e=l: 


ho{v  ±  r)  =  — 


1     a\/,  ±  iaji, 


'h     "1  J- 


+   l>o 


!»*(«+ p)=      ^ 


|AuM|»i.t;     = 


f*    01*+"»?/. 


wo  «;,"+ ifj"  nach  Herrn  Caspary  den  Coefficienten  von  du  in  dem  Aus- 
druck von  y,  +  ii'j,  der  eine  lineare  Function  von  du  und  dv  ist,  bezeichnet. 
Mit  Hilfe  einfacher  algebraischer  und  Differential-Identitäten  gewinnt 
man  aus  den  Caspary'schen  Relationen  sBmmtltche  Eigenschaften  der 
Sigmafunctionen  und  der  elliptischen  Fanctionen ,  insbesondere  ergeben  sich 


*  Lionville'a  J.  B.  6,  8.  376. 

••Während  die  Grössen  p^  schon  von  Herrn  Darboiix  in  seinen  Le^ons  sor 
la  tb^orie  g^n^rale  des  surfacos  benutzt  worden  sind,  Bcbeint  Herr  Caspary  die 
Grössen  Vf,  zuerst  eingeführt  zu  haben. 

***  Weierstrasa-Schwarz,  Formein  etc.,  S.  28. 


▼erschiedene  Formen  des  Additionstheorems  der  Weierstrass'scbeu 
|)- Function,  die  zumeist  wohl  als  neu  zu  betrachten  sind.*  Das  von  Herrn 
Ckspary  entdeckte  Theorem  ist,  wie  schon  eingangs  angedeutet  wurde, 
einer  Verallgemeinerung  für  die  Sigmafunctionen  einer  beliebigen  Anzahl, 
Ton  Argumenten  fähig;  insbesondere  gilt  für  die  15  hyperelliptischen' 
Fnnctionen  erster  Gattung  der  merkwQrdige  Satz,**  dass  sie  den  15  Ele- 
menten eines  Orthogonalsystema  proportional  sind, 

Auch  für  die  von  Herrn  Her  mite  entdeckten  doppeltperiodischen 
Functionen  zweiter  Gattung  iQsst  sich  ein  einfacher  Zusammenbang  mit  den 
Elementen  eines  Orthogonalsystems  feststellen.***  In  der  That,  man  hat 
nur  nöthig  in  dem  Gas pary 'sehen  Theorem  das  Argument  e;  gleich  einer 

CoDstanten  und 

0  =  6-"^':     Je  = 


0  V 


at> 


IQ  setzen,  so  gehen  die  Ausdrücke  t',"-f  »^'g"  and  ajA-j- inj/,  in 


<P  = 


_  a(u  +  t)     _ 


a,ue,v 


e-""-' 


auiu  +  v)    _ 
1>h= ■ e 


u^u 


/;.=  !,  2,  3\ 
vA;  =  A,  fi,  v/ 


I    Gatt 
^rori 


a,ua,v 

fiber,  wo  s  einen  der  Werthe  fi,  0,  i>,  k  haben  kann.  Für  5  =  0  stellt  q) 
dieselbe  Function  dar,  welche  Halphcn  als  doppeltperiodische  Function 
zweiter  Gattung  eingeführt  bat.t  Bei  den  über  d  und  G  getroffenen  Fest- 
setzangen  verschwindet  nun  der  Ausdruck  für  v^  Demnach  erbSlt  man 
die  Eigenschaften  der  von  Herrn  Her  mite  unipolar  genaontcn  Functionen 
(p  und  9>A,  wenn  man  in  den  oben  erwähnten  algebraischen  und  Differential- 
IdentitUten  v^  =  0  setzt. 

Zum  Schlnss  werde  noch  eine  Bemerkung  über  die  Differentialgleich- 
ongen  hinzugefügt,  welche  für  die  allgemeinen  unipolaren  Functionen  zweiter 
Gattung  aufgestellt  werden  künnen,  und  von  denen  bereits  überaus  wichtige 
den  Herren  Hermite,  Darbonx,  Picard  und  Caspary  entdeckt 
den  sind.  Diese  lassen  sich  stimmtlich  aus  der  durch  ihre  Einfachheit 
merkwürdigen,  von  Herrn  Caspary  gefundenen  Differentialidentität 

d (aik  ±  iajA)  =  +  » (au  +  ian,)  r3+  »ao» (p,  +  ir,) 
herleiten.  Man  findet  aber  auf  diesem  Wege  nicht  blos  die  schon  bekannten, 
sondern  zahllose  neue  Differentialbeziehungen ,  und  wenn  die  Elemente  des 
Orthogonalsystems  ven  mehreren  Variabelu  abhiingen,  zahllose  Systeme  par- 
tieller Differentialgleichungen  für  die  Functionen  zweiter  Gattung,  worauf 
ich  bei  einer  anderen  Gelegenheit  zurückzukommen  hoffe. 

•  Liouville's  J.  B.  6,  S.  387,  397.  ♦•  Corapte»  rendus  1890. 

_  •"  Liouville's  J.  B.  6,  S.  400  flg. 

t  1.  c.  ü.  I,  S.  230;  rergl.  auch  Frobenins,  lieber  die  elliptischen  Functionea 
«ter  Alt,  Crelle's  J.  B.  93. 

Berlin,  im  MSrz  1892. 
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XI.   XJeber   die  geodätische  Krttmmung  der  anf  einer  Fläche  gezogenen 
Cnrven  und  ihre  Aenderung  bei  beliebiger  Trauiformation  der  Fläche, 

Wird  eine  FlKcbe  unter  Ausschlnsä  von  Dehniingen  und  Zusammen- 
Ziehungen  beliebig  verbogen,  so  ändert  sieb,  wie  bekanntlich  Minding 
zuerst  nachgewiesen  hat,*  in  keinem  Punkte  irgend  einer  auf  der  Fläche 
gezogenen  Curve  deren  geodätische  Krflramung.  Anders  ausgedruckt:  LSsst 
eich  eine  gegebene  Fläche  auf  eine  zweite  abwickeln  und  nennt  man  solche 
Punkte  bezw.  Curven  auf  den  beiden  Flächen  entsprechend,  welche  durch 
die  Abwicklung  zur  Deckung  gebracht  werden ,  so  sind  die  geodätischen 
Krümmungen  entsprechender  Curven  in  entsprechenden  Punkten  einander 
gleich.     Man  kann  sich  die  Frage  vorlegen: 

Wenn  eine  gegebene  Fläche  auf  eine  beliebige  zweite  in 
beliebiger  Weise  Punkt  fUr  Punkt  abgebildet  wird,  welche 
Beziehung  besteht  alsdann  zwischen  der  geodätischen  Krüm- 
mung in  irgend  einem  Punkte  einer  auf  der  ersten  Fläche 
beliebig  gezogenen  Curve  und  der  geodätischen  KrUmmnng 
ihrer  Abbildung  im  entsprechenden  Punkte? 

Die  Antwort  fällt  überraschend  einfach  aus.  Es  ist  nämlich  die 
geodätische  Krümmung  der  Abbildung  einer  gegebenen  Carve 
in  irgend  einem  Punkt  eine  ganze  lineare  Function  von  der 
zum  entsprechenden  Punkte  gehörigen  geodätischen  Krüm- 
mung der  gegebenen  Curve,**  wobei  die  Coefficienten  nur  von  der 
Lage  des  betreffenden  CurveDpunktes  und  von  der  Richtung  der  Curven- 
tangente  in  diesem  Pimkt  abhängen. 


*  Min  dl  Dg,  UemerkuDg  über  die  Abwickelung  krummer  Linien  von  Flächen. 
Crelle's  Journal,  Bd.  fl,  ä.  I&9,  1830. 

**  Diesce  Ergebniss  bat  grosse  Aebnlicbkeit  mit  einem  Satze  Sber  die  Aen- 
deraug  des  GauBB'gchcn  KrümmungEmaasses  einer  Fläche  [bezw.  noch  allgemeiner 
des  Ki-onecker'scheo  Erümmungsmaasses  eiaes  I-dimensionalen  Gebildes  iii 
einem  ebenen  Kaume  von  {1  +  1}  Dimeneionen]  bei  Anwendung  einer  beliebigen 
I'uukttraDsformation  des  Raumes  auf  diese  Fläche,  den  ich  in  dieser  Zeitschrift 
Bd.  36,  S.  212,  18U1,  abgeleitet  habe.  Daa  Krümmungsmaass  der  tran^formirtec 
Fläche  ist  ebenfalls  eine  giinze  lineare  Function  von  demjenigen  der  ursprüng- 
lichen Fläche. 
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Eine  sebr  anscbauliche  geometrische  Fassung  lässt  sich  diesem  Satze 
geben,  wenn  man  den  Begriff  der  geodätiscben  Kr Ummungsstrecke 
einfahrt.  So  möge  die  Strecke  genannt  werden,  die  in  dem  betreffenden 
Cnrvenpnukt  anfängt,  nach  dem  sogenannten  geodätischen  KrUmmungsmittei- 
pnnkte  der  Cnrve  gerichtet  ist  (also  vor  Allem  in  der  Tangen tenebene  der 
FlKche  liegt  und  senkrecht  auf  der  Tangente  der  Curve  steht)  und  eine 
L&nge  von  so  viel  Einheiten  besitzt,  als  die  geodätische  Krümmung  der 
Curve  Einheiten  betrügt.     Man  kann  jetzt  sagen: 

Sind  auf  einer  Fl&che  mehrere  beliebige,  sich  in  einem 
nnd  demselben  Paukte  berührende  Curven  gezogen  und  con- 
struirt  man  die  zum  Berührungspunkte  gehörigen  geodätischen 
Krüramungsstrecken  derselben,  bildet  man  ferner  die  gegebenen 
Curven  mit  ihrer  Fläche  auf  eine  beliebige  zweite  Fläche 
nach  irgend  einem  Gesetze  Punkt  für  Punkt  ab  undconstruirt 
man  auch  für  die  Abbildungen  jener  Curven  die  zum  gemein- 
samen BerUhrungspnnktegebürJgen  geodätischen  Krümmungs- 
strecken,  dann  sind  die  beiden  Punktreihen,  welche  in  den 
Endpunkten  der  geodätischen  KrUmmungsstreckon  der  ge- 
gebenen Curven  einerseits  und  ihrer  Abbildungen  anderer- 
seits bestehen,  einander  Uhulich, 

Nimmt  man  statt  der  Endpunkte  der  geodätisobeu  KrUmmungsstrecken 
die  geodätischen  KrUmmungsmittelpunkte,  so  ergeben  sich  offenbar  zwei 
Pnnktreihen,  die  zwar  nicht  ähnlich,  aber  doch  projectiv  sind,  wobei  der 
gßmeinsame  BerObrungspaukt  der  gegebenen  Curven  und  derjenige  ihrer 
Abbildungen  die  Rollo  zugeordneter  Punkte  spielen. 

Auf  die  zahlreichen  Fragen,  zu  welchen  obiger  Satz  Veranlassung 
giebt,  soll  in  dieser  vorläufigen  Mittheilnng  nicht  eingegangen  werden;  nur 
ein  Ergebniss,  das  unmittelbar  aus  ihm  ftiesst,  sei  hervorgehoben: 

Berühren  sich  drei  auf  einer  Fläche  beliebig  gezogene 
Curven  in  einem  Punkt  und  bezeichnen  k,  k\  k"  die  geodä- 
tischen Krümmungen  der  Curven  iu  jenem  Puukt,  so  bleibt 
der  Quotient  k  —  k' 

k  -  k" 
bei    allen    puuktweisen    Transformationen    der    Fläche    unge- 
ändert,* 

Eine  Ausdehnung  dieser  Resultate  auf  gewisse  andere  Transformationen 
von  Flächen  wird  unten  gegeben  werden. 

Was  nun  den  Beweis  des  oben  ausgesprochenen  Satzes  betrifft,  so  lässt 
sich  derselbe  auf  die  folgende  Art  führen:  Die  gegebene  Fläche  sei  in 
Gauss'scher  Weise  mit  Hilfe  zweier  Parameter  u  und  v  dargestellt.     Für 

•        *  Ea  ma«8   betont  werden,  daes  hier  von  Transformationen  einer  Fläche  die 
Rede  ist,   mit   welchen  keine  Transformation  des  ganzen  Baumes  verbünd 
«ein  braucht. 


inden  xo     J 


die  geod&tischa  KrDmmang  k   einer   nuf  der  FlSche  gezogenen  Carve  giebt 
es  einen  Ausdruck  der  Form:*  _ 

A  (du  cPv  —  dv  d*M)  +  9 

* d?  ' 

wo  ds  das  Lioienelement  bedeutet , 

ds*  =  Edu*  +  2Fdudo  +  GJB\ 

A*  =  EG-F' 
ist  und  endlich  <;p  eine  gewisse  DifiTereatialform  dritten  Grades  iu  du  und 
dv  bezeichnet,  deren  Coefficienten  Functionen  yon  E,  F,  G  und  ihren 
Ableitungen  nach  u  und  i;  sind.  Mau  fasse  u  und  v  als  reQhtwinklige 
Cartesische  Coordinaten  eines  Punktes  p  in  einer  Ebene  auf.  Wird  dieser 
Punkt  dem  Fl&chenpunkt  (tf ,  c)  enti^prechend  gesetzt,  so  ist  hiermit  die 
FlUchu  auf  die  Ebene  abgebildet.  Sei  x  die  KrUnimung  der  ebenen  Ab- 
bildung der  auf  der  Fläche  gezogenen  Curve,  dann  ist 

_du^v  —  dv  d*u 

Man  kann  daher  schreiben: 


wo 


ß= 


<p 


ds"  "^     fJs« 

ist.  Die  Coefßcienten  a  und  /3  sind  also  Functionen  von  m,  r,  du, 
enthalten  dagegen  d*u  und  d^v  nicht.  Hieraus  folgt:  Hat  man  auf  der  Fläche 
ein  System  S  von  sich  in  einem  Punkte  berührenden  Curven,  so  ist  die 
Punktreihe,  welche  aus  den  Endpunkten  der  zum  gemeinsamen  Berührungs- 
punkt gehörigen  geodätischen  KrUmmungsstrecken  dieser  Curven  zusammen- 
gesetzt ist,  Uhnlich  zu  derjenigen  Punktreilie,  die  aus  den  Endpunkten  der 
entsprechenden  KrUmmungsstrecken  der  ebenen  Abbildnng  E  des  Curven- 
systems  S  besteht.  Es  werde  nun  jedem  Punkt  (u,  v)  der  gegebenen 
Fläche  ein  bestimmter  Punkt  (u, ,  r,)  einer  beliebigen  zweiten  FlSche  zu- 
geordnet, Dem  Ciirvensysteme  S  entspricht  alsdann  ein  System  S^  von 
Curven  der  zweiten  Flüche,  die  sich  auch  in  einem  und  demselben  Punkte 
berühren.  Die  zweite  FlUche  bilde  man  ebenfalls  auf  die  Ebene  ab,  indem  man 
M, ,  i'j  als  rechtwinklige  Cartesische  Coordinateu  eines  Punktes  p,  der  Ebene 
betrachtet  Es  bezeichne  2^,  die  ebene  Abbildung  von  5^ .  Mittelbar  sind 
jetzt  auch  die  ebenen  Curvensysteme  £  und  E^  Punkt  fQr  Punkt  auf 
einander  bezogen  oder  es  kann  Z,  durch  Anwendung  einer  bestimmten 
ebenen  Punkttransformation  aus  S  erhalten  werden.  Zwischen  2^,  und  S^ 
besteht  natürlich,  was  die  aus  den  Endpunkten  entsprechender  KrUmmungs- 
strecken (bezw.  geodätischer  Krümm ungsstrecken)  gebildeten  Punktreihen 
betrifft,  dieselbe  Beziehung,  wie  zwischen  21  und  S,  aber  ebenso  auch,  wie 


*  Vergl.  Miuding,  a.  a.  0.  S.  160. 
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ans    einem    an    anderem  Orte*    bewiesenen  Satze    hervorgeht,    zwischen  Z^ 
DDd  £f  folglich  auch  zwischen  S^  und  S,  was  gerade  zu  beweisen  war. 

Die  obigen  Sätze  erfahren  eine  Erweiterung  und  finden  zugleich  ihren 
natflrlichen  Abschluss  beim  üebergange  zn  Transformationen,  welche  ans 
der  Anwendung  des  Lie'schen  Begriffes  der  BerUhrungstransformationen 
aaf  die  Fliichenlheorie  hervorgehen.  Wir  können  jedem  Liuienelement  auf 
einer  gegebenen  Fläche  ein  bestimmtes  Linienelement  auf  einer  anderen 
gegebenen  Fläche  so  zuordnen,  dass  je  zwei,  im  Sinne  des  Herrn  Lie 
rereinigt  liegenden  Elementen  wieder  zwei  vereinigt  liegende  Elemente  ent- 
sprechen. Dann  wird  jede  auf  der  ersten  Fläche  gezogene  Curve  sich  in 
eine  Curve  (in  besonderen  Fällen  auch  in  einen  Punkt)  der  zweiten  Fläche 
verwandeln  und  zwei  sich  berührende  Curven  werden  im  Allgemoineu  in 
zwei  sich  ebenfalls  berührende  Curven  übergehen.**  Die  punktweise  Trans- 
formation  einer  Fläche  ist  hierin  als  besonderer  Fall  enthalten. 

Für  die  eben  definirten  Transformationen  von  Flächen  gilt  nnn,  wio 
ich  ohne  Beweis  hier  anführe,  der  Satz: 

Die  geodätische  Krümmung  der  Trnnsformirten  einer  auf 
der  gegebenen  Fläche  beliebig  gezogenen  Curve  in  irgend 
einem  Punkt  ist  eine  gebrochene  lineare  Function  von  der 
geodätischen  Krümmung  der  gegebenen  Curve  im  entsprechen- 
den Punkt,  wobei  die  Coefficienlen  nur  von  der  Lage  des  be- 
treffenden Curvenpunk tes  auf  der  Fläche  und  von  der  Kicht- 
ang  der  Curventangente  in  demselben  abhängen. 
•    Oder  in  geometrischer  Fassung: 

Hat  man  auf  der  gegebenen  Fläche  ein  beliebiges  System 
von  Curven,  die  sich  in  einem  Punkte  berühren,  so  bilden  die 
zum  Berührungspunkte  gehörigen  geodätischen  Krümmnngs- 
raittelpnn  k  te  dieser  Curven  und  die  entsprechenden  geodä- 
tiicben  KrUmmungsmittelpunkte  ihrer  Transformirten  zwei 
projective  Pnnktreihen. 

Daraus  folgt  u.  A,: 

Berühren  sich  vier  auf  einer  Fläche  beliebig  gezogene 
Cnrven  in  einem  Punkt  und  bezeichnen  Ä, ,  k^,  k^,  k^  ihre  geo- 
dätischen Krümranngen  in  jenem  Punkt,  so  ist  das  Doppel- 
verhSltniss  ;t,  -  i(-,     ifc,  —k^ 

tC^  ^^   Ka  Ka    ~"   Ivj 

gegenüber   allen  Berührungstransformationen   der  Fläche    (im 
oben  angegebenen  Sinne)  eine  absolute  Invariante. 

Darm  Stadt,  October  1891.  R.  Mehmke. 


- 

I 


•  Diese  Zeitschrift  Bd,  36  S.  208,  1891. 

••  Derartige  Transformationen  von  Flüchen  sind  meines  WisgenB  noch  nicht 
untersucht  worden.  Sie  lassen  sich,  wie  leicht  zu  aehea  iiC,  den  räumiicheu  Be- 
rShruDga-Tranaformntionen  keineswegs  unterordnen. 


190  Kleinere  Mittheilnogen. 

XIL  Zn  der  Bemerkung:  „Arithmetiioher  Sats". 

Im  6.  Heft  des  36.  Jahrganges  dieser  Zeitschrift  findet  sich  S.  383  flg. 
ein  kleinerer  arithmetischer  Satz  mitgetheilt.  Dem  dort  Gesagten  darf 
vielleicht  als  Ergänzung  hinzugefügt  werden,  dass  die  Eigenthamlicbkeit, 
durch  cyklische  Vertauschung  der  Ziffern  Vielfache  der  nrsprttnglichen  Zahl 
zn  geben ,  den  Perioden  aller  in  sogen.  Sjstembrttche  verwandelter  gewöhn- 
licher Brttche  gemeinsam  ist,  sofern  sie  reine  Perioden  sind.  Dazn  ist 
bekanntlich  nur  erforderlich,  dass  der  Nenner  des  dargestellten  Braches 
relativ  prim  zu  der  Grundzahl  des  betreffenden  Zahlensystemes  ist. 

üebrigens  lässt  der  fragliche  Satz  noch  eine  weitere  VerallgemeiDemng 
zu,  wie  wir  kurz  zeigen  wollen. 

Es  mögen  r, ,  r^,  r3,...r„  die  Reste  und  Oj,  o,,  a,,...aii  die  Ziffern 

der  Periode  des  im  Zahlensysteme  a  dargestellten  (echten)  Brnches  r^  sein, 
wo  a  prim  zu  k  ist.     Bezeichnet  man  dann  abkürzend 

j^'=-+^  +  P+---f--„  +  m»«/-.=(0,a,a,a,...a,)„, 

80  folgt  hieraus  bekanntlich 

-^  =  (0,  axai+\ ai+i . . .  oji _i)«  oder 

1)  ...ri=k(0,aiaz+,ai+2...ax-t)a     (i  =  1 ,  2,  3, ..'.  n). 

Multiplicirt  mau  1)  mit  a"  und  zählt  von  dem  so  erhaltenen  Prodncte  1) 
ab,  so  ergiebt  sich: 

2)  ...ri{a''-l)  =  1c{axax+iai+i...ax-i)a,     (A  =  l ,  2,  3, ...»), 
wo 

{axax+iax+2...ax-i)a  =  axa"- '  +  ax+i«"-^  +  ffi+j«"-'  +...+ax-2'*  +  «2-i- 

Bedeuten   weiter  /,,  r\,  r'j,  ...r'„  die  Reste  und  o',,  a\,  o',,  ...o', 

die  Ziffern   der  Periode   des   im   Zahlensysteme  o  dargestellten  Brnches  -j^i 

wo  r\   in   der  Reihe  r, ,  r,,  r^,  ...r„  vorkommen  kann  oder  nicht,  so  er- 
htllt  man  auf  dieselbe  Weise: 

3)  ...rV(ot"  — l)  =  Ä;(o'|Bo'u+io'^+?...a'^_))n     (|k  =  1,  2,  3,  ...  «). 
Aus  2)  und  3)  folgt  ohne  Weiteres: 

4)  ...rx{a'ua'n+iaß+2...af,-t)a=r^{axax+iax+i...ax-i)a{i;ii='i,2,S,...n). 

Kommt  r'f,  unter  den  Resten  r, ,  r,,  rg,...vor,  ist  etwa  rV  =  0+»-i, 
und  setzt  man  Jl  =  1 ,  so  verwandelt  sich  Gleichung  4)  in 

5)  ...r,(a,ay^.io»+2...ar_i)tt  =  r,(a,asaj...a,.)„  •  (v=  1,2,3,. ..n). 

Diese  Gleichung  stimmt,  wenn  im  besonderen  Falle  r,=  1 ,  k  eine  Prim- 
zahl und  a  eine  zugehörige  primitive  Wurzel  ist,  hinsichtlich  ihres  Inhalts 
mit  dem  a.  a.  0.  entwickelten  Satze  ttberein. 
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Sei  z.  B.  A;  =  91,  «=  10,  r,  =  8,  r',  =  9,  bo  ist  n  — C,  und  man  hat 


l  =  t0.O87  912),„, 


r,  =  8 

r'.  =  9 

a,  =  0    1 

rj=80 

r',=  90 

a,=  8    ' 

r,=  72 

r',=  81 

«3=7 

r,=  83 

r'4  =  82 

04=9     1 

r,=  n 

r5=l 

a,=  l 

r,=  19 

r',=  10 

««=2 

gy  =  (0,0989ül),„ 
a',  =  0 
fl',  =  9 
a',=  8 


«0-1 
Man  erblllt  daher  ans  Gleichung  4)  beispielsweise: 

fiiri  =  2,   ,i  =  4i   80.901098  =  82.879120, 
für  ;i  =  3,   ^=5:    72.10989  =  791208,  U.S.  w. 

Es  mCge  bei  dieser  Gelegenheit  noch  gestattet  sein,  auf  die  nnter  dem 
Titel  ,Neue  Grundlagen  einer  allgemeinen  Zablenlehre "  dem- 
uSchst  in  dieser  Zeitschrift  erscheinenden  Abhandlungen  des  Verfassers 
hinzuweisen,    wo    gelegentlich    Gleichungen,    wie    4)  and   andei-e    zur    Ab- 

tleitang  interessanter  Identitäten  verwendet  werden. 
Mainz,   im  März  1892. 


Dr.  J.  Kraus. 


Xm.  Constmction  einer  Tangente  in  einem  Punkte  einer  Curre 

dritten  Grades. 


Ist  irgend  eine  Basis  des  dritten  Grades  gegeben ,  so  kann  in  einem 
beliebigen  Punkte  derselben  auf  folgende  einfache  Art  eine  Tangente  ge- 
zeichnet werden: 

Dnrcfa  den  gegebenen  Berührungspunkt  P  ziehe  man  zwei  beliebige 
Geraden,  welche  die  Basis  noch  in  den  Punkten  A^,  B,  und  A^,  B^  treffen. 
Die  Geraden  AiA^  und  B^Bg  mögen  ferner  die  Curve  noch  in  Punkten  C, 
nnd  Cf  treffen;  es  bestimmt  dann  C,  Cj  allemal  auf  der  Basis  C  einen 
solchen  Punkt  Q,  so  dnss  PQ  Tangente  der  Basis  in  P  ist. 

Durch  die  Geraden  A^B^,  A^B^  und  C, C,,  diese  zusammen  als  eine 
Cnrve  des  dritten  Grades  angesehen,  und  die  Basis  C,  selbst  ist  nJimlich 
ein  BQschel  von  Curven  dritten  Grades  bestimmt,  die  alle  sich  in  P  be- 
rühren. Eine  solche  Curve  ist  auch  gebildet  durch  die  Geraden  y^j  A^, 
B^B^  und  PQ,  nnd  zwar  muss  PQ  die  Basis  und  alle  Curven  des  BUscbels 
berOhren,  da  diese  letztern  drei  Geraden  durch  8  der  9  Grundpunkte  des 
Büschels  geben. 

Stattgart,  im  Mai  1892.  Benedikt  Spoker. 
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XIV.  üeber  die  Kennzeichen  der  Theilbarkeit  dekadischer  Zahlen. 

Die  Criterien  der  Theilbarkeit,  welche  Herr  Dietrichkeit  im  4.  und 
5.  Hefte  des  Jahrg.  1891  der  vorliegenden  Zeitschrift  mitgetheilt  bat,  ver- 
anlassen mich  za  folgenden  Bemerkungen: 

I.  Es  ist  zur  Anwendung  des  Criterinms  unnötbig,  dass  die  Beste  der 

Division  bei  der  Verwandlung  von  —  in  einen  Declmalbrach  vorher  von  n 

subtrahirt  werden,  wie  es  S.  316  (Heft  5)  geschieht  Man  kann  vielmehr 
diese  Reste  selber  verwenden,  und  dann  kommt  man  auf  ein  schon  be- 
kanntes Criterium  zurUck. 

II.  Die  verschiedenen  Kennzeichen  sind  sSmmtlich  besondere  Fälle  eines 
allgemeineren  Criterinms,  welches  von  Herrn  R.  Perrin  in  den  Comptes 
rendus  de  l'association  franfaise  pour  l'avancement  des  sciences,  1889, 
2"  partie,  pag.  24  —  38  veröffentlicht  worden  ist. 

Rotterdam.  Dr.  B.  H.  van  Doesten. 


Berichtignngr. 

In  der  Arbeit:  „Ueber  die  KceisangBpunkte  einer  complan  bewegten  Ebene" 
(1.  Heft  dieses  Jahrganges)  habe  ich  auf  8.  62  die  Verbindungslinie  des  Pols  mit 
dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Kreisungspunktcurve  (in  Fig.  7,  Taf.  III  mit  PV 
bezeichnet)  Asymptote  genannt,  was  nicht  richtig  ist,  weil  diese  Gerade  nicht  die 
erforderliche  Eigenschaft  besitzt,  Curventangente  zu  sein.  Diese  Eigenschaft  kommt 
aber  bei  sämmtlichen  Schlusafolgerungen  überhaupt  nicht  in  Frage,  und  so  be- 
halten sämmtliche  Resultate  ihre  Giltigkeit,  wenn  nur  von  8.  62  ab  überall  statt 
Asymptote  richtiger  „zur  Asymptote  paralleler  Normalstrahl"  gesetzt  wird. 

Bei  diesem  Anlasse  mOchte  ich  noch  erwähnen,  dass  Herr  Prof.  R.  Mfiller 
die  Freundlichkeit  hatte,  mich  brieflich  darauf  hinzuweisen,  dass  1.  die  von  mir 
in  Figur  7  mit  Ko  und  Qo  bezeichneten  Punkte  die  Gegeupunkte  zu  P  auf  den 
KrOmmangskreisen  der  Kreisungspunktcurve  im  Doppelpunkte  sind  (vergl.  hierzu 
R.  Müller:  „Ueber  die  Krümmung  der  Bahnevoluten  bei  starren  ebenen  Systemen". 
Diese  Zeitschrift,  Bd.  XXXVl,  S.  196 flg.);  2.  die  Gerade  PV  die  Focalachse  der 
Kreisungspunktcurve  ist. 

M.  GbObler. 


XIV. 

Zum  FnndamentalsatB  über  die  Existenz  von  Integralen 
partieller  Differentialgleichungen. 

t 

Von 

Dr.  Gustav  Mie. 

S  0  h  I  n  •  •. 

Dritter  Abschnitt 

Anwendungen. 

1.  Die  lineare  Diiferentialgleichung  erster  Ordnang: 

gl -/■(«,  y)  + /"oCa;,  y)  •«  + /i(*.  y)  •  ■^• 

ft)  Untersuchung  des  nnendlichen  Systems,  in  welchem  x  nicht 

explicite  vorkommt. 

19.  Die  Gleichung  sei: 

||-Ay)  +  /-o(y)'  +  A(y)-g 

7ni 


Setze  ich 


/'.<'y) -  Cb+  Cty  +     ■  +  «m  •  ^  + 


«-£o+fiy  +  f»S  + 


2! 
rechts  ein,  so  bekomme  ich: 

ZdtHlulft  C  Mathematik  n.  Phjrrik  XXXYH,  4.  ^^ 
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Ist  nun: 

ti  ■■  ^11  •  *  +  ^1»  *  **  +  •  •  • 


80  ist  der  Coefficient  von  — ,: 

ml 

+  Ai^^^-x  — 
«•i    •&üC™,i  +  w&i(7„_i,i  +  (™)6jC„_,,i+...+b«.Co.i|      „ 

+  A^^Kxf^ 


Zufolge   der   Bemerkung  in  17    moss   ich   annehmen:    (\,>0.      Ich 
schreibe  mir  nun  die  folgende  Reihe  Ton  Ungleichungen  auf: 

4—«)=  . . .  +  c„ .  C„_,, ,  +  ■••<  4  C„_,, , 


^L\, +  '•o  •  ti,„  +  x  +  •  •  •  <  (m  +  2)  .  Co.„+, 


Multiplicirt:    c™  •  ^i""'  <  (»»  +  2)!  C-«.  „,+ j  <  (m  +  2)!  ./1<») .  r^+'CS.  21). 
Setzt  man  2  ■  A,,  ■  r^  -^  A,  -    <  jB,  so  ergeben  sich  also  (wenn  R  gross 
genug  gewählt  ist)  folgende  Bedingungen: 
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ili«*)  <  ^  .  JB, 
^,W<2!  A.R*, 


^j<'")<«!4.B'" 


Da  nun:  ^i'"")  —  b^  •  C„,  i      +  m  -b^-  C„,_i, ,H \-b„C„ 

+  Co  •  Cm  +  i,  1  +  »»  •  Ci  •  Cm.i       H \-C„-Cii 

und  da  nicht  alle  Cm.i  Null  sein  können,  weil  ja  die  am<Ca,,i*,  so 
folgen  aas  dieser  Reihe  von  Ungleichungen  drei  Emdere  Seihen:  ^s  mnss 
leehs  Zahlen:  Ä,  B,  C,  q,  ^q,  ^|  geben,  dass: 

Cn<Ä,Cii<  Ä-Q,-Cm,i<ml  A.Q'^,... 
oder  1)  Oq  <  A,  Ol  <  A  ■  Q  ,  ■  ■  ■  am  <m]  A-  gi^,... 
femer  2)  ho<B,  b^  <  B  ■  Qo,  ■  ■  ■  b„  <ml  B  ■  q^,.  . . 
und        3)    Co  <  <7,   c,  <  C  •  p„  ■•  •   Cm  <  m!  C  •  f^, . .  . 

Berücksichtigt  man  die  Bedeutung  der  a,  b,  e  (s.  S.  193),  so  heissen 
diese  Bedingungen  nichts  weiter,  als  dass  die  Reihen:  f(y),  f^  (y),  f^  (y) 
von  Null  verschiedene  Convergenzradien  haben  müssen. 

Diese  Bedingungen  sind  aber  nicht  nur  nothwendig,  sondern  auch 
vSllig  hinreichend  fttr  die  Existenz  von  Integralen. 

Sei  nSmlich  J2  >  9,  ^o<  ?i  >  ^^  kann  ich  gewiss  setzen :  C»,  1  —  m !  ^  ■  it"*, 
denn  dann  sind  die  Bedingungen  iio^'"'— a„  <  Cmi  erfttllt.     Um  A^"'^  zu 
berechnen ,  setze  ich  statt  der  &«,,  Cm  die  grösseren  Werthe  m !  £  ■  ^q",  m !  C-  pj'". 
Dann  ist: 
i,<-)-  (5or«j  +  m .  6jr„_,.i+. . .  +  6„C„)+(coC„+,,i  +  m .  6,(7,,  i  +  ...  +  c„C\i) 

^'■'<^-("+').b.--(.+^§+^{'J+-.+4t[|]-) 


C  H  1 

<(«+!)!  .1.2?-+'. (  —+-;;^ 


'-^ 


<(m  +  l)I  il.B"'  +  ».^', 
wo  ^'  so  bestimmt  sei,   dass  es  fttr  alle  m  denselben  Werth  hat,  z.  B. 


-'-    ^-K   +      ^ 


1  _  £l      1  _  9o 
J?  i? 


9«  d« 

•  Den  Fall  g^  =  ^  (y)  •  «  +  /i  (y)  •  5^  brauche  ich  nicht  zu  berfickdchtigen. 

Hier  ist  das  Integral  unter  allen  Umstftnden  s  ^-  0. 

18» 
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(m    I    1^'' 

Wtthle  ich  nun  t'„,  —  i — 5— i'    .4    IP»  •  p',  so  sind  die  Bediogongen 
A^^"')  <  2  •  C„,  erfüllt.     Ferner  ist: 

^,.,<  ^ .  fe+ffl .  j,.. ,.. /±i  +  _?_\  <^.  (=+2!  .i^.,«. 

Also,  wenn  Cm,  -^^,--    A-R""-  q'\  so  ist  idg'""'  <  3  C«,  und  so  fort. 
C„u—  ^ ^-j '-'  •  ^  •  B"".  p'''~*  (gesetzt,  wird  immer  der  Bedingang 


f» 

«(") 


A},Li<ti.  Cmp genügen.   Denn: 

(i  I    "'    w , '"•('»-1)    rgoi',   ,      "i .r?.]^ 

V^«+p-2  LbJ    (w+^-2)(m+^-3)  Li?J         ^(».+M-2)..0*-l)  LbJ  / 
+  A  .  C  .  ff"-*  ■  R"  ■  (m  +  fi  -  l)\ 

\*^m+^-l  LBJ^(«+p-l)('/i+ft-2)  LäJ^     ^(m  +  p-1)...^  LbJ  / 


l—l ?-+-f-\ 

im  +  n-l  f^       l_?il 

\  B  Bj 


<  (m  +  p  -  1)!  Ä-B^.  p'''-!-  ^!  <7„,^ 

A^_l  <^-  (m,/u. 

Nun  bat  aber  die  Reibe: 

einen  Sinn;  denn  der  Quotient  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder  n&hert 
sich  dem  Werthe: 


.'-.(^•''•')-''- 


Die  Reibe  bat  also  den  Convergenzradins  — .    Also  l&sst  sich  das  nn- 

e 

endliche  System  mit  Hilfe  von  Potenzreihen  integriren. 

Es  ist  nicht  ohne  Interesse  zu  bemerken,  dass  das  für  y  —  0  ge- 
wonnene unendliche  System  im  Falle  Cq-^O  stets  Potenzreihen  zu  In- 
tegralen hat,  auch  wenn  f(tf),  f^^y),  /'^(y)  nicht  in  Potenzreihen  ent- 
wickelbar sind,  sondern  nur  für  y  —•  0  lauter  endliche  Ableitungen  haben. 
Es  lautet  nftmUch  in  diesem  Falle  das  unendliche  System: 
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^'=[/'(y)  +  fodf)  •  ^  +  [/ö(y)  +  f\iy)]  •  g  +  /IW  •  0]^ 
^=[r(y)+ay)-^+[2/->)+/^iW]-|+[/-o(y)+2A(i/)j-|p+/l(y)|^^ 

-  0,  +  6,  .  «0  +  (2fci  +  Cg)«,  +  (bo  +  2ci)  •  «j. 

Eine  jede  Gleichung  bildet  schon  mit  den  vorhergehenden  ein  voll- 
ständiges System.  Sind  also  die  Differeniialquotienten  von  /'(y),  fü(,y)t  fiiv) 
fttr  y  ■—  0  (die  mit  a,  6,  c  bezeichnet  wurden)  etwa  bis  zom  m"*  alle 
endlich,  so  lassen  sich  e,^,  Zy, . . .  Zm  ab  Potenzreihen  berechnen.  Sind 
sXmmtliche  a,  h,  c  endlich,  ohne  dass  darom  f,  fg,  /)  Taylor'sche  Reihen 
zu  sein  brauchen,  so  ist  das  ganze  unendliche  System  integrirbar. 

Aber,  damit  e  als  Potenzreibe  in  x  und  y  existirt,  ist  auch  im  Falle 
Cq  «  0  die  fttr  c  =r  0  nachgewiesene  Bedingung  nothwendig. 

b)  Resultat. 

20.  Stellen  wir  mit  Obigem  das  in  7.  und  16.  Gefundene  zusammen, 
so  erhalten  wir  den  Satz: 

Nothwendig  und  hinreichend  dafttr,  dass  die  Gleichung  mit  lauter 
positiven  Coefficienten: 

-£  -  fO^,  y)  +  /ö(«,  y)  • « +  A(*,  y)  •  y^ 

als  Integral  eix^y)  eine  Potenzreihe  in  x  und  y  hat,  ist  nur,  dass  f,fotfi 
Potenzreihen  mit  von  Null  verschiedenen  Convergenzbereichen  in  x  und  y  sind. 

2.  Die  Differentialgleichaug  -^"fy^)  y>  «>  ö-'  ö-i)* 

a)  Die  Gleichung  sei  linear. 
21.  Ich  nehme  zunächst  an,  x  komme  rechts  nicht  vor.    Die  Gleichung  sei: 

^f^-liy)  +  /o(y)  • '  +  m  ■  ~  +  A(y)  •  g' 

^(y)  -  &0  +  ^y  +  ^-i  •  |t  +  •  •  • 
/i(y)  -  "o  +  Ciy  + «» •  21  +  ■  ■ 
/i(y)  -  rfo  +  '^ly  +  «J^!  •  li  +  •  •  • 
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Setze  ich  ein: 


»" 


?i-C„«+C„a;». ...... 

Eo  wird  die  rechte  Seite: 
.(«0  +  Kto+c,^,  +  d^U)  +  (ai  +  6o?i  +  «»1  Jb+  Co£»+  "1?!  +  «^ofj+  «*iÜ  -y  + 
■■•  +  a„  +  botm  +  m\  tm-i  +  (?)  •  h  ■  U-»+--  +  bmio  ^ 

+  Co-  ?m4-l  +  »»-Ci-?m4-(?)  ■  Cj-fm-lH h  Cfi 

+  do-  U+2  +  ♦»  •  d,  •  f„  +  i  +  (?) •  <hL+-  ■■  +  dmi. 


m! 


Entwickelt  nach  x-Potenzen  lautet  der  Factor  von 


m! 


&o%+»»- 6,  •  c,»_i,i+(?)- fe,c^s,i+(?)i.,c„_8,i+. . .+ i>„r„ 

+Co-^".+l.t+«»-Cj<m,l-K?)-C,-C„_i,i+(?)V-«-«.>  +  -    •  +  '^'»1 
+  do-^"+«.l  +  «-<'l^»+I.l+(t  )<^-^">.l+(ll)<^^'»->.l+-  •  •  +  *n^»l 


<<'«.»* 


<2C«.,X 


6oC-«n  +  »»-?'|Cm-l,«+(?)Z',C„_2.,+(?)6jC^S,»+-  ■  ■  +  6«Co,| 

+CoC?™+i.n+»'CiC„,,„+(?)  ■CgC'„,.,.„+(»')cgC^s,»+ ■  •  •+c«Ci,|  <(n+l).C.  »fix« 
+rfoC^m+»,.+w«  •di(7„,+,,,+(?).(^C„,„+('»)rf,C,„_i.,+ . .  •+  (^,(7,  J 

22.  Erster  Fall.  Der  Coefficient  von  — -=  sei  eine  Constante:  d,  —  P. 
Es  müssen  nan  folgende  Ungleichungen  bestehen: 
^jC.- >!)-.... +  7). C„,,  +  ...<2C„_,.4 


A")  ,  T,  /^        ,        ^Z'"  I  i\    /i  (wenn  m  gerade  angenommen 

^»-...  +  D.C,,«  +  ...<(^-  +  lj.r„™^.  wird) 


ebenso  wenn  m  ungerade: 


m  +  l 

f    »    • 


W&hle  ich  nun  R  >1/  ^  gross  genug,  so  kann  ich  eine  Zahl  Ä  angeben, 
dass  stet?  die  Ungleichungen  bestehen: 
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Da  nnn  aber  alle  Om  <.  Cm,  i,  so  maes  die  Reihe  f{ji)  Coefficienten 
haben,  kleiner  als  die  einer  gewissen  Reihe: 

Also  wenn  ich  setze  R  <  2q,  kleiner  als  die  der  Reibe: 

(Denn^,>2-also->-2^) 

f(if)  niDss  Coefficienten  haben,  kleiner  als  die  der  Reihe 

Dies  ist  die  erste  nothwendige  Bedingung,  welche  aber  noch  nicht 
hinreichend  ist. 

Genau  so,  wie  ftkr  Cmi,  kann  man  nftmlioh  flir  jedes  Cm./i  eine  ün- 
gleiohnng  herleiten.    Und  zwar  muss  sein: 

(A  und  R  dieselben  Zahlen,  wie  oben.) 

Ansserdem  aber  gilt  die  folgende  Reihe  (indem  ich  ^^  —  £,  setze): 
i*l"^"+(m  +  3)-(m  +  2).(».  +  l)..B,.C+...<2.C 

ift,  1  m  -f-3, » 

iir=^-'-  +  (m  +  6).(«.  +  5).(m  +  4).B,.C+^..<3.C^^^^, 

jJri?^!+(»,+3^).(m+3f4-l)-(»»+3^-2).B3.C+-;.<(^  +  l)-C  ^ 

^'^+^''^-  .  BT'  •  C„.  1  <  (,.  +  1)!  C„  +  8^, ^  +1  ftlr  jedes  m- 
Wshle  ich  ft  so,  dass  m  +  n  gerade,  so  ist- 

Nnn  sinkt  aber  die  Zahl: 


(m  +  8^)!  (^+J^+2,  +  2)  (•^-^+2,+3)-(m+r 

mit  wachsendem  ^  anter  alle  Grenzen,  wie  gross  anch  m  und  R  sein 
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B 

mögen.     Ist  nun  £^=[=0,  bq  setze  ichTr^'-Ki»  so  giebt  es  eineZahlili, 

derart,  dass  /      ,  o  \ 

Darob  genOgend  grosse  Wahl  der  Zahl  n  kann  ich  die  rechte  Seite  dieser 
Ungleichheit  kleiner  machen  ala  jede,  beliebig  klein  vorgelegte  GrOsse. 
Folglich  kann  die  Bedingung  für  jedes  ii  nur  dann  erfHUt  sein,  wem 
^»1,1  ~  0.  und  dieses  mtlsste  fQr  jedes  m  gelten.  Also,  aosser  wenn 
unsere  Gleichung  lautet: 

wo  das  Integral  unter  allen  Umstanden  ;;  =>  0  ist,  mass  die  oben  gemaehte 
Voraussetzung  J5,  "}•  0  falsch  sein,  es  muss  sein:  B^  —  0. 

Unter  Bertlcksichtigang  Ton  17.  erhalte  ich  also  als  zweite  nothwendige 
Bedingung:  /°o(y)  muss  eine  ganze  Function,  höchstens  vom  zweiten  Grade  sein. 
fo{y)-B,  +  B,y  +  B,y\ 

Aber  ebenso  ergiebt  sich  noch  eine  dritte  Bedingung  (indem  ich 
statt  -—  :  Cj  setze): 

j/"'+'> +  (m+  1)  .  »» .  C,  .  C„.  +  . .  ■  <  2  .  C„+i.,, 

J,('"+»'=  ...  +  (m  +  2).{m+l).C,.  C„,+i,,  +  • . .  <  3  •  C7„+,,3, 

(m  +  ft)!     (m  +  (i-l)\    ^  ^{^A.u\   r 

ml  (m  -  1)!  *       ""■*  <■*''*+  ^)^  Cm+M.M+i 

Ich  w&hle  wieder  fi  so,  dass  m  -\-  n  gerade. 


(»±^+.> 


{m  +  n)l  (m  +  II  —  1)! 

Setze    ich  unter  der  Voraussetzung,   dass  Ct'^O,  tt '°°  ^^n  bo  giebt 
es  eine  Zahl  A^,  dass  * 


(^  +  ,)!».!(«,-l)! 


^-^  OH^  +  .-l)!--^'-"^"'-^^-^^- 
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Bilde  icli  den  Quotienten: 

f/«  (tn  +  ^  +  2)(«.  +  ^+l)'.(m  +  ^) 

so  ist  leicht  eraichtlioh,  dass  derselbe  mit  wachsendem  ii  unter  alle  Grenzen 
änkt,  was  auch  ü^  und  m  seien.  Daraus  folgt,  dass  auch  J^*^  (Ef,)  —  0, 
and  unter  Anwendung  desselben  Scblussverfahrens  wie  oben: 

0,-0. 
Es  muas  /^(y)  eine  ganze,  lineare  Function  sein.    f^(i/)  —  0^+  C^y. 
Somit  habe  ich  in  unserm  Falle  1.  die  nothwendigen  Bedingungen: 
1.  ff(y)  —  JD,  eine  Constante. 
2. /i(y)  =  Co+C,y,  linear. 

3.  fa(y)  —  Bf+Biy  +  B,if*,  ganz,  vom  zweiten  Grade.      ^ 

4.  f(y)  eine  ganze ,  transcendente  Function,  deren  Coefficienten  kleiner 
oder  gleich  denen  einer  Reihe:  .4  .  (e*  ''^+  py  •  *      )  sind. 

Diese  Bedingungen  reichen  auch  hin.     Es  sei  n&mlich: 

/•(»)  -  a  (l  +  By  +  ~  .  B»y>+  ^|  B>y»+  •  •  •)• 

/ö(y)  -  Kl  +  y  +  y*),  ^i(y)  =  c  (1  + y),  f,(y)  -  d. 

Die  C„i  bestimme  ich  »  Om,  also: 

so  wird  (s.  S.198): 

4,(«')-a.6(v!iP'+2v.(v-l)!jB»'-i+2v.(2v-l).(v-l)!iP'-«)  + 

<(v  +  l)!a.B«'.p',  Q'~~.{B'+2R+i)  +  C'iB  +  2)  +  d.B* 

^/«'+i)-o.l..(vlJS»''+»+(2v+l).v!JR«'+(2v+l).2v.(v-l)!JR»''-»)+ 
+  o.c.[(v  +  l)!i?»'+»+2v  +  l).v!JP"+M  +  o-d-(v  +  l)!J?'+» 

<(v  +  l)!o.2P''+i.9',  ^'-^•(B»+2Ä+4)  +  c.(R+2)+d-iJ«. 
Setze  ich  nun: 

80  ist  .4j('")<2Cl„,2.     Ich  berechne  nun  A^^'"'>  und  erhalte  natürlich: 
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Ich  setze  also: 

ci.,_fe+a!.„.s...,..,c.,^.,._fe+a'. „.«..+..,.., 

so  dass  y^2^"'^<SC„^i.    Nun  berechne  ich  ebenso  Ag^"^  und  ein  C„^  und 
so  fort;  es  wSre: 

Aber  die  Reibe: 

ist  convergent  (Radius  1),  also  ezistiren  Integrale. 

d*z 
23.  Zweiter  Fall.    Der  Coeüficient  von  -r-i  ist  eine  lineare  Fonction 

von  y: 

Do  +  Ay- 

^/'— •)-...  +  («  _l).i)/.C.j  +    ••<2C»_,,s,, 
^/«-s) +  («.-2)  .  D,  •  ^m-i.»+  •  •  •  <  3r„_,.8, 

^}^L, +  D,  .  C,,„_,  +  •  •  •  <  m  •  Ci,« 


(».  -  1) !  i)i"— 1  C„i  <  m !  Ci.  „,  <  m !  ^(») .  r«  (Nr.  15.) 
R>r,  A>A^*'>: 

Die  erste  Bedingung  ist  also  folgende:  Die  CoefGcienten  der  Reihe  f(y) 
mttssen  sämmtlich  kleiner  sein,  als  die  einer  Reihe  A  .  ^n. 

Mit  Hilfe  desselben  Schlussverfabrens  erhalte  ich  die  weiteren  Un- 
gleichungen: 

Dazu  kommen  aber  folgende  Bedingungen: 
^("'  +  *)=...+  (m  +  2)(m  +  l).£,.a».x+...<2.t;„^..,,(Ä,  =  |j), 

4'»+^)=...+(,»  +  4)(m  +  3).B,C„  +  ,,i+...<3.C„+4,s, 
4"+="'>=...+  (,„  +  2^)(m+2^-l)-.B,C„,+^o,.,),^  +  -<(^+l)C„+,^,^+, 

tfl! 

m! 
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Da  nan  ^ — ,  „  ■ ;-;  •/!"+»''  mit  waohsendem  u  ftlr  jedes  m  und  für 

jedes  R  unter  alle  Grenzen  sinkt,  so  gilt  derselbe  Scbluss,  der  schon 
mehrmalB  angewandt  wurde:  Soll  nicht  sein  f(j/)  —  0,  so  muss  B,  —  0 
sein,  d.  h.  /J,(y)  -^  Bg+  B,y,  eine  lineare  Function. 

Aber   ebenso  wie  in  Fall  1.  mnss  natttrlich  auch  fi{y)  linear  sein. 
Ich  erhalte  also  für  Fall  2.  die  folgenden  noth wendigen  Bedingungen: 

1.  /i(y)-Do  +  Ayi  line«- 

2.  /",  (y)  -  Co  +  C,  y,  linear. 

3.  /o(y)-5o  +  B,y,  linear. 

4-  /"(y^eine  ganze,  transcendente  Function,  deren  Coefficienten  nicht 

Rh 

grSsser  sind,  als  die  einer  Reihe  Ä  •  e  • 
Diese  Bedingungen  reichen  auch  hin. 
Sei  nBmlich:       .  /'i    ■    /,     .   fi'v*  .         ^ 

/•o(y)-Ki+y),  /i(y)-c.(i+y),  /i(y)  =  d(l+y), 

so  ist: 

<  m  .  a  •  Ä"e',  9'-  (b  +  c  .  B  +  dB*)  •  (l  +  ^)- 
Ich  setze  nun: 

ond: 


«?«.s- 1^  •  a  •  B"  •  p',  so  ist  V"'<  2C„.2 


•6(mÄ+m(m-l)- Ä"'-^)+a.c((m+l) /»■"+»•*•  R'")+ad.((«+2)ft"'+»i(m+l)ft"'* 

< ^^2 ^a-  R     Q  ,  Q  '-(b  +  cR  +  dR)\l  +  —j- 

m  •  («n  +  2)  m     f»    ^  (»)  ^  Q    /i     , 

ji ("•) ^*»»  •  (w  +  2) ■  (w  +  4)^    ^«    fs   ^      _  »>(m  +  2)(m  +  4)^   ^m    fs^ 

Ol  4. 

Fahre  ich  auf  diese  Weise  fort,  so  erhalte  ich  allgemein: 
^  CT-  (m  +  2)  •  •  ■  (m  +  2  Fft  -  2])  „    v_i 

Aber  die  Beihe: 

G„,xjt  +  C„,ja;»+  •  •  •  +  C„,^.  x^H-  •    • 

ist  gewiss  convergent  (Radius ^ j,  also  existiren  fttr  das  System  Integrale. 
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24  Dritter  Fall.     Der  Coefficient  von  ^r-i  ist  vom  zweiten  Grade: 

/»(y)--Do+Ay  +  ^2y*- 

Wie  im  Fall  2  bewiesen,  moss  sein  (s.  S.  202): 

(AI  \  (i  / 

Nun  ist  aber  2'  —  (1  +  1)'  — 2''(^),  also  (l\  <  2'.  Ist  Ä  eine  fest 
vorgelegte  GrOsse,  so  existirt  eJso  gewiss  eine  GrSsse  A|,  die  der  Be- 
dingung genügt:  ßj^  >  ( u)  ■  ü',  was  auch  v  und  (t  sein  mSgen.  Also  mass 
es  eine  Zahl  22,  geben,  dass  allgemein: 

Ich  beachte  nun  folgende  Ungleichungen: 

^<"'> +  «-(m-l).D,.C„.,  +  ..<(v  +  l).C„,,+,, 

^«1 +  m. («-!). 2),.r„,,+,  +  ...<(v-f  2).  C«.,  +  j, 


c™. ,  <  (  /  ,v •  ^Y  j •  v+  ^* 

\»n(fn  — 1)   Dj/  * 

Seien    nun   e  <  e'   zwei  echte  Brüche,   ho  ist   klar,   dass   von   einem  be- 
stimmten m  an  sich  immer  (i  so  angeben  lässt;  dass: 

Dann  ist  gewiss  stets: 

^"..'  <  ^V  •  (ff, .  ai)".  Ä,'-»  <  ^  •  v^. 

Es  ist  klar,  dass  sich  solche  Zahlen  V.  und  St,  bestimmen  lassen  müssen. 
Mit  anderen   Zeichen  geschrieben,    erg^ebt  sich   also  als  erste  Bedingung: 
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Also:  Ä 

d.  b.  die  Coefficienten  Ton  /'(y)  müssen  kleiner  sein,  als  die  einer  Reibe: 

wofQr  man  aacb  sagen  kann:  kleiner  als  die  einer  Reihe: 

Es  mfissen  aber  femer  folgende  Ungleichungen  bestehen: 
^/«+»)<  .  ..  +  („  +  1)  .  B^  .  c„.i+  . .  .  <  2  C„+,.„ 

j,C-+«<  .  ..  +  („  +  2)  .  B,  .  C„^,,,+  . . .  <  3  .  C„+j.„ 

A 

Aber      .    .    ^  •  9**  sinkt  mit  wachsendem  ^  unter  alle  Grenzen,  was  auch 

f  sein  mag,  da  A  >  1.  Es  gilt  also  das  wiederholt  gemachte  Schlnss- 
Terfahren:  Soll  /(y)  »1=  0  sein,  so  muss  Bj  —  0,  /"o(y)— -Bq  ^*°^  C°°' 
stante  sein. 

Ebenso  wie  in  den  früheren  F&llen  muss  /',(y)  linear  sein. 
Wir  erhalten  also  für  Fall  3  folgende  Bedingungen: 

1-  ^»(y)  —  -00+  -Diy  +  -Djy*»  vom  zweiten  Grade. 

2-  ^i(y)-<?o+^iy>  linear. 

^-  /o(y)  '°'  -^o;  e^e  Constante. 

4.  /(jf)  eine  ganze  Transcendente,  mit  Coefficienten,  kleiner  als  die 
einer  Reihe 


oder  auch 


wass  daselbe  bedeutet. 

Diese  Bedingungen  reichen  auch  hin. 
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Sei  nämlich: 

/ö(y)  =  h  fM  -c(l  +  y)i  f,(y)  -  rf  •  (1  +  y  +  yO, 
Bo  ist  allgemein: 

J<,'">=b.C„,+c.(f„+,,,+m.CU.,)+d.(r„+,,,+m.C„+,,,+m.(«+l)C„.,). 
Es  ist  klar,  dass  man  eine  Grösse  q  bestimmen  kann,  derart,  dass  fUr  jedes  ii> 

A}"^  <  Q  ■  (C„+2,.  +  [m  +  1|  .  .a„+i,,+  m«.  r„.,  ).  ..     . 
Setze  ich  nun  _  a 

80  ist:  «^ 

2jW^o«fl    |_J_     ,    «»  +  3       (m  +  2)* 

mH^l       (»,  +  l)(m  +  2)      (w  + 1)« 
"'■«(»>+ 8)'"  "^  Ä«""**)'      '  ACw+O' 


^q   ^        /      1        ,   »>  +  3     (m  +  2)*    (m+iy  m*\ 

Allgemein: 

,-              „,_,    .-1/^1            ,   m  +  2v-3   ,  .  ♦>!«(>-') \ 

viO;„,,  — a-o       -e       Afitm+at.— 1])' "t"    ß{m+a»-s)'  ■!  r     ^'    / 

gesetzt,  giebt  flir: 
,   M.„  „,-2    ,    (      1        ,  m  +  2v-l  ,        ,  (tn  +  2)'(''- 

m+1      ,  im+l)(m+2v-2)  ,  ,  (m+l)'"-^ 


1         ,  m  +  2v-l  ,         ,  (tn  +  Z)""-" 

•  +  — l 


mm+ir—iy    >  fl(m  +  j»_s)> 


.„  o»-i    »  / 1  WI  +  2V-1      (>n+2v-2)«        jUfll 


=  (v  +  1)!    C„..j 

Also  ist  die  Bedingung:  i«i"'*<(v4-  1)!  r„,,+ierfül' 
Andererseits  ist  die  Reihe: 

coBTergent. 
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Setze  ich  nämlich  £  =  — t—=>  so  ist:  -7--;  <  (-^  •  a),  was    auch   a 
e    IgR  Ä"  =  \m*     / 

imd  m  sein  mögen.  Bestimme  ich  nämlich  die  Stelle  des  Minimalwerthes 
der  Function  von  jt:  (  j'^j.  welche  für  die  Function  (*•?<;  (-^  «)  die- 
selbe ist,  indem  ich  setze: 

zj,^^.e  +  i_o, 

so  erhalte  ich:  % 

-.■t  —  e-\  f* —  m*.  IgR. 

nr  t  •  e 

Der  Minimalwerth  selbst  ist  also: 

das  heisst  für  jedes  n  ist:      /  u      \f        1 


Ersetze  ich  nun  in  dem  Ausdrucke  für  vi  Cmv'. 
1  1 

/Jm'  '     flCm  +  D'  '  ■  •  ■ 

durch  die  grösseren  Werthe: 

so  ist  sicher: 

v!  C„,  <  a  .  3'-« .  9'-» .  (2v  -  1)  .  (v  -  l)'-i  •  «'-1 
.oder,  wenn  ich  setze  Sqs  —  q',  so  ist: 

Aber  die  Reihe: 
ist  convergent  (Radius  -,j,  also  erst  recht: 

C,nlX  +  C^iX*  +  ■  ■  ■ 

Damit  ist  die  Existenz  des  Integrals  bewiesen. 

25.  Allgemeiner  Fall.  Mit  den  behandelten  drei  Fällen  sind 
alle  Fälle  erschöpft,  in  denen  unsere  lineare  Differentialgleichung  in 
Potenzreihen  entwickelbare  Integrale  hat.  Wenn  nämlich  in  f^(if)  noch 
höhere  Potenzen  als  die  zweite  vorkommen,  so  müssen  folgende  Un- 
gleichungen bestehen: 
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Sei  nämlich: 

/o(y)  -  h  fM  -  c  .  (1  +  y);  f,{y)  -d.(l  +  y  +  y*), 
Bo  ist  allgemein: 

ilt'''-6-C„»+c.(C'„+,,,+in.a„.,)+d(fm+2,,+m.C„+i,,+m.(m+l)C„.,). 
Es  ist  klar,  dass  man  eine  Grösse  q  bestimmen  kann,  derart,  dass  für  jedes  t» 

^ J""  <  Q  ■  {C„+i, .+  [m  +  IJ .  <;„+,,,  +  m*.  C„,r).  ..     . 
Setze  ich  nan  „  a 

so  ist:  "^ 

.    »jf  1        (i»+l)(w  +  2)       (m+1)» 

+  fl(m+S)'"''  ß(m  +  8)'  ■•"     /,{m+l)' 

■       ffl'       ,  n?{m  +  l)       n^\ 

^3„i<   a    f      1        ,    m  +  3   ,(«»  +  2)»     (m+l)3     m*Y 

Allgemein: 
,_  -,_,    r-i  /__1_  ,   »n  +  2v-3  .  »»»(--') \ 

gesetzt,  giebt  für: 
,    Ä^)^      ov-ü     .    f       1         .  fn  +  2v-l  ,         .  (m  +  2)'"-" 

w+l      ,  (*>.+l)(t>»+2.^-2)  (»n+1)'-' 

■r  fl(in+X»-l)'"'"  ^(m+8»-ä)'  "l  f"      JJ(m+l)' 

m''  »t«(»»  +  2v-3)  »^ 


^ „   q*-i    *  /"  __1       -1. »'  +  2''-l   ,  (m+2 V-2)» 


m 


$* 


=  (v+l)!  C„,.+i 
Also  ist  die  Bedingung:  /<i"  <  (v  +  1)!  ('„^»+1  erfüllt. 
Andererseits  ist  die  Reihe: 
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de 


2)  Yx "  f  (^' ^>  +  '''«>(''•  y)  • « +  fiCa-, y)  •  gj,  +  *>(^> y) 


'l'ö>  ^1}  ^i   mindestens    ebenso   hohe    Potenzen   von   y    enthalten,  als 


By»' 


Nun  mns9  sich  aber  für  2.  offenbar  genau  dasselbe  Integr&I  ergeben,  als 
für  1.  Also  muss  2.  den  aufgestellten  Bedingungen  genUgen,  in  i|;„,  ^i,'^^ 
darf  höchstens  die  zweite  Potenz  von  y  stehen,  e  darf  höchstens  vom  vierten 
Grade  in  y  sein.  Bei  Berechnung  der  Potenzreihen  müssen  sich  also  als 
identisch  Null  ergeben: 

ay»'  Sy«'  ■  ■  ■ 
Ich  differenzire  nnn  Gleichung   1  viermal  partiell  nach  y,  setze: 


d^s: 


dz  oh  d^  _ 

'  "°  ^"'  2y  ~  '"  ay*  "  '*'  8y»  "  '»'  dy* 

so  erhalte  ich  ein  endliches  System  von  Differentialgleichungen: 
(Ix 
Ix 


0. 


dy  dy* 
rechts  nur  in  erster  Potenz  vorkommen. 


^^  "°  ^A  (*i  'o»  ''i»  *«  's»  'J» 

wo   y    als    Parameter    in    den    Coefficienten    vorkommt.     Dies    System  ist 
natürlich  integrirbar  und  z  =  Zf,  ist  zugleich  Integral  der  Gleichung  1. 

Sieht  man  aber   von  diesen  (übrigens  leicht  zu  discutirenden)  Ffillen 

OB         (  de   d*e\ 

ab,  so  kann  man  sagen:  ,     •=  /  l  a",  y,  «r,  — >  --,  I  lässt  sich  nur  dann  inte- 

cx  \  01/  dir/ 

de    d*e 
gr.ren,  wenn  e,  ^-,  ^ 

38.  Die    gewonnenen   Resultate    lassen   sich    in    folgendem    Satz   zu- 
sammenfassen: 

ae\  -— =F[x,y,  e,  -r— >t— ;)    eine    Gleichung,    deren    rechte 
dx         \  '    '       dy    dy^J 

Seite,  um  die  Anfangswerthe: 

,  .  ,  .     de       deo    d^e       d-e^ 

[«o(y)  =  a  +  b{y-  y«)  +  c  •  (y  -  yo)'+  •  ■  •] 
entwickelt,  eine  Taylor'sohe  Reihe  mit  lauter  positiven  Coeffi- 
cienten liefert,   so  hat  sie  dann  und  nur  dann   eine  Potenzreibe 

Z«tUc'brtn  t.  Mathematik  n.  Physik  XXXVII,   1.  U 
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Sei  nämlich: 

foiy)  =  >;  /i(y)  -  c  •  (l  +  y);  f,(y)  -  rf  ■  (1  +  y  +  y»), 
80  ist  allgemein: 

jt'M-C«,+c.(6'„+,,,+m.C„,,)+d.(r„+,,,+m.C„+,,,+m.(m+l)C„,,). 
Es  ist  klar,  dass  man  eine  Grösse  q  bestimmen  kann,  derart,  dass  für  jedes  ii' 

^Z""  <  9  ■  {€„+,,,  +  [m  +  11 .  C,n+i.r+fn*.  C„,v)-  .-      . 
Setze  ich  nun  _  a 

SO  ist:  "^ 

2>4  W  ^„«   «     l-I-     4-  "*  +  3  4.  (*»  +  ^)' 

m  H^l       (in+l)(m  +  2)      (n.  +  l)' 

■^  fl(m  +  S)'   '^"  ^('1  +  2)'  "+"     /,(m  +  l)» 


[(m+l)»       "^Äm'l 


<3„.   a    f      1        ,   m  +  S     (m  +  2)>    (m+l)»  mn 

Allgemein: 

,^         ^  „v-*    .-1/^1            .   w  +  2v-3   ,  .  m«(^-')^ 

gesetzt,  giebt  filr: 
,    .w^      0-8     »    (       1        .  r»i+2v-l  .         .  (m  +  2)*(''-') 

o.     *»+l     j.  (*»+l)(«»+2v-2)  (ffl+iy--' 

■t'fl(in+2»-l)»+          ^(m  +  Sr-S)«          T  •"      J[J(iB+l)> 


«>»(m  +  2v-3)  ,  1 

+  ■■■  +  " 


Jl 


v_i    v/       1  »i  +  2v-l      (m4-2v-2)«  m»;;\ 

<^a-Ö         •?  •^-^(„+s,)t-r  ^(„  +  2.— 1)'  +    fl(m  +  S»— 2)'    "t  '    Ji»"J 

■=(v+l)!  C„,,+, 
Also  ist  die  Bedingung:  /<!"'' <(v  +  1)!  r,„,,+,  erfüllt. 
Andererseits  ist  die  Reihe: 

ßOBrerfeat, 
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1  1        /  li      N" 

Setze  ich  näinlich  {  —  — — ^;  so  ist:  -^-:  <  (-^  •  «I,  was    auch   fi 
e  •  lg  H  /i"  '-^  \m      / 

und  IN  sein  mSgen.  Bestimme  ich  n&mlich  die  Stelle  des  Minimalwertfaes 
der  Function  von  /*:  (-^  •  ej,  welche  fUr  die  Function  ji  ■  lg  (-^  t\  die- 
selbe ist,  indem  ich  setze: 

it[,.,|..]-o, 


i<;-^.j  +  l_0, 


80  erhalte  ich: 

e  •  e 


Der  Minimalwerth  selbst  ist  also: 
das  heisst  fftr  jedes  ft  ist: 


Ersetze  ich  nnn  in  dem  Ausdrucke  für  v\  Cmv' 
1  1 

durch  die  grösseren  Werthe: 

/v-1      V-»    (   v-\      V-» 

so  ist  sicher: 

v!  C^,<a.  3'-» .  e'-» .  (2v  -  1)  .  (v  -  l)—i .  £'-1 
.oder,  wenn  ich  setze  S^f  —  9',  so  ist: 

""■  ^  "  ■    (v  -  1)!       ^        * 
Aber  die  Reihe: 

o  .  (ar  +  «.'.  x»+  U  •  p'».  «»+...  +  ^  .  p''.  a!'+»  +  •  •  •) 
ist  convergent  (Badius  ;),  also  erst  recht: 

^m\^  +  ^mS«*  +  •  •  • 

Damit  ist  die  Existenz  des  Integrals  beniesen. 

25.  Allgemeiner  Fall.  Mit  den  behandelten  drei  FSllen  sind 
alle  Falle  erschöpft,  in  denen  unsere  lineare  Differentialgleichung  in 
Potenzreihen  entwickelbare  Integrale  hat.  Wenn  nämlich  in  ^(j/)  noch 
höhere  Potenzen  als  die  zweite  vorkommen,  so  müssen  folgende  ün- 
gldehongen  bestehen: 
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andern  Fällen  freilich,  z.  B.  immer,  wenn  alle  Coefficienten  rechts  positiv  sind,  ist 
diese  Entwickelang  nnmOglich.  Alsdann  aber  giebt  es,  wenigstens  wenn 
die  rechte  Seite  sich  im  Anfangspunkt  nicht  aingulär  verhält,  aberhanpt 
keine  Function  von  complexen  Variabein,  welche  der  Gleichung  nnd  den 
Anfangsbedingangen  genUgt.  Da  sich  n&mlich  aus  der  rechten  Seite  durch 
fortgesetztes  Differenziren  nach  x  alle  Ableitungen 

im  Anfangspunkte  als  endliche  Grössen  ergeben,  so  kann  e  dort  weder 
eine  DiscontinuitSt,  noch  einen  Verzweigungspunkt  haben  {y  betrachte  ich 
als  Parameter),  e  wäre  um  den  Anfangspunkt  herum  eindeotig  und  end- 
lich, also  als  Function  einer  complexen  Variabeln  in  eine  Potenzreihe  ent- 
wickelbar, was  der  Voraussetzung  widerspricht.  Man  mnss  also  in  diesem 
Fall  B  als  Function  reeller  Variabein  auffassen,  wenigstens  im  Anfangs- 
punkte, e  könnte  sehr  wohl  eine  Function  complexer  Variabein  sein,  welche 
im  Anfangspunkte  eine  wesenüiche  Discontinnität  hat,  von  der  Art  das  z  mit 
allen  seinen  Ableitungen  beim  Fortschreiten  auf  der  reellen  Achse  der  x  endlich 
bleibt.  Beispiele  solcher  Functionen  hat  Dubois-Bejmond  gebracht.  (Math. 
Annalen  1883.  XXI.   S.  109  ff.) 

Bei  dieser  Auffassung  würde  auch  analog  den  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen eintreten  können,  dass  das  Integral  noch  Willkürlichkeiten 
enthielt.     Hätte  z.  B.  die  Gleichung 

(welche  den  Bedingungen  28  nicht  genügt),  für  den  Anfangswerth(«)x:^o=^/(i') 
ein  Integral  z  (ar,  y)  (im  allgemeinen  mit  wesentlicher  DiscontinuitSt  im 
Anfangspunkt),  so  würde  ebensogut  die  Function: 

f  —  «  («,  y)  +  C  .  e     »'  (C  ganz  willkürlich) 
der  Gleichung   und  den  Anfangsbedingangen   genügen.     Wie  die   einfache 
Rechnung  zeigt,   besteht   nämlich  zwischen  den  Differentialquotienteu   der 

Function  e  '^  die  Beziehung  a),  also  genügt  auch  z-\-C  ■  e  **  dieser  Gleich- 
ung. Ansserdem  besteht  in  dem  Bereiche  I  y  |  <  1  (für  welchen  die  Ent- 
wickelung  der  rechten  Seite  von  a)  Giltigkeit  hat)  jedenfallB  die  Identität: 

(Ö*=o—  («)*=o. 
Denn  als  Function  der  reellen  Variabein  x  aufgefasst  ist  (jedenfalls,  wenn 

y    <  1)  e     *'  (nebst  allen  seinen  Ableitungen)  Null  für  a;  —  0. 


XV. 

Construction  der  Burmester'schen  Punkte  für  ein 
ebenes  Gelenkviereck. 

Erste  Mittheilung. 
Von 

Prof.  Dr.  R.  Müller 

in  BrAUDiohwelg. 


Hieriu  Tafel  VII,  Figur  1-4. 


Bei  der  Bewegung  eines  Btarren  ebenen  Systems  in  seiner  Ebene  giebt 
es  in  jeder  Systemlage  vier  Punkte,  die  augenblicklich  Babnelemente  mit 
fOnfpiinktig  berübrendem  KrUmmungakreise  beschreiben;  wir  haben  die- 
selben als  die  Bnrmester'schen  Packte  der  betrachteten  Systemlage  be- 
zeichnet.* In  dem  besonderen  Falle,  dass  die  Systembewegung  durch  ein 
Gelenkviereck  vermittelt  wird,  sind  zwei  dieser  Punkte  von  vornherein 
gegeben,  und  dann  erhalten  wir  die  beiden  anderen  Punkte  durch  eine 
einfache  Construction,  die  wir  im  Folgenden  ableiten  wollen; 

1.  Die  fragliche  Construction  gründet  sich  anf  eine  frUher  mitgetfaeilte 
Formel,  durch  welche  im  allgemeinen  Falle  die  vier  Burmester'schen 
Punkte  einer  beliebigen  Systemlage  bestimmt  werden.  Angenonamen,  das 
System  gelange  aus  der  Anfangslage  S  in  vier  unendlich  benachbarte  Lagen 
durch  auf  einander  folgende  Drebnngen  um  die  Pole  ^,  O,  9i,  @  bez. 
um  die  Winkel  d&,  rfö  +  d*^,  d9  +  2d^d+ä^9,  d& +  3d*9  +3d^9; 
dabei  sei  5]30  =  09l  =  5R@  und  dz  bez.  dt  +  ^z  der  Contingenzwinkel 
der  Polbahn  in  den  Punkten  D  und  51{.  Verstehen  wir  dann  unter 
Ml,  Mii,  Miii,  Mif  die  Burmester'schen  Punkte  der  Systemlage  S 
und  unter  q>  ,  qp//,  <jp;i;,  (jp/f  die  Winkel,  welche  die  Geraden  5p Jlf/,  ^ilf/; 
u.  s.  w.  mit  der  Polbahntangente  "ip  O  einschliessen,  so  sind  lanq'/,  tan  gry/u.s.  w. 
die  Wurzeln  der  Gleichung  vierten  Grades** 

d^9*.tan*fp  -  d9  cPO  (d»  +  2rfT)  /an'gi  +  {Zd9  d^9  -  4fP0»)  tan*<p 
+  3d9  (d&  d^z  -  dr  d-0)  tantp  -  dr-  (dd  -  dz)  (2  flO  +  dz)  =  0\ 


es  ist  also 


tan(pi-\-tang>ii+  lantpiii  +  tan<pi$'  = 


d9{d9  +  2dx) 


iantpi.iantpjiAantfiiii.tanifii  =  — 


d^9 

d9*(d9-dT){2d9  +  dz) 
d^9' 


*  üeber  die  Bewegung  eines  starren  ebenen  Systems  durch  fünf  unendlich 
benachbarte  Lagen,  diese  Zeitschrift,  Bd.  87,  S.  129 flg. 
•*  a.  a.  0.  §  7,  Gleichung  40. 
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Bezeichnen  wir  femer  mit  m  und  n  die  Kreispunktcnrren  fflr  die 
directe  bez.  umgekehrte  Bewegung,  mit  F  bez.  E  die  Focalcentren  der- 
selben und  mit  qip,  VE  die  Winkel  J'^O,  E$0,  so  ist* 


tan<pF= 


d9(d»-dT) 


Zwischen  den  sechs  Winkeln  tp/,  <pii,  g>iii,  (piy,  <PFt  <Pk  be- 
stehen daher  die  bemerkenswerthen  Gleichungen 

1    I  tonqp/  +  tantpii  +  tan  <pui  +  tantpjy  =  tanvF+  tanq)^ 
\  tantpi.tatKpji.tantpiuJanquf  =tan(pF.tan!pE- 

Beschreiben  nun  zwei  Systempunkte  Ä  and  B  Kreise  um  die  Mittel- 
A  bez.  B,  so  kann  die  Systembeweguog  ersetzt  werden  durch  die  Bewegung 
der  Systemstrecke  AB  in  dem  Gelenkriereck  ABB/<,  und  dann  fallen 
zwei  der  Bnrmester'schen  Punkte,  etwa  Mj/j  und  Mj^,  mit  A  und  B 
zusammen.  Bezeichnen  wir  mit  a  und  ß  die  bekannten  Winkel,  welche 
bez.  die  Geraden  ^Ä  und  iß£  in  der  Systemlage  S  mit  der  Polbahn - 
tasgente  bilden,  so  sind  qs/  und  cp/j  bestimmt  durch  die  Gleichungen 

tan  ipj  +  tan  q>jj  =  (tan  «p  f  +  <««  (ps)  —  {tan  a  +  tan  ß) 
tangty.tantpE 


II. 


tanipi  .  lantpu=^- 


tan  a.  tan  ß 

Wir  fragen  zunächst  nach  der  geometrischen  Bedeutung  der  hierin 
vorkommenden  Ausdrücke  von  der  Form  tanu-\-tanß,  tan a. tan ß. 

2.  Legen  wir  in  Fig.  1  durch  den  Kreis  d  eine  Sekante ,  die  denselben 
in  K  und  L,  sowie  den  Durchmesser  $^  in  T  und  die  Tangente  ^N  in 
^schneidet,  so  folgt  aus  dem  Dreiecke  ^LN,  wenn  LE'?ß9  =  }i,  £.X$^=A 
gesetzt  wird, 

also 


sm(x  +  A)  'sin{x+X)      tann  +  tank 

oder 

tanK  +  tanl  =  ^- 

Es  ist  femer 

^T=PNtani.  +  k)  =  -J^tan{K  +  l)  =  ..       ^® 


tanx  +  ianl  l  —  fanxtank 

folglich 


*  a.  a.  0.  §  6,  Gleichungen  36)  und  88). 


Von  Prof.  Dr.  R.  Müller. 


215 


und    bestimmen    auf    dem 
Tbeitungsverhttltniss 


Sollen  wir  demnach  durch  den  Pnnkt  ^  zwei  Geraden  I^K  und  ^^SZ, 
ziehen,  welche  mit  ^'I)  Winkel  bilden,  deren  trigonometrische  Tangenten 
eine  vorgeschriebene  Summe  8  und  ein  vorgeschriebenes  Product  p  besitzen, 
so  machen  wir  auf  der  Ereistangente  in  $ 

s 

Dtirchraesser    ^55    den    Punkt    T   durch    das 

dann  schneidet  6  die  Gerade  NT  in  K  und  L, 

'3.  In  Fig.  2  ist  ABBf\  ein  Gelenkviereck  mit  dem  festen  Gliede  AB. 
Um  fUr  die  augenblickliche  Lage  der  mit  dem  Gliede  AB  verbundenen 
Ebene  die  Burmester'achen  Punkte  M/,  M//  zu  bestimmen,  construiren 
wir  zuntichst  in  bekannter  Weise  die  Focalcentren  F  und  E  der  Kreis- 
punktcurven  m  und  ^^:  Wir  verbinden  den  Pol  $  mit  dem  Schnittpunkte  S 
der  Geraden  AB  und  AB,  errichten  in  ft  zn  'ipff  ein  Loth,  welches  yrfA 
und  BB  bez.  in  31  und  93  schneidet,  und  in  diesen  Ponkten  Lolhe  zu  AA, 
bez.  BB;  dieselben  treffen  sich  in  einem  Punkte  3!)  der  Polbahntangente. 
Wir  bestimmen  ferner  die  Schnittpunkte  3  und  3'  von  AB  und  AB  mit 
einer  Parallelen  durch  '45  ^n  S9t,  ziehen  jj®  und  3'^'  parallel  zu  iJJÄ 
bis  AA  und  errichten  in  ®  und  ®'  Lothe  zn  AA,  welche  die  Polbahn- 
oormale  bez.  in  6  und  6'  treffen.  Fällen  wir  endlich  aus  ^  auf  SjG 
und  556'  die  Lothe  ^5  und  ••|.16.  so  sind  F  und  E  bez.  die  Mittelpunkte 
der  Strecken  ^Ig  und  <J5(g. 

Der  Kreis  ö  Ober  dem  Durchmesser  $^  ist  der  gemeinschaftliche 
KrOmmnngskreis  der  beiden  Kreispunktcurven  in  ihrem  Doppelpunkte  'iß; 
zn  demselben  Punkte  gehört  in  den  Cnrven  m  und  fi  ein  zweiter  KrUm- 
mungskreis  mit  dem  Durchmesser  ij56  bez.  'ßli'. 

Schneiden  die  Geraden  (5  g  und  5133  die  Polbahntangente  bez.  in  T 
nnd  T",  die  Polbahnnormale  in  N  und  N',  so  ist,  wenn  (pp^  tpn,  a,  ß, 
<ri,  <P/i  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  vorhin, 

tan<pF-i-lan(pK=^ 

^^ 
5ßJV" 

tanipr.lancpK^^^ 

.      DT' 
tana.tanß=~^,, 

also  nach  IH  ,  .  .^  *1}£i      905) 


lantt  4-  tanß  = , 


tan<pi  +  tanipii  = 


tan(pi.tan^n  = 


*pjy' 
^r 

•  Vergl.  Construction  der  Krümmongstnittelpankte  der  Hfillbahnevoluten  bei 
starren  ebenen  Systemen,  diese  Zeitschrift  Bd.  36,  S.  266. 
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Wir  ofaüten  d«nnadi  die  beiden  Geraden  $iR/,  ^fHii,  wdebe  mit 
$£  bez.  die  Winkel  91,  ^u  einseUieaaen,  indem  wir  die  Schnit^winkto 
Uli,  iRii  dea  Kreiaea  6  mit  einer  gewisaen  Sekante  N"T"  an£niebea; 
dabei  lind  die  Punkte  2?"  und  T^  auf  $6  bez.  $S)  bestimmt  dnreh  die 
Glöcknngai 

^Z  1  ^N.^y 


9N' 


tam^i  +  tam^ii       1  1  IfA" 


Um  hiemaeh  If  nnd  T"  zu  ermitteln,  zieben  wir  JiSt  parallel  zn 
XS  bis  e%,  beatimmen  die  Sehnittponkte  3  und  S  Ton  iS%  mit  SS 
bez.  $3  nnd  kgen  durch  SB  nnd  9t  zn  $S  zwei  Parallelen;  die  erste 
trilll  $e  in  N",  die  zweite  $S)  in  7".    Dann  Terbllt  neh  idbniieh 

abo  ist  in  der  Tbat  „_      SßN.^N" 

^^  =     NN'      5 

bezeichnen  wir  femer  mit  @  den  Sehnit^mnkt  Ton  $91  und  $S,  mit    oo 
den  miendlieh  fernen  Punkt  Ton  5D  91,  so  ist  das  DoppelTerhXltniss 

(?>?  rr) = (5)6«  oo)=||= 1^, . 

Es  bandelt  sich  jetzt  noch  um  die  Bestimmung  des  Schnittpunktes  Mi 
der  Geraden  $9R|  mit  der  Kreispunkteurre  m.  Schneidet  in  Fig.  3 
die  Gerade  FMi  die  Poeakchse  f^an  m  in  3  >  so  ist  bekanntlich  L'S)^f—vr 
und  Jf/B^^B,  also 

L  *  JfiB  =  Z.  Jf,  ?B  =  V/ +  V/', 
und  im  Dreieck  ^MjF 

Z.2tf/FfJ  =  180«-{,,/-Vi')-(9y  +  VF)  =  2(90»-vi)  =  2.Z.äR/g^. 

Besehreiben  wir  daher  um  F  mit  dem  Badius  F$  einen  Kreis,  der 
9  SR/  in  U/  schneidet,  so  geht  FMj  nach  Ui. 

In  Fig.  2  haben  wir  die  Punkte  Ui,  U//  bestimmt  als  Fusspunkte 
der  Lothe  aas  $  auf  gSR/,  %?Btjr,  die  Geraden  FUi,  FU/j  treffen  $3R/. 
$9R//  bez.  in  Jf/,  Jf/j.  Es  sind  femer  zu  den  Bahncorren  der  so  erhal- 
tenen Burmester'schen  Punkte  die  entsprechenden  Krfimmnngsmittel- 
punkte  M/,  M/i  constrairt  als  die  Schnittpunkte  von  $9R/,  $9R//  mit 
der  Kreispunkteurre  ft:  Wir  finden  z.  B.  M/,  indem  wir  tou  iß  auf  QWii 
ein  Loth  Allen  und  den  Fusspunkt  desselben  mit  E  verbinden. 

In  Fig.  4  sind  die  Bahncnrren  der  Punkte  Mi  nnd  Mn  dargestellt. 
Dieselben  sind  bekanntlich  tricirenlare  Cnrven  sechster  Ordnung ;  die  eben- 
falls gezeichneten  fBnfynnktig  bertihrenden  Krfimmungskreise  in  Mi  und  Mn 
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haben  also  mit  der  betreffenden  Curve  jedesmal  nocb  einen  sechsten  reellen 
Punkt  gemein;  in  der  Figur  füllt  der  Kreisbügen  zwischen  diesem  Schnitt- 
punkte  und    dem  Berührungspunkte   nahezu  mit  der  Bahncurve  zusammen. 

4.  Nach   II.   sind   tan<pi  und   iantpn  die  Wurzeln   der  quadratischen 
Gleichung 

tan' Ol  —  {tanaiF-\-  tanq>E  —  tana  —  tanß)tana>  + -^  =  0; 

tanatanß 

die  B nrm es ter 'sehen  Punkte  sind  also  reell,  sobald  die  Disoriminante 

(lanvir  +  tanv^-tan^-  tanß)*  -  i'-^^^?"-'-?-  >  0 

tana  tanp 

ist.    Nun  folgt  aus  Fig.  2 


und 


^J)  =  M^ 


^S 


also  ist 


and  ebenso 


cosa     cosaeosß 

nno     nnasinß 
tan<pF=  .  Y  tan  u  tan  ß 

tan(pK  =  ^^^.  tanatanß, 


oder,  wenu  L^Ä3  mit  X)  ^^Ä3'  ™'''  ^  bezeichnet  wird, 

tan  a  tan  ß 


tan<pF  = 
tan  (pb- 


tanx 
_  tan  a  tan  ß 

Die  obige  Realitätsbedingung  geht  demnach  Über  in 

\tana  tanß  (/o«t^  +•  tan  %  —  tan7(>tanx  {tana  +  tan ß)l* 
—  4tan a  tan ß  tan ii>  tan x  >  0 ; 
dabei    sind   a,   ß,  ij/,   x   <^io  Winkel,    welche  bez.  die  Vierecksseiten  ÜB, 
A^,  AB,  AB  mit  der  Diagonale  $ff  einsfhliessen. 

Brannachweig,  den  8.  April  1892. 


XVI. 

Ein  Beitrag  xnr  systematischen  Behandlnng  der  ebenen 
Bewegung  starrer  Systeme. 

Vca 

Prof.  Dr.  RoDEXBERC 


Uiena  Tafel  V:il.  Figur  1-S» 


Die  ebene  Belatirbewegung  einer  Ai>zahl  starrer  Sjäteme  ist  wihrend 
eines  Zeitelementes  in  geometriacber  Hinaicbt  dorcb  die  Poleon fignra- 
tion  Tollkommen  charakterisirt .  und  die  MSglicbkeit  einer  eindeutigen 
Constm*tion  dieser  Fignr  zeigt  an,  dass  die  Systeme  in  dem  betreffenden 
Angenblick  einen  Grad  der  Bewegungsfreiheit  besitzen,  d.  b.  cnrrenzwang- 
linfig,  oder  noch  kfirzer,  zwanglSufig  gegen  einander  sind.  Gewöhnlich 
wird  die  Polconfigniation  dorcb  eine  Aczahl  gegebener  Pole  bestimmt; 
dies«  Bestimmnngsstficke  sind  jedoch  insofern  nicht  die  allgemeinsten,  als 
ein  gegebener  Pol  schon  der  Angabe  von  zwei  Constaaten  entspricht 
Einer  einzigen  gegebenen  Constanten  hingegen  ist  die  Forderung  gleich  zu 
achten,  dass  der  Pol  zweier  Sjsteme  anf  einer  Geraden  liege,  welche  dann 
^Normalst ra hl*  des  betreffenden  Poles  genannt  wird,  weil  sie  Nonnale 
aller  Bahnen  der  anf  ihr  liegenden  Sjrtemponkte  des  einen  Sjstemes  im 
zweiten  ist.  Sobald  nan  die  Anzahl  der  bewegten  Systeme  grSsser  als 
Anf  ist,  brancht,  wie  sich  zeigen  wird,  nicht  ein  einziger  Fol  direct  als 
Schnittpinkt  zweier  seiner  Normalstrahlen  gegeben  zu  sein. 

In  §  1  wird  die  Constrcction  der  Polconfiguration  ans  diesen  all- 
gemeinsten linearen  BestimmangsstQcken  in  rein  geometrischer  Wnse,  d.  h. 
ebne  Becatznng  des  Begriffes  der  (jescb windigkeit,  darchgef&hrt.  Es  stellt 
sich  hierbei  heraas,  dass  eine  Gmppe  von  Normalstrahlen,  welche  die 
momentane  Beweg  eng  Ton  mehr  als  13  Systemen  bestimmt,  immer  eine 
Grripp«  solcher  Strahlen  enthalt,  welche  diese  Bewegung  tou  mindestens 
13  jener  Systeme  bestimmt,  so  dass  die  Cocstmction  der  Polconfiguration 
dieser  Anzahl  von  Systemen  mit  den  grSssten  wesentlichen  Schwierigkeiten 
TerknQpft  ist.  Im  §  2  werden  dann  ausser  Normals trahlen  noch  Pole  als 
gegeben  voraasgesetzt ,  die  insbesondere  auch  noch  specielle  Lagen,  wie 
es   hSafig   Torkommt,    zo    einander  besitzen,   z.    B.    theil weise   geradlinige 
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bilden  oder,  noch  specieller,  unendlich  fem  liegen.  Withreud  dia 
Schwierigkeit  der  Construction  durch  das  Auftreten  von  Polen  und  die 
übrigen  speciellen  Annahmen  sich  meistens  verringert,  wfichst  diejenige  der 
Angabe  allgemein  giltiger  Kennzeichen  für  die  Bestimmtheit  der  Bewegung 
wesentlich,  Die  Aufstellung  solcher  Kennzeichen  bildet  daher  den  haupt- 
sfichlicbea  Inhalt  dieses  Paragraphen.  Gewisse  Vorkommnisse  machen  eine 
Berücksichtigung  des  Falles  nothwendig,  in  welchem  auf  eine  Gruppe  der 
betrachteten  Systeme  mehr  Constanten  entfallen,  als  zur  Bestimmung  der 
Polconfiguration  dieser  Systeme  nothwendig  ist.  Eine  solche  Gruppe  kann 
sich  dann  momentan  nur  wie  ein  einziges  starres  System  verhalten.  Ent- 
halten nun  die  gegebenen  BestimmungsstUcke  die  zur  zwanglttufigen  Be- 
wegung aller  Systeme  nothwendige  Zahl  von  Constanten,  so  kann  zwischen 
den  übrigen  Systemen  nur  dann  Zwaugläufigkeit  bestehen,  wenn  auf  jene 
ausgezeichnete  Gruppe  nur  eine  überzählige  Constante  entfUllt.  Dieser  Fall 
ist  deshalb  besonders  wichtig,  weil  es  im  Allgemeinen  während  der  Be- 
wegung eines  Getriebes  vorkommt,  dass  sich  aus  dem  angeführten  Grunde 
eine  Gliedergruppe  momentan  wie  ein  starres  System  verhalten  muss;  oder, 
wie  man  auch  sagen  kann,  die  Relativbewegung  dieser  Glieder  uuendlich 
klein  2'"  Ordnung  ist,  während  andere  Glieder  unter  sich  oder  in  Bezug 
,nf  jene  „todte  Gruppe"  unendlich  kleine  Bewegungen  1'"  Ordnung 
ollziehen.  Sofern  sich  in  der  todten  Gruppe  das  festgestellte  Glied  und 
ngriffsglieder  Süsserer  Kräfte  befinden,  kann  dann  durch  das  Wirken  der 
letztern  keine  Bewegung  eingeleitet  werden,  oder  wenn  Bewegung  vorhanden 
ist,  diese  in  dem  betreffenden  Momente  nicht  beschleunigt  werden.  Man 
^gt  daher,  dass  eine  „Todtlage"  des  Getriebes  vorbanden  sei.  Für  diese 
wird  in  §3  eine  reiu  geometrische  Definition  gegeben,  wie  sie  vom  kine- 
matischeu  Standpunkt  aus  gefordert  werden  muss;  ferner  werden  allgemeine 
Kennzeichen  und  Bildungsarten  von  Todtlagen  mitgetheilt  Als  Anwendung 
es  Bisherigen  werden  dann  in  §  4  Kennzeichen  für  die  Zwangläufigkeit 
inematischer  Ketten  angegeben.* 

Alle  Resultate  sind  auf  rein  projectivem  Wege  gewonnen  worden;  die 
üglichkeit  einer  solchen  Gewinnung  ergieht  sich  durch  die  Erwägung, 
dass  die  Polconfiguration  ein  rein  projectivea  Gebilde  ist,  dem  erst  metrische 
üigenscbaften  anhaften,  wenn  die  Winkelgeschwindigkeiten  der  relativen 
Drehungen  um  die  einzelnen  Pole  mit  in  den  Kreis  der  Betrachtungen 
hereingezogen  werden. 

Von  §  5  an  wird  noch  die  Bewegung  während  eines  zweiten  Zeit- 
elementes berücksichtigt.  Es  zeigt  sich,  dass  aus  der  Polconfiguration  durch 
Angabe   des  Tripels,   d.  h.   dreier   sich    paarweise    entsprechender   Krüm- 


*  Dieselben  Kennzeichen  findet,  wenigstens  der  Hauptsache  nach,  auf  Grund 
metrischer  Betrachtungen,  üerr  Grübler  in  seiner  Arbeit:  „Allgemeine  Eigen- 
schaften der  ebenen  kinematischen  Ketten."  Verhandlungen  des  Vereins  zur  Be- 
förderung des  GewerbeÜeissea  in  Prcnssen.     Bd.  G4,  Jahrg.  1886. 


mnngsmittelpunkte  der  Bewegung  je  dreier  Systeme,  auf  jeder  der  Polgeraden, 
eine  Figur  gescbafiFen  werden  kann,  welche  alles  Geometrische,  also 
namentlich  die  bekanntlich  zwischen  den  Krtlmmungsmittelpnnkten  be- 
stehenden quadratischen  Verwandtschaften,  vollständig  darstellt.  Während 
§  5  den  (illgemeinen  Thoil  behandelt,  werden  in  §  6  die  besonderen  Eigen- 
thümlichkeiten  von  Todtlagen  in  Betracht  gezogen.  Wesentliche  Schwierig- 
keiten bietet  die  Untersuchung  derjenigen,  im  Allgemeinen  vorkommenden 
Lagen  einer  kinematischen  Kette,  in  denen  etliche  Glieder  derselben  mehr 
als  einen  Grad  der  Bewegungsfreiheit  besitzen.*  Es  giebt  dann  unendlich 
viele  Poleonfigurationen  und  die  Pole  erfüllen  geometrische  Oerter,  so  zwar, 
dass  durch  Annahme  eines  Poles  entweder  die  ganze  oder  eine  Partial- 
configuration  bestimmt  ist.  Aber  eine  Reihe  ausgezeichneter  Pole  giebt  ea, 
um  die  insbesondere  zwei  auf  einander  folgende  Bewegungen  der  beiden 
zugehörigen  Glieder  stattfinden  können,  und  «m  die  Bestimmung  dieser 
Pole  kann  es  sich  hier  nur  bandeln.  Während  sich  im  Allgemeinen  die 
RoUonrven  nur  in  einem  Punkte,  dem  Pole  der  betreffenden  beiden  Glieder, 
berühren,  fiudet  im  vorliegenden  Falle  mehrfache  Berührung,  und  zwar 
in  den  ausgezeichneten  Polen  statt.  Jeder  Systempunkt  des  einen  von 
solchen  zwei  Gliedern  beschreibt  im  Systeme  des  andern  eine  Cnrve  mit 
mehrfachem  Punkte  und  die  Normalen  der  verschiedenen  Zweige  dieses 
Punktes  sind  nach  den  ausgezeichneten  Polen  gerichtet.  Da  die  Bahnen 
aller  Systempunkte  momentan  derartig  verzweigt  sind,  bezeichnen  wir  die 
Lage  der  Kette  als  „Verzweig ungslage"  und  die  Singnlaritüt  der 
Bahncurve  als  „Verzweigungspunkt".  Ein  solcher  Punkt  unterscheidet 
sich  in  kinematischer  Hinsicht  wesentlich  von  einem  gewöhnlichen  mehr- 
fachen Punkte,  welcher  entsteht,  wenn  der  beschreibende  Punkt  nach 
Durchlaufen  von  schleifenförmigen  CurvenstUcken  mehrmals  denselben  Ponkt 
passirt.  Wahrend  dann  die  Bewegung  selbst  vollkommen  bestimmt  ist,  und 
von  der  Singularitüt  aus  nur  ein  bestimmter  Zweig  jedesmal  durchlaufen 
werden  kann,  sind  in  einer  Verzweigungslage  alle  Zweige  zugänglich,  ins- 
besondere können  beim  üeberschreiten  dieser  Lage  die  Winkel  beschrieben 
werden,  welche  zwei  beliebige  Tangenten  der  Singularität  mit  einander 
bilden.  Bekanntlich  kann  das  Auftreten  einer  Reihe  singulSrer  Punkte  das 
Zerfallen  einer  Curve  in  Theilcurven  niederer  Ordnung  herbeifflhren.  Ist 
dies  der  Fall,  so  befindet  sich  die  Kette  in  einer  sogenannten  Wechsel- 
lage, die  hiernach  als  Unterart  der  allgemeinen  Verzweigungslage  erscheint. 
Wie  es  bei  einer  solchen  Lage  Gruppen  von  Gliedern  geben  kann, 
deren  Polconfigoration  bestimmt  ist,  so  können  auch  insbesondere  todtfl 
Gruppen  auftreten;  das  Wesentliche  bleibt  stets,  dass  es  überhaupt  Glieder 
giebt,   deren  Relativbewegung  wBhrend  eines  Zeitelementes  unbestimmt  ist. 

*  Vergl.  meinen  Bremer  Vortrags  „Ueber  PolbentimmuDg  in  Verzweigunga- 
lagen  zwanglänfig  bewegter  starrer  Systeme".  Verhandlungen  der  Gesellschaft 
deutscher  Naturforscher  und  Aerite.    S.  7.    Bremen  1890. 
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Im  §  7,  dem  letzten  der  Arbeit,  wird  fQr  eine  Reihe  von  Ketten  die  Be- 
stinimnng  der  mefardeatigen  Pole,  sowie  der  zugehörigen  quadratischen 
Verwandtficbafteu  durchgeführt,  soweit  es  unter  Berücksichtigung  von  zwei 
auf  einander  folgenden  Bewegungen  möglich  ist.  In  der  Tbat  kann  es 
vorkommen,  dass  die  Polconfiguration  auch  noch  im  3"",  4"""  etc.  Zeit- 
elemente unbestimmt  bleibt  und  erst  die  Berücksichtigung  des  Vorgangs  iu 
einem  weitern  Elemente  eine  ausgezeichnete  Polgruppe  ergiebt.  Auf  der- 
artige Fragen  konnte  nur  hingewiesen  werden ;  an  die  Erledigung  derselben 
kann  so  lange  nicht  gedacht  werden,  als  nicht  die  Belativbewegung  zweier 
Systeme  in  constructiver  Hinsicht  ftlr  die  erforderliche  Anzahl  von  Zeit- 
elementen erforscht  ist. 


§  1.    Die  allgemeinste  Art  der  eindeutigen  Festlegung  der  Pol- 
configuration von  n  bewegen  starren  Systemen. 

Die  Festlegung  eines  starren  Systems  a,  iu  Bezug  auf  ein  zweites 
erfordert  die  Angabe  von  drei  Coustanten,  oder  einfachen  geometrischen 
Bedingungen,  wie  die  Transformalionen  der  ebenen  Coordinaten  solcher 
Systeme  zeigen.  Ebenso  sind  zur  Festlegung  jedes  weitern  Systems  gegen 
die  beiden  ersten  drei  weitere  Bedingungen  anzugeben;  d.  h.  die  Lage 
TOD  »  starren  Systemen  in  Bezug  auf  einander  ist  durch  3(n  — 1)  von 
einander  ucabhftngigo  Bedingungen  bestimmt.  Giebt  man  eine  Bedingung 
weniger,  d,  h.  deren  nur  3n  —  4,  so  besitzen  die  Systeme  gegen  einander 
einen  Grad  von  Bewegungsfreiheit,  und  zwar  sind  je  zwei  von  ihnen  gegen 
einander  bewegbar,  wenn  keine  m  Systeme  unter  ihnen  mehr  als  3tn  —  4  Be- 
dingungen zu  erfüllen  haben.  ZulSssig  wUre  es  noch,  die  m  Systeme 
3(m  — 1)  Bedingungen  zu  unterwerfen.  Dann  würden  alle  sich  wie  ein 
einziges  starrps  System  verhalten  und  es  würde  nur  Relativbewegung 
zwischen  «  —  m  -f-l  Systemen  stattfinden,  für  welche  noch  3»a  — 4  — (3»n  — 3) 
=  3(n  — m  +  1)  — 4  Bedingungen  gegeben  wären,  wie  es  nach  dem  oben 
Gesagten  zur  Erzielung  eines  Freiheitsgrades  nothwendig  ist. 

Das  geometrische  Bild  einer  unendlich  kleinen  Relativbewegung  während 
eines  Zeitelementes  ist  die  Polconfiguration  der  Systeme,  deren  Festlegung 
demnach  3n— 4  Constanteu  erfordert.  Eine  solche  ist  gegeben  durch  die 
Forderung,  dass  der  Pol  ik{=ki)  zweier  Systeme  o< ö*  auf  einer  gegebenen 
Geraden  ik  liege  oder  ik  ein  „Normalstrahl"  der  Relativbewegung  von 
Ol  nnd  au  sei.  Realisirt  wird  der  Normalstrahl  durch  ein  sogenanntes 
nicht  zwanglliufiges  höheres  Elementenpaar,  d.  b.  zwei  Cyliuderfltichen,  je 
eine  den  beiden  starren  Körpern,  deren  ebene  Bewegung  betrachtet  wird, 
als  BegrenznngsflKche  angehörend ,  welche  sich  während  der  Bewegung  stets 
längs  einer  Erzeugenden  berühren.  Bei  der  geometrischen  Behandlung 
reicht  es  aus,  die  Profil  cur  ven  zu  betrachten,  in  welchen  eine  Normal- 
ebene dieser  Cylinder  dieselben  schneidet,  und  der  Normalstrahl  ist  dann 
die  gemeinschaftliche  Normale   der  Profilcurven   im  Berührungspunkte.     In 
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anderer  Weise  kann  durch  Einscbiebung  eines  neuen  Systemes  ein  Normal- 
Strahl  folgendern) aassen  realisirt  werden :  Man  nehme  auf  ihm  zwei  Punkte 
AiAk  an  und  verbinde  in  diesen  0,0*  durch  ein  neues  starres  System  ge- 
lenkig mit  einander;  dann  erhSlt  man  nach  Durcbführung  dieser  Operation 
für  alle  Normalstrablen  eine  kinematische  Gelenkkette,  welche  curven- 
zwanglüufig  sein  muss,  da  sie  die  erforderliche  Constanten  zahl  besitzt.* 
Daraus  folgt,  dass  durch  die  gegebenen  3«  — 4  Normalstrablen  die  Pol- 
oonfiguration  insbesondere  eindeutig  bestimmt  ist.     Wir  sagen: 

1)  Die  Polconfignration  von  n  bewegten  Systemen  ist 
durch  Angabe  von  3n  — 4  von  einander  unabhängigen  Normal- 
strahlen eindeutig  bestimmt. 

Die  vorstehend  gegebene  Festlegung  der  Polconfiguration  ist  allgemeiner 
als  die  sonst  tibliche  durch  eine  Anzahl  von  Polen,  da  bei  hialiinglich 
grossem  n  nicht  von  jedem  Pole  und  Systempaar  ein  Normalatrahl  gegeben 
zu  sein  braucht,  während  die  Keuntniss  eines  Poles  ik  sich  mit  der  An- 
gabe   zweier    Normalstrahlen    ik,   ik'   eines    und    desselben    Syslempaares 

deckt.     In  der  That,  da  es  — ^ —  Pole  giebt,  so  bleiben,  wenn  von  den 

3n— 4  gegebeneu  Strahlen  nicht  zwei  durch  einen  und  denselben, 
ihnen  zugeordneten  Pol  gehen,  (mehr  als  zwei  wäre  unzollissig)  noch 
n  (n  -  1)  _  ^3^  _  4^^  ^ {»  -  ^K«  -  5)  _  1  pj,,^^  ^„„   j^^^^  ^^j^  Uorraal- 

Btrahl  gegeben  ist ,  und  diese  Zahl  wird  jiositiv  für  «  >  5. 

Seien  jetzt  3n  — 5  Normalstrahlen  gegeben,  so  lassen  sich  diesen 
00 '  Polconfigurationen  von  n  Systemen  einschreiben.  Der  eindeutigen  Be- 
stimmtheit der  Configuration  durch  3n— 4  solcher  Strahlen  wegen  mUsseu 
sich  aber  alle  beweglichen  Pole,  welche  jene  3n  — 5  Strahlen  zulassen,  auf 
geraden  Linien  bewegen,  da  von  einem  (3»  — 4)''°  Strahle  auf  jeder 
andern  Cnrve  mehr  als  ein  Pol  ausgeschnitten  werden  würde.     Das  heisst: 


*  Das8  eine  kinematische  Kette  mit  3tt  — 4  böheru,  nicht  zwangläufigen 
Elemenlenpaaren  zwanglauGg  iel,  findet  schon  üerr  Grübler  a.  a.  0.  und 
daes  die  oben  Rubstituirte  Gelenkkette  zwanglitufig  ist,  folgt  auch  aus  bekannten 
Formeln.  Besitzt  die  Kette  »  Glieder  und  g  zweigliedrige  Gclenkpuukte,  so 
ist  3v~i  =  ig.  In  unserem  Falle  ist  »>  =n-K.3»i  -  4)  =  4(>i  —  1);  (/=2(3n)-4. 
Jede  Seite  der  Gleichung  hat  folglich  den  Werth  12«  — 16.  Da  eine  Vereinigung 
beliebig  vieler  Gelenke  eines  Gliedes  im  Allgemeinen  der  ZwanglänKgkeit  keinen 
Abbruch  thnt,  so  lange  nur  nicht  alle  Gelenke  in  einem  Punkt  vereinigt  liegen, 
ist  eine  Discussion  dieeer  MdgUchkeiten  aberflOssig. 

Nach  einem  von  Burmester  herrührenden  Verfahren  (vergl.  deeseu  „Kine- 
matik" S.  82f.,  iiuch  Müller-Breslau  „Graphische  Statik,  ä.  Aufl.,  §§  30,  31)  kann 
man  die  Polconfiguration  mit  Hilfe  der  lotbrcchten  Geschwindigkeiten  stets  con- 
struiren,  so  lange  kein  Gelenkpunkt  unendlich  fern  liegt.  Die  in  vorliegender 
Arbeit  mitgetfaeilte  Constrnction  macht  von  dem  Geschwindigkeitsbegriff  keinen  Ge- 
brauch und  gilt  gleicbmilssig  Mr  im  Endlichen  liegende  und  unendlich  ferne  Elemente. 
VVeg^en  einer  ErgUnzaog  dea  Burmester'sohen  Verfahrens  s.  S.228  de»  Vorliegenden. 
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2)  Sind  3n  — 5  Ton  einander  unabhängige  Gerade  als  Nor- 
malstrahlen der  Polconfiguration  von  w  Systemen  gegeben, 
80  sind  diesen  Strahlen  oo*  Configurationen  einbeschreibbar 
and  alle  noch  nnbestimmten  Pole  erfüllen  eindeutig  bestimmte 
gerade  Linien.  Diese  und  die  3n  — 5  Geraden  seien  als  Gruppe 
r"  bezeichnet. 

Erst  von  fi=5  an  braucht,  wie  oben  gezeigt  wnrde,  kein  Pol  fest 
zu  bleiben;  zehn  Gerade  wUrden  noch  die  sUmmtlichen  zehn  Pole  von  fünf 
Systemen  beweglich  lassen  und  fUr  grössere  n  bat  man  insbesondere: 

2a)  Bewegen  sich  3m  — 5  Pole  der  Confignration  von  n^5 
Systemen   auf  festen  Geraden,   welche  von  einander  unabhän- 


gig sind,  80  bewegen  sich  auch  die  Übrigen 


(n-2)(«-5) 


Pole 


auf  ebenso  vielen,  eindeutig  bestimmten  Geraden.  Eine  Gruppe 
solcher Strahlen,  der  oo'  Poloonfigurationen  einbe- 
schrieben werden  können,  soll  durch  F"  bezeichnet  werden. 

Zar  Gewinnung  einer  Construction  der  Polconfiguration  denke  man 
von  den  3«  —4  gegebenen  Strahlen  einen  solchen  ik  fort,  dessen  Pol  noch 
unbekannt  i«t,  und  suche  denjenigen  ik*  der  7'",  welche  durch  die  übrigen 
3fi  —  5  Strahlen  eindeutig  bestimmt  ist.  Der  Schnittpunkt  von  ift  und  ik* 
ist  dann  der  gesuchte  Pol  ik. 

Es  erscheint  hiernach  zweckmiissig,  zunächst  F"  zu  untersuchen.  Wir 
erledigen  lach  der  Beihe  die  Fällen  =  2,  3,  4  etc.,  indem  wir  uns  durch 
zwei  willkürliche  Annahmen,  jede  der  Angabe  einer  Constanten  entsprechend, 
zwei  Punkte  von  ik*  schaffen,  durch  welche  »A;*  bestimmt  ist. 

t»  =  2,  3 n  — 5  =  1.  Ist  12  gegeben,  so  liegt  J2*  mit  ihm  vereinigt 
(dnrchlagendes  Kurbelgetriebe). 

M  =  3,  .S«  —  .5  =  4.  Die  vier  Strahlen  müssen  paarweise  zwei  Polen  an- 
gehören, sofern  von  einem  Pol  kein  Strahl  gegeben  sein  soll.  Sind  gegeben 
|l2,  12',  23,  23',  so  ist  13«  die  Verbindungslinie  der  Pole  12,  23.  Die 
zugehörige  Geleukkette,  wie  sie  nach  Angabe  von  S.  222  oben  entsteht,  ist 
in  Fig.  1  dargestellt.  Dieselbe  ist  in  diesem  Augenblicke  nicht  zwangläufig, 
|da  die  fünf  Normalstrahleu  nicht  von  einander  unabhängig  sind.  Der 
Pol  13  ist  unbestimmt  und  wird  eindeutig  bestimmt  für  jede  andere  Lage 
von    13  oder  G^G^j. 

«  =  4.  3«  — 5=7.*  Sechs  Pole  sind  vorhanden.  Soll  daher  von 
einem  derselben  kein  NormalstrabI  gegeben  sein,  so  kann  man  von  den 
übrigen  Polen  je  einen  Strahl  geben ,  es  bleiben  dann  noch  7  —  5  =  2  Strahlen ; 
[d,  h.  von  zwei  Polen  müssen  je  zwei  Sirahlen  gegeben  sein.     Diese  beiden 

*  Dieser  Fall  ist  von  Herrn  Burmester  in  seiner  Arbeit:  „Ueber  die  momen- 
tane Bewegung  der  ebenen  Mechanismen."    Frager  technische  Blätter  1890,  Heft  1 
erledigt.    Die  Erkenntniss ,  das»  die  beweglichen  Pole  auf  gowiBuen  Geraden  liegen 
iinQ«seD,  wird  dort  durch  projective  BetrnchtuDgen  gewonnen. 
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hierdnrch   bestimmten  Pole  können  nun  entweder  a)  einem  und  demselben 
Systeme  angehören  oder  b)  kein  System  gemein  haben. 
Beide  Fälle  sind  getrennt  von  einander  zu  behandeln. 

a)  Seien  gegeben  12,  12',  13,  13',  23,  14,  24,  sei  also  gesucht  34*. 
Dann  sind  12,  13  direet  gegeben,  aber  weiter  ist  auch  23  auf  ihrer  Ver- 
bindungslinie durch  23  bestimmt.     Mau  kann  demnach  auch  (Fig.  2) 

12,  13,  23,  14,  24 

als  gegeben  betrachten.  Eine  willkilrlicbe  Annahme  eines  Punktes  14„* 
auf  14  führt  nun  durch  Zieheu  von  12,  14«*  zu  einem  Punkte  24„*  auf 
24,  und  die  weitern  Geraden  13,  14a*,  23,  24a*  schneiden  sich  in  einem 
Pnnkte  34^*,  welcher  der  gesuchten  34*  angehört.  Als  zweiten  nothwen- 
digen  Punkt  dieser  Geraden  hat  man  den  Schnittpunkt  von  14  und  24, 
wenn  man  ihn  wie  vorhin  als  14^*  auffasst,  indem,  wie  leicht  zu  sehen, 
auch  24^*34(}*  in  diesem  Punkte  liegen. 

b)  Gegeben  seien  13,  13',  24,  24",  12,  ß,  23  oder  einfacher  (Fig. 3) 

13,  24,  12,  I4,  23. 

Man  suche  34*.  Die  Annahme,  dass  o,  und  0,  momentan  starr  mit 
einander  verbunden  seien ,  entspricht  der  Angabe  einer  Constanten ,  da  der 
Pol  13  gegeben  ist.  Sind  aber  zwei  Systeme  0(0*  momentan  nicht 
gegen  einander  beweglich,  so  decken  sich  ihre  Pole  il,  kl  in 
Bezug  auf  ein  beliebiges  anderes  System  0/.  Diese  evidente  Tbat- 
sache  wird  sich  vielfach  als  nützlich  erweisen.  Im  vorliegenden  Falle  sind 
die  der  gewählten  Annahme  entsprechenden  Pole  12«*  32„*  vereinigt  nnd 
zwar  nothwendigerweise  dann  im  Schnittpunkte  A  von  12  32.  Die  Ge- 
rade 12a*  24  bestimmt  dann  auf  14  den  Pol  14„*,  mit  dem  34„'  wiederum 
vereinigt  liegen  mnss.  Die  neue  Annahme:  Og  und  a^  bilden  ein  starres 
System ,  zieht  in  entsprechender  Weise  die  Vereinigung  von  12^*  I4g'  im 
Schnittpunkte  B  von  12  nnd  li  nach  sich.  Die  Gerade  12p*  13  trifft  23 
in  23^*  nnd  mit  diesem  Punkte  liegt  34^*  vereinigt.  Der  gesuchte 
Strahl  34*  ist  die  Gerade  34«* 34^*.  Die  Fig.  4»)  stellt  die  dem  vor- 
liegenden Falle  entsprechende  Gelenkkette  noch  der  bessern  Uebersicht 
wegen  besonders  dar. 

«  =  Ö,  3w  — 5  =  10.  Die  Anzahl  der  Möglichkeiten  hinsichtlich  der 
Anzahl  gegebener  Pole  wächst  wesentlich.  Irgendwelche  zehn  Strahlen  können 
eine  Gruppe  T*  vorstellen.  Soll  demnach  ein  Stiahl  gesucht  worden,  so 
muss  wenigstens  ein  Pol  durch  zwei  Strahlen  gegeben  sein.  Wir  behan- 
deln nur  diesen  offenbar  schwierigsten  Fall  und  geben: 

12,  13,  T4,  16,  23,  24,  25,  34,  35. 
Gesucht  ist  dann  45*. 


I 


*)  In  den  Figuren  sind  der  Einfachheit  wegen  statt  der  ai  nur  die  Zeiger  > 
hiiogvtiebnebeD. 
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Die  Annahme:  Oi  und  a^  bilden  ein  starres 
13a*  23a*  im  Schnittpunkte  /i  vo 


IV  24« 
15  »25a 


ß 


System,  bewirkt,  dass 
u  l3,  23, 

14,  24. 

15,  25 


vereinigt  liegen.  Auf  34  wird  dann  von  AB  oder  13„*  14„*  der  Punkt  34a  , 
ebenso  auf  35  von  ^iC  der  Punkt  3ö„*  verzeichnet,  nnd  die  Verbindunga- 
linie  von  34„*35„*  trifft  ßC  in  4.5„*.  Zur  Ermittelung  eines  zweiten 
Punktes  45«*  nehme  man  13(j*  auf  13  willkürlich  an,  wodurch  mit  Hilfe 
der  Geraden  12  l.^ff*  auch  2Sß*  auf  23  bestimmt  ist.  Damit  hat  man  von 
jeder  der  Poleonfiguratiouen  von  a^a^a.^<l^  und  a,  öjjCfjOj;  die  für  den  Fall  «  =  4 
unter  a)  als  gegeben  vorausgesetzten  Elemente.  Nach  Construction  dieser 
ConGguratiouen  findet  man  dann  45^*  als  Schnittpunkt  zweier  beliebigen  der 
Geraden  34^*35,3*,  14,3*15ü*,  24^*25^*;  und  45„»,  ibß"  bestimmen  45*. 
n  =  6.  3»  — 5  =  13.  Dieser  Fall  ist  insofern  der  erste  von  allge- 
meinem Charakter,  als  nur  Normalstrahleu,  keine  Pole,  gegeben  zu  sein 
brauchen.  Wir  zeigen  zunächst,  dass  dann  unter  den  13  Normalstrahlen 
immer  1(J  vorhanden  sind,  welche  5  Systemen  angehören.  Da,  wie  leicht 
zu  sehen,  einem  beliebigen  System»  mindestens  drei  Noimalstrahleu  in 
Bezug  auf  drei  andere  Systeme  zukommen ,  so  zieht  man  so  viel  wie 
möglich  Systeme  zur  Bildung  einer  Anzahl  von  Normalstrablen  heran, 
d.  h.  man  erzielt  die  ungunstigste  Annahme,  wenn  man  von  drei  Systemen, 
etwa  0,0] Oj  ausgeht,  und  ihre  Normalstrahlen  in  Bezug  auf  die  Übrigen 
Systeme  a^a^Of^  giebt.     Dies  Verfahren  führt  zu  den  Strahlen 

li  24  34 

15  25  35 

16  26  .36. 

Irgendwelche  vier  weitere  Strahlen,  z.  B.  12,  23,  31,  45,  welche 
noch  hinzugenommen  werden  müssen,  bewirken  aber  das  Auftreten  der 
Gruppe  von  zehn,  welche  fünf  Systemen,  in  diesem  Falle  den  Systemen 
CjOgagC^Og,  angehören.     Setzen  wir  also  als  gegeben  voraus: 

12,  13,  14,  15,  23,  24,  25,  34,  35,  45,  16,  26,  36 

und  suchen  46*«   56*. 

Die  willkürliche  Annahme  von  12*  auf  12  führt  nach  dem  Verfahren 
für  n  =  5  zur  Configuration  12*,  13*,  14*. ,.45*  der  Systeme  Oi «^ fj <J^ Cj . 
Nach  n  =  4,  a)  liefern  dann  die  Pole  12*23*31*  unter  Hinzunabme  von 
16,  26,  36  die  weitern  Pole  1()*26*36*,  nnd  nun  schneiden  sich  die  Ge- 
raden 14*16*,  24*26* 
15*16*,  25*26* 

Damit  ist  von  jeder  der  zu  suchanden  Geraden  ein  Punkt  gewonnen 
und  eine  zweite  willkürliche  Annahme  führt  zu  einem  zweiten  Punkte,  der 
die  Geraden  dann  bestimmt. 

ZelUchiift  r.  Matliemiitik  a  Vhyik  XXXVU,  4.  16 


,  34*36*  in  einem  Punkte  46*, 
35*36*    ,       ,  „56*. 
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^Sterne.     ^M 
iflf    der     ^ 


Das    soeben    erörterte    Verfahren    ermSglicht    auch    die   LOsang 
folgenden  allgemeinen  Aufgabe: 

3.  Gegeben  sei  /^  von  »Systemen  a,  aj...Oa.  Man  suche  P*'''', 
■wenn  von  a,^\  drei  Normalstrahlen  t,  f»-|-l,  i,  w-f  1 ,  l,  n+]  in 
Bezug  auf  drei  Systeme  BiOkOi  der  ersten  n  gegeben  sind.  Denn 
die  willkürliche  Annahme  des  Poles  iV  liefert  die  ganze  Polfiguration  der 
n  ersten  Systeme,  welche  dieser  Annahme  entspricht  und  die  Bestimmungs- 
stUcke 


ifc*.  iV,  kl',  i,  n+1,   t,  n  +  1,    1,  n+l 

führen  nach  ♦»  =  4  a)  zu  den  Polen  i.  n+l*,  k,  n+l*,  l,  n+l*.  Endlich 
schneiden  sich  die  Linien  ix*,  i,  n+l*  und  kx*,  k.  n+l*  (und  auch  Ix*, 
l  n  +  l*)  in  einem  Punkte  x,  n+l*,  welcher  dem  Normalsbahl  x,  «  +  1*  des 
beliebigen  Systems  a^  in  Bezug  auf  a„+\  angehört,  und  eine  Wiederholung 
des  Verfahrens  bestimmt  ihn  demnach. 

Sofern  nun  unter  den  3«  — 5  Normalstrahlen,  welche  F"  bestimmen, 
3.6  —  5  =  13  Strahlen  einer  f*  vorhanden  sind,  kann  man  hiernach  auch 
r"  bilden,  da  von  irgend  einem  der  nicht  f^  angehörigen  Systeme  drei 
Strahlen  in  Bezug  auf  drei  Systeme  von  f"  vorhanden  sein  müssen.  Aber 
diese  Annahme  ist  nicht  zutreffend,  man  zeigt  vielmehr: 

4.  Sind  von  n>ll  Systemen  3n  — 5  Normalstrahlen  ge- 
geben, so  befinden  sich  unter  diesem  stets  3.11 —5  =  28  Strah- 
len von  11  dieser  Systeme,  die  übrigen  Strahlen  lassen  sich 
dann  so  anordnen,  dass  von  jedem  folgenden  Systeme  drei 
Strahlen  in  Bezug  auf  vorhergehende  Systeme  gegeben  sind. 
Nach  Herstellung  von  /'*'  führt  dann  das  Verfahren  von  3)  zum  Ziele, 

Zum  Beweise  gehen  wir  natürlich  von  der  Gruppe 


14 

24 

34 

15 

25 

35 

16 

26 

36 

17 

27 

37 

18 

28 

38 

19 

29 

39 

IX 

2X 

3X 

IXI 

2X1 

3X1 

IXII  2 XII  3XII 


aus,  welche  noch  der  Entwickelung  des  Falles  n  =  6  die  ungünstigste  An- 
nahme darstellt.  Bei  «  Systemen  enthUlt  Jene  Gruppe  3(n  — 3)  Strahlen, 
es  sind  demnach  noch  3n  —  5  — 3(n  — 3)  =  4  Strahlen  hinzuzufügen,  wenn 
die  r'  bestimmt  sein  soll.  Die  Angabe  eines  der  Strahlen  12,  13,  23 
l.e   die  Angabe   aller  Strahlen   von  jedem  seiner  Systeme  in  Bezug  aof 
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jedes  der  übrigen  a^ai^ag...a„  nach  sich  ziehen,  was  vermieden  werden 
kann,  wenn  nur  Strahlen  aus  der  Sjstemgruppe  o^ 05 ffg . . . o„  gewBhlt 
werden.  Hierbei  wird  dann  diejenige  Wahl  wieder  die  ungünstigste  sein, 
welche  möglichst  viele  Systeme  orfordert,  d.  h.  die  Wahl  von  45,  67,  89,  X  XI. 
Damit  sind  28'^trahlen  von  11  Systemen  gegeben,  die  Gruppe,  die  im 
Satze  als  nicht  zu  umgehen  bezeichnet  wurde. 

Wir  beschäftigen  uns  nun  sofort  mit  diesem,  die  grössten  wesentlichen 
Schwierigkeiten  bietenden  Fall: 

M  =  11 ,  .3  *«  —  5  =  28  und  denken  die  soeben  beim  Beweise  von  4)  be- 
nutzten Normalstrahlen 


14 

24 

U 

Ift 

25 

35 

IXI 

2X1 

3X1 

67, 

89, 

XXT 

45, 

als  gegeben.  Eine  willkürliche  Annahme,  welcher  der  Angabe  einer  Con- 
stanten  entspricht,  führt  nicht  mehr,  wie  vergebliche  Versuche  zeigten, 
zur  Gewinnung  eines  Punktes  auf  einem  Strahle  von  F^^.  Als  am  zweck- 
mfissigsten  erweist  es  sich,  drei  willkürliche  Gerade  12',  23',  31'  anzu- 
nehmen, wodurch  13  Strahlen  einer  Z^**  der  ersten  sechs  Systeme  vorliegen. 
Man  construire  dieselbe  und  dann  unter  Heranziehung  von  17,  27,  37,  67 
(nach  3))  die  Pokonfiguration  U"'  von  a,  (j, . . .  0, .  Irgend  eine  andere  will- 
kürliche Annahme    12"23"3r'  führt  dann  zu  einer  77'"'. 

Nun  bedenke  man,  dass  die  Verbindungslinien  entspre- 
chender Pole  ik'  ik"  zweier  Configurationen  W'"  11""'  eiue  /""" 
bilden,  unsere  beiden  il'  demnach  eine  r"'  bestimmen,  welcher  die 
Normalstrahlen  der  sieben  ersten  Systeme  angehören.  Dies  Verfahren  ist 
fortführbsr;   l''  und 

18,  28,  38 

19,  29,  39,  89 

geben  unter  zweimaliger  Au  Wendung  von  3)  eine  fl'^,  und  eine  Wieder- 
holung des  ganzen  Verfahrens  liefert  eine  zweite  TZ"';  beide  /7*  bestimmen 
ein  r"-'.  Ebenso  wie  der  Schritt  von  V  zu  r''  ist  aber  der  Schritt  von 
dieser  zur  /'*^;  und  von  nun  an  besteht,  wenn  weitere  Systeme  hinzu- 
kommen, die  Construction  der  folgenden  i^*",  f^^'-  aus  Wiederholungen 
von  3). 

Die  grössten  wesentlichen  Schwierigkeiten  bietet  bier- 
nach  die  Bestimmung  der  Polconstruction  von  13  Systemen, 
wenn  als  35  Normalatrahluu  zu  den  soeben  für  F*^  gegebenen 
noch_d2e  sieben  weitern  TXII,  2XTl,  dXU;  fxIlT,  2TlTf,  3"Xin; 
XII  .XIII  hinzugenom  men  werden. 


228  Ein  neitrag  znr  System.  Bebandlang  der  ebenen  Bewegung  starrer  Systeme. 


Das  hiermit  vollständig  gekennzeichnete  Verfahren  ist  rein  geo- 
metrisch, benutzt  nnr  Elemente  der  Configaration  und  llisst  in  Folge  dessen 
das  Wesen  derselben  Tollkommen  dnrcbächanen.  Da  andererseits  Bar- 
meste r's  Methode  der  Polbestimmung  fUr  den  praktischen  Gebranch  sehr 
bequem  ist,  so  mQge  hier  noch  gezeigt  werden,  wie  sich  dieselbe  durch 
eine  geringe  Ergünzong  auch  für  den  Fall,  dass  anendlich  ferne  Configura- 
tionselemente  auftreten,  brauchbar  machen  lässt.  Man  hat  behufs  An- 
wendung der  Methode  zunücbst  die  zum  Normalstrahlen -System  gehörige 
Gelenkkette  herzustellen,  ein  Glied  derselben  feiit  zu  denken  und  einem 
(am  Besten  ein  dem  festen  benachbarten)  Glicde  eine  willkUiliche  endliche 
lothrechte  Geschwindigkeit  zu  ertheilen.  Damit  sind,  wenn  ZwanglSufig- 
keit  des  Getriebes  vorhanden  ist,  auch  die  Geschwindigkeiten  aller  übrigen 
Glieder  bestimmt.  Setzen  wir  non  zunttchst  alle  Gelenkpunkte  als  im  End- 
lichen gelogen  voraus,  was  so  lange  zutrifft,  als  nicht  ein  gegebener  Normal- 
slriihl  unendlich  fern  liegt,  und  bezeichnen  diejenige  Figur,  welche  aus  allen 
Oelunkpunkten  und  den  Strecken ,  welche  die  starre  Verbindung  der  Gelenk- 
I>uukte  eines  jeweiligen  Gliedes  andeuten,  besieht,  durch  F,  so  bilden  die 
Emlpankte  der  lothrechlen  Geschwindigkeiten  der  Gelenkpunkte  eine 
Pignr  F'  und  zwar  ist  jedem  Punkte  von  F  ein  Punkt  von  F',  jeder  Ge- 
raden von  F  eine  Parallele  zu  ihr  von  F'  zugeordnet,  ohne  dass  Ji'und  F 
einander  Ubniich  wären.  Sind  dann  ./,•  P(  zwei  Gelenkpunkte  des  Gliedes  Ot 
in  F,  j^i  Bf  die  ihnen  entsprechenden  Punkte  in  F' ,  so  stellen  die 
Strecken  w-/,/',',  ßi /','  die  lothrecbten  Geschwindigkeiten  von  ö,-  dar  und 
der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Geraden  ist  somit  der  Pol  ik  von  a,-  in 
Bezug  auf  das  festgestellte  Glied  Ok.  Die  Herstellung  von  F'  ist  nun 
stets  möglich*,  man  kann  somit  alle  Pole  im  Gliede  O/,  construirt  denken. 
Eine  Wiederholung  des  Verfahrens  für  ein  anderes  festgestellte  Glied  o/ 
liefert  alle  Pole  in  diesem,  und  man  erhält  endlich  irgend  einen  Pol  2^ 
nach  dem  bekannten  Schema 

xl-yl 


xk—yk 


>xy- 


4 


um  diesem  Verfahren  seine  Anwendbarkeit  im  Falle  «neudlich  ferner 
Ecken  von  F.  d.  h.  beim  Auftreten  von  Richtpaaren  der  Kette,  zu  erhalten, 
construire  man  zunücbst  eine  zu  F  centrisch  collineare  F* .  Cnllineations- 
Centrnm,  -Achse,  sowie  die  Gegenacbse  (das  Bild  der  unendlich  fernen 
Geraden  der  F)  sind  ganz  willkllrlich;  man  wird  insbesondere  die  Wahl 
also  leicht  so  treffen  können,  dass  alle  Punkte  von  F*  innerhalb  der  Papier- 
ebene liegen.  In  F*  kann  man  dann  die  Polconüguration  //•  mit  Hilfe 
von  F'*  construiren  und  die  zu  Jl*  in  F  gehörige  Configuration  Tl  ist  die 
gesuchte. 


*  Ver^l.  M  (1 II  e  r '  Breslau  a.  a.  0.,  auch  Lang  -  Rigasche  lodustrie  Zeitung 
75  flg. 


§  2.  Specielle  BestimmungBarten  der  Polconfiguration  and  speoielle 
,  Conügaratioiien, 

Wir  setzen  nunmelir  voraus,  daas  nebeu  Normalstrahlen  eine  Reihe 
von  Polen  gegeben  sei.  Ein  Po)  entspricht  der  Angabe  von  zwei  Normal- 
strahlen, i>  von  einander  unabhängige  Pole  entsprechen  der  Angabe  von 
2p  solchen  Strahlen  oder  Constanten.  Abhängigkeit  in  der  Lage  von 
Polen  wird  durch  den  Umstand  herbeigeführt,  dass  die  Pole  von  drei 
Systemen  stets  auf  einer  Geraden  liegen.  £s  wird  sich  als  nothweudig 
erweisen,  auch  die  Fälle  zu  berücksichtigen,  in  denen  die  Pole  von  mehr 
als  drei  Systemen  einer  und  derselben  Geraden  angehören,  einmal  weil 
dies  bei  Rfiderverbindangen  oft  vorkommt,  dann  aber  namentlich,  weil 
unendlich  ferne  Pole  stets  als  auf  einer  Geraden  liegend  anzusehen  siud. 

Zu  einer  übersichtlichen  Gestaltung  der  Abhängigkeitsverbiiltnisse  em- 
pfiehlt sich  die  Einführung  des  folgenden  Begriffs:  | 

5.  Ein  „Polzug"  sei  eine  Gruppe  von  Polen,  deren  jeder 
mit  mindestens  einem  der  übrigen  einem  und  demselben 
Systeme  angehört.  Ein  Polzug  von  s  Systemen  besitzt  also 
mindestens  s  — 1  Pole. 

Bei  unserer  Bezeichnungsweise  mnss  demnach  ein  beliebiger  Pol  des 
Polzugs  wenigstens  mit  einem  der  übrigen  eine  Zahl  gemeinschaftlich  haben. 

Liegen  alle  Pole  eines  Zuges  in  einem  Punkte  vereinigt,  so  soll  der 
Zug  ein  punktueller  Polzug  faeissen.  Liegen  alle  Pole  eines  Zuges 
auf  einer  Geraden,  so  soll  der  Zug  geradlinig  beissen.  Den  Ver- 
einigungspnnkt  im  ersten  Falle,  bez.  die  Gerade  des  zweiten,  bezeichnen 
wir.  nach  Analogie  einer  in  der  Geometrie  der  Lage  verwendeten  Namen- 
gebnng,  als  Träger  des  Polzuges. 

Man  beweist  dann  die  folgenden  Sätze:  ] 

6.  Liegen  i  — 1  von  den  Polen  eines  Polzuges  P,  von  i  Sy- 
stemen in  einem  Punkte  vereinigt,  so  liegen  in  diesem  Punkte 
auch  alle  Übrigen  Pole  dieser  Systeme,  oder,  ein  punktueller 
Polzng  von  t  Systemen  enthält  die  sUmmtHchen  Pole  von  je 
zweien  dieser  Systeme  in  seinem  TrSger  vereinigt  und  be- 
sitzt 2(i  — 1)  Constanten,  oder  zählt  als  «  —  1  einfache  Pole. 

Nehmen  wir  zum  Beweise  zunächst  t  =  3,  und  die  Pole  12,  13  ver- 
einigt im  Träger  P  an.  Dann  dreht  sich  sowohl  öj  als  a^  momentan  um 
P  in  0, ,  d.  h.  auch  die  Relativbewegung  von  a^  gegen  a^  ist  eine  Drehung 
um  P,  welcher  demnach  der  Pol  23  ist.  Die  Allgemeingiltigkeit  des  Satzes 
folgt  mittels  des  Schlusses  von  i  auf  i  +  l,  indem  wir  seine  Richtigkeit 
für  die  t  Systeme  «,  o«  03 ...  <j<  voraussetzen.  Geben  wir  von  einem  hinzu- 
tretenden Systeme  a^+i  den  Pol  öpy+i,  so  ergiebt  sich  wie  oben  durch 
Benutzung  des  Poles  Ik,  wo  O/t  eines  der  i  ersten  Systeme  ist,  dass  auch 
der  Pol  k,i-\-\   im  Träger  P  liegt.  ^— 


Der  punktuelle  Polzng  einer  Systemgruppe  (i,o*ffj...8ei  dnrcb  (tftl...) 
bezeichnet.  , 

7.  Bilden  5—1  Pole  von  s  Systemen  einen  geradlinigen 
Polzug,  80  liegen  auch  die  übrigen  Pole  von  je  zweien  dieser 
s  Systeme  auf  dem  Träger  des  Zuges.  Der  TrRger  ist  also 
Normalstrahl  für  die  Bewegung  von  je  zweien  der  Systeme. 
Jeder  etwa  auftretende  punktuelle  Polzug  Pi  zählt  hierbei 
für  »  —  1   einfache  Pole. 

Für  5^3  ist  der  Satz  richtig  and  man  zeigt  leicht  wie  oben  mittels 
des  Schiasses  von  s  auf  s  -(- 1 ,  dass  er  allgemein  gilt.  Es  sei  nun  ein 
geradliniger  Polziig  von  r>  s  —  1  Polen  der  s  Systeme  gegeben.  Nehmen 
wir  zur  Bestimmung  der  Constantenzahl  dieser  Pole  s  —  1  derselben ,  welche 
noch  einen  Zug  bilden,  was  stets  möglich  sein  muss,  da  durch  diese  An- 
zahl schon  die  Anwesenheit  der  übrigen  r—s-\-l  Pole  auf  dem  Träger 
bedingt  ist,  so  folgt  unmittelbar,  dass  die  Angabe  eines  jeden  dieser 
r  — £  +  1  Pole  Q*i>'  ^cf  Angabe  einer  Constanten  entspricht  und  die  sämmt- 
lichen  r  Pole  sind  daher  2{s —  l)  +r  —s  +  l  =  s  +  r  —  l  Constanten  äqui- 
valent. Hierbei  ist  jedoch  zu  bedenken,  dass  diese  Constantenzahl  nicht 
grösser  als  3s  — 4  sein  darf,  sofern  starre  Verbindung  ausgeschlossen  sein 
soll.  Ist  diese  Zahl  gerade  erreicht,  d.  h.  ist  s  +  r  — 1=35  — 4  oder 
r  =  25  — 3,  30  ist  die  Polconfiguration  dieser  s  Systeme  durch  die  r  Pole 
bestimmt.  Mehr  als  2s'— 3  Pole  dürfen  daher  auch  beliebigen  s'  dieser 
Systeme  nicht  angehören.  Der  letzte  Satz  erhält  demnach  jetzt  die  all- 
gemeinere Fassung: 

8.  Sind  r  Pole  eines  geradlinigen  Polzuges  von  5  Systemen 
gegeben,  und  ist  s  — l<r<2s  —  3,  gehören  ferner  nicht  mehr 
als  2s'— 3  dieser  Pole  beliebigen  s'  der  Systeme  an,  so  liegen 
auch  die  übrigen  Pole  des  Zuges  auf  dem  durch  die  gegebenen 
bestimmten  Träger  und  durch  letztere  r  Pole  sind  r  +  s  — 1 
Constanteu  bestimmt.  Sind  insbesondere  r  =  25  — 3  Pole  ge- 
geben, so  ist  jeder  Pol  der  s  Systeme  bestimmt.  Jeder  punk- 
tuelle Polzug  von  i  Systemen  zählt  hierbei  für  »  —  1  Pole. 

Aus  diesem  Satze  folgt  insbesondere:* 

9.  Die  momentane  Bewegung  von  s  Systemen  ist  durch 
Angabe  von  2s— 3  unendlich  fernen  Polen  bestimmt,  sofern 
beliebigen  s'  Systemen  nicht  mehr  als  2s'— 3  Pole  angehören. 
Jeder  punktuelle  Polzug  von  »  Systemen  zählt  hierbei  für 
i-l  Pole. 

Im  Falle  der  Bestimmtheit  aller  Pole  des  geradlinigen  Zuges  geschieht 
die    Construction    der    fehlenden    Pole   mit    Hilfe    des    Burmester'schen 
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Satzes:*  Liegen  die  sechs  Pole  von  vier  Systemen  auf  einer  Geraden,  so 
bilden  je  zwei  Pole,  welche  kein  System  gemein  haben,  ein  Punktpaar 
einer  und  derselben  Involution.  Diese  Involution  von  je  vieren  der  Systeme 
möge  durch  J{k,  l,  m,  ti),  wo  die  Klammer  die  Systemzablen  enthält, 
bezeichnet  werden.  Der  Verlauf  der  Construction  mag  an  einem  Beispiele 
gezeigt  werden.     Gegeben  seien  auf  einer  Geraden  die  Pole 

12,  13,  14,  15,  16,  17,  23,  45,  67,  24,  56.  -i 

Wir  haben  s=7,  r  =  ll=2s  — 3.  Die  Polconfignration  ist  also 
bestimmt,  da  nicht  mehr  als  2s'— 3  Pole  beliebigen  s  der  Systeme  an- 
gehören.    Nun  bestimmen 

r  in  J{1245)  die  Paare  12,  45;  24,  15  und  14  den  Pol  25 

■  „   J(1256)    „       .,       12,  56;   IG,  25     „     16     „      „    26 

K         ..   J(1267)    „      „       12,  67;  17,  26    „     16    „      „   27 
^         „   J{VJik)    „       „       li,  2k;  U,  2i    „     12     „      „    ik. 
Im  Falle  mehrere  solche  „geradlinige  Configurationen"  in  der 
Configuration   von  n  Systemen  auftreten,   haben  jene  nur  dann  keinen  Pol 
gemeinschaftlich,    wenn  keine  zwei  der  Configurationen  mehr  als  höchstens 
ein  System  gemeinschaftlich  haben.     Ist  diese  Bedingung  crfUHt,  so  ist  die 
Constantenzahl    aller   daher   gleich   der   Summe   der  einzelnen  geradlinigen 
ConBgurationen,      In    derselben    Weise    besitzen    beliebige    Coufigurations- 
elemente  als  Constantenzahl  die  Summe  der  Constantenzablen  der  einzelnen 
Elemente,    so   lange   diese  von   einander   unabhängig   sind,   d.  h.  so  lange 
^m   keins  der  Elemente  in  seiner  Lage  durch  die  übrigen  beschränkt,  oder  gar 
^"    bestimmt    ist.      Sind   hingegen   in   Fig.  5   die    Pole   51,   54,   61,  64   und 
der    geradlinige    Zug    12,  23,  34  gegeben,    so    bestimmen   die  ersten  vier 
Pole  den  weitern  14,  welcher  auf  dem  geradlinigen  Zuge  liegen  muss,  so- 
fern  überhaupt   Bewegung   zwischen   öj   und    a^  möglich  sein   soll.**     Der 
I         Trttger  des    geradlinigen  Zuges    ist   also    von    den    vier    übrigen  Polen  ab- 
^m  hKngig  ond  die  Pole  12,  23,  34  reprlisentiren  nur  6  — 1=5  Constante,  da 
wegen  des  Pols  14  nach  Angabe  von  zweien,  etwa  12,  23,  der  dritte  34  auf 

idem  dann  bestimmten  Tr&ger  liegen  muss.  Die  Gesammt  -  Constantenzahl 
der  gegebenen  Elemente  ist  somit  4. 2 -|- 5  =  13;  die  PolconSgnratiou  ist 
nicht  bestimmt;  erat  eine  willkürliche  Annahme  von  einem  der  unbestimmten 
*  Vergl.  „Kinematik"  S.  496.  Herr  Burmester  gewinnt  diesen  Satz  in 
etwas  anderer  Fassung  durch  Betrachtung  einer  Sonderlage  des  Watt 'sehen 
Mechaniguius.  Ich  erlaube  mir  duraufbiozuweisen,  dasg  diese  Beziehung  zwischen  den 
Polen  eine  anmittelbare  Folge  der  Tbatsache  ist,  dass  die  sechs  Ecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits  von  einem  Centrnm  seiner  Ebene  aus  durch  secha  Strahlen  einer 
Involution  projicirt  werden.  Hieran  kann  im  Qrenzfalle  von  vier  nnendlich  nahen 
Seiten  de»  Vierseits  nichts  geändert  werden. 

**  Derartige  Widersprüche  dürfen  nicht  von  der  Betrachtung  ansgeschlossen 
werden,  wir  erledigen  diese  Vorkommnisse  jedoch  erst  im  folgenden  Paragraphen, 
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Pole,  etwa  24*,  gestattet  eine  eindeutige  Destimronng  der  weitern  25*26* 
13*35*36*,  wie  in  der  Figur  tbeil weise  angedeutet  ist;  13*  ist  insbeson- 
dere der  sechste  Involutionspnnkt  zu  12,  34;  23,   14;  24*. 

Derartige  BestimmungsstUcke  mtlssen  ausgeschlossen  werden,  wenn  es 
sich  um  die  Angabe  übersichtlicher  Kriterien  für  die  Bestimmtheit  der  Pol- 
confignration  bündelt.  Wir  nennen  die  BestimmungsstUcke  von 
einander  unabhängig,  wenn  keins  derselben  in  seiner  Lage 
durch  die  übrigen  weiter  beschränkt  ist,  als  es  durch  die 
geradlinigen  PolzUge,  denen  es  etwa  angehört,  bedingt  ist, 
und  insbesondere  die  Träger  der  geradlinigen  PolzQge  un- 
abhängig von  den  nicht  auf  ihnen  liegenden  Polen  sind. 

Die  bisherige  Entwickelung   gipfelt   dann    in   dem   folgenden  Resultat; 

10)Sind  als  von  einander  u  uabhHngige  Stücke  zur  Bestim- 
mung der  Polconfignration  von  n  Systemen  gegeben:  p  Nor- 
malstrahlon,  P,-  punktuelle  PolzUge  von  i  Systemen,  welche 
keinem  geradlinigen  Polzuge  angehören,  endlich  k  gerad- 
linige PolzUge  von  rk  Polen  und  Sk  Systemen,  und  haben  keine 
zwei  dieser  geradlinigen  Züge  mehr  als  ein  System  gemein- 
schaftlich, so  ist  die  nothweudige  uud  hinreichende  Bedingung 
für  die  Bestimmtheit  der  Configuration  gegeben  durch  die 
Gleichung 

«*-l<r*<2s*-3, 

sofern  der  Werth  des  für  die  Bestimmungsstücke  von  be- 
liebigen n'  dieser  Systeme  gebildeten  Ausdrucks  obiger 
Gleichung  ^  3n'— 4  ist. 

Sind  zwei  oder  mehr  Systeme  zweien  geradlinigen  Configurationen 
gemeinschaftlich,  so  liegen  die  sämmtlichen  Pole  jener  Systeme  im  Schnitt- 
punkte der  Träger  vereinigt.  Haben  demnacb  mehr  als  zwei  geradlinige 
Configurationen  zwei  oder  mehr  Systeme  gemeinschaftlich ,  so  müssen  sicli 
ihre  Träger  in  einem  und  demselben  Punkte  schneiden.  Dieser  Punkt  ist 
dann  Träger  eines  punktuellen  Pohuges,  welcher  den  sämmtlichen  Con- 
figurationen angehört,  aber  natürlich  nur  einmal  bei  der  Bestimmung  der 
Constantenzahl  gezählt  werden  darf,  sofern  er,  was  wir  voraussetzen,  ge- 
geben ist,  da  andernfalls  die  Träger  nicht  von  einander  unabhängig  wären. 
Der  letzte  Satz  versagt  seine  Dienste  und  wir  müssen  eine  andere  Zähl- 
weise einfuhren.  Wir  zählen  zunächst  jeden  P,-,  mager  geradlinigen  Zügen 
angehören  oder  nicht,  als  2(i  — 1)  Constanten.  Bilden  deuu  r  Pole  von 
8  Systemen  einen  geradlinigen  Zug,  so  zählen  i-s-(-l  von  ihnen  nur  als 
J»     *        konstante    (vergl.  S.  230)    und    diese    Zahl    ist    daher    zn    snb- 
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f       Wir  haben  daher  amfaaaender: 

10a)  Sind  als  von  einander  anabbängige  BestimniungBstUcke  der  Pol- 
confignration  von  n  Systemen  p  Normalstrahlen,  Pj  punktuelle  PolzUge 
von  i  Systemen  gegeben  und  treten  unter  diesen  k  geradlinige  PolzOge 
von  r*  Polen  und  «*  Systemen  auf,  so  ist  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  fUr  die  Bestimmtheit  der  PolconGguration,  dass 

p  +  2^ Pa»  -  1 )  -y  t  (»•*  - s*  +  1 )  =  3 n  - 4 

St  —  1  «r  rt  <  2s*  —  3 . , 
sofern  der  Werth  des  fllr  beliebige  n  dieser  Systeme  gebildeten  Ausdrucks 
obiger  Gleichung  ^3n'  — 4  ist. 

Einige  Beispiele  erscheinen  zur  ErlHuterung  nicht  Überflüssig, 
Gegeben   seien    von   der   Folconfiguratiön   der  Systeme    ö, öj...a,,    der 
geradlinige  Polzug 

12,  23,  34,  45,  51.  46,  67,  78,  82,  39,  92  und  die  Pole 
1  10,  6  10,  9  10,  10  11,  7  11. 
Nach  10)  haben  wir  für  p  =  0,  P^  =  5,  gk  =  l,  r*  =  ll,  s*  =  9,  «=11; 
als  Bedingung  der  Bestimmtheit  der  Configuration 

2.5  + (11  + 9-l)  =  3.11-4, 
und  diese  ist  erfüllt,  da  jede  Seite  der  Gleichung  den  Werth  29  hat. 
Gegeben  seien  die  geradlinigen  PolzQge 
(123),  14,  24,  34,  45 
(123),  16,  17,  28,  39,  26,  78,  19 

nnd   die   Pole    1  10,  5  10,  8  11,  9  11    der   Configuration   der  elf  Systeme 
«,  «Ig..  .0,,.      Es  ist  p=0.      Nach   10a)  haben  wir  ^3  =  !,  P2  =  lö. 

In  jedem  geradlinigen  Polzuge  zählt  der  P^  als  zwei  Pole,     Demnach 
ist  im  ersten  Polzuge  r*  =  6,  st  =  6,  also  r*  — s*  +  l  =  2, 
und  im  zweiten  Poizuge  rt  =  9,  s*  =  7,  also  »•*  —  5*  + 1=^  3, 
and  die  zu  erfüllende  Bedingung  ist 

2(2  +  15)-(2  +  3)  =  3.1l-4. 
Da  jede  Seite  der  Gleichung  den  Werth  29  hat,  ist  die  Configuration 
bestimmt. 

§  3.  Folconflgurationen  mit  todten  Sygtemgrappen. 
Todtlagen  kinematischer  Ketten. 
Wir  betrachten  nunmehr  solche  üestimmungsstUcke,  welche  auf  Wider- 
spruche mit  den  für  PolzUge  gefundenen  Gesetzen  führen.  Systemgruppen, 
welche  in  ihren  Polen  derartige  Widersprüche  zeigen,  können  sich  dann 
nur  momentan  wie  starre  Systeme  verhalten ,  so  dass  der  Pol  von  je  zweien 
Systemen  günzlich  unbestimmt  ist.  Eine  Unbestimmtheit  der  Bewegung 
tritt  hierbei  im  Allgemeinen'''  nicht  ein,  wenn  die  Constantenzahl  die  richtige 
3n  — 4  für  n  Systeme  ist,  wir  haben  nar  den  auf  Seite  221  ah  noch  zu- 
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iSssig  hingestellten  Fall  ror  uns,  in  welchem  auf  n,  Systeme  3(n,  —  I) 
Constanten  entfallen.  Andererseits  können  mehrere  Systeme  sich  wie  ein 
einziges  starres  System  verhalten,  ohne  dass  die  ganze  Polconfiguration 
durch  die  gegebenen  StQcke  bestimmt  würe. 

Wir  nehmen  als  einleitendes  Beispiel  für  «  =  3,  zur  Bestimmung  der 
Polconfiguration  den  punktuellen  Zug  12,  23  und  den  nicht  durch  seinen 
Trfiger  gehenden  Normalstrahl  13  an.  Da  der  Pol  13  einmal  im  TrSger 
des  Zuges,  andererseits  auf  13  liegen  muss,  was  der  Angabe  von  2  -{-  1  ^  3 
Constanten  entspricht,  so  verbalten  sich  c,  und  Oj  momentan  V7ie  ein  starres 
System.  Die  Sache  gestaltet  sich  anschaulich  nach  Bildung  der  zugehörigen 
Gelenkkette,  in  der  zur  Wahrung  der  Allgemeinheit  der  Polzug  nicht  als 
bleibendes  Gelenk  gewählt  werden  möge.  Wir  geben  vielmehr  12  durch 
^,^t,  BiB.-,  23  durch  CjCj,  D,!»,,  und  13  durch  JS,  £..  Fällt  nun 
(Fig.  6)  12  auf  23,  £0  bewegen  sich  c,  und  a^  momentan  wie  ein  einziges 
starres  System  in  o^  um  den  Pol  12,  23.  Die  gegebenen  Bestimmungs- 
stUcke  zählen  als  2.2 -f  1  =  5  Constanten  und  die  Kette  ist  in  der  That 
zwangl&ufig.  FUr  eine  Nachbarlage  wird  der  Pol  in  ganz  bestimmter  Weise 
durch  13  auf  der  Verbindungslinie  von  12  und  2.3  verzeichnet.  Drehen 
sich  andererseits  o^ff^  dauernd  um  einen  festen  Punkt  12,  23  in  a^,  so  ist 
■war  momentan  die  Bewegung  genau  so  wie  vorhin,  aber  noch  mehr, 
0,0,  verbalten  sich  jetzt  dauernd  wie  ein  starres  System  o,,.  Es  ist  ganz 
gleichgiltig,  wo  man  den  Pol  13  auf  13  wSblen  mag.  In  der  That  zählt 
auch  dieser  Pol,  wenn  man  ihn  statt  des  Normalstrahles  13  gegeben  denkt, 
wie  dieser  nur  als  eine  Constante,  da  dann  ein  geradliniger  Polzug  von 
drei  Systemen  und  drei  Polen  mit  der  Constantenzahl  3  +  3—1  =  5,  der- 
selben Zahl  wie  vorhin,  gegeben  ist. 

Auch  die  Figur  5  gehört  hierher,  wenn  die  Bedingung,  dass  14  auf 
dem  Träger  des  geradlinigen  Zuges  liege,  unerfüllt  gelassen  wird.  Dann 
sind  die  BeslimmungsstQcke  von  einander  unabhängig  und  enthalten  14  Con- 
Btanten,  so  dass  die  Polconfiguration  der  sechs  Systeme  bestimmt  ist. 
0,  und  Of,  und  infolge  dessen  auch  a^  und  a^  bilden  ein  einziges  starres 
System  «„jg.  In  12  liegen  die  Pole  24,  25,  26,  in  34  die  Pole  31,  35,  36. 
Auf  Ol0^a^a^  entfallen  jetzt  neun  statt  acht  Constanten. 

Als  Beispiel  einer  nicht  völlig  bestimmten  ConGguration  geben  wir  den 
geradlinigen  Polzug  12,  23,  34,  45  und  den  nicht  auf  seinem  Träger 
liegenden  Pol  15,  d.  h.  zehn  Constanten,  während  zur  völligen  Bestimmt- 
heit der  Configuration  der  fünf  Systeme  elf  Constanten  erforderlich  wären. 
Nichtsdestoweniger  verhalten  sich  tr,  05  momentan  wie  ein  starres  System, 
da  der  Pol  51  nach  Satz  8)  auf  dem  Träger  des  Polzugs  liegen  mflsste, 
und  somit  auf  diese  beiden  Systeme  3  Constanten  entfallen. 

Wir  schreiten  nunmehr  in  der  allgemeinen  Entwickelung  fort  und 
denken  in  einer  Kette  eine  Gruppe  von  Gliedern  als  vorhanden,  welche  sich 
träi  itivbewegnng  der  Kette  momentan  wie  ein  starres  System 
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verbalten  muss-  Eine  Relativbewegnng  kann  dann  in  keiner  Weise  dnrch 
das  Wirken  von  Kräften  an  Gliedern  der  bezeichneten  Gruppe  eingeleitet 
werden ,  ganz  einerlei ,  ob  die  Kette  im  üebrigen  zwanglKu6g  ist  oder  nicht. 
Insbesondere  kann  keine  Bewegung  erzielt  werden,  wenn  in  dem  Getriebe, 
welches  aus  dieser  Kette  durch  Feststellen  eines  Gliedes  der  ausgezeich- 
neten Gruppe  entsteht,  irgend  ein  anderes  Glied  derselben  zum  Angriffs- 
gliede  einer  Kraft  gewShlt  wird.  Man  sagt,  dass  ein  Getriebe,  welches 
dieses  Verbalten  zeigt,  sich  in  einer  Todtlage  befinde.  Aus  unseren  Ent- 
wickelungen  folgt,  dass  ans  einer  Kette  im  Allgemeinen  eine  Reihe  von 
Getrieben  in  Todtlageu  abgeleitet  werden  kann,  sobald  eine  einzige  nach- 
gewiesen ist.  um  diese  sUmmtlich  gleichzeitig  zu  umfassen  und  den  Be- 
griff der  Kraft  bei  einer  Definition  auszusch Hessen,  was  vom  kinematischen 
Standpunkt  aus  zu  fordern  ist,  definiren  wir  die  Todtlage  an  der  kine- 
matischen Kette  wie  folgt: 

Eine  kinematische  Kette  befindet  sich  in  eiuer  Todtlage, 
wenn  die  Kette  Gliedergruppen  enthKlt,  von  denen  jede  sich 
w&brend  einer  unendlich  kleinen  Relativbewegung  wie  ein 
starres  System  verhalten  muss.  Das  geometrische  Kenn- 
zeichen einer  solchen  „todten  Gruppe"  besteht  in  einem 
Widerspruche,  welchen  die  Lage  eines  Pols  von  irgend  zweien, 
der  Gruppe  angehörenden  Systemen  gegenüber  den  durch  die 
andern  Glieder  bereits  bestimmten  Polen  zeigt,  wodurch 
aaf  die  Relativbewegung  der  todten  Gruppe  mehr  Constanten 
entfallen,  als  zur  Bestimmtheit  ihrer  Polconfiguration  noth- 
wendig  ist 

Auf  diesem  allgemeinen  Kennzeichen  fassend,  geben  wir  noch  einige 
Bildnngsweisen  von  Todtlagen,  be.schrUnken  uns  jedoch,  auf  zwangläufige 
Ketten. 

Man  ziehe  durch  den  Pol  12  zweier  Glieder  0,0,  einer  zwanglSufigen 
Kette  X  (in  Fig.  7  das  Gelenkviereck  o^a^a^a^)  einen  Normalstrahl  und 
wShle  auf  ihm  in  0,  den  Punkt  y/, ,  in  a^  den  Punkt  B^.  Solche  zwei 
Punkte  sind  als  Punktpaar  slationllrer  Entfernung  zu  bezeichnen,  weil  sich 
diese  Entfernung  während  einer  unendlich  kleinen  Bewegung  nicht  ündert. 
Man  nehme  jetzt  eine  zweite  Kette  A,  das  Gelenk  ö^o,,,  und  wühle  in  o^ 
den  Punkt  A^,  in  a„  den  Punkt  Bg  so,  dass  A^B,^  —  Ä^B^,  aber  J^  und 
Bg  in  k  kein  Puuktpaar  stationärer  Entfernung  bilden.  Eine  Vereinigung 
von  AiBf,  und  ebenso  von  A^B,.  in  je  einem  Gelenkpunkte  macht  diese 
bez.  zu  den  Polen  15,  26  und  den  gewählten  Normalstrahl  zum  Trliger 
des  geradlinigen  Polzuges  15,  26,  12  der  neuen  Kette  (xA).  Da  im 
Widerspruche  mit  7)  der  Pol  56  nicht  auf  jenem  TrBger  liegt,  so  befindet 
sich  die  gebildete  Kette  {xX)  in  einer  Todtlage  mit  der  todten  Gruppe  A. 
Wiederholungen  des  Verfahrens  fuhren  auf  weitere  todte  Gruppen  fiv..., 
sofern    man  entweder  durch  12,    oder   andere  Pole  von  x,  Normals trablen 


zieht,  auf  ihnen  Punktpaare  stationärer  Entfemnngen  annimmt  und  in 
diesen  die  Ketten  ^,  v...  ,  wie  oben  auseinandergesetzt  wurde ,  anschliesst. 
Ein  eigentbttmliches  Verhalteu  zeigt  die  Kette  (xk),  wenn  die  Ent- 
fernungen der  gewählten  Punktpaare  beide  gleich  Null  sind  und  daher  die 
Pole  15,  26  sich  decken.  Dann  treten  zwei  geradlinige  Züge,  nämlich 
15,  26,  12  und  15,  26,  56  auf  and  jede  der  Kette  x  und  l  muss  sich 
wie  ein  starres  System  verhalten,  (xjl)  unterscheidet  sich  durch  nichts  voa 
einem  einfachen  Gelenk,  so  lange  nicht  durch  relative  Drehung  von  x 
gegen  X  um  den  Geleukpunkt  15,  26  die  Träger  der  beiden  geradlinigen 
PolzOge  sich  vereinigen.  In  diesem  Augenblicke  existirt  wieder  nur  ein  gerad- 
liniger Zug  12,  15,  26,  56,  aber  die  Constantenzahl  wird  durch  sein  Auf- 
treten um  1  erniedrigt  und  die  Kette  ist  in  der  That  in  diesem  Augenblicke 
nicht  zwanglüufig,  weil  ersichtlich  unabhängig  von  einander  die  Glieder  vou  » 
sowohl,  als  diejenigen  von  l  anter  sich  Relativbewegungen  vollziehen  können.* 

§  4.  Allgemeine  Kennzeichen  der  Zwanglänfigkeit  kinematiicher  Ketten. 

Die  Angabe  eines  Normalstrahlea  für  den  ganzen  Verlauf  der  Be- 
wegung entspricht  dem  Vorhandensein  eines  höheren,  nicht  zwaugläufigen 
Elemeutenpaares  in  der  Kette. 

Ein  bleibender  punktueller  Polzng  P, ,  dessen  Träger  im  Endlichen 
liegt,  wird  durch  ein  i-faches  Gelenk  vertreten,  d,  h.  durch  ein  Gelenk, 
um  dessen  Achse  sich  i  Systeme  drehen.  Liegt  der  Träger  im  Unendlichen, 
so  tritt  an  die  Stelle  des  Gelenkes  das  i  ■  fache  Richti)aar ,  längs  dessen 
Gleitlinie  sich  die  i  Systeme  gegen  einander  verschieben,  und  der  unendlich 
ferne  Punkt  der  Normalen  zur  Gleitliuie  ist  der  Träger  des  punktuellen 
Polzuges.  Da  nun  alle  unendlich -fernen  Punkte  der  Ebene  als  auf  einer 
Geraden  liegend  zu  denken  sind,  so  ist  ein  von  Richtpaaren  her- 
rührender Polzug  stets  ein  geradliniger. 

Andere  bleibende  geradlinige  Polztlge  treten  auf,  wenn  die  Achsen 
mehrerer  Räder  säramtlich  in  einer  Ebene  und  in  einem  und  demselben 
Gliedc  a,  liegen.  Sind  dann  die  Räder  durch  <yj03...ö„  bezeichnet,  so 
liegen  die  «  —  1  Pole  12,  13,  14...  1«  stets  auf  einer  Geraden  und  nach 
7)  befindet  sich  auch  der  Pol  der  Bewegung  von  je  zweien  dieser  Räder 
auf  besagter  Geraden.  Meistens  ist  dann  der  Pol  im  Berilhningspunkt  der 
Radprofile  gelogen,  wie  bei  den  in  Fig.  8  dargestellten  Reibrädern  öjffja,, 
deren  Achsen  in  der  Ebene  der  Figur  durch  die  Pole  12,  13,  14  vertreten 
sind.  Es  ist  dann  bei  der  Fesstellung  der  Constanteniahl  gleichgiltig,  ob 
man  alle  gegebenen  Pole,  nämlich  12,  23,  13,  34  14  des  geradlinigen 
Zuges  zählt,  und  diesen  mit  5  -f-  4  -  1  =  8  Constanten  in  Rechnung  zieht  — , 
oder   ob   man   nur   die   drei   Achsenpnnkte   mit  3.2  =  6  Coustanten    zählt. 
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•  In  einfachster  Weise  zeigt  dieses  Verhalten  das  Gallowaj'Bche  Getriebe, 
ein  Gtiederviereok  mit  zwei  Paaren  gleicher  benachbarter  Seiten,  »ofem  die  Ge- 
lenkpunk nngleiche  Seiten  verbinden,  aich  decken. 


Von  Prof.  Dr.  Boobnbero. 


237 


und  von  den  beiden  andern  nur  die  Normalstrablen  23,  34  mit  je  einer 
Cünstanten  berücksichtigt,  was  ebenfalls  die  Gesammtzabl  von  2.3  +  2  =  8 
Constanten  ergiebt.  Der  Einwand,  dass  die  Normalstrahlen  hier  nicht  za 
zählen  seien,  weil  sie,  als  mit  dem  Träger  des  Zages  vereinigt  liegend, 
auf  diesem  keinen  Pol  verzeichnen  könnten,  wird  hinffillig  durch  die  Er- 
wägung, dass  in  Folge  besonderer  Eigenthtlmlichkeiten  (Reibung,  Zähne) 
die  Profilcurven  gezwungen  sind,  auf  einander  ku  rollen.  Sähe  man  von 
diesen  Besonderheiten  ab,  so  zlibltea  die  Normalstrahlen  iu  der  That  nicht, 
jedes  Rad  könnte  sieb  unabhängig  von  den  beiden  übrigen  bewegen,  eine 
Annahme,  die  gänzlich  unzulässig  wäre. 

Die  Kette  ist  nun  zwangläufig,  wenn  ihre  Polconfigura- 
tiou  bestimmt  ist,  und  wir  haben  daher  aus  lUa)  das  folgende  Kriterium: 

11)  Eine  n-gliedrige  kinematische  Kette  enthalte  p  nicht 
zwangläufige  höhere  Elementenpaare,  Pi  t-fache  Gelenke  und 
Ricbtpaare;  die  Richtpaare  bilden  insbesondere  (auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden)  fc  Polzüge  von  »>  Polen  und  s*  Syste- 
men, wobei  jedes  t-fache  Bicbtpaar  für  «—1  Pole  zu  zählen 
ist.     Dje  Kette  ist  dann  zwangläufig,  wenn 

p  +  2^  P,  ('■  -  1)  -2*  (*■*•-  "'^  +  I)  =  3n  -  4 
St  — 1  <f><2s*  — 3, 
und    der   Werth    des    für    beliebige    «'  der   Glieder    gebildeten 
Ausdrucks  linker  Hand  in  obiger  Gleichung  <  3n'— 4  ist.* 

Das  Eintreten  von  Todtlagen  ist  bereits  im  vorigen  Paragraphen 
erörtert.  Giebt  andererseits  das  Auftreten  eines  punktuellen  oder  gerad- 
linigen Polzugä  während  der  Bewegung  zu  einer  Verminderung  der  Con- 
stantenzahl  Veranlassung,  so  ist  in  einem  solchen  Augenblick  die  Kette 
nicht  zwangläu6g,  die  3  «  —  4  Normalstrablen,  denen  die  gegebenen  Ele- 
ment« Bquivaleut  sind,  gehören  dann  einer  F"  im.     (Vergl.  S.  231,  Fig.  5.) 

•  Herr  Grübler  gelangt  a.  a.  O.  S.  221,  Gl.  13)  lu  einer  der  obigen  ganz 
ähnlichen  Bedingungsgleichuug,  in  der  sich  statt  der  Sk(n—Sk-1-i)  eine  Zuhl  y, 
diejenige  der  von  einander  unabhängigen  Olcitvielseite,  befindet.  Die  Bestimmung 
von  y  wird  an  einigen  Beispielen  mit  Uilfe  eines  geometriscben  Verfahrens  erläu- 
tert. An  Stelle  der  obigen  Ungleicbmigen  treten  die  Forderungen:  „1.  Das»  iu 
den  Ketten  keine  geschlossenen  Gliedergrnppen  mit  einem  Gelenke  auftreten  und 
2.  die  binären,  nur  l'riemeneleniente  (Richtete oicnte  nach  der  oben  benutzten  Be- 
zeichnung) enthalteudcn  Glieder  keiuo  Gleitlinie  auBschlieBalicli  gemein  haben." 
Eine  geschlossene  Gliedergruppe  a,a,aa...Om  iat  vorhanden,  wenn  o,  mit  a,,  e, 
mit  03...,  o~  -I  mit  o„  ,  c«  mit  0,  direct  durch  Gelenke  oder  Uichtpaore  12,  23. ..ml 
verbunden  sind.  Sind  nun  12,  23,  34.  .m-1  m  Richtpaiire,  ist  ml  das  einzige 
Gelenk,  so  wird  der  ersten  Forderung  nicht  genügt.  Nach  den  Ergebnissen  der 
vorliegenden  Untersuchung  bilden  12,  23,...  m— 1  m  einen  geradlinigen  bleibenden 
Zug  von  OT— 1  Polen  und  m  Systemen,  und  der  Pol  ml  milsste  entgegen  dpr  An- 
nahme auf  dem  Träger  des  Zuges,  der  unendlich  fernen  Geraden  liegen.    Aul'«,«„ 


238  Ein  Beitrag  zur  System.  Behandlung  der  ebenen  Bewegung  starrer  Systeme. 


Wie  in  diesem  Falle  gewisse  ansgezeicbnete  Pole  bestimmt  werden  können, 
soll  später  gezeigt  werden. 

Hier  ist  auch  der  Ort,  zu  zeigen,  wie  sieb  MUl  1er- Breslaus  Figur  1^ 
bei  Sonderlageu  der  Kette  verhält.* 

Folgende  drei  Fälle  sind  zu  unterscheiden: 

1,  Alle  Punkte  von  F'  sind  im  Endlichen  gelegen,  und  keine  zwei 
Gerade  ^,-^f' und  £(£/ (S.  228)  decken  sich.  Dann  sind  alte  Pole  eindeutig 
bestimmt,  die  Annahme  AtAl']  BtBi  wtlrda  nar  auf  einen  unendlich  fernen 
Pol  fuhren. 

Ist  insbesondere  ein  Theil  f  von  i^' dem  ihm  entsprechen- 
den /"von  J"  ähnlich,  so  bilden  die  zugehörigen  Glieder  von  P 
eine  todte  Gruppe,  welcher  das  festgestellte  Glied  nicht  an- 
gehört, nnd  der  Aehnlichkeitspunkt  von  /"und  /'istder,  allen 
Gliedern  der  todten  Gruppe  gemeinschaftliche  Pol  in  Bezug 
auf  das  feste  Glied. 

2.  Neben  endlich  fernen  Ecken  von  F'  (unter  denen  jedenfalls  die  zu 
Gelenkpunkten  eines  Nachbargliedes  vom  festgestellten  gehörenden  Ecken 
sind,  dem  man  bebufs  Constrnction  von  F'  eine  beliebige  endliche  Ge- 
schwindigkeit ertheilte)  möge  JF*'  noch  unendlich  ferne  Ecken  aufweisen. 
Dann  treten  neben  endlichen  Geschwindigkeiten  unendlich  grosse  auf,  oder, 
da  es  nur  auf  Gescliwindigkeits-Verhältnisse  ankommt,  —  während  die 
Geschwindigkeit  etlicher  Glieder  unendlich  klein  ist,  bewegen  sich  andere 
mit  endlichen  Geschwindigkeiten.  Erstere  bilden  also  eine  todte  Gruppe, 
der  das  festgestellte  Glied  angehört;  die  Annahme  jeder  endlichen  Ge- 
schwindigkeit eines  dem  festgestellten  benachbarten  Gliedes  war  unzulässig, 


entfallen  demnach  drei  Constanten  und  diese  Systeme  verhalten  sich  daher 
duuurud  wie  ein  einziges.  —  Liege  andererseits  eine  secbsgliedrige  Eettu  c,  a,...a( 
vor  mit  den  Gelenken  12,  33,  34,  41  und  den  llichtpaaren  36,  66,  64;  so  sind 
Ol  uad  Cc  binäre  Glieder,  \relcbe  nur  ßichtpaare  enthalten  und  -welchen  überdies 
die  Gleitlinie  56  ausschliesslich  gemein  ist.  Dies  widerspricht  der  zweiten  Qrüb- 
ler'schea  Forderung.  Die  Gleichung  11)  ist  durch  7.2  =  3.6  —  4  erfflllt.  Nichts- 
destoweniger bilden  OiOsCjO^  eine  starre  Gruppe,  da  der  Pol  24  im  Endlichen 
gelegen  ist,  derselbe  aber  auch  dem  Polzuge  der  Richtpaare  angehören  mQsste 
und  somit  auf  e^ata^ai  8-)-l  =  9  statt  höchstens  3.4  —  4  =  8  Constanten  entfallea. 
Soweit  besteht  also  vollstilcdige  Uebereinatimmung  zwischen  den  auf  gänzlich  ver- 
schiedenen Wegen  gewonnenen  Resultaten.  Aber  es  können  auch  noch  in  anderer 
Weise  bleibende  todte  Gruppen  auftreten.  Z.  ü.  enthalte  eine  achtgliedrige 
Kette  0,  ...o,  die  Gelenke  17,  18,  68,  67  und  die  Richtpaarc  12,  23,  24,  .3.%  34,  46,  66. 
Sie  ist  zwangliiufig,  weil  2.11  — (7-6-)-l)=3.8  — 4.  Binäre,  nur  Kichtpaare  ent- 
haltende Glieder  treten  gar  nicht  auf,  aber  die  Glieder  0,070,10.  bilden  dennoch 
eine  bleibende  todte  Gruppe,  da  der  Pol  16  im  Kndlichen  liegt,  er  aber  anderer- 
seits sich  auf  dem  Träger  des  imendlich  fernen  Polzugea  der  Itichtpaare  beüoden 
miisste.     Auf  Ol 070« Oh  entfallen,  wie  im  vorigen  Beispiel,  neun  Constanten. 

Hicbtpivare  vorhanden  sind,  nmss  man  nach  S.  228  natürlich  erst  i^ 
b  Entwickelung  des  Textes  bezieht  sich  dann  auf  F''. 
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man  wird  vielmelir  die  Jetzt  gekennzeichnete  todte  Gruppe  als  ein  starres 
Sjatem  betrachten  und  dann  auf  eine  im  Endlichen  verlaufende  Figur  F' 
kommen  mtlssen. 

Als  wesentliches  Ergebniss  haben  wir  demnach  das  folgende: 

12)  Besitzt  die  Figur  F'  unendlich  ferne  Ecken,  so  ist  das 
Getriebe  in  einer  Todtlage,  und  nur  von  denjenigen  Gliedern 
ans,  deren  Knoten  solchen  Ecken  entsprechen,  kann  durch 
Wirken  einer  Kraft  Bewegung  eingeleitet  werden. 

3.  Mehrere  Linienpaare,  wie  AiA,',  Bißt  decken  sich.  Dann  ist  der 
Pol  des  Gliedes  Ot  in  Bezug  auf  das  festgestellte  unbestimmt,  sofern  nur 
die  Bewegung  während  eines  Zeitelementes  berücksichtigt  wird. 

Znr  Erledigung  des  Falles  3)  bedarf  es  der  Heranziehung  der  Be- 
wegung jährend  eines  folgenden  Zeitelementes  oder  der  Krdmmnngseigen- 
Schäften,  zu  deren  Untersuchung  wir  uns  jetzt  wenden. 


§  5.  Die  Bewegung  von  n  Systemen  während  zweier  aufeinander 
folgender  Zeitelemente. 
Die  Polconfiguration  ist  ein  TollstUadiges  geometrisches  Bild  der  Re- 
lativbewegung, welche  n  Systeme  während  eines  Zeitelemcntes  vollziehen 
können.  In  Folgendem  soll  eine  Figur  angegeben  werden,  welche  mit  der- 
selben Vollständigkeit  die  Bewegung  während  zweier  auf  einander  folgender 
Zeitelemente  wiedergiebt.  Als  hierzu  geeignete  Elemente  bieten  sich  fUr 
je  zwei  Systeme  die  entsprechenden  Krllmmnngsmittelpunkte  von  Curven- 
paaren  dar,  welche  bei  der  Relativbewegung  jener  zwei  Systeme  im  Ver- 
hältnisse der  Envelopijen  zu  einander  stehen.  Die  Punkte  eines  solchen 
Paares  entsprechender  KrQmmungsmittelpunkte  werden  wii*  stets  durch  den- 
selben grossen  lateinischen  Buchstaben  bezeichnen,  dem  wir  die  System- 
zahl als  untern  Zeiger  anhängen.  Ä^Ä^,  ^i^^  wären  also  zwei  Paare 
der  Bewegung  von  o,  in  Bezug  auf  a^.  Die  bekanntlich  hierdurch  be- 
grflndete  quadratische  Verwandtschaft  bezeichnen  wir  durch  V*.  Sind  zu 
einem  Punkte  Ai  von  o,-  die  entsprechenden  AtiAiÄ„,  bez.  in  at,aiam  ge- 
geben, so  entsprechen  sich  natürlich  im  Allgemeinen  AkAt^m  nicht  unter 
einander,  und  es  bedarf  zur  einwurfsfreien  Bezeichnung  der  Angabe  der 
Verwandtschaft,  welche  durch  obere  Zeiger  bewirkt  werde,  so  dass  also  die 
letzten  Punkte  folgendermassen  zu  bezeichnen  wären :  ^l/*-  ''•  '"..^t'^-i/",  jd™'"". 
Die  oben  angehängten  Zeiger  deuten  also  nur  an ,  in  welcher  Weise  ein 
Punkt  augenblicklich  benutzt  wird,  und  werden  hin  und  wieder  fort- 
gelassen, sobald  keine  Unbestimmtheit  dadurch  entstehen  kann. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  drei  Punkte  dreier 
Systeme  ö^CtO/,  welche  sich  paarweise  in  jeder  der  Verwandt- 
schaften F'*,  F*',  F"  entsprechen  und  als  Tripel  entsprechen- 
der KrUmmungsmittelpunkte  bezeichnet  werden  sollen. 


Ein  Tripel  wäre  durch  /^,-  '*'",  y^i**»*',  i^/"-'*  oder,  wenn  überhaupt 
nar  die  Bewegung  der  Systeme  otatai  betrachtet  wird,  durch  AiAtAi  zu 
bezeichnen. 

Da  die  charakteristische  Eigenschaft  zweier  Punkte  jlt  Ak  dahin  aus- 
gesprochen werden  kann ,  dass  ihre  Entfernung  sich  während  zweier  auf 
einander  folgender  Zeitelemente  nur  um  eine  unendlich  kleine  Orfisse 
2"'  Ordnuug  lindert,  so  können  in  solchen  zwei  Punkten  die  Systeme  ff<öt 
gelenkig  durch  ein  neues  System  mit  einander  verbunden  werden,  ohne 
dass  die  Relativbewegung  während  jener  beiden  Zeitelemente  dadurch  irgend- 
wie beeinflusst  würde.  Sind  insbesondere  3 « —  4  solcher  Paare  von 
KrUmmungsmittelpunkten  der  Relativbewegung  von  n  Systemen  gegeben, 
und  gehören  höchstens  3s  —  4  Paare  beliebigen  s  jener  Systeme  an,  so 
ei'balt  man  nach  S.  222  eine  zwaugläufige  kinematische  Kette,  sobald  nur 
jedes  System  zwei  Gelonkpunkte  aufweist  und  eine  Sonderlage,  welche  eine 
augenblickliche  Unbestimmtheit  der  Poleonfiguration  bedingen  würde,  ist 
nicht  vorhanden,  sobald  nur  die  3fl— 4  Normalstrahlen,  auf  welchen  die 
Paare  liegen,  keiner  F"  angehören,  Da  diese  Kette  die  Bewegung  der 
n  Systeme  momentan  vollständig  wiedergiebt,  so  können  wir  sagen: 

13)  Die  Bewegung  von  n  starren  Systemen  während  zweier 
aufeinander  folgender  Zoitelemente  ist  durch  Angabe  von 
3«  — 4  Paaren  entsprechender  Krümm ungsmittelp unkte  be- 
stimmt, sofern  5  beliebigen  Systemen  höchstens  3s  — 4  dieser 
Paare  angehören,  jedes  System  mindestens  zwei  von  einander 
getrennte  Punkte  aufweist,  und  d  ie  Nortnalstrah  len  der  Paare 
keiner  T"  angehören. 

Ein  Tripel  verhalt  sich  hiernach  genan  wie  ein  Gliederdreieck;  d.  h. 
das  Tripel  ist  während  beider  Zeitelemente  starr,  wenn  die  Punkte  nicht 
in  gerader  Linie  liegen,  —  oder  es  ist  nur  während  eines  Zeitelementes 
starr,  und  kann  während  des  andern  eine  unendlich  kleine  Bewegung  voll- 
ziehen, wenn  die  Tripelpunkte  auf  einer  Geraden  liegen,  das  Tripel  ein 
..geradliniges"  ist.  Natürlich  kann  sich  ein  geradliniges  Tripel  auch 
während  mehrerer  Zeiteleraeute  selbst  dauernd  starr  verhalten ,  aber  es 
liegt  hierzu  keine  zwingende  Nothwendigkeit  vor.  Der  grossen  Tragweite 
wegen,  welche  das  soeben  Erkannte  für  spätere  Entwickelungen  besitzt, 
fassen  wir  das  Ergebniss  noch  einmal  zusammen: 

14)  Die  Punkte  eines  Tripels  kann  man  während  zweier, 
aufeinander  folgender  Zeitelemente  als  einem  einzigen  starren 
Systeme  angehörend  betrachten,  wenn  die  Punkte  ein  Drei- 
eck mit  Winkeln  von  endlicher  Grösse  bilden.  Für  ein 
geradliniges  Tripel  ist  diese  Annahme  im  Allgemeinen  nur 
fOr  ein  Zeitclement  zulässig. 

Geradlinige  Tripel  sind  deshalb  besonders  beachtenswerth,  weil  sie 
r*  'orhanden  sind.     Es  gilt  nämlich  der  folgende  Satz:  
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15)  Bewegen  sich  drei  starre  Systeme  beliebig  in  einer 
Ebene,  so  giebt  es  im  Allgemeinen  auf  der  Verbindungslinie 
ihrer  Pole  ein  einziges  Tripel;  die  Punkte  desselben  bilden  mit 


den  Polen   sechs  Punkte    in  Involutioi 


ist  de 


Pole 


Ton  je  zweien  der  Systeme  der  Tripelpunkt  des  dritten  zu- 
geordnet. 

Der  Beweis  zerfUllt  in  zwei  Theilß:  1.  wird  gezeigt,  dass,  wenn  es 
Überhaupt  ein  Tripel  giebt,  dieses  jedenfalls  die  im  Satze  angegebene  Lage 
besitzt,  und  2.  wird  aus  der  Eigenschaft  dieser  Lage  eine  stets  mögliche 
eindeutige  Construction  des  Tripels  abgeleitet,  womit  dann  sein  Vorhanden- 
sein nachgewiesen  ist. 

Seien  in  allgemeinster  Weise  F,,  und  F,^  durch  je  zwei  Paare*  ge- 
geben und  sei  von  F,j  ein  Paar  bekannt;  dann  ist  nach  13)  die  Be- 
wegung während  zweier  Zeitelemente,  d.  h.  auch  F'^  bekannt.  Anstatt 
diese  Elemente  sofort  zum  Beweise  zu  benutzen,  construiren  wir  zunächst 
zu  einem  Punkte  T,'*-"  der  Geraden  12,23  die  entsprechenden  T,'*,  T^ 
und  ziehen  dann  Fig.  9  (woselbst  die  oberen  Zeiger  fehlen)  die  fünf  Paare 
^,'*.^,'^  T^^^T^^*,  ßj^'^a",  rg^Tj",  C.'äCj», 

welche  genau  dasselbe,  wie  die  gegebenen  leisten,  heran.  Durch  gelenkige 
Verbindung  der  Punkte  jedes  der  Paare,  die  wir  in  Zukunft  immer  bewirkt 
denken,  entsteht,  wie  es  der  Fall  sein  muss,  eine  zwangläufige  Kette. 
Bilden  die  Punkte  r/^Tj"-",  T^^  nun  ein  Tripel,  so  muss  die  Kette  nach 
14)  auch  dann  noch  eine  unendlich  kleine  Bewegung  vollziehen  können, 
wenn  diese  drei  Punkte  in  einem  und  demselben  starren  Systeme  a^  liegend 
gedacht  werdfn.  Dann  sind  aber  T^T^T^  bez.  die  Pole  14,  24,  .34;  und 
nach  dem  schon  einmal  auf  S.  231  benutzten  Burmester'schen  Satze  sind 
14,  23;    34,  12;     24,  13  1 

Paare  einer  Involution,  womit  die  erste  Hälfte  des  Beweises  geführt  ist 
Gleichzeitig  folgt,  dass  die  Geraden  A^A^,  B^B^,  C3C,  ein  Dreieck  PQR 
bilden,  so  zwar,  dass  die  Verbindungslinien  der  Ecken  desselben  mit  den 
Tripelpunkten  sich  in  einem  Punkte  S  schneiden. 

um  nun  zweitens  zu  zeigen,  dass  das  Tripel  immer  vorhanden  ist,  seien  in 
Fig.  10  auf  der  Polgeraden  ausser  den  Polen  12,  23,  31  die  Paare  ^,'M,,'2, 
B^B^^  entweder  gegeben  oder  aus  den  gegebenen  BestimmungsstUcken 
von  F'-  F"  construirt.  Dann  bestimmt  man  das  Tripel  in  eindeutiger 
Weise  wie  folgt:  Man  ziehe  ein  Dreieck  PQR,  dessen  Seiten  FQ,  QR,  RP 
bez.  durch  12,  23,  31  gehen,  ziehe  femer  PAy,  QA^  und  schneide  die- 
selben mit  einander  in  D",,.  Ebenso  sei  U.;^^  der  Schnittpunkt  von  Q B^,  RB^. 
I         Dann  bestimmen  die  Geraden  t7,j  12  und  ü^  23  einen  Punkt  S  und  SP,  SQ,SR 

^M  *  Wenn  jetzt   und  in  Zukunft  kurz  von  „Paaren"  die  Rede   ist,  so  sind 

^K   immer  Paare  entsprecbender  Krümniungsmittelpunkte  gemeint.  , 

^^^  Zvitwhrift  r  MuthamaUk  u.  Phyiik  XXXVII,  4.  16  \1 
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treffen  die  Polgerade  in  den  geenchten  Tripelpnnklm  7,7,7,.  Dass  7,7, 
sich  in  F'*.  7,7,  sich  in  V*  entsprechen,  folgt  aas  bekannten  Con- 
stnictionen.  Dass  aber  7,7,7,  insbesondere  ein  Tripel  bilden,  erg^ebt  sich 
durch  Annahme  beliebiger  Paare  von  F>*r**r'>  aof  den  Seiten  PQ,  QB,RP, 
wodnrch  Fig.  9  entsteht.  Man  erhält  nun  stets  dasselbe  Tripel,  wie 
man  aach  PQB  wShlen  mag,  denn  die  Fignr,  welche  irgend  einer  anderen 
Annahme  P'(^R'  entspricht,  steht  zar  ersten  in  eentriscbo'  Collinear' 
Terwandtschaft  mit  der  Polgeraden  als  CoUineations- Achse,  und  das  sieh  er> 
gebende  Tripel  P*  ^  A*  moss  folglich  mit  dem  ersten  identiach  sein.  Damit 
ist  der  rollstindige  Beweis  Ton  15)  erbracht. 

Ist  nan  insbesondere  PQR  ein  Tripel,  nennen  wir  es  (Rg.  11)  A^A^A^ 
nad  nehmen  das  Tripel  auf  der  Polgeraden  7,7,7,  hinxa,  so  sind  die 
Geraden  512,  5  23,  531  die  Aronhold'schen  Coli inwtioa«- Achsen  der 
Tripelstzahlea  ./',/',.  jf^^n  '^r^,  in  Benig  aof  die  Polgerade.    Das  Imsst: 

16)  Bewegen  sieh  drei  starre  Systeme  in  einer  Ebene,  so 
gehen  die  Aronhold*3chen  Ccllineaticns-Achsen,  welche  den 
Strahlen  eines  Tripels,  dessen  Ecken  nicht  in  gerader  Linie 
liegen,  in  Bezag  anf  die  Polgerade  zogeordnet  sind,  durch 
einen  Punkt.  Kennt  man  daher  Tcn  den  drei  quadratischen 
Verwandtschaften  der  Systeme  zwei,  so  ist  auch  die  CoUi- 
neaticns-Achse  der  dritten  in  Beicg  anf  ein  StrahleDpaar,  be* 
stehend  aas  der  Pcigeradea  un  J  einem  Tripelstrahle,  bestimmt; 
auf  dem  Tripelstrahle  kennt  man  fiberdies  ein  Pnnktpaar, 
and  kann  daher  auch  die  dritte  Verwandtschaft  con^trairen.* 


*  Die  Süixe  15'  and  W  habe  ich  berc»  ia  its  Zeitcchrift  des  Haanorer 
»cL»  .\rciiitekTeB.  zri  Ingcniear-Tereii»,  Bi  .<ic.  Jjkiir^.  189K),  S.  IM  flg^  beviesea, 
aber  die  smi^fke^rte  Reihenfv>I$«  be<>b;ici:»t.  Nicait  man  das  Vorhaadeatein 
(ine*  zlet\  i:eraöÜBi$ea  Tripel*  an.  so  ergiect  «ch  leicht  die  bchai^tete  des 
seradllsi^es  asf  cer  Poigertdea.  Denn  iie  üb#qg«Ki^ct»eae  Kette  dcv  Fig.  11 
urr  daan,  asi  tzi  Itsu  tvei  a=f  cisa£dtr  fc^'.^ecie  cn«sd)ich  k'iciae  Pe»egungea 
aaff^Tea.  wera  -A.T.,  J^T,,  S,T,  c:r;i  fiofz  r.:&kt  5  gehen,  und  xvar  Ter- 
bul e:^  l«i  der  ercta  T.  T^  T,  wie  ü  «ttrret  Srtteni  •«.  deasen  Pol  in  Besag 
a=f  das  Dnieck  .4,  J,Jlr  der  Packt  >  »:.  Nach  TolieBdaag  diwer  Bewegung 
ttfi.Ji  iaxs.  noch  eise  xveiw  ia  Fo'd»  c<r  =:>glic£en  cneitdliA  kleüea  Belativ- 
hewe^^r^  r;-B  T.,!,.  1,1,,  T,T.  ü;r.j:.  X;a  gieci  e;  iwa;  ia  jedem  Angeoblick 
tii±t  gersd-^ige  Trlfti  ia  «zi'.i.-^er  Aauil.  da  aVr  die  CowtraetioD  eines 
»c-'jcbei  i=  A"g«=*izfn  sehr  «ciwierig  seia  d;rne,  »r  l^emShte  xii  mich,  cinett 
T,-z  dieMe  G*^i.dfa  Tj'.lig  fwiess  ?#w*i*  fir  ^^  i::  iaiea.  üebrigeBS  ist  16)  in- 
iwixiüs  T^r  Eeirra  BsTri«*ier  Pr&gvr  lechaisk-be  BJktier  ISN.  Heft  S>,  15)  ia 
*l«ä«ller  Ftw-'.g  T^a  Hern  vir ü; '.er  vBiga'scije  Icd-Zcitaag  UM,  8.  Cl)  be- 
wienes  w^Mca.  B<£ie  Ari>f;:ea  &acb«s  roa  dexa  BcgriSe  der  i 
G«braa<&  aad  caU^al:«  nichtige  mKziKhe  BetiehcagCB.  Die 
Cc«rtnet:ca  des  Ti^icm  aaf  der  Polgcradea  aad  ihn  AmMsim«  mt  in  f*-"*-! 
ick   Hcna  Gräbler  im  Ctjitfiber  MW  mit.     (VimiJL  *^1 


Die  beiden  letzten  Sütie  ermöglicben  die  Bestimmnng  der  F'*  in  allen 
denkbaren  Fällen.  Drehen  sich  drei  Systeme  dauernd  um  die  Ecken  eines 
starren  Dreiecks,  so  ist  dieses  natürlich  stets  ein  Tripel  fttr  die  Relativ- 
bewegung der  drei  ersten  Systeme.  Kennt  man,  wie  dies  meistens  der 
Fall  ist,  zwei  der  Verwandtschaften,  so  liefert  der  Satz  16)  die  dritte. 
Wie  man  auch  sonst  zum  Ziel  gelangt,  ist  a.  a.  0.  an  einer  Reihe  von 
Beispielen  gezeigt  worden.  Enthält  hingegen  die  Rette  keine  starren  Drei- 
ecke, so  führt  der  Satz  15)  besser  zum  Ziel.  Man  I6st  insbesondere  unter 
Anwendung  der  auf  8.  241  und  242  gegebenen  Constniotion  die  Aufgabe: 

17)  Sind  (Fig.  12)  zur  Bestimmung  von  V'*V^T^'  dreier 
bewegter  Systeme  0,0^0^  zwei  der  Verwandtschaften  durch  je 
zwei  Paare  gegeben,  und  kennt  man  von  der  dritten  ein  Paar, 
so  snche  man  zur  Bestimmung  der  dritten  das  zweite  uoth- 
wendige  Paar. 

Es  m5gen  vorliegen: 

C.'äC,",  i),"i)ä'«,  £,»£3*»,  Fj^J",",  ß,"(?,". 
Man  bestimme  nach  der  Bobillier'schen  Constrnction  zwei  im  Uebrigen 
willkürlich  wählbare  Paare  y^,'».^,",  B^B^^  auf  der  Polgeraden,  dann 
weiter  nach  S.  241  und  242,  Fig.  10,  das  geradlinige  Tripel  T^T^Ti  und 
besitzt  damit  in  den  Punkten  T,  T^  ein  Paar  von  F**,  womit  diese  bestimmt  ist. 
Würde  G^Qj^  mit  der  Geraden  12,  23  susammenfallen ,  so  wäre  13 
unbestimmt  und  die  Construction  auf  dem  angegebenen  Wege  andorch- 
fUhrbar.     (Vergl.  S.  248,  Fig.  1.) 

Wir  ziehen  ans  den  abgeleiteten  Sätzen  noch  einige  Folgerungen, 
welche  sich  später  als  nützlich  erweisen  werden.  Zunächst  folgt  ans  der 
S.  241  und  242  Fig.  10  angegebenen  Construction: 

18)  Sind  für  die  Relativbewegung  dreier  Systeme  die  drei 
Pole  und  zwei  quadratische  Verwandtschaften  auf  der  Pol- 
geraden gegeben,  so  ist  auf  dieser  Geraden  auch  die  dritte 
Verwandtschaft  eindeutig  bestimmt. 

Aus  diesem  Satze  Siesst  dann  der  allgemeinere : 

19)  Ist  die  Polconfiguration  einer  Reihe  bewegter  Systeme 
«.öt(f/a„...  gegeben  und  kennt  man  7'*,  V";  F""*,  F"',  so  ist 
auch  F*'  construirbar.  

Denn  nach  18)  kann  man  auf  jeder  der  Polgeraden  ikl,  mkl  ein  Paar 
von   r*'  bestimmen. 

cbreiten    wir    nunmehr    zur   Betrachtung  der   Bewegung   von   «>3 

-   "halten  wir  als  Figur,  welche  diese  Bewegung  während  zweier 

er  Zeitelemente  darstellt,  die  Polconfiguration  mit  ihren 

raden,    sofern   anf  jeder  derselben  noch  das  gerad- 

ist.     Für  n  =  4  sind  diese  Tripel  noch  von  einander 
zwei  Punkte  jedes  Tripels  willkürlich  wählen,   und 

16* 


den  dritten  ala  sechsten  Involutionspunkt  construiren;  und  durch  die  2.4  =  8 
Paare,  welchen  die  gegebenen  Punkte  offenbar  ilq'ijvaleat  sind,  muas  aucb 
dem  Satze   13)  zufolge  die  Bewegung  bestimmt  sein. 

Bei  fünf  und  mehr  Syst-emen  hingegen  sind  die  Tripel  von  einander 
abhängig.  Am  einfachsten  leuchtet  dies  ein  durch  die  Erwägung,  dass 
durch  jeden  Pol  dann  mehr  als  zwei  Polgerade  hindurch  gehen,  und  je 
zwei  Paare  von  Krümmungsmittelpunkten  aus  Tripeln  zur  niimlichen  RoH- 
curven  -  Tangente  führen  müssen.  Im  Folgenden  wird  zwar  die  Construction 
besagter  Figur  in  übersichtlicher  Weise  aus  geeigneten  üestimmungs- 
stQcken  gezeigt,  aber  es  ist  mir  nicht  gelungen,  auf  einfache  Art  das  Ab- 

,   ,.  .      .     n(n  — l)(n  — 2)  ^      ,    .  .       , 

hSugigkeitsverhältniss  der  — ^ jr^ Involutionen  von  einander  aus- 
zudrucken,   wodurch    ein    wesentlicher    Fortschritt    begründet    sein    würde. 

Sei  noch  einmal  hervorgehoben:  Genau  so,  wie  die  Polconfigu- 
ration  ein  Bild  der  Relativbewegung  von  n  starren  Systemen 
während  eines  Zeitelementes  giebt,  wird  diese  Bewegung 
wUhrend  eines  weiteren  Zeitelementes  durch  HinzufUgung  des 
Tripels  auf  jeder  der  Polgeraden  dargestellt,  sobald  t»>3ist. 
Die  hierdurcli  definirte  Figur  möge  durch  tt'"  bezeichnet  sein. 

Es  ist  sehr  leicht,  eine  0"  allgemeinster  Natur  zu  construiren.  Man 
denke  hierzu  eine  Polconfignration  von  n  Systemen  gezeichnet,  und  bilde, 
wie  oben  angegeben,  <t)*  von  vier  Systemen  0, OjöjO^.  Sind  dann  T, T, 
zwei  sich  entsprechende  Punkte  von  F'*  der  Geraden  125,  so  kann  man 
den  sechsten  Involutionspunkt  7^  zu  12  und  den  Piinktpaaren  15,  2",,  25  T, 
als  Tripelpnnkt  des  Tripels  der  Bewegung  von  e^  (f,  ffj  wBhJen.  Ebenso 
schaffe  man  sich  die  Tripel  U^UgU^  auf  235  und  IJ^K, B5  auf  315.  Diese 
Annahmen  müssen  dann,  wie  eine  einfache  Constantenz&hlung  zeigt,  alle 
V*  der  fünf  Systeme  bestimmen.  Man  bat  bereits  von  F'*  die  beiden 
Paare  T^  T^  und  /i,  fi^  und  ebenso  von  F**  und  F^*  zwei  Paare.  Dann 
kann  man  aber  nach  Satz  19)  aus  V^*V^\  yuya  (o^gr  V^*V^^)  die 
noch  fehlende  F*'  construiren.  Nach  diesem  Verfahren  kann  man  ersichtlich 
in  derselben  Weise  von  einer  (J)"  — •  zu  einer  «J)"  gelangen. 

Aber  aucb  aus  Beatimmungsstücken,  welche  nicht  auf  Polgeraden 
gegeben  sind,  iSsst  sich  eine  übersichtliche  Bildungsweise  von  <P"  herleiten. 
Seien  z.  B.  gegeben  V^*  V^'^  V^* ...V"  durch  je  zwei  Paare,  von  jeder  der 
yrjyMyüyn-i,n  hingegen  kenne  man  nur  ein  Paar.  Diese  2(n  — l) 
-j-n— 2  =  3w  — 4  Paare  sind  von  einander  unabhängig,  genügen  den  An- 
forderungen von  13).  Die  zugehörige  Kette  ist  leicht  zu  zeichnen*),  und 
die  Figur  erscheint  überflüssig;  andererseits  darf  auch  die  Herstellung  der 
Polconflguration  als  erledigt  angesehen  werden,  da  sie  keine  nennenswerlhen 
Schwierigkeiten   bietet.     Mau   erhalt  nun  nach    18)   aus   V"V"  und   dem 

•)  Für  n  =  4  entsteht  Fig.  27  der  auf  S.  242  angeführten  Burmester'soben 
Arbeit,  v  'las  Ulied  7  beseitigt. 
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Pole  23  das  Tripel  T^T^T^  auf  der  Polgeraden  123,  und  damit  in  dem 
Paar  TjTj  das  zur  vollständigen  Bestimmung  von  V-^ ,  ausser  dem 
gegebenen,  noth wendige  Paar.  In  derselben  Weise  gewinnt  man  zu 
7'*7"...  V"-'<"  je  ein  zweites  Paar,  womit  diese  Verwandtschaften  voU- 
stfindig  bestimmt  sind.  Am  umstUndlichsten  wird  nun  jedenfalls  die  Be- 
stimmung von  F'^",  da  ffj  und  a„  gegenüber  irgend  zwei  andern  Gliedern 
am  meisten  Zwischenglieder  aufweisen.  Allmählich  fortschreitend,  erhalt 
man  nach  19)  aus 

yityii^  73J731  die  Verwandtschaft  7",  dann  ans 

VIS  VIS     V«  V«  V» 

'      '     >  '      '       II  II  '     >      II        •• 

■vilyl6    yit-ux  TT» 

'       '       1   '        '         n  »I  '      •       11         II 


endlich  ans 

7"  7'", 
Die  Gruppe 


yin 


ytt—y,  2  -p-n— 1,11 

yit  yi3  ]^M_,,  y\ « 
yn y«*...  y^n 

ermöglicht  dann    [wieder    nach    19)]    die    Bestimmung    der   beliebigen   7'* 
ans   V^'V^';   7"  7^». 

§  6.  Bestimmung  der   7'*  in  Todtlagen. 

Besondere  Ueherlegungen  werden  nothwendig,  wenn  eiuo  Kette  lodte 
Gruppen  enthält  and  die  Verwandtschaft  der  Krümmungsmittelpunkte  eines 
Systems  einer  solchen  Gruppe  in  Bezug  nnf  eines  der  Übrigen  Systeme 
bestimmt  werden  soll. 

Wir  betrachteu  zunächst  folgenden  einfachen  Fall: 

In  Fig.  13  bilden  die  Glieder  o^o^e^a^  ein  Gelenkviereck,  in  welchem 
P  und  Ay  (letzteren  als  Punkt  von  a^  betrachtet)  kein  Punktepaar  statio- 
nllrer  Entfernung  sind.  Für  das  Gliederpaar  a^  o^  ist  diese  Entfernung  hin- 
gegen stationär,  wenn  man  P  als  Hg  angehörend  betrachtet. 

Die  Kette  ist  demnach  (S.  2.S5)  in  einer  Todtlage  und  o.^<Sf^a^l3^  bilden 
eine  todte  Gruppe.  Die  drei  Systeme  Oia^a.^  drehen  sich  um  das  starre 
Dreieck  A^Ä^A^,  man  kennt  7*^  und  7'^  und  würde  im  Allgemeinen  nach 
Satz  16)  7"  findeu.  Im  vorliegenden  Falle  liegt  jedoch  der  Pol  13  in  A^ 
und  A^A.^  ist  daher  die  Rollcurventangente  /,j  der  Bewegung  von  ö,  in 
Bezug  auf  0,.  Ans  demselben  Grunde  ist  die  zweite  durch  A^  gehende 
Dreiecksseite  die  Tangente  ^,2.  Folglich  liegen  die  beiden  durch  12  bez. 
13  gehenden  Collineations -Achsen  des  Satzes  16)  vereinigt  mit  der  Pol- 
geraden, und  der  Schnittpunkt  aller  'drei  ist  der  Pol  23,  d.  h.  der  Inhalt 
des  Satzes  wird  illusorisch.  Man  erhält  jedoch  auch  in  diesem 
Falle  noch  ein  Paar  zur  Bestimmung  von  7'^  durch  die  Be- 
merkung, dass  die  im  Pole  23  sich  deckenden  Punkte  von  9^ 
und  (Tj  dort  während  zweier  aufeinander  folgender  Zeit- 
elemeute  vereinigt  bleiben.     Verhält   sich   doch   während   einer 


endlich  kleinen  Bewegung  der  Kette  die  todte  Gruppe  wie  ein  starres 
System  und  es  tritt  also  erst  während  des  zweiten  Zeitelumentes  eine 
Relativbewegung  von  a^  gegen  o,  ein.  Es  ist  demnach  gestattet,  a^ 
und  a^  im  Pole  durch  ein  Gelenk  verbunden  zu  denken ,  auch  wenn  es  sich 
um  zwei  auf  einander  folgende  Bewegungen  bandelt.  Coustruirt  man  dem- 
nach zu  23  als  Punkt  C^^"  den  entsprechenden  C^",  so  entsprechen  sich 
diese  beiden  Punkte  auch  als  Cj^^C^^'\  und  dies  Paar  bestimmt,  da  t,^  be- 
kannt,   y^.      Die  übrigen   F'*  sind  dann  leicht  zu  bestimmen. 

Wir  geben  der  Wichtigkeit  dieser  besonderen  Beziehung  wegen  dem 
Ergebnisse  die  folgende  allgemeine  Fassung: 

20)  Zwei  beliebige  Glieder  <r,(j*  einer  todton  Gruppe  kann 
man  in  ihrem  Pole  ik  durch  ein  Gelenk  verbunden  denken,  so- 
fern die  Untersuchung  sich  auf  hficbstens  zwei  aufeinander 
folgende  Zeitelemente  erstreckt.  Kennt  man  nun  V" ,  wo  at 
der  todten  Gruppe  nicht  augehOrt,  so  construire  man  zu  ih 
den  entsprechenden  Punkt  von  a/  in  F",  und  diese  beiden 
Punkte  entsprechen  sich  dann  auch  in    F*'. 

Eine  etwas  andere  Form  nimmt  dieser  Satz  an,  wenn  Nachbarglieder 
der  todten  Gruppe  und  der  übrigen  Glieder  in  Betracht  kommen. 

Zur  Erzielung  möglichster  Kürze  des  Ausdrucks  nennen  wir  die  Ge- 
lenkpunkte, in  denun  die  todte  Gruppe  den  übrigen  Gliedern  angeschlossen 
ist,  die  „Anschlusspunkte"  und  die  sie  enthaltenden  Glieder  die  „Anschluss- 
glieder".  Ist  dann  Op  ein  Anschlussglied,  das  nicht  der  todten  Gruppe  an- 
gehört, 30  sei  daran  erinnert,  dass  in  seinem  Anschlusspunkte  alle  Pole 
von  Gliedern  der  todten  Gruppe  in  Bezug  auf  a^  vereinigt  liegen.  Z.  B. 
liegen  im  Punkte  A,  oder  14  der  Figur  13  auch  die  Pole  12,   13,   16. 

Von  den  beiden  im  Gelenkpunkte  il  verbundenen  Gliedern  a,  und  at 
gehöre  o,-  der  todten  Gruppe,  ai  dieser  Gruppe  nicht  an.  F"  ist 
ausgeartet,  jedem  der  beiden  in  il  liegenden  Punkten  von  ai  und  ö/  ent- 
sprechen die  sttmmtlichen  Punkte  des  jedesmaligen  anderen  Systems  und 
umgekehrt,  —  jedem  beliebigen  Punkte  der  Ebene,  mag  man  ihn  zu  öi 
oder  <j/  rechnen,  entspricht  stets  der  Pol  iL 

Ist  nun  Oa  irgend  ein  System  der  todten  Gruppe,  so  entspricht  ins- 
besondere dem  Pole  ik,  wenn  man  ihn  in  at  liegend  denkt,  auch  il  in 
der  Verwandtschaft  F".  Mit  il  liegt  kl  vereinigt;  folglich  ist  das  nach 
20)  gewonnene  Punktpaar  von  F*'  der  Pol  kl  und  ein  ihm  entsprechender 
Punkt.  Dieser  letztere  liegt  aber  bekanntlich  auf  der  KoUcurven- Tan- 
gente tki. 

Satz  20)  nimmt  demnach  die  folgende  specielle  Form  an: 

20  a)  Sind  0,0^  zwei  im  Gelenk  punkte  il  mit  einander  ver- 
bundene Anschlussglieder,  und  gehört  ai  der  todten  Gruppe, 
Of  derselben  nicht  an;  ist  ferner  Ok  ein  beliebiges,  nicht  (»/ge- 
lenkig angeschlossenes  Glied  der  todten  G-ruppe,   so  liegt  der 
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Pol  Jcl  mit  il  vereinigt  und  die  Verbindungslinie  ik,  il  oder 
ik,  kl  ist  die  Rollcurven-Tangente  tu  der  Bewegung  von  j*  in 
Bezug  auf  a/. 

Diese  beiden  S&tze  erweisen  sieb  in  allen  verwickelten  Füllen  als  aus- 
reichend zur  Bestimmung  der  verscbiedencn  F'*.  Das  Auftreten  mehrerer 
lodten  Gruppen  braucht  nicht  besonders  untersucht  zu  werden,  da  die 
Satze  20)  and  2Ua)  unabhängig  davon  sind,  ob  diejenigen  Glieder,  welche 
einer  fisirten  todten  Gruppe  nicht  angehören,  ihrerseits  noch  solche  Gruppen 
aufweisen  oder  nicht.  Die  Gesammtheit  aller  dieser  Glieder  bezeicben  wir 
als  , bewegliche  Gruppe",  insofern  sie  in  Bezug  auf  die  todte  Gruppe, 
und  im  Allgemeinen  auch  unter  sich ,  Relativbewegungen  ausfuhren  können. 
Eine  Ausnahme  wäre  dann  nur  die  auf  S.  236  als  möglich  nachgewiesene 
Kette,  welche  sich  wie  ein  zweigliedriges  Gelenk  verhillt  und  die  uns  hier 
deshalb  nicht  iuteressirt. 

Wir  bescbrUuken  uns  auf  die  Behandlung  eines  Beispiels,  welcbefi  in 
gewisser  Hinsicht  allgemeine  Eigenschaften  zeigt.  In  der  durch  Fig.  14 
dargestellten  Todtlage  einer  Kette  ist  Gia^a^af  die  bewegliche  Gruppe  x, 
Oja„0,(r,,  die  todte  Gruppe  i,  wie  mau  nach  Construction  des  Poles  13  so- 
fort erkennt,  (Yergl.  S,  235,)  Es  kann  sich  hier  nur  um  die  Bestimmung 
der  Verwandtschaft  eines  Systemes  von  x  in  Bezug  auf  eins  von  il  handeln 
und  zwar  sind  folgende,  wesentlich  von  einander  verschiedene  Aufgaben 
müglich.     Gesucht  werde: 

a)  y"  eines  Änschlussgliedes  <s^  von  »  und  eines  nicht  gelenkig  mit 
ihm  verbundenen  Anschlussgliedes  07  von  A; 

b)  r"'  eines  Anschlussgliedes  Oj  von  x  und  eines  Nicht- Anschlass- 
gliedes  a^  von  A; 

c)  V"  eines  Nicht  -  Anscblussgliedes  04  von  k  und  eines  Anschluss- 
gliedes a^  von  A; 

d)  V*^  von  zwei  Nicht- Anschlussgliedern. 
Lösung  von: 

a)  Man  bestimme  in  F'^  zu  /4,  als  o'j  angehörend  betrachtet,  den 
entsprechenden  Punkt  in  «, ,  Diese  Punkte  bilden  danu  auch  ein  Paar 
von  7".  Nach  20a)  ist  die  Gerade  15,  57  oder  17,  57  die  Rollcurven- 
Tangente  <,j  und  damit  hat  man  die  zur  Bestimmung  von  F"  notbwea- 
digen  Stücke  gewonnen. 

b)  Man  bestimme,  wie  soeben  gezeigt,  F''';  darauf  zum  Pole  t'7,  als 
Punkt  von  0,  betrachtet,  den  ihm  in  F"  entfprechendeu  von  0,  und  hat 
damit  nach  20)  ein  Paar  von  F'*.  Andererseits  ist  nach  20a)  die  Ge- 
rade 15,  56  die  Tangente  <,ß,  womit   F'*"  bestimmt  ist. 

c)  Ä  und  B  bilden  ein  Paar  von  F".  *  Ist  dann  nach  a)  F"  be- 
stimmt,   so   kauu   man   zu  C,   als  Punkt   von   öi   betrachtet,    den  ihm  ent- 

•  Im  Allgemeinen  wdrde  man  zum  Anschlusspunktc  von  a,  erst  den  ihm  ent- 
■prechenden  von  01  in  V"  coaBtruiren  müssen.  j^ 
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sprechenden  in  F"  construircn,  und  diese  Punkte  bilden  auch  ein  Paar 
von  F*',  d.  h.  man  besitzt  deren  zwei,  wie  zur  Bestimmung  von  F*' 
notbwendig  ist. 

d)  Man  construire  nach  c)  V"  und  V*^,  nBmlich  die  Verwaudtscbaften 
des  gegebenen  Gliedes  von  k  in  Bezug  auf  zwei  Anschlussglieder  von  l, 
weicht!  ver8chie<1enen  Aiiscblusspunkten  angehören.  Man  bestimme  ferner 
die  Pole  dieser  beiden  Glieder  in  Bezug  auf  das  gegebene  von  X,  also  die 
Punkte  67,  65.  Der  Punkt  67 ,  als  <jj  angehörig  betrachtet,  und  der  ihm 
in  r"  entsprechende  Punkt  bilden  dann  nach  20)  ein  Paar  von  F**,  und 
ebenso  65  uud  der  ihm  in  V*^  eutsprechende  das  nothwendige  zweite  Paar 
von   l'*\ 
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§  7.   Mehrdeutig  bestimmte  Pole.     VerzweigangBlagen. 

Sind  3m— 4  Normaistrahlen  einer  l'"  gegeben,  so  sind  ihnen  un 
endlich  viele  Polconfigurationen  einbeschrcibbar ,  und  die  Bewegung  während 
des  einen  Zeitelemeutes  ist  unbestimmt.  In  diesem  Falle  giebt  es,  sofern 
die  n  Systeme  einer  zwanglUufigen  Kette  angehören ,  fUr  je  zwei  etlicher 
Systeme  eine  endliche  Anzahl  von  Polen,  um  welche  insbesondere  zwei 
consccutive  Bewegungen  stattfinden.  Jeder  Systempunkt  eines  der  beiden 
Systeme  beschreibt  dann  im  anderen  eine  Curve  mit  vielfachem  Punkte  und 
die  Normalen  der  einzelneu  Zweige  dieses  Punktes  sind  nach  jenen  aus- 
gezeichneten Polen  gerichtet  Eine  solche  „Verzweigungslage*  der 
Kette  tritt  also  ein,  wenn  die  3n  — 4  Paare  entsprechender 
Krümmungsmittelpunkte,  welche  nach  13)  die  0"  bestimmen, 
auf  3n  — 4  Normaistrahlen  einer  F"  liegen. 

Dann  kann  fUr  eine  unendlich  kleine  Bewegung  zweier  Glieder  at 
nnd  ak  der  Pol  ih  auf  ik  willkürlich  gewählt  werden  und  die  Bestimmung 
der  besonderen  Pole  erfordert  die  Lleranziehnag  der  V'^,  wie  sich  zeigen 
wird. 

Die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe  scheint  mit  bedeutenden  Schwierig- 
keiten verknüpft  zu  sein,  mir  ist  sie  nur  für  h  =  3  gelungen.* 

Seien,  genau  wie  in  der  Aufgabe  17)  Fig.  12,  zur  Bestimmung  der 
Bewegung  von  aidgCa  die  Paare 

C,>«C7,'»,  D,"D,",  £,"£3*^  F«F^>\  G»G» 

gegeben,  von  denen  aber  (Fig.  1)  Q^^'G.^^^  auf  der  Polgeraden  123   liege. 

12,  23  bestimmt, 
Man  construire,  wie 


i 

i 


Dann  ist  13  nicht  als  Schnitt  der  Geraden  G^^'^G^^'-^  mit 
die  fünf  Normalen  gehören  nach  S.  235  einer  1'^  an. 


•  Für  n  =  2,  dem  durchschlagenden  Kurbelgetriebe,  gab  Aronhold  die 
Lösung  in  den  Verbandlungen  des  Vereius  zur  Beförderung  des  QewcrbeQeisaes  in 
Preu£8eo  1872,  Bd.  61,  S.  140.  Sind  A^At,  B,B,  die  gegebenen  Paare  einer  Ge- 
rarlpn.  so  giebt  es  zwei  Pole  12o,  12^,  die  Uoppel))nukte  der  Involution ^i  B,.  B,  At. 


in  17),  zunächst  auf  der  Polgerftden  die  Paare  il,'*ilj'*,  JJj^'Bj"  und  hat 
damit  auf  dieser  Geraden  die  folgenden  Elemente: 

12,  23,  .4,'M,",  5."B3»,  <?.'»ff3». 

Innerhalb  dieses  linearen  Gebietes  wähle  man  den  Punkt  X,"'^  be- 
liebig und  bestimme  X,",  X^^.  Ist  nun  X^X^X^  ein  Tripel,  so  ist  der 
Pol  13  alü  sechster  Punkt  der  durch  X^  12,  X,  23,  X^  gegebenen  Involution 
bestimmt.  Man  nenne  diesen,  im  Allgemeiuen  falschen  Pol,  13*  und  con- 
Btroire  aus  13*,  Gi'^G^'^  zu  Xj  den  entsprechenden  Punkt  X,'**.  Nur 
wenn  X^'  mit  X,  zusammen Qele,  wäre  die  Annahme,  dass  X, X^X,  ein 
Tripel  sei,  richtig.  Tbatsüchlich  hingegen  beschreiben  bei  veränderlichem 
X}  die  Punkte  X, X,*  projective  Reihen,  da  ihre  gegenseitige  Zuordnung 
eindeutig  ist,  und  die  Doppelpunkte  dieser  Reihen,  T^''T^ß  sind  Tripei- 
punkte  zweier  Tripel  T^aT/'T^»,  Ti^T/T/;  ihnen  sind  dann  schliesslich 
die  beiden  Pole  13«  13^^  in  eindeutiger  Weise  zugeordnet.  Dieselben  können 
reell  oder  imaginär  getrennt,  oder  reell  vereinigt  sein. 

Die  soeben  erledigte  Aufgabe  lässt  sich  dahin  verallgemeinern,  dass 
an  Stelle  der  Gelenkvierecke  mit  den  Gegengliedorn  (T, ffj,  0^03  allgemeine 
zwangläufige  Retten  treten,  die  sich  natürlich  nicht  in  Verzweigungslagen 
befinden  dürfen.  Man  kann  dann  genau  wie  oben  die  bisher  offene,  nicht 
zwangläufige  Verbindung  durch  dos  Glied  (?|  63' zwangläufig  schliessen,  und 
erhält  eine  Verzweigungslage,  wenn  öjöj  auf  der  Polgeraden  123  liegen, 
sofern  wieder  in  a,  und  a^  das  Glied  G^  G^  angeschlossen  ist. 

Besonders  hervorgehoben  zu  werden  verdient,  dass  durch  obige  Ent- 
wickelung  nur  F'^  auf  der  Polgeraden  bestimmt  ist,  da  man  ausserhalb 
dieser  Geraden  gar  kein  Paar  von  f"  kennt.  Dass  andererseits  die  Ge- 
lenkkette aber  zwangläufig  ist,  liegt  in  dem  umstände  begründet,  dass  die 
durch  Gelenkpunkte  gegebenen  Paare  nicht  nur  während  zweier  auf  einander 
folgender  Zeilelemente,  sondern  während  des  ganzen  Verlaufes  der  Be- 
wegung constaute  Entfernung  von  einander  behalten.  Wie  nun  die  Pol- 
bestimmung schon  die  Betrachtung  von  drei  auf  einander  folgenden  Lagen 
der  Kette  nothwendig  macht,  so  würde  die  Bestimmung  aller  F'*  noch 
die  Heranziehung  einer  vierten  nothwendig  machen.  Beim  durchschlagenden 
Kurbelgetriebe  stehen  der  Symmetrie  der  Figur  wegen  in  der  Verzweigungs- 
lage  die  Tangenten  in  den  zweideutig  bestimmten  Polen  senkrecht  zur  Ge- 
raden, welche  die  vier  Gelenkpunkte  enthält,  und  daher  sind  in  diesem 
besonderen  Falle  die  quadratischen  Verwandtschaften  ohne  weitere  Hilfs- 
mittel zu  bestimmen.  Auf  andere  einfache  Fälle  der  Art  werden  wir 
später  kommen.* 

•  Vergl.  auch  die  Figur  14  meiner  Arbeit  a.  a,  0.  Ich  bemerke,  dass  der 
Schluas  jener  Arbeit  sich  nur  anf  dieae  Figur  bezieht,  nnd  die  V'<*  nur  dann  be- 
stimmt sind,  wenn  die  Punkte  jedes  Paares  .bleibende  Gelenke  sind  oder  min- 
destens  in  drei  aufeinander  folgenden  Zcitelementeu  stationäre  Entfernung  haben, 
wac  dort  nicht  mit  der  nOthigen  Schärfe  hervorgehoben  ist 
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Die   Schwierigiteit,     welche  die   Polconstruction   der   allgemeinen   Ver-, 
zweigungglage  fUr  t>I>3  bietet,  ist  wesentlich  iu  dem  umstände  begründet, 
dass  auch  nicht  eine  einzige  quadratische  Verwandtschaft  gegeben  ist,  von 
der   ausgehend    mau   geradlinige  Tripel   herleiten    könnte.     Die  Gliederzahl 

Ider  zugehörigen  Gelenkkette,  nämlich  n  +  (3n  —  4)  =  4  (h  —1)  wächst  mit 
zunehmenden  n  ja  auch  sehr  schnell,  ist  für  «  =  4  schon  12  (vergl.  Fig.  4), 
BD  dass  die  meistens  auftretenden  Getriebe  von  diesen  Sckwierigkeiten  un- 
berührt bleiben. 
Specielle  Verzweigungslagen,  wie  sie  bSufig  vorkommen,  und  welche 
der  Behandlung  verhältnissmässig  leicht  zugänglich  sind,  kann  man  sich 
folgendermassen  entstanden  denken:  Mau  nehme  eine  Rette  x,  das  Gelenk. 
Viereck  aia.^a^a^  in  Fig.  15,  und  bestimme  ein  Punktpaar  .4, ßj  stationärer 
Entfernung.  Ebenso  bestimme  man  in  einer  anderen  Kette  k,  dem  Glieder- 
viereck 567  8,  ein  Punktpaar  Ag^B^  ebenso  grosser  stationlirer  Ent- 
fernung und  schliesse,  wie  in  der  Figur  geschehen,  Ai  gelenkig  an  A^, 
B^  gelenkig  an  B^,  Die  neugebildete  Kette  befindet  sich  dann  in  einer 
Verzweigungslage,  weil  die  Folgernden  15,  57,  13,  37,  als  deren  Schnitt 
im  Allgemeinen  der  Pol  17  gefunden  wUrde,  sich  decken.  In  Folge  dessen 
■  ist  jeder  Pol  eines  Gliedes  von  x  in  Bezug  auf  eins  von  X  (mit  Ausnahme 
der  Anschlussiiunkte  15,  37)  in  der  neugebildeten  Kette  (xi)  unbestimmt 
oder,   besser  gesagt,    mehrdeutig  bestimmt.     Wir  construiren  nun,  behufs 

I    Ermittelung  von  17,  in   7*''  zu  .4j"  den  entsprechenden  iä,". 
Dieses    Punktpaar   darf  auch    als  jl,"J,"    bezeichnet   werden,  da  A^ 
und   A^    während    des   ganzen  Verlaufs    der    Bewegung    vereinigt    bleiben. 
Ebenso  construire  man  zu  B^^  den  entsprechenden  B^^  und  bedenke,  dass 
dieselben  ebenfalls  ein  Paar  £,"£/'  bilden. 

I  Diese   beiden  Paare  .4,"j4,",    B,"^,'''   bestimmen   aber  nach  Aron- 

hold's  Construction  die  gesuchten  Pole  17'' H''  als  Doppelpunkte  einer 
luvoliition,  von  der  ^iB-,,  .B, .^7  zwei  Ptinktpaare  sind.  Die  Ermittelung 
der  übrigen  Pole  geht  dann  linear  vor  sich,  man  erhält  zwei  Polconfigura- 
tionen.  Jeder  Punkt  eines  Systemes  von  x  beschreibt  in  einem  beliebigen 
System  von  k  einen  Doppelpunkt  seiner  Bahn. 

Scfaliesst  man  nun  in  derselben  Weise  eine  dritte  Kette  ji,  dos  Gelenk- 
viereck Oadxöxiöxii  in  Fig.  16,  an  k,  so  hat  die  Kette  (xAfi)  2' =  4  Pol- 
configurationeu. 

Der  Gang  des  Verfahrens  zur  Polbestimmung  ist  leicht  zn  tibersehen. 
(nnerhalb  (xA)  und  {kft)  dtlrfea  wir  alle  Pole  als  bestimmt  voraus- 
setzen; es  handelt  sich  also  nur  noch  um  Festlegung  eines  Poles  zweier 
Systeme,  von  denen  das  eine  x,  das  uudere  fi  angehört,  z.  B.  von  19. 
Gegeben  ist  69;  als  gefundene  Pole  sind  zu  betrachten  18«,  18Ö;  89i',  SO"". 
Bei  der  weiteren  Verwendung  dieser  Pole  ist  sehr  zu  beachten,  dass  nie 
zwei  Pole  aus  verschiedenen  der  Reihen  aß  oder  yd,  sondern  nur  aus 
-.    ad,    ßy,    ßä     benutzt     werden     dürfen,     denn     nur     die     Reihen 


der    letzten    Reihenpaare    sind    von    einander    unabhängig.     Folglich    sind 
die  Linien 

lÜ",  96;      la»,  96;      18«98i';      IS^^W;     WW;     'WW 
ContigurationsgeraJe  und  mau  findet,  mit  leicht  TerstSndlicher  Bezeichnung, 
als  Schuitlimnkt 


von 

16«.  96 

und  18«,  98y  den  Pol  19«/. 

fi 

16«  96 

,     18«  98»      „      „     19'"', 

n 

le^»  96 

,     18fl   981'      „      ,     19P^ 

n 

lütf  96 

„     18^  98«     „      „     lOP«». 

Die  n- malige  Wiederholung  des  angewendeten  Bildungsverfabreus 
würde  auf  eine  Kette  mit  2"~'  Polconfigurationen  führen,  welche  r1!q 
durch  wiederholte  Construction  der  Doppelpunkte  quadratischer  luTolutioueii, 
neben  linearen  Conatrnctionen ,  zu  bestimmen  wären. 

Wir  kehren  noch  einmal  zur  Fig.  15  zurück  und  setzen  insbesondero 
voraus,  doss  das  in  x  gewählte  Punktpaar  stationärer  Entfernung  ^^j^'a 
ein  Paar  entsprechender  KrUmmungsmittelpunkte  sei.  Dann  entsprechen  iu 
r"  dem  Punkte  A^  zwei  verschiedene  Punkte,  d.  h.  die  Involution  hat 
vereinigte  Dopi)elpunkte  17"  17^  in  J,.  Da  dieser  Fall  also  den  üeber- 
gang  zwischen  reellen  und  imaginären  Polconfigurationen  darstellt,  so  wird 
er  auch  geeignet  zur  Aufstellung  von  Kriterien  für  diese  beiden  Arten  sein. 
FUi'  ein  Punktpaur  stationärer  Entfernung  ist  diese  entweder  ein  Maximum 
oder  ein  Minimum,  und  nur  wenn  die  Punkte  ein  Paar  entiprecheudor 
KrUmmungsmittelpunkte  sind,  tritt  weder  das  Eine,  noch  das  Andere  ein, 
wenn  nicht  überdies  die  Punkte  Bahnen  mit  stationären  Krümmungskreisen 
beschreiben  u.  s.  w. ,  —  Sonderfälle,  die  wir  als  nicht  eintretend  voraus- 
setzen.    Wie  nun  eine  einfache  Ueberlegung  zeigt,  kann  man  sagen: 

Die  Pole  sind  nur  dann  reell  und  getrennt,  wenn  die  sta- 
tionäre Entfernung  der  Anschlusspunkte  in  jeder  der  Theil- 
ketten   x   und  i.  ein  Maximum,   oder   in  jeder  ein  Minimum  ist. 

Denn  nur  in  diesem  Falle  ist  endliche  Bewegung  möglich,  hingegen 
nur  eine  uaendlich  kleine  unbestimmte,  wenn  in  einer  Kette  die  Entfernung 
ein  Maximum,  in  der  andern  ein  Minimum  ist,  ein  Zeichen,  dass  die  be- 
sondern Pole,  um  welchen  die  zweite  Bewegung  erfolgen  kann,  imaginär  sind. 

Man  erhält  nun  das  gesuchte  Kriterium  fUr  die  verschiedenen  Charak- 
tere, welche  ein  Punktpaar  ^^^  £«  stationärer  Entfernung  hiernach  haben 
kann,  folgendermaassen :  Man  construire  zu  Bk  den  Punkt  jBj  und  denke 
ai  für  den  Augenblick  fest.  Dann  beschreibt  Bt  einen  unendlich  kleineu 
'Kreisbogen,  dessen  Mittelpunkt  ßi  ist.  Je  nachdem  also  £,- innerhalb  oder 
ausserhalb  der  Strecke  AiB/,  liegt,  wird  diese  Entfernung  abnehmen  oder 
wachsen,  d.  h.: 

Um  über  den  Charakter  eines  Puuktpaares  stationärer 
Entfernnng  zu  entscheiden,  construire  man  zu  einem  dieser 
Punkte    den    ihm    entspiechenden    KrQmmungsmittelpuukt,  je 


■  ftcbdem    dieser 


i  n  u  c  r  ii  a  1  b 


diese  ein 


auüäerbalb 
M  a  X  i  m  a  m 


— — -  der  gegebenen  Strecke  liegt,  ist 


Minimum 

Wir  gehen  jetzt  noch  einen  Schritt  weiter  und  nehmen  an,  dass  so 
wohl  in  X,  als  in  i,  die  Anschlusspunkte  entsprechende  KrQmmungsmittel- 
pnnkte  seien.  Dann  reduciren  sich  die  beiden  Punktpaare  der  Involntion 
auf  ein  einziges;  die  Involution  ist  also  unbestimmt  und  um  jeden  Punkt 
ihres  Trägers  sind  zwei  aufeinander  folgende  unendlich  kleine  Bewegungen 
von  a,  gegen  a^  möglich.  Zur  Bestimmung  derjenigen  Pole,  um  welche 
insbesondere  drei  solcher  Bewegungen  möglich  sind,  reicht  die  quadratische 
Verwandtschaft  nicht  mehr  aus.  Zieht  man  noch  in  Betracht,  dass  die 
oben  gestreiften  Besonderheiten  der  ErUmmungsmittelpunkte  auch  hier  ein- 
treten können,  so  leuchtet  ein,  daäs  zu  einer  einigermassen  abschliessenden 
Behandlung   selbst   dieses  einfachen  Falles  noch  ansserordentlich  viel  fehlt. 

Ganz  eigentbUnilich  verhalt  sieb  die  Kette  (kI)  der  Fig.  15,  wenn  in 
X  sowohl  als  in  i  die  beiden  Punkte  stationärer  Entfernung  sich  decken, 
oder,  was  dasselbe  ist,  diese  Entfernung  gleich  Null  ist.  Man  w&hle  dem- 
entsprechend in  X  />,  ^3  als  sich  deckend ,  und  desgleichen  in  X  J^  B^,  doch 
mögen  die  Pole  13,  57  von  der  Wahl  ausgeschlossen  sein.  Dann  liegen 
in  {»Ii)  die  Pole  15,  37  anf  einander.  Befinden  sich  nun  die  drei 
Punkte  57,  (15,  37),  13  nicht  in  gerader  Linie,  so  hat  man  die  auf  S.  236 
erörterte  Todtlage;  x  und  k  verhalten  sich  wie  starre  Systeme  so  lange, 
bis  die  erwiibnten  drei  Punkte  in  Folge  der  Relativbewegung  von  x  gegen  il 
um  den  Puskt  (15,  37)  in  eine  Gerade  rücken,  und  in  diesem  Augenblick 
tritt  die  Verzweignngslage  ein.  (15,  37)  ist  natürlich  jetzt  einer  der 
gesuchten  Pole,  etwa  17".  In  der  Tbat  ergiebt  sich  das  auch  aus  der 
allgemeinen  Entwickelung,  da  hier  J^B-,  vereinigt  liegen,  und  daher  dieser 
Punkt,  der  ein  Doppclpunkt  der  durch  yiiB-,,  B^A.,  gegebeneu  Involution 
ist.  Der  andere  Dopjielpunkt ,  d.  h.  der  Pol  17^,  ist  dann  der  von  17„ 
durch  iJjUnd  .^f,  harmonisch  getrennte  Punkt.  In  17^  findet  eigentliche  Berühr- 
ung der  im  Allgemeinen  dort  nicht  mit  einer  Singularit&t  behafteten  Roll- 
carven  von  öjöj  statt;  in  17"  hingegen  besitzen  diese  RoUourven  beide 
einen  isolirten  Punkt,  wie  ihn  jeder  Gelenkpmikt  darstellt.  Die  17"  zu- 
gewiesene Bewegung  Ittsst  x  und  A  so  lange  in  Starrheit  verharren,  bis 
nach  Drehung  um  180"  von  x  gegen  l  abermals  57,  (15,  37),  13  in  eine 
Gerade  rücken  und  dadurch  eine  andere  Ver/weigungslage  entsteht,  welche 
Relativbewegungen  innerhalb  x  und  k  zul&sst. 

Auf  den  Specialfall   des  Galloway 'sehen  Getriebes  wurde  schon  S.236 

in   einer  Note    hingewiesen.     Bekanntlich    besitzt   die    RoUcurve  jedes    der 

kürzern  Schenkel  im  Pole  17"  (sofern  wir  unsere  Bezeichnung  beibehalten) 

einen  Doppelpunkt  mit  reellen  Zweigen,  aber  diese  Tbatsache  widerspricht 

'egs    dem    oben    behaupteten    Auftreten    eines    isolirten    Punktes. 


1 
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Denn  die  Bertlbrang  der  Rollcarren  längs  eines  jener  reellen  Zweige  der 
SingularitUt  entspricht  eine  ganz  andere,  eine  im  Allgemeinen  nicbt  auf- 
tretende Todtlage,  in  der  die  kürzern  Schenkel  zwar  eine  Gerade  bilden, 
aber  einen  gestreckten  Winkel  mit  einander  einschliessen.* 

Eine  ganz  andere  Bildnngsvreise  von  Verr.weigangslagen  ist  diese: 
Man  wähle  in  einer  Kette  X  eine  Reihe  von  Punktpaareu  nicht  stationärer 
Entfernung  und  scbliesse  in  jedem  derselben  A  andere  Ketten  x,  fi,  v...  in 
Punktpaaren  stationSrer  Entfernung  der  letzten  Ketten  gelenkig  an.  Dann 
bildet  A  in  der  neuen  Kette  (Ax^v...)  eine  todte  Gruppe,  aber  die  Glieder 
jeder  der  Ketten  xftv...  können  nnendlich  kleine  Relativbewegnngen  voll- 
ziehen, so  zwar,  dass  während  eines  Zeitelementes  die  Bewegung  eines  Gliedes 
aus  irgend  einer  dieser  Ketten  in  Bezug  auf  ein  Glied  aus  einer  beliebigen 
andern  ganz  unbestimmt  ist.  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  erhellt 
auch  aus  der  früheren  Bildungsweise,  da  in  (xA)  jedes  Puuktpaar  der 
todten  Grui)pe  A  als  Punktpaar  stationlirer  Entfernung  aufzufassen  ist,  weil 
sich  während  eines  Zeitelementes  die  ganze  Gruppe  A  wie  ein  starres  System 
verhält.  Es  sind  also  die  Ketten  (xA)  und  n  wirklich  in  Punktpaareu 
stationärer  Entfernung  an  einander  geschlossen  und  dies  behält  Geltung  für  v... 

Die  Anzahl  der  Möglichkeiten,  welche  sich  binsicbtlieh  der  Bestim- 
mung mehrdeutiger  Pole  darbieten,  ist  hier  ausserordentlich  gross,  so  dass 
eine  erschöpfende  Behandlung  kaum  durchführbar  sein  möchte.  Wir  be- 
schränken uns  daher  auf  ein  Beispiel: 

In  Fig.  17  sei  A  das  Gelenkviereck  a^a^a^a^,  x  und  /t.  seien  bez.  die 
Gliederpaare  öiög,  <J,a, .  Dann  handelt  es  sich  um  die  Bestimmung  der  mehr- 
deutigen Pole  12,  28,  78,  71.  Zur  Bestimmung  von  12  etwa  ermittele 
man  zunächst  nach  dem  auf  S.  247  unter  b)  angegebenen  Verfahren  F"  V^; 
bestimme  dann  zum  Pole  2G,  indem  man  ihn  als  Punkt  ß^^''  betrachtet, 
den  entsprechenden  ß,'*".  Diese  Punkte  bilden  dann  auch  ein  Paar  ß,'*ß,'*. 
Ebenso  liefert  die  Bestimmung  des  zu  13,  oder  ^g^,  entsprechenden  A^*' 
ein  Paar  ///'/^j'*.  Die  Pole  12"  12^  sind  dann  wieder  die  Doppelpunkte 
der  Involution  ^^B^,  B^A^.  Die  Bestimmung  jedes  der  drei  anderen  Pole 
kann  genau  so  durchgeführt  werden,  wird  aber  besser  unter  Benutzung 
der  gefundenen  Pole  linear  vollzogen. 

Wir  beschliessen  unsere  Untersuchungen  mit  der  Darlegung  nachstehenden 
Falles,  in  welchem  nicht  allein  die  mehrdeutigen  Pole,  sondern  auch  die  mehr- 
deutigen quadratischen  Verwandtschaften  mit  unseren  Hilfsmitteln  bestimmt 
werden  können.  Liegen  alle  Gelenkpunkte  einer  Gelenkkette 
auf  einer  Geraden,  dann  ist  diese  Symmetrie-Achse  des  ganzen 
Gebildes,  und  die  Rollcurventangenten  stehen  daher  sämmtlich 
senkrecht  zu  jener  Geraden,  dem  „Träger  der  Oelenkpankte", 
wie  wir  sie  im  Anschlüsse  an  das  über  geradlinige  Polzüge  Gesagte  nennen 
wollen.    Die  auftretenden  Involutionen  schreiben  wir  wieder  wie  auf  S.  231, 


•  Vergl.  Barmester  „Kinematik"  Bd.  I,  §  130,  inabesondere  S.  309. 


haben  aber  jetzt  7.u  bedenken,  dass,  wenn  Pole  insbesondere  KrOmmungS' 
mittelpunkte  sind,  in  den  Doppelpunkten  der  Involation  mehrere  Pole  ver- 
einigt liegen.  Sind  z.  B.  bei  dem  darchschlagenden  Rarbelgetricbo  der  anf 
einander  folgenden  Glieder  <j,<rj<yjor^,  die  Gelenkpunkte  12,  23,  34,  41, 
sind  die  Pole  13,  24  vereinigt,  was  wir  durch  eine  Klammer  andeuten 
wollen,  und  zwar  erhlilt  man  [IS,  24]",  [13,  24]^  als  Doppelpunkte  der 
durch  die  Pnnktpaare  12,  34;  23,  14  bestimmten  Involution.  In  folge 
ihrer  besondern  Bedeutung  als  KrQmmungsmittelpnnkte  wird  auch  die  An- 
zahl der  Pole  kleiner  als  2n  — 3,  der  anf  S.  230  Satz  8  zur  Bestimmung 
der  Bewegung  von  n  Systemen  als  nothwendig  gefundenen  Zahl  sein.  Die 
wahre  Zahl  wird  sich  vielmehr  aus  den  allgemeinen  Zwanglaufbedingnngen 
der  Gelenkketten  ergeben,  da  nach  einer  geringen  Bewegung  die 
Verzweigungslage  beseitigt  ist.  Mau  kann  in  der  That  bqs  jeder 
Gelenkkette  eine  andere  ableiten,  deren  sSmmtliche  Gelenk- 
punkte momentan  in  einer  Geraden  liegen,  wenn  man  die 
gegebene  Kette  auf  einen  TrSger  projioirt,  und  die  Projee- 
tionen  der  Gelenkpuukte,  welche  einem  und  demselben  Gliede 
angehören,  auch  jetzt  starr  mit  einander  verbunden  denkt. 
Ist  die  ursprüngliche  Kette  zwanglUufig,  so  ist  es  auch  die 
abgeleitete,  denn  Glieder-  und  Gelenkzahlen  sind  Oberall  dieselben.  Der 
Dentlicbkeit  wegen  stellen  die  folgenden  Figuren  Ketten  dar,  deren  Gelenk- 
puukte nur  nUherungsweise  in  gerader  Linie  liegen,  die  Untersuchung  hingegen 
bezieht  sich  stets  auf  die  durch  Projection  abgeleitete  Yerzweignngslage. 
In  Fig.  18  sind  von  der  Involution 
J(1234)  gegeben  12,34;  23,41  u.  man  findet  [13,24]«,  [13,24]/' oder  kun  [13.24} 
vodJ(2.%6)  „  23, 56;  26,35  „  ,  „  [25,36jy,  [25.361'  „  ,  J25.86J 
Daraus  folgt  dann  in  linearer  Weise  aus: 

12,36>'.'';  13«i*,26;  23  die  Bestimmung  von  I6»r- a'- flr.  pi. 
Die  Bewegung  von  ö^  gegen  a^  ist  also  (wie  diejenige  von  a^  gegen  ffj)  vier- 
deutig.  Die  übrigen  Pole  ergeben  sich,  wie  16,  leicht  durch  lineare  Con- 
struction  sechster  luvolutionspunkte.  Fällt  12  auf  34,  35  auf  26,  so  ver- 
treten 12,  36)'  und  13"  26  nur  ein  einziges  Puuktpaar;  16  ist  ganz  oo- 
hestimmt.  o,a^,  öjöj,  050.  verhalten  sich  bez.  wie  drei  starre  Systeme  u,,, 
ff^,  a^,  welche  nur  durch  zwei  Gelenke  verbunden  sind,  wenn  man  0,,  um 
(12,  34,  13"),  Ojg  um  (26,  35,36r)  gegen  ff„  dreht.  Die  Kette  ist  also  nicht 
mehr  zwangläufig.  D.  h.  beim  Passiren  einer  Weohsellage  kans  die 
^_      Eigenschaft    der   Zwanglfinf igkeit  verloren  geben.*  _ 

^P  Auch  in  den  folgenden  Ketten  ist  nur  derjenige    Pol  bestimmt,  dessafl 

'  Ermittelung  die  grössten  Schwierigkeiten  bietet.  ■ 

*  Herr  Gnlbier  gelangt  a.  a.  0.  S.  192  zu  dem  en'  'S^^H 

Durch  Furtcctzang  des  im  Schluutatse  de«   $  3,  S.  33i'  ^^H 

gebenoo  Verfabiru»  kann  nmo  bich  solche  „/witterketten"  noch  all).'  ]^^H 

^^-      lientelinn,  indemmaiian(Kil)dieKette/u,andieieru.B.  w.schiiesBt.  Ülid "^I^^l 

^^^eioe  Zwitterkctto  allgemeinster  Natur  sei,  das  lasse  ich  vorläullg  daliingcatcULH 
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In  Fig.  19  bandle  es  sich  um  den  Pol  18, 

Man  erhält 

in  J  (12343  ans  12,34 
,  J(2356)  „  23,56 
„  J(1456)  „  14,56 
„  ,7(3578)     .    .%,78 


23,  14. ..[13,  24]".^ 
35, 26...  [25,  36])''' 
16.  45... [15,  46]». C 

58,37...[.S8,57]n''» 


und  bat  damit  alle  Pole  in  Bezug  auf  ff,  und  Cj. 

Nun  ist  nDtzlich  zu  bemerken,  dass,  wenn  die  Polgruppe  aller  Systeme 
in  Bezug  anf  zwei  derselben  vorliegt,  wie  hier  also 
31,  32,  34,  35,  36,  37,  38 
.51,  52,  54,  56,  57,  58; 

man  den  beliebigen  Pol  ik  in 

J'(35«ft)  aus  3i,  bk;     Sit,  5i;     35  linear  erhtllt.     (Vergl.  auch  S.  228.) 
Insbesondere  ergiebt  sich  in 

J(3518)  aus  13«-(*,58;  SS'-».  15'«;  35 
jeder  der  acht  Pole  18««' «'t.  «"'■•''f' '"''•/'''f- <***• /"f. 
Die  soeben  behandelte  Kette  kann  man  aus  einem  Glieder]iaar  0,  ff,,, 
durch  successiveu  Anschluss  der  weitern  Paare  a^a^,  0^0,1,  ö;ff^  aufbauen. 
Bei  allen  in  derartiger  Weise  hergestellten  Ketten  ist  die  Folbestimmung  ein- 
fach, da  man  stets  leicht  die  Pole  aller  Glieder  in  Bezug  auf  zwei  derselben 
erhält.  Wir  schliessen  der  vorigen  Kette,  um  dies  zu  zeigen,  gleich  zwei 
weitere  Gliederpaare  ffgffx,  ffiiffxii  an  (F'S-  20),  da  erst  bei  der  Glieder- 
zahl zwölf  eine  neue  üeberlegung  nolhwendig  wird.  Das  Glied  ff.  tritt 
hier  mit  jedem  der  übrigen  in  einem  Gelenkviereck  auf  und  man  erhält 
daher  alle  Pole  der  Form  5k. 

Bei  ffj,  fehlt  eine  derartige  Verbindung  mit  ffxii,  aber  es  liefern  direct: 

J-(.3578)  ans  35,  78 ;     58, 37 . . .  [38,  57^", 

J (8  XXI  XII)  aus  8  X,  XI  XII;     8  XI,  XX1I...|8  XII,  X  XIJ««, 

J(58  9X)  aus  59,  8  X;    58,  9X...[5X,  Sg]"-', 
und  dann  weiter  in 

J(38  9XI1)  aus  38^■^9X1I;     8XII»-P,39;     89«'*, 
die  acht  Pole  3  Xll'""-  ^'"•-  •'<"'•  '«>'■•  *•?', 
womit  alle  Pole  in  Bezug  auf  ffj  und  ff,  bekannt  sind.     Die  verwickeltste  Be- 
wegung gegen  einander  haben  ff,  und  ffxn-     W»r  bestimmen  zur  Gewinnung 
von  1  XII  in 

J  (5  XII  8  X)  aus  58,  XXII;  8  XIP-P.ÖX«-»;  8X...5XII«''»r''-"'-»», 
haben  weiter  bereits  gefanden  13»/*,  15'^.  Wie  man  sieht,  sind  die 
acht  Pole  3 XII  paarweise  den  vier  Polen  5X11  zugeordnet,  wahrend  die 
Polgruppen  13,  15  von  jenen  und  von  einander  unabhängig  sind.  Da  nun 
die  Construction  von  IXII  aus  den  jetzt  gefundenen  Polen  13,5X11 
15,3X11;  35  linear  vor  sich  geht,  erbiJlt  man  8.2.2=32  Pole  1  XII. 


1^56  Ein  Beitrag  zargystematischenlkhandlang  etcVonProf.  Dr.BoDEiiBBRa. 


Man  sieht,  wie  sich  hiernach  dnrch  Ansgaiig  Ton  zwei  mittteren 
Sliedem,  nach  beiden  Bichtnngen  bis  zn  den  Endgliedern  die  Pol- 
bestimmnng  darchf&hren  läset,  sofern  der  Anschlnss  Ton  Gliederpaaren  noch 
ireiter  fortgesetzt  wird. 

BezOglich  anderer  Ketten  der  Torliegenden  Classe  sei  bemerkt,  dass 
man  auch  dann  stets  die  Constmction  darchfDhren  kann,  wenn  es  gelingt, 
]io  gegebene  Kette  in  Theilketten  derart  zn  zerlegen,  dass  jede  einzelne 
ftns  Gliederpaaren  aufgebaut  werden  kann.  Denn  das  auf  S.  250  anseinander- 
l^esetzte  Verfahren  gilt  auch  dann  noch,  wenn  in  den  einzelnen  Ketten  xlft... 
die  Pole  mehrdeutig  sind,  sobald,  wie  bei  der  Torliegenden  Classe  that- 
sächlich  der  Fall,  nur  die  V"'  ausserdem  bestimmt  sind. 

Wie  man  in  besonderen  FftUen  zum  Ziele  gelangt,  anch  wenn  bei 
einer  gegebenen  Kette  keine  der  beiden  obigen  Voraussetzungen  zutrifft, 
mag  an  dem  Beispiele  der  Fig.  12  gezeigt  werden.  Liegen  die  sammÜichen 
ßelenkpunkte  in  einer  Geraden,  so  ergeben  sich  aus  den  beiden  auftretenden 
Gelenkvierecken  unmittelbar  die  zweideutigen  Pole  12a' '',  23''''. 

Jeder  der  Combinationen  12«  23'',  12«  23*,  ia»23r,  ia»23»  ent- 
sprechen nun  nach  Heranziehung  von  GiO^  zwei  Pole  13,  deren  Bestimmong 
genau  so,  wie  auf  S.  248  und  249  gezeigt  wurde ,  vorzunehmen  ist.  Folg- 
lich ist  die  Bewegung  von  a,  gegen  a,  acht-dentig  und  die  acht  Pole  sind 
durch  Tiermalige  Constmction  der  Doppelpunkte  projectiver  Reihen  m  be- 
stimmen. 

Hannover,  den  6.  Juli  1891. 


XVII. 
Ueber  das  Virial  der  Kräfte. 

Von 
N.  N.  PlROGOW 

in  Patenbnig. 


§  1.    Die  Virialgleiohimg. 

Es  sei  ein  beständiges*,  conservatives  JTTheilcben-System 
gegeben ;  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  irgend  eines  der  Tfaeilchen 
des  Systems  sind: 

n  ^^"-TT      ^^y-Y      «.^'-7 

^)  «»ä«^--^'    »"d«^--*^'    '"di*""'^' 

wenn  m  dessen  Masse,  %,  y,  e  dessen  Coordinaten  zur  Zeit  t,  und  X,  F,  Z 
die  Componenten  der  Resultante  sämmtlicber  auf  dasselbe  zur  Zeit  t  wirken- 
den Kräfte,  bedeuten.     Demnach  ist  auch: 

d*x 
ma 

nun  ist  aber: 

so  dass  wir  die  Gleichungen  1)  auch  so  schreiben  können: 


2)  tnx-rTf=xX,    n.  s.  f.; 


4) 


1      fdxV     1     ^\2)     1     ^ 


Es  sei  s  die  Geschwindigkeit  des  betrachteten  Tbeilchens  zur  Zeit  t 
und  Q  dessen  Abstand  vom  Coordinaten -Anfange  zu  derselben  Zeit  t,  so  dass: 

und: 
6)  Q^=!ii?  +  y^  +  e*. 


*  Ich  mucbe  von  den  in  meiner  Abhandlung:  „Ueber  das  GesetzBoltz- 
mann's"  im  Repertoriara  d.  Phys.  von  Exner,  Bd.  27,  eingeführten  Bezeichnungen 
ohne  weitere  Erläuterung  Gebrauch. 
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Die  drei  Gleichungen  4)  zn  einander  addirt  geben: 

Nun  ist  aber  . 

8)  Kt  =  ^ms* 

die  kinetische  Energie  des  Theilchens  m  zur  Zeit  t;  die  Grösse 

9)  Bt:=-^{xX  +  yT+tZ) 

nennt  B.  Clausins  das  Virial  der  anf  das  Theilchen  m  zur  Zeit  t  wirken- 
den KrKfte.  Es  sei  t  eine  beliebig  lange  Zeitperiode;  die  Mittelwertbe 
der  die  Gleichung  7)  bildenden  Grössen  wSbrend  der  Zeit  r  nehmend, 
werden  wir  erhalten: 

0  0 

da  das  gegebene  System  ein  beständiges  ist,  so  hat  die  Grösse 


fttr  alle  möglichen  und  noch  so  grossen  Werthe  von  t  stets  einen  end- 
lichen und  innerhalb  gewisser  Grenzen  liegenden  Wertfa ;  demnach  ist  die 
Grösse : 


fUr  hinreichend  grosse  Werthe  von  t  beliebig  klein ,  und  die  Gleichung  10) 
verwandelt  sich  fOr  eine  hinreichend  lange  Zeitperiode  t  in  die  Virial- 
gleich nng  des  betrachteten  Theilchens,  welche  so  lautet: 


11)  -  f'Kt.dt=-  IBt.dt 


0  0 


das  heisst:  die  mittlere  kinetische  Energie  eines  jeden  Theilchens  eines  be- 
ständigen ,  conservativen  N  Theilchen  -  Systems  während  einer  hinreichend 
langen  Zeitperiode  t  ist  dem  mittleren  Virial  der  auf  dasselbe  während  der 
Zeit  T  wirkenden  Kräfte  gleich. 

Schreiben  wir  für  ein  jedes  der  N  Theilchen  des  Systems  seine  Virial- 
gleichung  hin  und  addiren  alle  diese  Gleichungen,  so  erhalten  wir  die 
Virialgleichung  des  Systems  fttr  die  hinreichend  lange  Zeitperiode  x, 
welche  so 


12)  if2^'-^*=iJ'2^'-<^'^ 

0  0 

wenn  die  Summation  auf  alle  ^Theilcben  des  Systems  erstreckt  ist;  somit 
ist  die  mittlere  kinetische  Energie  eines  jeden  bestttadigen ,  conser- 
vativen  ^  Theilchen- Systems  während  einer  hinreichend  langen  Zeitperiode 
T  dem  mittleren  Virial  der  auf  die  Theilchen  dieses  Systems  während 
dieser  Zeit  t  wirkenden  ErSfte  gleich. 

Ist  das  gegebene  System  ein  bestitndigea,  isolirtes,  conser- 
vatives  System,  welche  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl  N  sich  bewegender 
Theilchen  besteht  und  im  stationären  Zustande  sich  befindet,  ao  ist 
die  kinetische  Energie  des  Systems  eine  constante,  von  der  Zeit  unab- 
hängige Grösse;  constant  ist  auch  das  Yirial  der  auf  die  Theilchen  des 
Systems  wirkenden  conservativen  Kräfte.  Bezeichnen  wir  mit  X,  Y,  Z 
die  Componeuten  der  Resultante  sümmtlicher  auf  irgend  ein  Theilchen  dieses 
Systems  zu  irgend  einer  Zeit  t  wirkenden  Kräfte,  mit  x,  tf,  s  die  Coordinatcn 
dieses  Theilchens  zu  dieser  selben  Zeit  t  und  mit£^  die  constante,  von  der  Zeit 
unabhängige  mittlere  kinetische  Energie  sämmtlicher  Theilchen  des  Systems,  so 

ist:  1  v^ 

13)  -J^'(xX-f  j/y  +  rZ)  =  2Vir 

die  Summation  auf  alle  N  Theilchen  des  Systems  erstreckt.  Diese  Gleich- 
ung besteht  für  alle  Zeitmomente  t,  die  zur  Zeitperiode,  während  welcher 
das  System  im  stationären  Zustande  sich  befindet,  gehören. 

Wir  haben  alle  möglichen  beständigen,  isolirten,  conservativen 
iV  Theilchen  -  Systeme  in  zwei  Classen  von  Systemen  eingetheilt*:  aho  zar 
ersten  Classe  gehörig  solche  Systeme  rechnend,  die  aus  Theilchen  bestehen, 
auf  welche  fernewirkende  interparticuläre  und  äussere  Kräfte  wirken; 
zur  zweiten  Classe  gehören  Systeme,  die  aus  Theilchen  bestehen,  auf 
welche  nur  nahewirkende  interparticuläre  Kräfte  wirken  und  von  den 
äusseren  Kräften  nur  ein  gleichmässigcr ,  zur  äusseren  Grenzfläche  des 
Systems  normaler  Druck.  Obwohl  die  nahewirkenden  Kräfte  nur  als  ein 
specieller  Fall  der  ferne  wirkenden  angesehen  werden  dürfen,  so  ist  doch 
eine  solche  Classification  der  Systeme  zweckmässig,  da  die  Theorie  der 
Systeme  zweiter  Classe  bei  Weitem  die  einfachste  ist;  es  sind  nämlich  diese 
Systeme  im  stationären  Zustande,  wenn  sie  einfache  sind,  in  dem  ganzen 
von  ihnen  eingenommenen  Itaume  (eine  sehr  dUune  zur  äusseren  Grenz- 
fläche des  Systems  unmittelbar  anliegende  Schicht  ausgenommen,  die  wir 
als  zu  dem  das  System  umgebenden  äusseren  Mittel,  welches  auf  dasselbe 
deu  äusseren  Druck  austlbt,  gehörig  ansehen)  gleichartig  (isotrop), 
und  wenn  sie  susammengesetzte  sind,  so  bestehen  sie  aus  einigen  isotropen 
zusammensetzenden  Syst-emen. 


i 


*  Tergl.  §  4  meiner  1.  c.  Abhandlung. 


17» 


Die  Virialgleichiing  der  Systeme  zweiter  Classe,  wenn  sie  als  .ganze 
Körper"  aufgefasst,  weder  eine  fortschreitende  noch  eine  rotirende  Be- 
wegang  haben,  ist  eine  Zustandsgleicfaung  dieser  Systeme,  da  sie 
die  wechselseitige  Beziehung  der  drei  Parameter,  von  denen  der  Btation&re 
Zustand  dieser  Systeme  abhSngt,  angiebt,  so  dass  dieser  Zustand  schon 
durch  zwei  dieser  Parameter  vollständig  bestimmt  ist.  Bekanntlich  sind 
Druck,  Volumen  und  Temperatur  (die  sich  als  eine  gewisse  Function 
der  kinetischen  Energie  der  Systeme  erweist)  diese  drei  Parameter. 

Ist  P  der  äussere,  gleichmSssige  und  zur  Süsseren  Grenzfläche  des 
Systems  normale  Druck  und  V  der  vom  Systeme  eingenommene  Raam,  so 

3 
ist,    wie  Herr   van    der  Waala  gezeigt  hat*,  y  i*^'  das  Virial  der  im 

Räume  V  wirkenden  äusseren  Druckkräfte.  Bezeichnen  wir  mit  £ 
das  Virial  der  auf  die  Theilchen  eines  Systems  zweiter  Classe  wirkenden 
interparticuläreu  Kräfte,  so  ist: 

3 


14) 


2 


py  +  B  =  :sK 


die  Virialgleicbuug  dieses  Systems,  welche  auch  als  dessen  Zustandsgleicli- 
ung  angesehen  werden  kann,  wenn  B  und  K  als  Functionen  des  Volumens 
und  der  Temperatur  des  Systems  bekannt  sind.  Bekanntlich  wird  die 
Zustandsgleicbung  eines  Systems  auch  als  eine  Gleichung  der  tbermo* 
dynamiscfaen  Fläche  des  Systems  bezeichnet 

In  der  gegenwärtigen  Abhandlung  wollen  wir  die  Zustandsgleichungen 
einiger  ein  fächeren  Systeme  zweiter  Classe  entwickeln,  solcher  nämlich,  die 
zur  ersten  Kategorie  der  zweiten  Gruppe  dieser  Classe  von  Systemen  nach 
unserer  Classification  gehören ,  und  folglich  aus  Elementartheilchen  bestehen, 
die  aus  sich  niemals  complexe  Theilcben  bilden.  Der  Kürze  wegen  wollen 
wir  alle  solche  Systeme  einatomige  Gase  nennen. 

Das  einfachste  dieser  Systeme  ist  das  sogenannte  ideale  Gas  oder 
ein  System,  bestehend  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl  N  sich  bewegender 
materieller  Punkte,  die  auf  einander  nur  in  unendlicher  Nähe  wirken. 
Da  B^  das  Virial  der  interparticnlären  Kräfte,  für  dieses  System  =  0  ist,  so  ist: 

15)  ^ 


2 


PV=NK 


die  Viralgleichung  desselben.  Da  die  mittlere  kinetische  Energie  der  Theil- 
chen des  idealen  Gases  als  Maass  der  Temperatur  T  des  Gases  ange- 
sehen wird,  so  können  wir,  die  Constante  B  durch 


16) 


BT=^NK 


t 


bestimmend,  diese  Gleichung  auch  so  schreiben: 


*  van    der  WaaU:   „Die   Continuität   des  gaefOrmigen  und  flQsiigen  Za- 
standea",  deutlich  v  181.  Seite  8. 
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17)  PV^RT, 

es  ist  dies  die  Znstandsgleichung  des  idealen  Gases  oder  das 
Mariotte-Gay-Lussac'sche  Gesetz.  Diese  Gleichung  gilt  fUr  alle  mög- 
lichen Zustände  des  Gases  und  für  alle  möglichen  Werthe  der  Grössen 
P,  V,  T,  Wenn  als  Einheit  des  Druckes  der  Di-uck  einer  Atmosphlire, 
als  Einheit  der  Temperatur,  der  Grad  der  cenlesiinalen  Scala,  und  als  Ein- 
heit des  Volumens  das  Volumen  des  aus  N  Theilchen  bestehenden  idealen 
Gases  bei  P  =  1  und  T  =  273",  gewählt  werden,  so  ist  U  dem  Aus- 
dehnungs-  (resp.  Spannungs-)  Coefficienten  des  idealen  Gases 
gleich,  =  1/273  =  0,003663  also. 

§  2.  Die  stationäre  Baamvertheilang  der  Theilchen. 
Es  sei  ein  System  gegeben,  bestehend  aus  zwei  Theilchen  (materiellen 
Punkten)  m^  und  wi^,  welche  innerhalb  eines  vollkommen  gleichartigen 
Raumes  V  sich  frei  hemm  bewegen,  so  dass  die  Wahrscheinlichkeit  davon, 
dass  eines  dieser  Theilchen  innerhalb  irgend  eines  Ranmelementes  dx,  dy, 
de  sich  befindet,  gleich  dx,  d\f,  de/  V  ist.  Den  Raum  V  Iheilen  wir 
durch  eine  imaginllre  Fläche  in  zwei  einander  ganz  gleiche  Räume  F,  und 
Fj  (die  aber  keineswegs  auch  gleichgeformt  zu  sein  brauchen).  Wir 
wollen  nun  die  Bewegungen  dieses  Systems  während  einer  sehr  langen 
Zeitperiode  r  verfolgen:  p^x  sei  die  Zeit,  während  welcher  die  Anzahl  der 
sich  im  Räume  Fj  befindenden  Theilchen  =0  ist;  jJjT  sei  die  Zeit,  während 
welcher  im  Räume  F,  sich  ein  Theilchen  befindet,  und  p,  r  sei  die  Zeit, 
während  welcher  beide  Theilchen  des  Systems  sich  zugleich  in  F,  vorfinden; 
es  ist  klar,  dassp^+jPi  +  P»  =  1  'st-  Da  der  Raum  F  vollkommen  gleich- 
artig ist  nnd  da  F,  geuan  gleich  ^Fist,  so  ist  die  Zeit,  während  welcher 

das  Theilchen  mj  sich  in  F,   befindet,    gleicher.      Während    der   Hälfte 

dieser  Zeit  ^  <   ^ii'd  aber  auch  das  Theilchen  m,  sich  in   F,  vorfinden ,  so 

dass;,  =jT  ist.     Ebenso  werden   wir  finden,  dass  beide  Theilchen   sich 

gleichzeitig  in  F,  während  der  Zeit  2" r  befinden,  während  welcher  die  An- 
zahl der  sich  in  F,  befindenden  Theilchen  =  0  ist.     Es  ist  somit: 

lY  111 


J'o=  4"' 


Pi  =  2' 


Ganz  ebenso  finden  wir,  dass,  wenn  ein  System  gegeben  ist,  welches 
aus  drei  Theilchen  besteht,  die  sich  frei  in  einem  gleichartigen  Räume 
herumbewegen,  welcher  in  drei  gleiche  Theile  getheilt  ist,  und  wenn 
Po»  Vv  Pii  Pa  die  Wahrscheinltcbkeiten  bedeuten,  dass  in  einem  dieser 
Raumtheile  gleichzeitig  0,  1,  2,  3  Theilchen  sich  vorfinden,  dass: 
8  12  6  l 


2) 


Po  =  27'     Pi  = 


27' 


Ps  -  97  '     Pa-Wf 


27 


27 
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Für  ein  System  von  vier  Theilcben,  die  sich  in  einem  gleicbartigen 
Räume  frei  herum  bewegen,  welcher  in  vier  gleiche  Theile  getheilt  iät,  sind: 


3) 


81 
"»  =  256' 


108 
"»  =  256' 


Pt  = 


54 
256 ' 


12 
^^  =  256' 


/'^  = 


1 
256" 


Schliesslich  für  ein  System  von  N  Theilchen ,  die  sich  in  einem  gleich- 
artigen Räume  frei  herum  bewegen,  welcher  in  N  gleiche  Raumtheilc  oder 
„Zellen*    durch  iniagiuäre  FlSchen  getheilt  ist,   werden  wir  finden,  doss: 


Vü  = 


Pi 


4)U  = 


ft 


2fy 

{N~  1)^-'  N 

N'f       ■  1  ' 
{N-iy^-^  NjN-l) 

If''  1.2     ' 

(JV-D'v-»  N{N-l){N-2) 


jfff 


1.2.3 


Par-3  = 


PA- 2  = 


PS-l  = 


p\- 


(N-iy  N{N-l)(N-2) 


jyA  1.2.3 

{N~\Y    N{N-l) 


1.2 


N 

T' 


Die  Zahlen  p^,  p„  Pj,  ...sind  die  Wahrscheinlichkeiten  davon,  dass  in 
einer  der  „Zellen",  in  welche  der  vom  Systeme  eingenommene  Kaum  ein- 
getheilt  ist,  gleichzeitig  0,  1,  2, ...  Theilcben  des  Systems  sich  vorfinden; 
so  dass,  wenn  t  eine  sehr  lange  Zeitperiode  ist,  in  jeder  dieser  Zollen 
wahrend  der  Zeiten  jj^t,  p,r,  p^x ,  ...  gleichzeitig  sich  0,  1,2,...  Theilcben 
vorfinden  werden.  Es  ist  auch  klar ,  wenn  N,  die  Zahl  der  unter  einander 
gleicher  Zellen  (die  aber  nicht  auch  gleichgeformt  zu  sein  brauchen),  in 
die  der  vom  Systeme  eingenommene  Raum  getheilt  ist,  eine  sehr  gi'osse 
Zahl  ist,  so  werden  sich  in  p^N  dieser  Zellen  sich  gar  keine  Theilcben 
vorfinden,  in  PiN  derselben  zu  je  einem  Theilcben,  in  p^N  Zellen  zu  je 
zwei  Theilcben  u.  s.  f.  Ist  N  eine  sehr  grosse  Zahl,  so  sind  die  Zahlen  mit 
grossen  Indices  sehr  klein;  ist  N  so  gross,  dass  man  den  Bruch  l/JVund 
dessen  höhere  Potenzen  vernachlüssigen  darf,  so  ist : 

1  1  1  _    _, 

^^~  "^1.2      1.2.3+1.2.3.4  ^    ' 

wo  c  ilio  Basis  des  natürlichen  Logaritbmensystems  ist.    Ganz  ebenso  werden 
wir  finden,  dass: 

Po  =  «-»   =  0,36788 

p,  =  e-'   =  0,3ö788 

I,,  =  c-iy2!=  0,18394 

|),  =  e-V3 1  =  0,06 131 


6) 


j,^  =  e-V4!  =  0,01533 
|,,^  =  e-V5!=  0,00306 
Pg  =  6-1/6 1  =  0,00051 
u.  s.  f. 


Die  soeben   behandelte  Aufgabe  iSsst  sich  verallgemeinern:   Es  sei  ein 
Sy»t««ni,    aus  '*  bestehend,   gegeben,    die   in  einem  gleichartigen 

Saaine  sich  gen,  welcher  in  n  unter  einander  gleiche  „Zellen" 
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daroh   iniHginäre  Flüchen  getheilt  ist.     Es  Ittsst  sich  leicht  zeigen,    dass  in 
diesem  Falle  die  Ausdrucke  4)  so  zu  schreiben  sind: 

N{N-l){N-2)  J_ 
n"  n  ■        1.2       n'  1 .2.3  w*      " '" 

iN-l){N-2){N-a)    1 


ß) 


iV  (n -!)'*'■'_  Jf),    N-l    {N-\){N-2)    1     ( 


1.2.3 


Ps 


K{N-\)   («-!)'*'■» 


1.2  «'^  1.2       ♦*• 

N[N-l)(N-2)  («-1)^-5  N{N-l){N-2) 


^^'"^       1.2.3 


N{N-1)    1  1,    ^--2  .  (2V-2)(2\r-3)   1 

jy-3  (jy-3)(.y-4)  ^^ 

n  "^       1.2  "■«» 


1.2.3 

U.  8.  f. 

Das  Verbältniss  .AT/«  wollen  wir  der  Kürze  wegen  mit  i  bezeichnen, 
so  dass  N=  in  ist.  Sind  N  und  n  sehr  grosse  Zahlen,  so  dass  man  die 
Brüche  l/N  und  1/«  und  ihre  höheren  Potenzen  vernachlässigen  darf,  so 
gehen  die  Ausdrücke  6)  über  in: 

Ps  =  ö-,  e*  *,  u.  8.  f.; 


7) 


Po  =  e" 


Pi=  £C-*, 


"»  =  21"" 


die  Zahlen  Pg,  p,,  Pj,  ...  bestimmen  die  stationäre  Vortheilung  der 
Theilchen  des  Systems  in  dem  von  ihm  eingenommenen  liaume.  Vertheil- 
ungen,  die  gleichmtlssiger  sind  als  diejenige,  die  durch  diese  Zahlen  be- 
stimmt wird,  sind  ebenso  wenig  stabil  wie  Vertheilungen ,  die  noch  un- 
gleichmSssiger  sind. 

Wenn  von  den  n  Zellen,  in  welche  der  vom  Systeme  eingenommene 
Raum  eingetbeilt  ist,  v  Zellen  für  die  Theilchen  des  Systems  undurch- 
dringlich sind,  so  werden  die  Wahrscheinlichkeiten  p^,  p,,  p^,...  davon, 
dass  in  einer  der  durchdringlichen  Zellen  0,  1,  2, ...  Theilchen  zugleich 
sich  vorfinden,  auch  noch  durch  die  Ausdrücke  7)  bestimmt,  wenn  in 
diesen  Ausdrücken 

8)  f  =  2V/(n-v) 

gesetzt  wird.  Ist  ca  der  Rauminhalt  einer  jeden  der  n  Zellen,  so  ist 
fiw  =  r  der  vom  Systeme  eingenommene  Kaum  und  v(o  der  für  die  Be- 
wegung der  Theichen  undurchdringliche  Raum,  Es  ist  klar,  dass  das  Ver- 
theilungsgesetz  der  Theilchen  im  Räume  von  der  Vertheilung  des  für  die- 
selben nndurchdringlichen  Raumes  vu  ganz  unabhängig  ist,  so  dass  dieser 
Raum  vco  auch  z.  B.  aus  N  gleichen  nnd  gleiehgeformten  Zellen  «>„  be- 
stehen kann;  auch  können  diese  N  undurchdringlichen  Zellen  w^  sich  frei 
im  Räume  Ffrei  herum  bewegen;  die  Zahl  «  wird  hierbei  durch  den  Ausdruck : 

9)  f  =  2Va)/(7-2V«io) 

bestimmt. 

§  3.    Das  vollkommene  Gas. 

Zur    Kategoriu   von    Systemen,    die   wir   kuruweg   als  einatomige  Oft« 
bezeichnet    haben,  gehört    auch  das  sogenanuto  vollkommene  Gas  o 


3i>(  ü«ber  daa  Virlal  der  ErSfte. 

«iz  Sjjtem,  beatehoid  ica  einer  sehr  grosaea  Aimüil  J*  aieb  bew^uder, 
T.:Ilki:szea  harter,  elaatiacher  Kayin.  Da  die  bei  d^  ZvaanuaenatSaaea. 
<ier  Theilcfaea  dieses  äjitesu  wirkaLden  Abatoaaongskrifte  momeataae 
Kräfte  sind  oad  die  sv^udaner  soendiich  kleia  ist,  aa  ist  auch  ftlr  £eaea 
Sjittm  B,  daa  Virial  der  iüUrpaniciilaruL  ErSAe  =  0  and  (bigüch  daa 
Yirial  der  Scueren  Drsckkrlf»  der  kineti^^^^h«^n  Easgie  des  Syatema  gleäcn. 
£a  sei  P  der  Dntk  an<i  F  daa  Volnatea  dea  Gaaea.  Da  die  Thol- 
ehea  dea  Hjateou  (die  Esgeln,  lelbat  «inen  TheS.  dea  Ranmw  F  wnnwtimen 
ond  der  von  jedem  der  Theilehen  eisgencnunene  Baoai  für  <Ue  ttbrigui 
Tbeileben  andnrefadrlngücä  iat,  ta  ia«  daa  Wliksa^Ud  der  iaaaczsi 
DmckkrSfte  kleicer  ala  V  znd  ec«a  T  —  5^  g!«ieii>  wo  ft^  eoe  gewiaae 
Function  des  von  den  TaeCAhen  aelssc  eiagcBCBUBeBcn  Rannifa  iat,  ao  daas 
die  Virialgleiehssg  dea  Tillkamxenen  Gaaea  die  Focb 

l>  |p  r—i,  =SK 

bat.  Ea  beaseoe  daa  gfgcbene  sjitem  aoa  ^cidL  t^uuna  Kagcia  od  et 
aei  tf  der  Dar^bseaaer  eiser  Jed<!B.  dieaer  ¥iigria.  Weaa  am  die  Mhtel- 
fininkte  dieaer  Ks^tis  sl*  dem.  HalboKaaer  f  SpUren  bcaebriebea  wecdea, 
ao  lind  daa  (aarii  ClaTiisa;  WLrkan^ispkSrea  dcrTlcQefccB  dciToQ- 
bunotenen  Gaaea.  Da  «me  ^sde  däeaer  Sphiren  fSr  £e  Kttdpoakte  der 
ahtigat  TbeSefaes  sadsrcbdzia^äek  Sit,  ao  ia:  S^  der  tob  daa  Wiikoags- 
apbSr«B  der  T^Ikses  d«  SjjVBa  eiageacKoece  Bazz.  =ad  F — ft,  iat 
der  fSr  die  Be'*eg-:3.^  ie;  Tkcijebai  freie  Ba-m,  daa  Wlrkuagifeld  der 
Soaaerea  Dr:Kkc?Sf>.  Wsrea  fceiae  ZBaammenatSase  Torkacden  nad  vttrden 
die  Wirk^cgBp&Sr^s  der  Tbexlebeaa  lidi  ni»™«!-   berühren  cnd  aehaeideB, 

ao    wXre    i,    glöfik  T . «  •  « f*.      Da    aber   eine    gewisse  Anzahl  dieaer 

4 
SpbSren  iteu  einaadcr  ÜHStmäat  decken ,  ao  iat  &,  <  JV-^  »  p^     Die  Be- 


Uvi-izzgiZ .  üe  wir  ia  f «irigaa  Pangnpben  angestellt  haben,  ennSglicben 
ea.  de=  gvsuuai  Watt  «db  h^  (oder  Ton  F— (,)  für  jeden  Werth  der 
Dlsh*^  deri  Gaaea  m  fiadok* 

Wir    theilen  daa  BwuB   V  in  n  einander  gleiche  Zellen;    der  Inhalt 
4  4 

einer  jeden  Zelle  M^j«^»  »o  daas  F=n.,  wp'  ist.  Wir  haben  ge- 
sehen (§  2),  daa«,  wana  im  Baame  F,  von  dem  ein  Tbeil  Natg  nndarch- 
dringlich  iat,'aidi  Jf  Thaüehen  frei  hemm  bewegen,  die  Anzahl  der  Zellen, 
die  frei  von  ThtSUbm  dad,  wenn  der  Znatand  des  Systems  stationSr  ist, 
gleich  p^n  ist.  Die  flbrigen  (1— />o)m  Zellen  enthalten  eine  jede  min- 
destena  ein  TheQdiea;  da  der  Inhalt  einer  jeden  der  Zellen  dem  Inhalte 
der  Wirknngsapbicwi  dvTh^hea  gleich  ist,  so  sind  jene  (1  —jpg)n  Zellen 

*  Ea  iat  diaa  «iae  AMigib»,  deren  Lüiung  wir  weiter  unten  geben,  und  die 
berät»  schon  tob  Haifli  »an  dir  W--"-  — .teUt  worden  ist;  Tergl.  1.  c.  Seite  66. 
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voUätSodig  von    den  Wirkangssphiiren  der   Theilcheu    erfüllt   und   der  von 

4 

den  Pu«  Zellen    eingenommene  Raum  Pon--nng^  ist  der  für  die  Bewegung 

der   Tbeilcben    freie    Raum,    das   Wirkangafeld    der   Süsseren    Druckkriifte. 
Nun  ist  aber: 


2) 
wenn  mit  t  die  Grösse 

3) 


Pon-^7tQ»  =  Ve-*, 


=  N.^ 


^„Q»/(Y-Na>o) 


bezeichnet  ist  Zwar  ist  die  Wirkungssphäre  eines  Theilchens  für  die 
Mittelpunkte  der  übrigen  Theilcben  undurchdringlich,  aber  sie  ist  es  nicht 
ftlr  die  Tbeilcben  (die  Kugeln)  selbst;  so  kann  es  geschehen,  dass  einige 
Tbeilcben  zugleich  theilweise  die  Wirkungssphäre  eines  Theilchens  erfüllen 
und  es  kann  geschehen ,  dasa  der  Inhalt  derjenigen  Theile  dieser  Wirkungs- 
sphäre ,  die  von  anderen  Theilcben  eingenommen  sind ,  gerade  =  ^  n(>',  dem 

Inhalte  eines  der  Tbeilchen  des  Systems  gleich  ist.  Es  ist  klar,  dass  in 
diesem  Falle  wir  berechtigt  sind,  zu  sagen,  dass  in  der  Wirkungssphäre  des 
betrachteten  Tbeilcbens  sich  noch  ein  ganzes  Tbeilchen  befindet  Es  ist  somit 
der  undurchdringliche  Raum  iVug  der  Summe  der  Inhalte  regelmässiger 
Dodekaeder,  die  um  sämmtliche  Theilcben  des  Systems  (die  Kugeln) 
umschrieben  sind,  gleich. 

Nun    ist   der  Inhalt   Ug  eines  regelmässigen  Dodekaeders,   welches  nm 
eine  Sphäre,  deren  Durchmesser  q  ist,  umschrieben  ist,  bekanntlich: 


4) 


25    ,-,/VA     29,,^ 


bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  mit  v  die  Zahl: 

5)  v==  6,03814, 

so  ist:  . 

6)  gnp'=va)o. 

Der  Ausdruck  3)  kann  somit  so  geschriebeu  werden: 

7)  e=Nv^J[V-Na>o) 
und  die  Virialgleichung  des  vollkommenen  Gases  ist: 

8)  ^PV.e-*  =  NE. 

Wir  wollen  der  Kürze  wegen  die  Constante  Na^  mit  b  bezeichnen; 
es  ist  also  b  der  kleinstmögliche  Raum,  den  das  gegebene  Gas  bei  Ä"  =  0, 
oder  P=eo  einnehmen  kann,  und  die  Virialgleichung  des  Qnses  ist: 


9) 


aPV.e-'^^'-^>=  NE. 
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üeber  das  Virial  der  KrUfte. 


ein  System,  bestehend  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl  N  sich  bewegender, 
vollkommen  harter,  elastischer  Kugeln.  Da  die  bei  den  Zusammenstussen 
der  Theilchen  dieses  Systems  wirkenden  Abstossungskräfte  momentane 
Kräfte  sind  und  die  Stossdauer  unendlich  klein  ist,  so  ist  auch  für  dieses 
System  B,  das  Virial  der  interparticulttrea  KrUfte  =  0  und  folglich  das 
Virial  der  Süsseren  Druckkräfte  der  kinetischen  Energie  des  Systems  gleich. 
Es  sei  P  der  Druck  und  V  das  Volumen  des  Gases.  Da  die  Theil- 
chen des  Systems  (die  Kugeln)  selbst  einen  Theil  des  Raumes  V  einnehmen 
nnd  der  von  jedem  der  Theilchen  eingenommene  Raum  fUr  die  Übrigen 
Theilchen  undurchdringlich  ist,  so  ist  das  Wirkungsfeld  der  Süsseren 
Druckkrüfte  kleiner  als  F  und  etwa  F  —  Sj  gleich,  wo  6,  eine  gewisse 
Function  des  von  den  Theilchen  selbst  eingenommenen  Raumes  ist,  so  dass 
die  Virialgleichung  des  vollkommenen  Gases  die  Form 

1)  lp{V-b,]=NK 

hat.  Es  bestehe  das  gegebene  System  aus  gleich  grossen  Kugeln  und  es 
sei  Q  der  Durchmesser  einer  jeden  dieser  Kugeln.  Wenn  um  die  Mittel- 
punkte dieser  Kugeln  mit  dem  Halbmesser  q  SphUren  beschrieben  werden, 
80  sind  das  (nach  Clausius)  Wirkungssphären  der  Theilchen  des  voll- 
kommenen Gases.  Da  eine  jede  dieser  Sphären  fUr  die  Mittelpunkte  der 
übrigen  Theilchen  undurchdringlich  ist,  so  ist  t»,  der  von  den  Wirkungs- 
sphären der  Theilchen  des  Systems  eingenommene  Raum,  und  V — &j  ist 
der  für  die  Bewegung  der  Theilchen  freie  Raum,  das  Wirkungsfeld  der 
äusseren  Druckkrüfte.  Wären  keine  Zusammenstösse  vorhanden  und  würden 
die  Wirkungssphären  der  Theilchen   sich   niemals    berühren  und  schneiden, 

4 
so    wäre    i)j    gleich   N .  ^  ■  rt  ^^,      Da    aber    eine    gewisse   Anzahl   dieser 

4 
Sphären  stets  einander  theilweise  decken,  so  ist  b,  <CN--^nff\     Die   Be- 
trachtungen ,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  angestellt  haben ,  ermöglichen 
es,    den    genauen  Werth    von   6,  (oder   von  F— &j)   für  jeden   Werth   der 
Dichte  des  Gases  zu  finden.* 

Wir    theilen    den   Raum    V  in   n   einander   gleiche  Zellen;    der  Inhalt 

4  4 

einer  jeden  Zelle  sei^^■»rp^  so  dass  V=n-i^nQ^  ist.  Wir  haben  ge- 
sehen (§  2},  dass,  wenn  im  Räume  V,  von  dem  ein  Theil  Nu^  undurch- 
dringlich ist,' sich  ^Theilchen  frei  herum  bewegen,  die  Anzahl  der  Zellen, 
die  frei  von  Theilchen  sind,  wenn  der  Zustand  des  Systems  stationär  ist, 
gleich  p^n  ist.  Die  übrigen  (l— Po)**  Zellen  enthalten  eine  jede  min- 
destens ein  Theilchen;  da  der  Inhalt  einer  jeden  der  Zellen  dem  Inhalte 
der  Wirkungssphären  der  Theilchen  gleich  ist,  so  si  '\—p^)nZe\\f 


*  Es  ist  dies  eine  Aufgabe,  deren  Lösung  wir  i 
bereits  schon  von  Uerrn  van  derWaals  gestellt  t 


geben, 
rgl.  1.  c 


Von  N.  N.  PiROOOw. 
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voUstttndig   von    den  Wirkungssphären  der   Theilchen    erfüllt   und   der  von 

4 
den  p„n  Zellen    eingenommene  Raum  Pi)n--^np^  ist  der  für  die  Bewegung 

der  Theilchen    freie    Rnum, 
Nun  ist  aber: 


das   Wirkungsfeld    der  äusseren    Druckkrlifte, 


2) 
wenn  mit  e  die  Grösse 
3) 


Pon-^^9' 


=  Fe-*, 


=  N.^ 


^nQy{V-Na,o) 


bezeichnet  ist  Zwar  ist  die  Wirkungssphäre  eines  Theilcheng  für  die 
Mittelpunkte  der  übrigen  Theilchen  undurchdringlich,  aber  sie  ist  es  nicht 
für  die  Theilchen  (die  Kugeln)  selbst;  so  kann  es  geschehen,  dass  einige 
Tbcilchen  zugleich  theilweise  die  Wirkungssphäre  eines  Theilchons  erfüllen 
und  es  kann   geschehen,  dass  der  Inhalt  derjenigen  Theile  dieser  Wirkuugs»] 

Sphäre,  die  von  anderen  Theilchen  eingenommen  sind,  gerade  =  wng*,  dem 

Inhalte  eines  der  Theilchen  des  Systems  gleich  ist.  Es  ist  klar,  dass  in 
diesem  Falle  wir  berechtigt  sind,  zu  sagen,  dass  in  der  Wirkungssphäre  des 
betrachteten  Theilchens  sich  noch  ein  ganzes  Theilchen  befindet.  Es  ist  somit 
der  undurchdringliche  Raum  A'ug  der  Summe  der  Inhalte  regelmässiger 
Dodekaeder,  die  um  sämmtliche  Theilchen  des  Systems  (die  Kugeln) 
umschrieben  sind,  gleich. 

Nun   ist   der  Inhalt    m^  eines  regelmässigen  Dodekaeders,    welches  um 
eine  Sphäre,  deren  Durchmesser  q  ist,  umschrieben  ist,  bekanntlich: 


4) 


25 
2 


/13_29^^ 


bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  mit  v  die  Zahl: 
5)  v  =  6,03814, 

so  ist:  . 


6) 


■np^ 


Der  Ausdruck  3)  kann  somit  so  geschrieben  werden: 
7)  B  =  Nv(oJ{F-Ifa,o) 

und  die  Virialgleichung  des  vollkommenen  Gases  ist: 

^f>llen    der  Kürze    wegen   die   Conslante  Nto„  mit  6    bezeiclmeD; 
tieiiistmögliche  Raum,  den  das  gegebene  Gas  bei  K  =  ^t 
>en  kann,  und  die  Virialgleichung  des  Gases  ist: 


ein  System ,  bestehend  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl  N  sich  bewegender, 
vollkommen  harter,  elastischer  Eugeln.  Da  die  bei  den  Zusammeustösseu 
der  Theilchen  dieses  Systems  wirkenden  Abstossnngskräfte  momentane 
Krüfte  sind  und  die  Stossdauer  unendlich  klein  ist,  so  ist  auch  fUr  dieses 
System  B,  das  Virial  der  ioterparticulärea  Kräfte  =  0  und  folglich  das 
Yirial  der  äusseren  DruckkrUfte  der  kinetischen  Energie  des  Systems  gleich. 
Es  sei  P  der  Druck  und  F  das  Volumen  des  Gases.  Da  die  Theil- 
chen des  Systems  (die  Kugeln)  selbst  einen  Theil  des  Raumes  V  einnehmen 
und  der  von  jedem  der  Theilchen  eingenommene  Raum  fär  die  übrigen 
Theilchen  nndurchdringlich  ist,  so  ist  das  Wirkungsfeld  der  Süsseren 
Druckkräfte  kleiner  als  V  und  etwa  V  —  b^  gleich,  wo  6,  eine  gewisse 
Function  des  von  den  Theilchen  selbst  eingenommeneu  Raumes  ist,  so  dasa 
die  Virialgleichung  des  vollkommenen  Gases  die  Form 

1)  lp(V-b,]=NK 

hat.  Es  bestehe  das  gegebene  System  aus  gleich  grossen  Kugeln  und  es 
sei  Q  der  Durchmesser  einer  jeden  dieser  Kugeln,  Wenn  um  die  Mittel- 
punkte dieser  Kugeln  mit  dem  Halbmesser  q  Sphären  beschrieben  werden, 
80  sind  das  (nach  Clansius)  Wirkungssphären  der  Theilchen  des  voll- 
kommenen Gases.  Da  eine  jede  dieser  Sphären  fUr  die  Mittelpunkte  der 
übrigen  Theilchen  undurchdringlich  ist,  so  ist  b,  der  von  den  Wirkungs- 
sphären der  Theilchen  des  Systems  eingenommene  Raum,  und  V — 6,  ist 
der  fUr  die  Bewegung  der  Theilchen  freie  Raum,  das  Wiikungsfeld  der 
Busseren  Druckkräfte.  Wären  keine  ZusammenstSsse  vorhanden  und  wUrden 
die  Wirkungssphären  der  Theilchen   sich   niemals   berühren  und  schneiden, 

4 
80    wäre    b,    gleich   N .  ^  ■  n  q\      Da    aber    eine    gewisse  Anzahl  dieser 

4 
Sphären  stets  einander  theilweise  decken,  so  ist  bi  <.  N-^  n  q\     Die    Be- 
trachtungen ,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  angestellt  haben ,  ermiiglichen 
es,    den    genauen  Werth    von   6,  (oder   von  F— JJ    für  jeden   Werth   der 
Dichte  dos  Gases  zu  finden.* 

Wir    theilen   den   Raum    V  in   n   einander   gleiche  Zollen;    der  Inhalt 


einer  jeden  Zelle  sei  =  ö  tp 


80  dass  T  =  n-^7t  Q^ 


ist.  Wir  haben  ge- 
sehen (§  2),  dass,  wenn  im  Räume  V,  von  dem  ein  Theil  Net^  undurch- 
dringlich ist,' sich  W  Theilchen  frei  herum  bewegen,  die  Anzahl  der  Zellen, 
die  frei  von  Theilchen  sind,  wenn  der  Zustand  des  Systems  stationär  ist, 
gleich  Pgti  ist.  Die  übrigen  (1— /'o)^'  Zellen  enthalten  eine  jede  min- 
destens ein  Theilchen;  da  der  Inhalt  einer  jeden  der  Zellen  dem  Inhalte 
der  Wirkungssphären  der  Theilchen  gleich  ist,  bo  sint'  '1  — p^)n  Zelle»' 


*  Es  ist  dies  eine  Aufgabe,  deren  Lösung  wir  yre 
bereits  schon  von  Uerrn  van  der  Waals  gestellt  wo 


eben ,  up'' 
,i.  1.  c.  f 


Von  N.  N.  PiBoaow. 
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voIlstSndig   von    den  Wirkungssphären  der  Theilchen    erflillt   und   der  von 

4 
[den  p„n  Zellen    eingenommene  Raum  Pott-^nQ^   ist  der  für  die  Bewegung 

der  Theilchen    freie    Raum,    das   Wirkungsfeld    der   Kusseren    Druckkrtifte. 
Nun  ist  aber: 

4 


2) 
^venn  mit  e  die  Grösse 
3) 


j>o«-3«e'  =  Fe-«, 


f  =  N. 


3«eV{7-A-»„) 


I  bezeichnet  ist.  Zwar  ist  die  Wirkungssphäre  eines  Tbeilcbens  fUr  die 
Mittelpunkte  der  Übrigen  Theilchen  undurchdringlich,  aber  sie  ist  es  nicht 

I  fUr  die  Theilchen  (die  Kugela)  selbst;  so  kann  es  geschehen,  dass  einige 
Theilchen  zugleich  theilweise  die  Wirkungssphäre  eines  Theilchens  erfüllen 

[und  es  kann   geschehen,  dass  der  Inhalt  derjenigen  Tbeile  dieser  Wirkungs- 

1 
MphBre,  die  von  anderen  Theilchen  eingenommen  sind,  gerade  =  ^"Q^,  dem 

i  Inhalte  eines  der  Theik-hen  des  Systems  gleich  ist.  Es  ist  klar,  dass  in 
diesem  Falle  wir  berechtigt  sind,  zu  sagen,  dass  in  der  Wirkungssphäre  des 
betrachteten  Theilchens  sich  noch  ein  ganzes  Theilchen  befindet.  Es  ist  somit 
der  undurchdringliche  Raum  iVoig  der  Summe  der  Inhalte  regelmässiger 

I  Dodekaeder,  die  um  sämmtliche  Theilchen  des  Systems  (die  Kugeln) 
umschrieben  sind,  gleich. 

Nun    ist   der  Inhalt    o}„  eines  regelmässigen  Dodekaeders,   welches  um 
eine  Sphäre,  deren  Durchmesser  g  ist,  umschrieben  ist,  bekanntlich: 

4) 


25   ,,/13     29,/^ 


bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  mit  v  die  Zahl: 

5)  V  =  6,03814, 

80  ist:  . 


6) 


ö"Q 


3_ 


Der  Ausdruck  3)  kann  somit  so  geschrieben  werden: 

und  die  Virialglcichung  des  vollkommenen  Gases  ist: 

|pF.e-'  =  NE. 

•»Hon    der  Kürze   wegen   die   Constanto  Nca^  mit  b   bezeiclinesr 
kleinstmögliche  Raum,  den  das  gegebene  Otts  bei  K  =^  "• 
nen  kann,  und  die  Virialgleichung  des  Oaaes  ist: 

|pF.e-'»<'-»'=iVÄ. 


864 


üeber  das  Virial  der  Kräfte. 


ein  Sjetem,  bestehend  aus  einer  &ebr  grossen  Anzahl  N  sich  bewegender, 
Tollkommen  barter,  elastischer  Kugeln.  Da  die  bei  den  Zusammeustössen 
der  Theilcben  dieses  Sjatems  wirkenden  Abstossungskräfte  momentane 
KrSfte  sind  and  die  Stossdauer  unendlich  klein  ist,  so  ist  auch  für  dieses 
System  B,  das  Virial  der  interparticulUren  Kräfte  =  0  und  folglich  das 
Virial  der  Susseren  Druckkräfte  der  kinetischen  Energie  des  Systems  gleich. 
Es  sei  P  der  Druck  und  V  das  Volumen  des  Gases.  Da  die  Theil- 
cben des  Systems  (die  Kageln)  selbst  einen  Theil  des  Raumes  V  einnehmen 
nnd  der  von  jedem  der  Theilcben  eingenommene  Raum  für  die  Übrigen 
Theilcben  undurchdringlich  ist,  so  ist  das  Wirkungsfeld  der  äusseren 
Druckkräfte  kleiner  als  V  und  etwa  F  —  fc,  gleich,  wo  &,  eine  gewisse 
Function  des  von  den  Tbcitchen  selbst  eingenommenen  Raumes  ist,  so  dass 
die  Virialgleichung  des  Tollkommenen  Gases  die  Form 

1)  ~PiV-b,)=NK 

bat.  Es  bestehe  das  gegebene  System  aus  gleich  grossen  Kugeln  und  es 
sei  Q  der  Dnrchmesser  einer  jeden  dieser  Kugeln.  Wenn  um  die  Mittel- 
punkte dieser  Kugeln  mit  dem  Halbmesser  p  Spbüren  beschrieben  werden, 
so  sind  das  (nach  Clausius)  Wirkungssphären  der  Theilcben  des  voll- 
kommenen Gases.  Da  eine  jede  dieser  Sphären  für  die  Mittelpunkte  der 
übrigen  Theilcben  undurchdringlich  ist,  so  ist  b,  der  von  den  Wirkungs- 
sphären der  Theilcben  des  Systems  eingenommene  Raum,  und  V — b^  ist 
der  für  die  Bewegung  der  Theilcben  freie  Raum,  das  Wirkungsfeld  der 
Busseren  Druckkräfte.  Wären  keine  Zusammenstösse  vorhanden  und  wUrden 
die  Wirkungssphären  der  Theilcben   sich   niemals   berühren  und  schneiden, 

4 
80    wäre    6,    gleich   N .  ^  ■  n  ^^.      Da    aber    eine    gewisse 

4 


Anzahl   dieser 


Sphären  stets  einander  tbeilweise  decken,  so  ist  bi  <.  N--^^  n  if. 


Die   Be- 


einer  jeden  Zelle  sei  =  5-  ir  0" 
o 


trachtungen ,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  angestellt  haben ,  ermöglichen 
es ,  den  genauen  Werth  von  6,  (oder  von  V  —  &j)  für  jeden  Werth  der 
Dichte  des  Gases  j^u  finden.* 

Wir    theilen   den   Raum    V  in   n   einander   gleiche  Zellen;    der  Inhalt 
4       ,  4 

dass  F  =  w  •  s  1  e'  ist.  Wir  haben  ge- 
sehen (§  2),  dass,  wenn  im  Räume  F,  von  dem  ein  Theil  iV'ta^  undurch- 
dringlich ist,' sich  ^Theilcben  frei  herum  bewegen,  die  Anzahl  der  Zellen, 
die  frei  von  Theilcben  sind,  wenn  der  Znstand  des  Systems  stationär  ist, 
gleich  Po*»  ist.  Die  übrigen  (1— Po)«  Zellen  enthalten  eine  jede  min- 
destens ein  Theilcben;  da  der  Inhalt  einer  jeden  der  Zellen  dem  Inhalte 
der  Wirkungssphären  der  Theikhen  gleich  ist,  so  sind  '        ''  — Po)n  Zeller 


♦  Eg  ist  dies  eine  Aufgabe,  deren  Lösung  wir  we' 
bereit«  schon  von  Herrn  ran  derWaals  gestellt  wor 


eben,  ud'' 
l.  1.  c.  F 


vollstUüdig   von    den  Wirkungssphären  der   Tbeilchen    erfüllt   und   der  von 

4 

3en  p„n  Zellen    eingenomraeue  Raum  p^n'-nng*  ist  der  für  die  Bewegung 

der   Theilcben    freie    Raum,    das   Wirkungsfeld    der   Uusseren    DruckkrSfte. 

Nim  ist  aber: 

4 


2) 
[wenn  mit  t  die  Grösse 
3) 


Po«-ö«e'  =  Ve-*, 


*  =  JVr.=-«eV(7-JV«,o) 


I 'bezeichnet  ist.  Zwar  ist  die  Wirkungssphäre  eines  Theilchens  f(ir  die 
Mittelpunkte  der  Qbrigen  Tbeilchen  undurchdringlich,  aber  sie  ist  es  nicht 
I  für  die  Tbeilchen  (die  Kugeln)  selbst;  so  kann  es  geschehen,  dass  einige 
I  Tbeilchen  zugleich  tbeilweise  die  Wirkungssphäre  eines  Theilchens  erfüllen 
i  und  es  kann   geschehen ,  dass  der  Inhalt  derjenigen  Theile  dieser  Wirkungs- 

sphSre ,  die  von  anderen  Tbeilchen  eingenommen  sind ,  gerade  =  ^  np',  dem 

hinhalte  eines  der  Tbeilchen  des  Systems  gleich  ist.  Es  ist  klar,  dass  in 
diesem  Falle  wir  berechtigt  sind,  zu  sagen,  dass  in  der  Wirkungssphäre  des 

[betrachteten  Theilchens  sich  noch  ein  ganzes  Tbeilchen  befindet.    Es  ist  somit 

[der  undurchdringliche  Raum  JVoi^  der  Summe  der  Inhalte  regelmässiger 
Dodekaeder,  die  um  sämmtliche  Tbeilchen  des  Systems  (die  Kugelo) 
umschrieben  sind,  gleich. 

Nun   ist   der  Inhalt   <o^  eines  regelmässigen  Dodekaeders,   welches  um 

^eine  Sphäre,  deren  Durchmesser  q  ist,  umschrieben  ist,  bekanntlich: 

4) 


25    .,/]3     29,,^ 


bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  mit  v  die  Zahl: 

6)  w  =  6,03814, 

so  ist:  . 


6) 


■  «  p'  =  V  Ofl. 


Der  Ausdruck  3)  kann  somit  so  geschrieben  werden: 

und  die  Virialgtcicbung  des  vollkommenen  Oases  ist: 

3 


2 


PV.e- 


NK. 


nllBti    der  Kürze    wegen   die   Constante  Nia„  mit  &   bezeiclineo; 
Ueinstmöglicbe  Raum,  den  das  gegebene  das  bei  K=^> 
nen  kann,  nnd  die  Virialgleicbung  des  Gases  ist: 


~PV.e-^*0 


*>=NK. 


ein  Sjatem,  bestehend  aas  einer  sebr  grossen  Anzabl  N  sich  bewegender, 
vollkommen  harter,  elastischer  Kugeln.  Da  die  bei  den  Zusammenstüsseu 
der  Theilchen  dieses  Systems  wirkenden  AbstossungskrSfte  momentane 
Krllfte  sind  und  die  Stossdauer  unendlich  klein  ist,  so  ist  auch  für  dieses 
System  B,  das  Virtal  der  interparticulSren  Kräfte  ^  0  und  folglich  das 
Virial  der  äusseren  Druckkräfte  der  kinetischen  Energie  des  Systems  gleich. 
Es  sei  P  der  Druck  und  V  das  Volumen  des  Gases.  Da  die  Theil- 
chen des  Systems  (die  Kugeln)  selbst  einen  Theil  des  Kaumes  V  einnehmen 
und  der  von  jedem  der  Theilchen  eingenommene  Raum  für  die  übrigen 
Theilchen  undurchdringlich  ist,  so  ist  das  Wirkungsfeld  der  äusseren 
Druckkräfte  kleiner  als  V  und  etwa  Y  —  b^  gleich,  wo  6,  eine  gewisse 
Function  des  von  den  Theilchen  selbst  eingenommenen  Baumes  ist,  so  dasa 
die  Virialgleichung  des  vollkommenen  Gases  die  Form 

1)  ^P{V-b,)  =  NK 

hat.  Es  bestehe  das  gegebene  System  aus  gleich  grossen  Kugeln  und  es 
sei  p  der  Durchmesser  einer  jeden  dieser  Kugelu.  Wenn  um  die  Mittel- 
punkte dieser  Kugeln  mit  dem  Halbmesser  g  Sphüren  beschrieben  werden, 
so  sind  das  (nach  Clausius)  Wirkungssphären  der  Theilchen  des  voll- 
kommenen Gases.  Da  eine  jede  dieser  Sphären  für  die  Mittelpunkte  der 
übrigen  Theilchen  undurchdringlich  ist,  so  ist  ö,  der  von  den  Wirkungs- 
sphären der  Theilchen  des  Systems  eingenommene  Kaum ,  und  V  —  6,  ist 
der  für  die  Bewegung  der  Theilchen  freie  Raum,  das  Wirkiingsfeld  der 
Susseren  Druckkräfte.  Wären  keine  Zusammenstösse  vorhanden  und  würden 
die  Wirkungssphären  der  Theilchen  sich  niemals  berühren  und  schneiden, 
4 


so    wäre    &|    gleich  N .  „  ■  n  q".      Da    aber    eine 


gewisse 
4 


Anzahl    dieser 


lasa 

4 

4 

1 
4 


Sphären  stets  einander  theilweise  decken,  so  istb^<.N^^n(f\  Die  Be- 
trachtungen, die  wir  im  vorigen  Paragraphen  angestellt  haben ,  ermöglichen 
es,  den  genauen  Werth  von  &,  (oder  von  F— 6j)  für  jeden  Werth  der 
Dichte  des  Gases  zu  finden.* 

Wir    theilen   den   Raum    F  in  n  einander   gleiche  Zellen;    der  Inhalt 
4      ,         ,       „  4 


einer  jeden  Zelle  sei  =  ^  jrp" 
o 


80  dass  V :=  n.^n  g^  ist.      Wir   haben   ge- 


sehen (§  2),  dass,  wenn  im  Räume  V,  von  dem  ein  Theil  N<Og  undurch- 
dringlich ist,  sich  JT  Theilchen  frei  herum  bewegen,  die  Anzahl  der  Zellen, 
die  frei  von  Theilchen  sind,  wenn  der  Zustand  des  Systems  stationär  ist, 
gleich  pgti  ist.  Die  übrigen  (1— p„)»»  Zellen  enthalten  eine  jede  min- 
destens ein  Theilchen;  da  der  Inhalt  einer  jeden  der  Zellen  dem  Inhalte 
der  Wirkungssphären  der  Theilchen  gleich  ist,  so  sind  jene  (1  —p^)»  Zellen 


*  Es  ist  dies  eine  Aufgabe,  deren  Lösung  wir  weiter 
bereits  schon  von  Herrn  van  derWiials  gestellt  worder 


en,   und 
L  c.  Sei« 


vollstSndig  You    den  Wirkungssphtlren  der  Theilchen    erfOlH  und  der  von 

4 
den  p^n  Zellen    eingenommene  Raum  Pan-^nQ^  ist  der  für  die  Bewegung 

der   Theilchen    freie    Raum,    das   Wirkungsfeld    der   äusseren    DruckkrSfle. 
Nun  ist  aber: 

2)  * 


PotigÄp»  =  re-», 


wenn  mit  {  die  Grösse 

3) 


i  =  N.^nQy(V-Na,,) 


bezeichnet  ist  Zwar  ist  die  Wirkungssphäre  eines  Theilcbens  fflr  die 
Mittelpunkte  der  übrigen  Tbeilcben  undurchdringlich,  aber  sie  ist  es  nicht 
fUr  die  Theilcbun  (die  Kugeln)  selbst;  so  kann  es  geschehen,  dass  einige 
Theilchen  zugleich  tbeilweise  die  Wirkungssphäre  eines  Theilcbens  erfüllen 
und  es  kann   geschehen ,  dass  der  Inhalt  derjenigen  Theile  dieser  Wirkungs- 

sphBre,  die  von  anderen  Theilchen  eingenommen  sind,  gerade  =  ^wp*,  dem 

Inhalte  eines  der  Theilchen  des  Systems  gleich  ist.  £a  ist  klar,  dass  in 
diesem  Fülle  wir  berechtigt  sind ,  zu  sagen ,  dass  in  der  Wirkungssphäre  des 
betrachteten  Tbeilcbens  sich  noch  ein  ganzes  Theilchen  befindet.  £s  ist  somit 
der  undurchdringliche  Raum  Na^  der  Summe  der  Inhalte  regelmässiger 
Dodekaeder,  die  um  sämmtliche  Theilchen  des  Systems  (die  Kugeln) 
umschrieben  sind,  gleich. 

Nun    ist   der  Inhalt    tog  eines  regelmässigen  Dodekaeders,   welches  um 
eine  Sphäre,  deren  Durcbmesser  q  ist,  nmschrieben  ist,  bekanntlich: 


4) 


25 


y  10 


29 


VE, 


2  "  t^    U)     50 
bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  mit  v  die  Zahl: 

5)  v  =  6,03814, 

so  ist:  . 

6)  g7ip*=VMo. 

Der  Ausdruck  3)  kann  somit  so  geschrieben  werden: 

7)  f=iVvwo/(F-JVa,o) 

und  die  Virialgleichung  des  Tollkommenen  Gases  ist: 

3 


2 


PV.e-*  =  NK. 


der  Kürze   wegen   die   Constante  Na^  mit  b   bezeichnen; 
einstmögliche  Raum,  den  das  gegebene  das  bei  K  =  0, 
■n  kann,  nnd  die  Virialgleichung  des  Gases  ist: 


ein  System,  bestehend  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl  N  sich  bewegender, 
Tollkommen  harter,  elastischer  Kugeln.  Da  die  bei  den  Zusammenstüssen 
der  Theilchen  dieses  Systems  wirkenden  Abstossungskräfte  momentane 
KrUfte  sind  und  die  Stossdauer  unendlich  klein  ist,  so  ist  auch  für  dieses 
System  jB,  das  Virial  der  interpartieulfiren  Kräfte  =  0  und  folglich  das 
Virial  der  Süsseren  Druckkräfte  der  kinetischen  Energie  des  Systems  gleich. 
Es  sei  P  der  Druck  und  V  das  Volumen  des  Gases.  Da  die  Theil- 
chen des  Systems  (die  Kugeln)  selbst  einen  Theil  des  Raumes  V  einnehmen 
und  der  von  jedem  der  Theilchen  eingenommene  Raum  für  die  übrigen 
Theilchen  undurchdringlich  ist,  so  ist  das  Wirkungsfeld  der  äusseren 
Druckkräfte  kleiner  als  V  und  etwa  F  —  6,  gleich,  wo  &,  eine  gewisse 
Function  des  von  den  Theilchen  selbst  eingenommenen  Raumes  ist,  so  dass 
die  Virialgleichung  des  Yollkommenen  Gases  die  Form 

1)  lpiV-b,)  =  NK 

hat.  Es  bestehe  das  gegebene  System  aus  gleich  grossen  Kugeln  und 
sei  Q  der  Durchmesser  einer  jeden  dieser  Kugeln.  Wenn  um  die  Mittel- 
punkte dieser  Kugeln  mit  dem  Halbmesser  q  Sphären  beschrieben  werden, 
80  sind  das  (nach  Clausius)  Wirkungssphären  der  Theilchen  des  voll- 
kommenen Gases.  Da  eine  jede  dieser  Sphären  fUr  die  Mittelpunkte  der 
übrigen  Theilchen  undurchdringlich  ist,  so  ist  &,  der  von  den  Wirkungs- 
sphären der  Theilchen  des  Systems  eingenommene  Raum,  und  V  —  b^  ist 
der  für  die  Bewegung  der  Theilchen  freie  Raum,  das  Wirkungsfeld  der 
äusseren  Druckkräfte.  Wären  keine  Zusammenstösse  vorhanden  und  würden 
die  Wirkungssphären  der  Theilchen   sich   niemals   berühren  und  schneiden, 

4 
so    wäre    &j    gleich   N .  iy  •  n  <i^.      Da    aber    eine    gewisse   Anzahl   dieser 

4 
Sphären  stets  einander  theil  weise  decken,  so  ist  &i  K^N'-^rnQ",     Die   Be- 

o 

trachtungen,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  angestellt  haben,  ermöglichen 
es,  den  genauen  Werth  von  b^  (oder  von  F— &,)  für  jeden  Werth  der 
Dichte  des  Gases  zu  finden.* 

Wir    theileu   den   Raum    F  in   n  einander  gleiche  Zellen;    der  Inhalt 
4  4 

einer  jeden  Zelle  sei^^-jrp',  so  dass  F=»».stp'  ist.     Wir  haben  ge- 


sehen (§  2),  dass,  wenn  im  Räume  V,  von  dem  ein  Theil  Noig  undurch- 
dringlich ist,' sich  .N' Theilchen  frei  herum  bewegen,  die  Anzahl  der  Zellen, 
die  frei  von  Theilchen  sind,  wenn  der  Zustand  des  Systems  stationär  ist, 
gleich  PjM  ist.  Die  übrigen  (1— /Iq)«  Zellen  enthalten  eine  jede  min- 
destens ein  Theilchen;  da  der  Inhalt  einer  jeden  der  Zellen  dem  Inhalte 
der  Wirkungssphären  der  Theilchen  gleich  ist,  so  sind  jene  (1  —p^')n  Zellen 


H 


lass  I 

1  e^^ 

I 

I 


4 


*  Es  ist  dies  eine  Aufgabe,  deren  Lösung  wir  weiter  unten  geben,   und  die 
bereits  schon  von  Uerrn  van  der  Waals  gestellt  worden  ist;  vergl.  1.  c.  Seite  66. 


vollständig  von    den  Wirkungssphären  der   Theilchen    erfüllt   und   der  von 

4 

den  p^n  Zellen    eingenommene  Raum  p„n--^nQ^  ist  der  fUr  die  Bewegung 

der  Theilchen    freie    Raum,    das   Wirkungafeld    der  äusseren    Druckkräfte. 
Nnn  ist  aber: 

4 


2) 

wenn  mit  e  die  Grtisse 
3) 


jjq  w  •  3 '» e* 


=  Fc- 


*  =  JV.J«e»/(7- 


N^o) 


bezeichnet  ist  Zwar  ist  die  Wirkungssphäre  eines  Theüchens  fUr  die 
Mittelpunkte  der  übrigen  Theilchen  nndurcbdringlich,  aber  sie  ist  es  nicht 
für  die  Theilchen  (die  Kugeln)  selbst;  so  kann  es  geschehen,  dass  einige 
Theilchen  zugleich  theilweise  die  Wirkungssphäre  eines  Tbeilchens  erftlUen 
and  es  kann   geschehen ,  dass  der  Inhalt  derjenigen  Theile  dieser  Wirkungs- 

1 
Sphäre,  die  von  anderen  Theilchen  eingenommen  sind,  gerade  =  ^''C(>^  ^^^ 

Inhalte  eines  der  Theilchen  des  Systems  gleich  ist.  Es  ist  klar,  dass  in 
diesem  Falle  wir  berechtigt  sind,  zu  sagen,  dass  in  der  Wirkungssphäre  des 
betrachteten  Thellchens  sich  noch  ein  ganzes  Theilchen  befindet.  Es  ist  somit 
der  undurchdringliche  Raum  iVco^  der  Summe  der  Inhalte  regelmässiger 
Dodekaeder,  die  um  sämmtlicbe  Theilchen  des  Systems  (die  Kugeln) 
umschrieben  sind,  gleich. 

Nun    ist   der  Inhalt   (u„  eines  regelmässigen  Dodekaeders,   welches  um 
eine  Sphäre,  deren  Durchmesser  q  ist,  umschrieben  ist,  bekanntlich: 


4) 


25   3-,/13     29^,=- 


bezeichnen  wir  der  KUrze  wegen  mit  v  die  Zahl: 

5)  v  =  6,03814, 

so  ist:  . 


6) 


■Jtf*=V  Wg. 


Der  Ausdruck  3)  kann  somit  so  gescfariebeu  werden: 
7)  i=Nva,J{V-Pfu,a) 

und  die  Virialgleichung  des  vollkommenen  Gases  ist: 


8) 


^Pr.e-'  =  NK. 


Wir  wollen  der  Kürze  wegen  die  Constante  Na„  mit  b  bezeichnen; 
es  ist  also  6  der  kleinslmögliche  Raum,  den  das  gegebene  Gas  bei  Ä' =  0, 
oder  P  =  cc  einnehmen  kann,  und  die  Virialgleichung  des  Gases  ist: 

9)  |p7.e-*»<'-"  =  iV2C. 


Da  man  die  mittlere  kinetische  Energie  der  Theilchen  des  vollkommenen 
Gases  als  Maass  der  Temperatur  T  des  Gases  ansehen  darf,  so  können  wir 
die  Gleichung  9),  die  Constante  li  durch 


10) 


RT=^NK 


bestimmend,  auch  so  schreiben; 

11)  i>7=i?r.e-»»/"-»'j 

es  ist  dies  die  Zustandsgleicbung  des  vollkommenen  Gases. 
Diese  Gleichung  gilt  für  alle  mßglicben  Zustände  des  Gases  und  fUr  alle 
möglichen  Werthe  der  Grössen  P,  V,  T;  das  heisst  für  alle  Werthe  von 
P  und  T  von  0  bis  oo  und  für  alle  Werthe  von  V,  von  b  bis  oo.  P  ist 
eine  lineare  Function  von  T  und  {für  ein  constantes  V)  der  Temperatur 
T  proportional,  so  dass  die  Stocheren  (oder  Stopyknen)  des  voll- 
kommenen Gases  (wie  beim  idealen  Gase)  gerade  Linien  sind,  welche  die 
F- Achse  schneiden.  Die  tbermodynamische  Fläche  des  vollkommenen 
Gases  wird  durch  eine  Gerade  erzeugt,  welche  zur  F- Achse  senkrecht  ist 
und  sie  schneidet:  iu  der  Anfangslage  Ittuft  sie  der  P-Achse  parallel  in 
der  Entfernung  V  =  b  über  denselben,  dann  gleitet  ihr  Schnittpunkt  mit 
der  F- Achse  Ittngs  dieser  Achse  von  V=b  bis  F  =  oo  hin,  während  die 
Gerade  selbst  sich  um  einen  rechten  Winkel  dreht 

Wählen  wir  als  Einheit  des  Druckes,  den  Druck  einer  Atmosphäre, 
als  Einheit  der  Temperatur,  den  Grad  der  centesimalen  Scala  und  als  Ein- 
heit des  Volumens,  dos  Volumen  des  idealen  Gases,  welches  auch  aus 
iV  Theilchen  besteht,  bei  P=l  und  T  =  273°,  so  ist  die  Constante  R  dem 
Ausdehnungs-  (resp.  Spannungs-)Coefficienten  des  idealen  Gases  gleich. 
Bezeichnen  wir  mit  li,,  den  Spannungs-Coefficienten  des  vollkommenen 
Gases,  so  finden  wir  dass: 

T    dP 

12)  Äp  =  Ä.^.J^=J?, 

das  heisst:  der  Spannungscoefficieut  des  vollkommenen  Gases  ist  fUr  alle 
Zustände  des  Gases  contstant  und  dem  Spannungscoeffioienten  des  idealen 
Gases  gleich.  Für  J?,,,  don  Ausdehnungscoefficienten  des  voll- 
kommenen Gases  finden  wir  folgenden  Ausdruck: 

T  dV^ B^ 

V'dT 


13} 


i?..  =  n- 


i  +  y.vb/(v-b)* 

80  dasfi  (wie  beim  Wasserstoff  bei  gewöhnlichen  Temperaturen)  für  alle 
Zustünde  des  vollkommenen  Gases  Ii„<.Rp  ist.  Die  Glosse  PV/RT, 
welche  beim  idealen  Gase  constant  und  =  1  ist,  ist  für  alle  Zustünde  des 
vollkommenen  Gases  >  l. 

Die    Dichte   D  (dnss   heisst    die    Zahl   der  Theilchen   in   der   Rauni- 
einheit)  des    vollkommenen   Gases  ist  bei  gleichem  Druck  und  Temperatur 


i 

voll- 
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stets   kleiner   als  die  Dichte  Dg  des  idealen  Gases,   und  um  so  kleiner,  je 
grCsser  die  Theilchen  (die  Kageln)  des  Gases  sind;  es  ist  nSmlicb: 


14) 


D  =  D,.e 


-»4,(1-4) 


Wir  haben  die  Zustandsgieichung  des  yollkommenen  Gases  unter  der 
Voraussetzung  abgeleitet,  dass  alle  Theilchen  des  Gases  (die  Kugeln)  gleich 
gross  sind;  sie  wird  wohl  aber  auch  für  Gase  ihre  Geltung  beibehalten, 
welche  aas  Kugeln  verschiedener  GrOsse  bestehen,  wenn  unter  ii  der  kleinst- 
mögliche  Raum,  den  so  ein  gemischtes  Gas  bei  T=0  oder  P  —  od  an- 
nehmen kann,  verstanden  wird. 


§  4.    Mehratomige  Gase. 

Bevor  wir  zur  Theorie  unvollkommener  Gase  schreiten,  müssen  wir 
ein  Paar  Hilfsstttze  entwickeln.  Ein  mehratomiges  Gas  ist  ein  System, 
welches  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl  N  von  complexon  Theilchen 
einer  bestilndigen  Zusammensetzung  (auch  mehratomige  Molo- 
cüle  genannt)  besteht.  Auf  jedes  Elementartheilchen ,  aus  welchen  diese 
complexe  Theilchen  bestehen,  wirken  Kräfte,  sowohl  solche,  die  von  den 
übrigen  Elementartheilchen,  welche  mit  ihm  dasselbe  complexe  Theilchen 
bilden,  ausgehen  (intraparticuläre  oder  intramoleculSro  Kräfte), 
als  solche,  die  von  anderen  compleien  Theilchen  ausgeübt  werden  (inter- 
particuliire  oder  internaoleenläre  KrBfte).  Bezeichnen  wir  mit  P 
den  Druck,  mit  V  das  Volumen  des  Gases  und  mit  V  das  Wirkungsfeld 
der  äusseren  Druckkräfte ;  es  sei  B  das  Virial  der  interparticnlttren  und 
B"  das  der  intraparticulttren  Kräfte;  endlich  sei  N&'  die  kinetische  Energie 
der  translatorischen  Bewegung  der  complexen  Theilchen  oder  der  inter- 
particulären  Bewegung  (einer  Bewegung  also,  die  zum  Schwerpunkte  dos 
Systems  relativ  ist)  und  iVA''  die  kinetische  Energie  der  intraparticnlären 
Bewegung  (einer  Bewegung  also,  die  zu  den  Schwerpunkten  der  einzelnen 
complexen  Theilchen  relativ  ist);  so  ist 

1)  ^PV'  +  B  +  B'  =  N{K+/r') 

die  Virialgleichung  des  gegebenen  mehratomigen  Gases  im  stationären  Zu- 
stande, Es  sei  b  da.s  Virial  der  intraparticulären  Kräfte,  die  innerhalb 
irgend  eines  der  complexen  Theilchen  wirken,  so  dass  B' =  2b,  die 
Snmmation  auf  alle  A'  complexen  Theilchen  des  Systems  erstreckt,  ist; 
bezeichnen  wir  mit  b  den  Mittelwerth  der  Grösse  b  für  alle  N  Theilchen . 
des  Systems ,  so  ist  auch : 

2)  B'=i:b  =  Nb. 
Verfolgen  wir  aber  die  Bewegungen  irgend  eines  der  complexen  Theil- 
chen   während    einer    sehr   langen   Zeit,    so    werden   wir  finden,    dass  der 
Mittelwerth    des  Viriala    der   in   ihm    während    dieser  Zeit  wirkenden  inlra- 

.parliculSren   Ki'äfte   auch  ^  h  ist;   denn   ist  JV  eine   sehr  grosse  Zahl    und. 


ist  der  Zustand  des  Systems  stationSr,  so  haben  die  einzelnen  Theilchen 
zu  irgend  welcher  Zeit  ganz  dieselben  Zustünde,  als  irgend  eines  derselben 
wiibrend  einer  sehr  langen  Zeit;  im  Räume  wiederholt  sich  das,  was  sonst 
in  der  Zeit  geschieht.  Ebenso  finden  wir,  dass,  wenn  k  die  kinetische 
Energie  der  inneren,  zum  Schwerpunkte  des  Theiichens  relativen  Beweg- 
ung irgend  eines  der  complexen  Theilchen  ist,  und  wenn  h  den  Mittel- 
werth  der  Grössen  h  fUr  alle  ^Theilchen  des  Systems  bedeutet,  dass: 

3)  NK'  =  ZJc=  Nk 

ist;  auch  ist  k  die  mittlere  kinetische  Energie  der  inneren  Bewegung  irgend 
eines  der  complexen  Theilchen  des  Systems  während  einer  sehr  langen  Zeit. 
Nun  ist  aber  ein  jedes  complexes  Theilchen  einer  bestund  Igen  Zusammen- 
setzung, als  ein  selbststUngiges  System  aufgefasst,  ein  beständiges 
conservatives  System,  fttr  welches  also  die  Virialgleiehung  giltig  ist;  es 
ist  somit  für  jedes  complexe  Theilchen  des  Systems: 

4)  b  =  k 
nnd  folglich  auch: 

5)  B'=NK\ 
so  dass  die  Oieichung  1)  sich  in: 

3 


6) 


2 


PF'+  B  =  NK 


verwandelt;  das  heisst:  die  Summe  der  Viriale  der  Süsseren  Druckkräfte 
und  der  interpartioulären  Kräfte  ist  der  kinetischen  Energie  der  trans- 
latorischen  Bewegung  der  complexen  Theilchen  gleich  und  die  Virialgleieh- 
ung des  mehratomigen  Gases  hat  somit  ganz  die  Form  der  Virialgleiehung 
des  einatomigen  Gases. 

Es  sei  ein  System  gegeben,  bestehend  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl 
N  von  Theilchen,  auf  welche  nabewirkende  interparticulKre  Kräfte  wirken. 
Da  solche  Kräfte  nur  innerhalb  sehr  kleiner  Wirkungssphären  von  der 
Null  verschiedene  Werthe  haben ,  so  erfüllen  die  Wirkungssphären  der 
Theilchen  des  Systems,  wenn  dessen  Dichte  nicht  allzugross  ist,  nur  einen 
Theil  des  vom  Systeme  eingenommenen  Raumes,  welchen  Theil  man  als 
das  Wirknngsfeld  der  interparticulären  Kräfte  bezeichnen  kann;  der 
tlbrige  Theil  des  vom  Systeme  eingenommenen  Raumes  ist  der  freie 
Raum.  Das  Eindringen  eines  Theiichens  in  die  Wirkungssphäre  eines 
anderen  nennen  wir  einen  Zusammenstoss  beider  Theilchen.  Die 
Stossdauer  der  Theilchen  des  betrachteten  Systems  ist,  wenn  auch  eine 
sehr  kleine,  aber  eine  endliche  Zeitdauer.  Theilchen,  in  deren  Wirkungs- 
sphären sich  keine  anderen  Theilchen  befinden,  nennen  wir  freie  Theil- 
chen, und  Theilchen,  in  deren  Wirkungssphären  sich  eines  oder  mehrere 
andere  Theilchen  vorfinden,  sind  im  Zustande  des  Zusammenstosses  be- 
griffen. Das  gegebene  System,  wenn  dessen  Dichte  nicht  allzugross  ist, 
besteht  aus  einer  gewissen  Anzahl  von  freien  Theilchen  und  einer  gewissen 


4 
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Anzabl  von  Theilchengruppen  oder  Gruppen,  welche  aus  zwei,  drei, 
vier  oder  einer  grosseren  Äiizabl  von  Tbeilchen,  die  im  Zustande  des 
Zusammenstosaes  LegrifTen  sind ,  bestehen.  Ist  der  Zustand  des  gegebenen 
Systems  stationSr,  so  sind  die  Zahlen  der  freien  Theilchen  und  Theilchen- 
gruppen constiinte,  von  der  Zeit  unabhängige  Zahlen;  aber  für  verschiedene 
Dichten  und  Temperaturen  des  Systems  haben  diese  Zahlen  verschiedene 
Werthe. 

Herr  L.  Natansoa*  beweist  folgenden  Satz:  die  mittlere  kinetische 
Energie  der  translalorischen  Bewegung  (oder  der  Schwerpanktsbewegung) 
der  Theilchengruppen  ist  der  mittleren  kinetischen  Energie  der  trsns- 
latorischen  Bewegung  freier  Theilchen  gleich.  Einfacher  lässt  sich  dieser 
Satz  so  beweisen:  es  seien  m,  und  m,  die  Massen  zweier  Theilchen  oder 
Theilchengruppen,  s,  und  f,  die  Geschwindigkeiten  ihrer  Schwerpunkte  vor 
dem  Beginn  des  Zusamineustosses  und  q>  der  Winkel,  den  die  Richtungen 
dieser  Geschwindigkeiten  mit  einander  bilden;  -es  seien  f^{s^).ds^  und 
fi{9i)  .  ds^  die  Wahrscheinlichkeiten  der  Geschwindigkeiten  5,  und  s,,  bei 
der  im  Systeme  bestehenden  stationären  Geschwindigkeitsvertheilung.  Sind 
alle  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  der  Theilchen  und  Theilchengruppen 

1 
gleich  wahrscheinlich,  so  ist  bekanntlich  ^^ 5m 9). (2 9)  die  Wahrscheinlichkeit 

des  Winkels  (p;    so   dass   die   Wahrscheinlichkeit  davon,    dass  die  Massen 
m,   und  mg  die  Geschwindigkeit  s^    und  «,  haben ,   deren   Richtungen  mit 
einander  den  Winkel  qi;  bilden,  gleich 
1 

isi  Die  Geschwindigkeit  S  der  translatorischen  Bewegung  der  beiden 
Massen  »1,  und  m,  gemeinsammeu  Schwerpunkts  ist  die  Resultante  der 
Geschwindigkeiten  «i,«,/(m,  +  »»i^  und  m^s^j (yn^-\- m^ ,  wenn  beide  zu- 
gleich diesem  Schwerpunkte  ertheilt  werden,  so  dass 

8)  ('")  +  n'j)*S'=  "'i's,*+  OT,'s,*  +  2w,HijS,Sj.co5q» 

ist;  ist  S*  der  Mittelwerth  von  S*.,  so  ist 

I  117 

9)  [n\-\-  m^^S*  =  ^{m^-\-  m^*  i  f^{sC\  .ds^  i\{s^  .dSt  l  ^.  Sintf  Atf , 

wo  die  mit '  bezeichneten  Integrale  auf  alle  im  Systeme,  während  es  sich 
im  stationären  Zustande  befindet,  vorkommenden  Werthe  der  Geschwindig- 
keiten 5,  and  5j  erstreckt  sind.  Statt  S'^  dessen  Werth  aus  8)  herein- 
setzend and  bedenkend,  dass 

10) 

und 


•L.  Natanson:    „Kinetische   Theorie    unTollkommener   Gase."    Wiede- 
mann's  Annalen,  1888,  Bd.  33. 


5  » 


I  cos<p.sin<p.d<p  =  0,      ~  1  sinq).dq>  =  1, 


weun   IT  die   mittlere    kinetische   Energie    der    translatorischen    Bewegung 
freier  Theilcheu  bedeutet,  dass  endlich 

n  n 

12) 

Ö  0 

80  geht  der  Ausdruck  9)  über  in: 

13)  ^K  +  '",)So*=-s:. 

was  zu  beweisen  war. 

Es  ist  hier  auch  am  Orte,  noch  den  folgenden  Satz  zu  begründen:  ist 
K  die  mittlere  kinetische  Energie  der  tranalatorischen  Bewegung  (einer  Be- 
wegung also,  die  zum  Schwerpunkte  des  Systems  relativ  ist)  der  Theilchen 
eines  Systems,  welches  sich  im  stationären  Zustande  betindet  und  aus  gleich- 
artigen Theilchen  besteht,  so  ist  2K  die  mittlere  kinetische  Energie  ihrer 
relativen  Bewegung.  Ist  bei  dem  gegebenen  Zustande  dos  Systems 
f{s).ds  die  Wahrscheinlichkeit  der  Geschwindigkeit  5,  so  ist 
1 


14) 


g- /•(«,)•  «i«!  • /"(«i)  •  fi  «2  •«>>  <P  •  «^V 


die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  irgend  zwei  Theilchen  dos  Systems 
gleichzeitig  die  Geschwindigkeiten  5,  und  s,  haben,  deren  Richtungen  mit 
einander  den  Winkel  <f)  bilden;  die  relative  Geschwindigkeit  a>  dieser 
Theilchen  wird  durch 

15)  tü'=  s,* -f  s,*  — 2s,5,.C0S(p 

bestimmt;  sodass,  wenn  ß' das  mittlere  Quadrat  der  relativen  Geschwindig- 
keit irgend  zweier  Theilchen  des  Systems  bedeutet,  so  ist 

Iß)  ^'  =  .jff{st).dsj'f{s,).ds,jw*.smtp.dv, 

0 

die  Ausdrücke  10),  11),  12)  und  15)  berücksichtigend,  werden  wir  leicht 
finden,  dasb  . 

17)  ^mSl*  =  2K^ 

ist.  Es  l&sst  sich  dieser  Satz  auch  so  beweisen:  da  die  mittlere  kinetische 
Energie  der  zum  Schwerpunkte  des  Systems  relativen  Bewegung  irgend 
eines  Theilchens  m  während  einer  sehr  hingen  Zeit  =  K  ist,  so  ist  die 
mittlere  kinetische  Energie  der  zum  Theilchen  m  relativen  Bewegung  des 
Schwerpunkts  des  Systems  während  dieser  Zeit  ^  NA';  und  da  die  kinetische 
Energie  der  zum  Schwerpunkte  des  Systems  relativen  Bewegung  süuimt- 
lichcr  Theilcheu  auch  =  A'Ä'  ist,  so  ist  2 N f^  die  kinetische  Energie  der 
zum  Theilchen  m  relativen  Bewegung  sämmtlicher  Theilchen  des  Systems 
und  folglich  ist  2K  die  mittlere  kinetische  Energie  der  relativen  Bewegung 
dieser  Theilchen. 


4 
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§  5.     Tbeilchenaggregate. 

Ein  eingehendes  Studium  der  Systeme  der  betraclitelen  Kategorie, 
solcher  nümltch ,  die  aus  Elementartheilchen  bestehen ,  welche  niemals  aus 
sich  compleze  Tbeilchen  bilden,  verlangt  ihre  Einthcilung  in  zwei  Arten 
von  Systemen: 

1.  Systeme,  die  aus  Tbeilchen  bestehen,  auf  welche  nur  interparti- 
cnlSre  Abs toasungsk rufte  wirken,  so  dass,  wenn  <p(r)  ihr  Wirkungs- 
gesetz ist,  ip(r)  ftlr  alle  r,  die  kleiner  als  der  Halbmesser  ihrer  Wirkungs- 
sphBren  sind,  eine  negative,  ihr  Zeichen  nicht  wechselnde  Grösse  ist. 
Zu  dieser  Art  von  Systemen  gehört  auch  das  sogenannte  vollkommene  Gas. 

2.  Systeme,  die  aus  Tbeilchen  bestehen,  auf  welche  auch  interparti- 
cuISre  Anzieh ungskrüfte  wirken,  so  dass,  wenn  (p(r)  ihr  Wirkungs- 
gesetz ist,  <f){r)  fllr  alle  r,  die  kleiner  als  der  Halbmesser  ihrer  Wirkungs- 
sphären sind,  eine  entweder  positive  oder  ihr  Zeichen  ein  oder  mehrere 
Male  wechselnde  Grösse  ist.  Zu  dieser  Art  von  Systemen  gehören  wahr- 
scheinlich alle  natürlichen  einatomigen  Gase  und  Dumpfe. 

Wir  haben  gesehen  (§  4) ,  dass  alle  Systeme  der  betrachteten  Kategorie 
aus  freien  Tbeilchen  und  Theilcbengruppen  bestehen.  Theilcheugruppen 
oder  Gruppen  von  im  Zustande  des  Zusammenslosses  begriffenen  Tbeilchen 
kommen  in  Systemen  beider  Arten  (nur  das  vollkommene  Gas  ausgenommen) 
vor,  und  bilden  sich  auch  bei  den  höchsten  Temperaturen  und  den 
schwiichsten  Drucken  aus;  aber  ausser  dieser  Theilcbengruppen  kommen  in  den 
Systemen  der  zweiten  Art  bei  genOgend  starken  Drucken  und  niedrigen 
Temperaturen  auch  noch  Theilchenaggregate  oder  complexe  Tbeil- 
chen vor. 

Tbeikhengruppen  und  Theilchenaggregate  sind  wesentlich  von  einander 
verschiedene  Gebilde;  die  Hauptunterschiede  lassen  sich  so  formuliren: 
1.  Theilcbengruppen,  wie  schon  erwUhnt,  kommen  in  Systemen  beider 
Arten  bei  allen  Drucken  und  Temperaturen  vor,  und  sind,  als  selbst- 
ständige  Systeme  betrachtet,  zufällige  Systeme*;  die  kinetische  Energie  i 
ihrer  inneren  Bewegung  ist  grösser  als  das  Potential  der  in  ihnen  wirken- 
den Kräfte;  sie  zerfallen  von  selbst  ohne  Mitwirkung  der  übrigen  Tbeil- 
chen des  Systems.  Theilchenaggregate  können  nur  in  Systemen  der  zweiten 
Art  bei  genügend  niederen  Temperaturen  und  stai'ken  Drucken  sich  bilden; 
als  selbstständige  Systeme  betrachtet,  sie  sind  beständige  Systeme; 
die  kinetische  Energie  ihrer  inneren  Bewegung  ist  kleiner  als  das  Potential 
der  in  ihnen  wirkenden  Kräfte;  sie  zerfallen  nur,  wenn  in  Folge  ihrer 
Znsammeustösse  mit  anderen  Tbeilchen  des  Systems  die  kinetische  Energie 
ihrer  inneren  Bewegung  bis  zur  Grösse  des  Potentials  der  in  ihnen  wirken- 
den Kräfte  anwächst.  2.  Wie  schon  erwähnt  (Natanson's  Theorem),  ist 
die  mittleie  kinetische  Energie  der  trauslatoriscben  Bewegung  der  Theikhen- 


•  Vergl.  §  1  meiner  Abhandlung:  „Ueber  das  üesetz  Boltzmann'a". 


272  üeber  das  Virial  der  KrSfte. 

gmppen  der  mittleren  kinetischen  Energie  der  translatorischen  Bewegiug 
freier  Theilchen  gleich.  Die  mittlere  kinetische  Energie  der  trau- 
latorischen  Bewegung  der  Theilchenaggregste  ist  (nach  dem  MazweH'Bcheii 
Gesetz  tOx  gemischte  Gase)  der  mittleren  kinetischen  Energie  der  trus- 
latoriachen  Bewegung  der  Übrigen  Theilchen  des  Systems  (die  keine  Theilchen- 
aggregate  bilden,  solche  aber,  die  Theilchengmppen  bilden,  mit  inbegrüEen) 
gleich,  so  dass,  wenn  auf  die  Theilchen  des  Sjstems  ansschliesslich  nnr 
interparticnlBre  Anziehungskräfte  wirken,  oder,  wenn  solche  nnr  yorwi^en, 
die  mittlere  kinetische  Energie  der  translatorischen  Bewegung  der  Theilchen- 
aggregate  grOsser  als  die  mittlere  kinetische  Energie  der  translatoriachen 
Bewegung  der  Theilchengmppen  ist 

Wie  schon  erwKhnt,  kommen  die  Tbeilchengmppen  in  Systemen  beider 
Arten  bei  allen  mSglichen  Temperaturen  und  Drucken  vor.  Die  Theilchen- 
aggregate  kSnnen  nnr  in  Systemen  der  zweiten  Art  bei  genfigend  niederen 
Temperaturen  und  starken  Dmcken  sich  ausbilden,  so  dass  die  ganze 
thermodynamische  FlSche  dieser  Systeme  durch  eine  Curve  in  zwei  Gebiete 
getheilt  werden  kann;  im  Gebiete  rechts  von  dieser  Gurre  besteht  das 
System  ansschliesslich  aus  einzeln  sich  bewegenden  Theilchen  (und  Theilchen- 
gmppen); im  Gebiete  links  kommen  auch  Theilchenaggregate  oder  com- 
pleze  Theilchen  einer  zufalligen  Zusammensetzung  vor.  Diese 
Cnrve,  ans  weiter  unten  nSher  zn  erörternden  Gründen ,  nennen  wir  die 
Mazimal-Spannungscurve  des  übersSttigten  Dampfes.  Die  Cnrre 
(BCAT,)  der  beigegebenen  Figur  (§  7)  ist  die  Projection  dieser  Cnrre 
auf  die  (FjT)  Ebene. 

YorlBufig  k5nnen  wir  die  Bedingungen  des  Entstehens  und  Bestehens 
der  Theilchenaggregate  noch  nicht  formnliren;  nichts  desto  weniger  zeigen 
folgende  Betrachtangen,  dass  in  den  Systemen  der  zweiten  Art  die  Theilchen- 
aggregate nnr  bei  hinlänglich  niederen  Temperaturen  entstehen  und  bestehen 
kSnnen,  wBhrend  ihr  Bestehen  bei  hiniSnglich  hohen  Temperaturen  nn- 
mSglich  ist.  Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  gesehen^  dass  die  mittlere 
kinetische  Energie  der  relativen  Bewegung  der  Theilchen  eines  Systems  im 
stationBren  Znstande  der  mittleren  kinetischen  Energie  ihrer  translatorischen 
Bewegung  proportional  ist.  Demnach  wächst  bei  steigender  Temperatur 
auch  die  mittlere  kinetische  Energie  der  relativen  Bewegung  der  Theilchen 
eines  Systems,  so  dass  die  Wahrscheinlichkeit  des  Entstehens  und  die 
mittlere  Daner  des  Bestehens  der  Theilchenaggregate  abnehmen  mass.  Selbst- 
verständlich können  in  Systemen,  welche  aas  Elementartheilchen  bestehen, 
bei  ZnsammenstSssen  von  nur  zwei  Theilchen  keine  Zwei -Theilchenaggregate 
sich  bilden.  Aber  bei  gleichzeitigen  Zusammenstössen  von  drei  Theilchen 
(innerhalb  von  Drei-Theilchengrnppen  also),  mag  die  Temperatur  des  Systems 
eine  noch  so  hohe  sein,  kann  es  immer  geschehen,  dass  die  relative  Ge- 
schwindigkeit zweier  der  zasammenstossenden  Theilcben  so  sehr  abnimmt, 
dass  diese  zwei  Theilchen  ihre  weitere  Bewegung  zusammen,  als  ein  Zwei- 
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Theilchenoggregat,  voll  fuhren.  Ist  aber  die  Temperatur  des  Systems  hin- 
läoglich  hoch,  so  ist  die  mittlere  Dauer  des  Bestehens  eines  solchen  Zwei- 
Theilchenaggregats  der  mittleren  Dauer  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgen- 
den Zusammenstössen  einzeln  sich  bewegender  Theilcben  gleich.  Die  mittlere 
kinetische  Energie  der  translatorischen  Bewegung  solcher  Zwei-Theilchen- 
aggregate  wird  demnach,  vor  dem  Eintreten  des  Zerfalls  der  Aggregate,  keine 

»Zeit  haben ,  einen  der  mittleren  kinetischen  Energie  einzeln  sich  bewegender 
(und  Theilcheugruppea  bildender)  Theilchen  gleichen  Werth  anzunehmen; 
und  wird  (nach  dem  Tbeoremu  Natanson's)  der  mittleren  kinetischen 
Energie  der  freien  Theilchen  gleich  bleiben.  Tbeilchenaggregate  also,  deren 
mittlere  Dauer  des  Bestehens  nicht  grösser  als  die  mittlere  Dauer  zwischen 
je   zwei    auf  einander   folgenden  Zusammeustüssen    einzeln  sich  bewegender 

»Theilchen  ist,  können  auf  den  Zustand  des  Systems  nur  einen  solchen 
JÜDÜuss  ausüben  wie  Tbeilchengruppen;  wir  werden  sie  auch  als  Theilchen- 
gruppen  behandeln.    Diejenigen  Temperaturen  und  Drucke,  bei  denen  solche 

»Theilchenaggregate  entstehen,  deren  mittlere  Dauer  des  Bestehens  grösser 
als  die  mittlere  Dauer  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgenden  Zusammen- 
stössen einzeln  sich  bewegender  Theilcben  ist,  bilden  das  Gebiet  der 
hthermodynamischen  Fläche  des  Systems,  welches  von  der  Maximal-Spannungs- 
Burve  des  Übersättigten  Dampfes  begrenzt  wird;  und  T^,  die  grösste  dieser 
(Temperaturen ,  ist  die  wahre  kritische  Temperatur  des  Systems. 

Drei- Tbeilchenaggregate  können  nur  in  Gruppen,  welche  ans  vier 
[gleichzeitig  zusammenstossenden  ElementartbeOclien  bestehen,  sich  bilden; 
iaher  ist  die  Bildung  ans  einzeln  sich  bewegenden  Theilchen  der  Drei- 
Pheilchenaggregate  viel  weniger  wahrscheinlich  als  die  Bildung  von  Zwei- 
ITheicbenaggregaten.  Besteht  aber  das  System  aus  ganz  gleichartigen* 
[Theilcben  M  {solche  Systeme  wollen  wir  vorzüglich  im  Auge  bebalten),  so 
ist  die  Bildung  der  Drei  -  Tbeilchenaggregate  üf,  aus  einzeln  sieb  bewegenden 

I  Theilcben  M  und  Zwei  -  Theilchenaggregaten  M^  sogar  wahrscheinlicher,  als 
^e  Bildung  der  Zwei -Tbeilchenaggregate  M^  aus  einzeln  sich  bewegenden 
Theilchen  M;  denu  die  Wechselwirkung  der  Aggregate  M^  und  der  Theil- 
ichen   M,   bei    der  Gleichartigkeit  aller  dieser  Theilchen,    muss  nothwendig 

*  Dos   gewShulich   Antozon   genannte  Gas,    weiches  aas  einzeln  sich  be- 
egenden  SauerEtoHatomen  O  besteht,  kann  nicht  als  ein  System  aus  ganz  gleich- 
gen  Theilcben  besteheud  angesehen  werden;  denn,  obgleich  alle  Atome  O  unter 
inauder  identisch  sind,  so  kOnnen  sie  sich  doch,  wie  es  scheint,  in  zwei  ver- 
chiedenen  Zustünden   befinden;  denn  sonst  müsste  diu  Wecbeelwirkung  von 
',  und  6*1  stärker  als  die  von  0  und  O  sein,  wührend  in  Wirklichkeit  die  Wechsel- 
irkung  von  O  und  O  viel  stärker  als  die  von  0,  und  0,  ist.    In  einem  Systeme, 
ans  gleichartigen  Elementartbeilcben  bestehend,  können  nurcomplexe  Theil- 
chen   einer    Kufäüigen    Zusammensetzung  oder  Theilchenaggregate   ent- 
liehen.   In  Systemen,  welche  ans  heterogenen  Elementartheiichen  bestehen,  können 
üuch  complexe  Theilcben  einer  beständigen  Zusammensetzung  oder 
mehratomige  Molecfde  sich  Lüden. 
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grosser  als  die  Wecbselwirkung  der  Tbeilrhen  K  nnd  M  sein;  tind  das 
Aggregat  fll^  kann  noch  bestehen,  wenn  die  relativen  Geschwindigkeiten  der 
dasselbe  bildenden  Tbeilchen  so  gross  sind,  dass  das  Aggregat  M^  schon 
zerfallen  würde.  Ebenso  ist  die  Wechselwirkung  der  Aggregate  /Vj  und  lU^ 
stärker  als  die  Wechselwirkung  von  AU  und  .V;  die  von  U^  und  /V,  stärker 
als  die  von  iV,  und  IU^\  n.  s.  f. 

Wenn  wir  daher,  von  einem  Zustande  eines  aus  gleichartigen  Tbeilchen 
AI  bestehenden  Systems  zweiter  Art  ausgehend,  in  welchem  das  System 
noch  ausschliesslich  ans  einzeln  sich  bewegenden  Tbeilchen  3f  (und  Theil- 
chengrnppen)  besieht,  bei  constantem  Volumen  die  Temperatur  des  Systems 
allmählich  erniedrigen,  so  kommen  wir  schliesslich  zu  einem  solchen  Zu- 
stande des  Systems,  in  welchem  Aggregate  JU^  sich  zu  bilden  beginnen. 
Dieser  Zustand  des  Systems  ist  aber  ein  labiler,  denn  die  Aggregate  A/^, 
sobald  sie  sich  gebildet  haben ,  treten  sogleich  zu  complicirteren  Aggregaten 
zusammen;  der  Zustand  des  Systems  wird  erst  dann  wieder  stabil  werden, 
wenn  dos  System  aus  einzelnen  Tbeilchen  Af  und  einem  oder  einigen  Aggre- 
gaten Af„,  die  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl  n  von  Tbeilchen  J/ zusammen- 
gesetzt sind  (flüssige  Tropfen),  besteht.  Diesen  labilen  Zustand  des 
Systems  bezeichnen  wir  als  den  Z  ustand  des  übersättigten  Dampfes.* 
Temperaturen  und  Drucke,  bei  denen  Gleichgewicht  zwischen  einzeln  sich 
bewegenden  Tbeilchen  M  und  Aggregaten  M„  besteht,  bezeichnen  auf  der 
thermodynamiächen  Flßche  des  Systems  eineCurve,  die  wir  die  Spannnngs- 
curve  des  gesättigten  Dampfes  nennen  wollen.  Die  Cmmo  {DC AT,) 
der  beigegebenen  Figur  (§  7)  ist  die  Projection  dieser  Curve  auf  die  (V^T) 
Ebene.  Der  Punkt  C,  in  welchem  diese  Curve  die  Maximal -Spannungs- 
curve  des  übersättigten  Dampfes  schneidet,  entspricht  der  Temperatur  T„, 
welche  Herr  Mendeleew  sehr  passend  also  absolute  Siedetemp  eratur 
bezeichnet  hat;  Ta  ist  etwas  kleiner  als  Tc.  Das  Gebiet  der  thermo- 
dynamischen  Fläche,  welches  von  Curven  begrenzt  wird,  deren  Projectioncn 
{BC)  und  (DC)  sind,  entspricht  den  labilen  Zuständen  des  übersättigten 
Dampfes. 


*  In  Wirklichkeit  ist  es  sehr  schwer,  den  Zustand  des  übersüttigten  Dampfes 
cu  lealisiren,  deon  es  ist  sehr  schwer,  einen  von  in  ihm  suspeudirteD  Stnubtheilcbeu 
ganz  freien  Dampf  zu  erhalten  und  noch  schwerer  ist  es  einen  Dumpf  von  den 
Wänden  des  Gefäeses,  welches  ihn  enthält,  zu  isoliieu.  Es  ist  aber  nicht  uumSglicfa, 
dasB  in  höheren  Luftschichten,  welche  ganz  staubfrei  sind,  grosse  mit  stark  über- 
sättigtem Wasserdanipfe  erfüllte  Käunie  sich  vorfinden.  Der  Zustand  dieser  Diimpt- 
massen  ist  ziemlich  stabil,  denn  sollte  auch  irgendwo  eine  VerSüssignng  dieses 
Dampfes  beginnen,  so  kann  leicht  um  das  Gebiet  des  gesättigten  Dmnpfes 
herum  eine  Schicht  überhitzten  Dampfes  sich  ausbilden,  welche  den  iiber- 
sslttigteu  Dampf  vom  Kinflusce  der  Wassertropfen  isolirt.  Wenn  aber  ein  zu- 
fälliger Windstosa  schnell  die  Gebiete  des  gesättigten  und  des  übersättigten  Dampfes 
unter  einander  mischt,  so  sind  alle  Bedingungen  des  Entstehens  einer  Cyclone 
vorhanden. 


Es  war  schon  erwlthnt,  dass,  wenn  das  gegebene  System  ans  gleich- 
artigen Theilchen  M  besteht,  die  Wechselwirkung  der  Aggregate  M^  und 
M^  (bei  gleichbleibender  Entfernung  der  Schwerpunkte  der  auf  einander 
wirkenden  Gebilde)  grösser  als  die  Wechselwirkung  der  Theilchen  M  und 
M  ist;  die  Wechselwirkung  von  M^  und  M^  grösser  als  die  von  .W,  und 
M^,  n,  8.  f.  Die  mittlere  Wechselwirkung  der  Aggregate  kann  aber  mit  der 
wachsenden  Zahl  der  sie  bildenden  Theilchen  nicht  auch  unbegrenzt  zunehmen ; 
denn  zugleich  mit  dieser  Zahl  wachsen  nicht  allein  die  Massen  der  Aggre- 
gate, sondern  auch  die  mittleren  Entfernungen  ihrer  Schwerpunkte.  Es  seien 
/l/p  diejenigen  Aggregate,  fUr  welche  die  mittlere  Wechselwirkung  den  grössten 
Werth  hat;  es  ist  klar,  dass  die  Zahl  p  für  jedes  gegebene  System  einen 
ganz  bestimmten ,  von  der  Intensität  und  dem  Gesetze  der  Wechselwirkung 
der  Theilchen  M  abhängigen  Werth  haben  wird;  die  mittlere  Wechsel- 
wirkung noch  complicirterer  Aggregate  ist  weniger  intensiv.  Die  Aggregate 
iV„,  aus  einer  sehr  gros.ien  Anzahl  n  von  Theilchen  M  bestehend,  können 
selbst  als  aus  Aggregaten  jf/^,  aus  einer  kleineren  und  verBnderlichen  An- 
zahl X  von  Theilchen  M  bestehend,  zusammengesetzt  betrachtet  werden. 
Somit  kann  es  geschehen,  dass  bei  gewissen  Dichten  des  Systems  die  Aggre- 
gate Mn  in  Aggregate  der  mittleren  Zusammensetzung  M^  (wenn  q  eine 
gewisse  Zahl,  die  grösser  als  p  ist)  zerfallen,  und  dieses  Zerfallen  bei 
einer  niedereren  Temperatur  eintritt ,  als  das  Zerfallen  der  Aggregate  Af,  in 
einzelne  Theilchen  M.  Die  kleinste  dieser  Dichten  ist  die  Dichte  des  ge- 
sättigten Dampfes  bei  der  absoluten  Siedetemperatur  oder  der  Temperatur  des  , 
Verschwinden»  (resp.  des  Erscheinens)  des  Meniscus.*  Die  grösste  dieser 
Dichten  ist  die  wahre  kritische  Dichte. 

Für  alle  T  >  '1\  ist  V  eine  eindeutige  Fanction  der  Parameter  P  und 
T\  das  System  hat  nur  einen  stationären  Zustand  und  besteht  ausschliesslich 
ans  einzeln  sich  bewegenden  Theilchen  (und  Theilchengruppen).  Für  alle 
r  <  Te  ist  V  eine  zweideutige  Function  der  Parameter  P  und  T;  für  jedes 
gegebene  Paar  von  Werthen  von  P  und  T  kann  das  System  zwei  ver- 
schiedene stationäre  Zustände  haben,  die  von  einander  durch  die  Dichten 
des  Systems  sich  unterscheiden:   im  Zustande  der  kleineren  Dichte  besteht 


•  Wenn  ich  nicht  irre,  waren  es  Samin  und  Wromblewsky,  die  saerst 
bemerkt  haben,  dass  das  Verschwinden  des  MeniscuB  bei  der  sogenannten  kritischen 
Temperatur  noch  kein  Beweis  dafür  ist,  dasa  die  Flüesigkeit  bei  noch  hüberen 
Temperaturen  nicht  bestehen  kann.  Der  bekannte  Versuch  des  Herrn  Cailletet 
mit  der  Joülöeung  in  iliiiisiger  Kohlensäure  scheint  diese  Meinung  zu  bestätigen. 
Sehr  treffend  ist  auch  die  liemcrkung  des  Herrn  W.  G  ali  tzine  (Journ.  d.  russ.  phys. 
rhem.  Ges.  1891)  von  der  Unmöglichkeit  des  Erscheinens  det  Meniscas  in  der 
Mitte  einer  mit  dem  gesättigten  Dampfe  einer  Flüssigkeit  gefällten,  zugelöthetcn 
Röhre,  wenn  die  Dichten  der  Flfiesigkeit  und  des  Dampfes  bei  der  absoluten 
Siedetemperatur  einander  gleich  wären;  wäre  dem  auch  nur  niUierungsweise  so, 
eo  könnte  ein  Meniscus  nur  entweder  ganz  unten  oder  ganz  oben  in  der  Röbrn 
■ich  aoabilden. 
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du  System  anMchliestlich  am  einieln  sich  bew^^den  TheUehen  (und 
Theilcbengroppen) ;  im  Zustande  der  grSsseren  Dichte  besteht  das  System 
ans  complezen  Tbeilchen  einer  znßUligen  Zasammeosetsnng  oder  Tbeilchen- 
aggregaten ;  nach  der  Analogie  mit  den  physikalischen  KOrpem  kOnnen  diese 
Zustttnde  als  gasförmig  nnd  tropfbarflfissig  beieichnet  werden.  Bei 
der  absoluten  Siedetemperatur  hat  das  System  noch  zwei  Terschiedene 
stationäre  Zustande  oder  zwei  verschiedene  Dichten;  bei  bSheren  Tem- 
peraturen nimmt  der  Unterschied  dieser  beider  Dichten  ab;  bei  der  wahren 
kritischen  Temperatur  werden  diese  beiden  Dichten  einander  gleich,  nnd 
bei  noch  höheren  Temperaturen  kann  das  System  für  jedes  gegebene  Paar 
Werthe  der  Parameter  P  nnd  T  nur  eine  Dichte  haben. 

In  den  beiden  nächsten  Paragraphen  wollen  wir  die  Znstaodsgleichungen 
fOr  einige  specielle  Systeme  der  betrachteten  Kategorie  entwickeln. 

§  6.  AbitOMiingskrftfte. 
Obgleich  die  Systeme  der  ersten  Art  kein  praktisches  Interesse  dar- 
bieten, so  ist  doch,  wegen  der  Complicirtheit  der  Systeme  der  zweiten 
Art,  ein  eingehendes  Studium  ihrer  Eigenschaften  zu  empfehlen.  Wir  wollen 
die  Znstandsgleichnng  eines  speciellen  Systems  der  ersten  Art  entwickeln; 
es  sei  uBmlich  gegeben  ein  conservatiTes  System,  bestehend  aus  einer  sehr 
grossen  Anzahl  N  von  Theilchen  (materiellen  Punkten) ,  welche  auf  einander 
nach  dem  Gesetze  ip[r)  wirken,  welches  fQr  alle  Werthe  von  r,  Tonr  =  0 
bis  r  =  00  durch : 

1)  v(v)  =  -»f*/f-  +  ' 

bestimmt  wird;  wo  ft  eine  willkürliche  positive  Grösse  und  n  eine  will- 
kürliche positive  Zahl  >>  1  bedeuten.  Ist  die  Grösse  fi  so  klein,  dass  für 
Werthe  von  r  von  derselben  Ordnung  wie  die  Dimensionen  des  vom  Systeme 
eingenommenen  Raumes,  nicht  allein  die  Grösse  —  tpiy),  sondern  auch  die 
Grösse  —Nip(y),  sehr  klein  sind,  so  können  wir  diese  Kräfte  als  nahe- 
wirkende  uns  ansehen. 

Ist  F  der  äussere  Druck  und  V  der  vom  Systeme  eingenommene  Baum, 
3 
so  isttj^Pr  das  Virial  der  äusseren  Druckkräfte,  die  im  Räume  F  wirken. 

Bezeichnen  wir  mit  —B  das  Virial  der  iuterparticulären  Kräfte,  und  mit 
K  die  mittlere  kinetische  Energie  der  translatorischen  Bewegung  der 
Theilchen  des  Systems,  so  ist 

2)  ^PV-B  =  NK 

die  Virialgloichung  des  Systems. 

Schon    Herr   van    der  Waals*    hat    bemerkt,    dass    das  Virial    der 
interparticulären  Kräfte  eines  Systems,  welches  aus  Theilchen  besteht,   die 

•  Vergl.  van  der  Waali:   „Die  Continuitöt  etc.",  deatsch  von  Roth,  1881, 
Sei' 
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auf  einander  nach  dem  Gesetze  <p{i)  wirken,    gleich  ;,■/,»"•  <>'(•')  ist,    wo 

die  Sunimation  auf  die  Wechselwirkungen  sümnitlicher  Paare  von  Thoilchen 
zu  erstrecken  ist,  eine  jede  Wechselwirkung  aber  nur  einmal  zählend,  so 
dass: 
3) 


-Sr .  v  (v)  =  2  2^  2''/' » • '' (»"»> ») 


ist;  auch  muss  bemerkt  werden,  dass  alle  Glieder  dieser  Doppelsumrae,  für 
welche  p  =  q  ist,  der  Null  gleich  zu  setzen  sind.  Bezeichnen  wir  mit 
■^{y)  die  Function: 

'4)  ,^(v)  =  |u/r" 

und  mit  21\\i[y)  die  Doppelsnmme: 


5) 


1 


l^Y^^-Y 


fllr 


p=l  9  =  1 

welche  p  =  q   der  Null    gleich  zu  setzen  sind ,  so  or- 


deren Glieder , 
halten  wir: 

6)  —£r.q>{v)==n£ii>(v). 

Bezeichnen  wir  mit  'l'g  die  Potentialenergie  der  freien  Tbeilchen 
des  Systems,  welche  für  alle  solche  Tbeilchen  einen  uml  denselben  Werth 
hat,  so  ist  JV'J''p -|- 2i()(i')  offenbar  die  Potentialenergie  des  Systems; 
so  dass,  wenn  ^  die  mittlere  Potentialenergie  sKmmtlicher  Tbeilchen 
des  Systems  bedeutet, 

7)  N^f  =  N%+£tl)iv) 
ist.  Wenngleich  auch  in  einem  Systeme ,  dessen  Dichte  gross  genng  ist, 
freie  Theilchen  nicht  vorkommen,  so  kOnnen  wir  doch  ein  jedes  Tbeilchen 
des  Systems,  ohne  dessen  Energie  und  die  auf  dasselbe  wirkenden  inter- 
particnlüren  Krüfte  zu  lindern,  indem  wir  nur  auf  eine  passende  Weise  die 
Richtung  seiner  Geschwindigkeit  abEtnderu  and  das  Tbeilchen  durch  die 
Hussere  Grenzfläche  des  Systems  hindurch  lassen,  zu  einem  freien  Tbeilchen 
machen,  wenn  es  sich  weit  genug  vom  Systeme  entfernt  bat.  Es  bat 
demnach  die  Grösse  f^,  die  mittlere  kinetische  Energie  der  freien 
Tbeilchen  des  Systems  für  alle,  noch  so  grossen  Dichten  des  Systems 
einen  ganz  bestimmten  Werth.     Es  ist  auch: 

8)  ii:+ '/^=iro+ ^0. 

auch  haben  wir: 

9)  B  =  -l2'-  «"W  ^^^"-^  W  =  I  J^('p-  ^o)  J^(Jro-A'). 

Jetzt  stellen  wir  uns  vor,  dass  der  ganze  vom  Systeme  eingenommene 
Raum  in  iV  einander  gleiche  regelmässige  Dodekaeder  eingetheilt  ist; 
es  ist   V/ N  der  Inhalt  eines  jeden  dieser  Dodekaeder.    Nur  die  Richtungen 
.  der  Geschwindigkeiten  der  Tbeilchen  des  Systems  auf  eine  passende  Wr 
abändernd,  wobei  die  Energie  ihrer  translatoriscben  Bewegung  ihren  Wi 
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unverändert  beibeb&It,  kSnnen  wir  es  offenbar  erreicben,  dass  alle  Theil- 
cben  des  Systems  gleichzeitig  Stellungen  in  den  Mittelpunkten  dieser  Dode- 
kaeder einnehmen ;  von  den  Tbeilchen  des  Systems  in  einer  solchen  Stellang 
sagen  wir,  sie  seien  in  symmetrischer  Stellung.  Die  Entfemang  q 
eines  jeden  Paares  benachbarter  Tbeilchen  in  symmetrischer  Stellung  ist  die 
mittlere  interparticulttre  Entfernung  (q  ist  grösser  als  die  Kante 
des  sogenannten  Elementar  würfele,  welche  zuweilen,  wenn  auch 
ßUschlich,  als  mittlere  interparticuläre  Entfernung  bezeichnet  wird).  Offen- 
bar ist:  . 

10)  A.^«j*  =  )'F; 

wenn  y  eine  durch  den  Ausdruck  (5,  §  3)  definirte  Zahl  bedeutet;  das 
Verhältniss  also  des  Inhaltes  einer  Sphäre  zum  Inhalte  eines  regelmässigen 
Dodekaeders,  welches  um  eine  achtmal  kleinere  Sphäre  umschrieben  ist. 

Bezeichnen  wir  mit  ^'  die  mittlere  potentielle  Energie  der  Tbeilchen 
des  Systems  in  symmetrischer  Stellung  und  mit  r  die  Entfernung  irgend 
eines  Paares  dieser  Tbeilchen  von  einander,  so  ist 

11)  JV*'=iV  ^0+2:^(0; 

ist  K'  die  mittlere  kinetische  Energie  der  Tbeilchen  des  Systems  in  sym- 
metrischer Stellung,  so  ist  auch: 

12)  Ä^'+ «P'=JEo+ ^0=-^+ ^• 

Durch  passende  Abänderungen  nur  der  Richtungen  der  Geschwindig- 
keiten der  Tbeilchen  des  Systems  können  diese  Tbeilchen  gleichzeitig  in  die 
symmetrische  Stellung  gebracht  werden ;  auch  können  diese  Abänderungen 
derart  sein,  dass  die  Richtungen  der  Geschwindigkeiten  der  Tbeilchen, 
welche  vor  der  Abänderung  alle  gleichwahrscheinlich  waren ,  es  auch  in  der 
symmetrischen  Stellung  der  Tbeilchen  bleiben.  Denken  wir  uns  diese  Ab- 
änderungen durch  gewisse  zugegebene  Kräfte  vollführt,  so  ist  demnach 
das  Virial  dieser  zugegebenen  Kräfte  beständig  gleich  Null  und  diese  Kräfte 
ändern  den  Widerstand  des  Systems  dem  äusseren  Drucke  nicht.  Somit, 
wenn  —  B'  das  Virial  der  interparticulären  Kräfte  für  die  symmetrische 
Stellung  des  Systems  bedeutet,  gilt  auch  die  Gleichung: 

13)  ~PV-B'=NK'. 
Ganz  so,  wie  früher,  finden  wir  auch: 

14)  Bi  =  -  l^r'.<p(v)=^^Hv)  =  lm''-%)  =  p(.f^-o-f^'') 
und  die  Gleichung  13)  gebt  über  in: 

15)  |/>F-|iVÄ'o=7Vr(l-|); 

nun  kann  aber  d'  if  2)  wegen  9)  auch  so  geschrieben  werden : 
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l/T-JiVA'o 


^^(l-|) 


16) 

und  folglich  ist: 

17)  K'  =  K, 

Jas  Ueiast,  die  mittlere  kinetische  Energie  der  Theilcben  in  symmetriecber 
Stellang  ist  ihrer  mittleren  kinetischen  Energie  in  allen  möglichen  Stellungen 
gleich.     Wegen  12)  ibt  auch: 

18)  '1^=  V. 

Nun  ist  aber  W'  die  mittlere  potentielle  Energie  der  Theilcben  in 
symmetrischer  Stellung  offenbar  eine  nur  von  Y  abhängige  Grösse  und  bat 
bei  einem  constauten  Werlbe  von  F  für  alle  möglichen  Werthe  von  JT  einen 
und  denselben  Werth.  Demnach  hat  das  betrachtete  System  die  merk- 
würdige Eigenschaft,  dass  die  potentielle  Energie  des  Systems  eine  von 
dessen  Temperatur  unabhängige  Grösse  ist.* 

Befinden  sich  zur  gegebenen  Zeit  alle  Theilchen  des  Systems  in  sym- 
metrischer Stellung,  so  sind  um  jedes  Theilchen  die  übrigen  Theilchen  anf 
concentrischen  Sphttren  vertheilt  zu  je  zwölf  Theilchen  auf  jeder  Sphttre. 
Der  Halbmesser  der  kleinsten  dieser  SphSren  ist  q,  der  mittleren  inter- 
particuliiren  Entfernung  gleich;  der  Halbmesser  der  zweiten  ist  gleich  der 
Summe  aus  dem  Durchmesser  einer  Sphäre,  welche  um  ein  regelmassiges 
Dodekaeder  umschrieben  ist,  in  welches  eine  Sphäre  mit  dem  Halbmesser 
p  eingeschrieben  ist,  und  der  Kante  dieses  Dodekaeders,  folglich  =  g.  1,7074; 
ebenso  finden  wir,  dass  der  Halbmesser  der  dritten  Sphäre  =  2  g  ist,  u.  s.  f. 
Auf  diese  Weise,  wenn  r'i,,  die  Entfernung  des  Theilchens  »i,  von  einem 
Theilchen  m,  bei  der  symmetrischen  Stellung  des  Systems  ist,  erhalten  wir: 

19)  ^V'(0=^iv5%(/,,)=iV.^':{l  +  ^^^^  +  ^,  +  ,..j. 


,=j 


Dieser  Ausdruck  ist  ganz  genau  richtig,  denn  wie  schon  (§  1)  er- 
wähnt wurde,  die  ttusserste,  unmittelbar  an  die  finssere  Grenzfläche  des 
Systems  anliegende  Schicht,  betrachten  wir  als  dem  änsseren  Mittel,  welches 
auf  das  System  den  äusseren  Druck  />  ausübt,  gehörig;  so  dass  die  potentielle 
Energie  eines  jeden  Theilchens  des  Systems  in  symmetrischer  Stellung  einen 
für  alle  Theilchen  (diejenigen  ausgenommen,  welche  jene  Sasserste  Schicht 
bilden)  constanten  Werth  hat.  Die  in  19)  vorkommende  Reihe  ist  für  alle 
n^  1  convergent,  selbst  wenn  sie  unendlich  viele  Glieder  enthalten  sollte; 
die  Summe  ihrer  Glieder  ist  einer  gewissen  Zahl ,  die  wir  mit  y  bezeichnen 


*  Ea  mms  bemerkt  werden,  dass  diese  beiden  Sätze:  K' =  K  und  V  =  V, 
nur  für  Systeme  gelten,  die  aus  Theilchen  bestehen,  welche  auf  eioandernach  dem 
Gesetze  tp[v)  =  ±  /tv"  wirken.     Ist  das  Wirkungsgesetz  ein   andere«,   bo  ist  für 
Syateme  der  ersten  Art  K"  >  A'  und  ?''<  f ,  ond  für  Systeme  der  zweiten  J 
K'<:K  und  V  >  V. 
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wollen,  gleich.  Diese  Zahl  y  ist  nur  von  »,  also  dem  Wirkangsgesetze 
der  Theilchen  des  Systems  abhängig,  nicht  aber  von  dessen  Zustande  und 
somit  für  ein  jedes  gegebene  System  constant.  Bezeichnen  vir  der  Kürze 
wegen  mit  a'  die  Constante: 

20)  o'==6JVy^(iV-|^)', 

80  können  wir,  wegen  10),  11)  und  12)  den  Ausdruck  19)  auch  so  schreiben: 

21)  ■        Ei\f (y)  =  iv(r -  ^„)  =  fi[K^ - ür;)  =  o'/ rs 

und  die  Gleichung  13)  gebt  Aber  in: 

22)  ^Pr-^a'/ri  =  NKi 

es  ist  dies  die  Yirialgleichung  des  betrachteten  Systems.  Bezeichnen  wir 
mit  Tdie  Temperatur  des  Systems*,  so  erhalten  wir,  die  Constante  R 
durch :  „ 

23)  RT^^N^ 

bestimmend,  und  der  Kürze  wegen: 

24)  «  =  1««' 

setzend, 

25)  PV-a/Vi^RT 

die  Zustandsgeichung  des  betrachteten  Systems.  Diese  Gleichung  gilt 
ffir  alle  möglichen  Werthe  der  Parameter  P,  V,  T,  das  heisst  für  alle 
ihre  Werthe  von  0  bis  oo,  und  zeigt,  dass  das  betrachtete  System  weniger 
compressibel  ist,  als  das  ideale  Gas:  für  alle  Zustünde  des  Systems  ist 
PVIRT>  1  (beim  idealen  Gase  ist  diese  Grösse  constant  und  =  1).  Das 
betrachtete  System  ist  für  kleine  V  stSrker  und  für  grosse  V  weniger  stark 
znsammendrückbar  als  ein  vollkommenes  Gas. 

Da  die  betrachteten  Systeme  kein  praktisches  Interesse  darbieten,  so 
wollen  wir  ihre  Zustaudsgleichung  nicht  weiter  discutiren:  nur  müssen  wir 
auf  eine  sehr  charakteristische  Eigenschaft  dieser  Systeme  (die  auch  allen 
Systemen  der  ersten  Art  eigen  ist)  hinweisen.  Bei  hinlSnglich  hohen  Tem- 
peraturen gehören  diese  Systeme  zur  Gruppe  von  Systemen  mit  einer 
Herambewegung    der   Theilchen**;   es    ist   leicht  einzusehen,    dass  bei 


*  Dasg  die  Temperatur  der  Systeme,  welche  wir  einatomige  Gase  genannt 
haben  und  welche  ausBchliesslich  aus  Elementartheilcben  bestehen,  der  mittleren 
kinetischen  Energie  der  translatorischen  Bewegung  ihrer  Theilchen  proportional 
ist,  und  bei  einer  passenden  Wahl  der  Einheit  dieser  Energie  gleich  gesetzt  werden 
darf,  habe  ich  schon  in  meiner  Abhandlung:  „Die  Grundlagen  einer  kinetischen 
Theorie  mehratomiger  Gase"  (Journ.  d.  russ.  phys.  ehem.  Ges.  1886)  gezeigt.  Einen 
strengeren  ^  ~   ^es  Satzes  hoffe  ich  in  einer  meiner  nächsten  Arbeiten  liefern 

zn  kODP 

**'  Abhandlung:  „üeber  das  Gesetz  Boltzmaun's." 
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hinlänglich  niederen  Temperaturen  (und  zwar  um  so  niedrigeren,  je  grösser 
V,  der  vom  Systeme  eingenommene  Raum  ist)  ändern  sie  ihren  Charakter 
und  verwandeln  sich  in  starre  Systeme  oder  Systeme  ohne  Uernm- 
bewegung  der  Theilcheu.  Sehr  charakteristisch  für  diese  Systeme  ist 
die  Isotherme  T  =  0;  bei  dieser  Temperatur  sind  alle  Theilcheu  in 
Ruhe  und  in  symmetrischer  Stellung;  das  Virial  der  interparticulären  Ab- 
stOBSungskr&rte  ist  mit  dem  Virial  der  Kusseren  Druckkräfte  im  Gleich- 
gewicht. Wenn  wir,  von  dem  Zustande  des  Systems  bei  7  =  0  ausgehend, 
dessen  Temperatur  allmithlioh  erhöhen,  so  gerathen  die  Theilcheu  des 
Systems  in  Bewegung;  diese  Bewegung  besteht  aber  aus  Seh  wingnngen 
der  Theilchen  um  ihre  Gleichgewichtslagen;  mit  zunehmender  Temperatur 
nehmen  auch  die  Amplituden  dieser  Schwingungen  zu.  Der  Aasdruck 
25)  kann  uns  die  Gleichuug  der  Curve  liefern,  welche  die  tbermodyna- 
mische  Flüche  des  Systems  in  zwei  Gebiete  theilt,  so  dass  im  Gebiete  rechts 
Tou  ihr  das  System  zur  Gruppe  von  Systemen  mit  einer  Uerumbewegung, 
im  Gebiete  links  zur  Gruppe  der  Systeme  ohne  Herumbewegung  ihrer 
Theilchen  gehört. 

§  7.    Anziehangskräfte. 

Die  Betrachtungen  des  vorigen  Paragraphen  sind,  einige  wenige 
ZeichenSnderangeD  ausgenommen ,  auch  an  ein  speciellea  System  der  zweiten 
Art,  vorausgesetzt,  dass  es  keine  Theilcbenaggregate  eutbält*,  anwendbar, 
ntlmlich  an  ein  System,  bestehend  aus  einer  sehr  grossen  Anzahl  A'  von  Theilchen 
(materiellen  Punkten),  welche  nach  dem  Gesetze  <p{r)  auf  einander  wirken, 
welches  fUr  alle  r  von  r  =  0  bis  r  =■  cc  durch : 

1)  <p(r)  =  nti/r»+' 

bestimmt  wird,  wo  n  eine  willkürliche  positive  Zahl  '^1  ist,  und  n  eine 
willkürliche,  genügend  kleine,  positive  Constante  bedeutet;  bei  genügend 
kleinem  fi  können  wir  diese  Kräfte  als  nahe  wirkende  ansehen.  Wie 
leicht  ersichtlich,  ist 

2)  Pr  +  a/yi=  RT 

die  Znstandsgleichung  dieses  Systems,  wenn  a  und  R  durch  die  Aus- 
drücke 20),  23)  und  24)  (§  6]  bestimmte  Constanten  sind. 

Wir  dürfen  aber  dieses  System  nicht  als  ein,  im  eigentlichen  Sinne 
des   Wortes,    conservatives    System    ansehen,    denn   ist   der   von  ihm   ein- 


*  Sollten  im  Systeme  Tbeilchenaggregate  sich  vorfinden,  so  iat  es  unmO^licb, 
durch  blose  Kichtungsänderungen  der  Oeschwindigkeiten  der  Theilchen ,  alle  diese 
Tbeilcben  zugleich  in  die  symmetrische  Stellung  zu  bringen:  um  nämlich  die 
Theilcheoaggregate  „zu  zerreissen"  ist  ein  gewisser  Energieaufwand  nOtbig.  Auch 
ist  zu  bemerken,  dass  K^  die  mittlere  kinetische  Energie  der  freien  Theilchen 
eines  Systems  der  zweiten  Art,  auch  uegative  Werthe  haben  kann;  ein  negatives 
A'o  ist  dem  mittleren  Energieanfwande,  welcher,  um  ein  Theilchen  des  Systemi 
EU  einem  freien  Theilchen  tu  machen,  verbraucht  werden  muis,  gleich. 


genommene  Ranm  endlich,  so  ist  der  Energievorrath  dieses  Systems  un- 
endlich gross,  und  wir  mtlssen  diesem  Systeme,  damit  er  einen  endlichen 
Kaum  einnehme,  einen  unendlich  grossen  Energievorrath  ertheilen.  Daher 
wollen  wir  die  Zustandsgleichnng  dieses  Systems  nicht  weiter  discutiren. 
Es  sei  gegeben  ein  conservatives  System ,  bestehend  aus  einer  sehr  grossen 
Anzahl  A' sich  bewegender,  vollkommen  harter,  elastischer  Kugeln,  die  ein- 
ander mit  einer  der  n  +  1  Potenz  der  Entfernungen  ihrer  Centra  um- 
gekehrt proportionalen  Kraft  anziehen ;  ip(i')i  das  Wirkungsgesetz  der  Theilchen 
dieses  Systems,  wird  durch  1)  bestimmt.  Die  Gleichung  2)  mit  der  von 
uns  bereits  gefundenen  [11],  §  3]  Zustandsgleichnng  des  vollkommenen 
Gases  combinirend,  ist  es  leicht,  die  Zustandsgieichung  auch  dieses  Systems 
zu  finden. 

Bezeichaea  wir  mit  b  die  Summe  der  Inhalte  regelmässiger  Dodekaeder, 
die  um  sUmmtliche  Theilchen  des  Systems  (die  Kugeln)  umschrieben  sind, 
nnd  der  Kürze  wegen  mit  {  die  Grösse: 


3) 


e^yb/iV-h), 


wo   V  eine    durch   5)  [§  3],    bestimmte  Zahl   ist.    Ist  V  der   vom   Systeme 

eingenommene   Raum,   so  ist,    wie   wir   schon    (§  3)  gesehen  haben,    J'e~* 

der    für    die   Bewegung    der   Theilchen    freie  Raum;    und    das  Virial    der 

3 
äusseren  Druckkräfte,  die  im  Räume  Ve~  '  wirken,  ist  ^  ^  ye~*.  Dem  Virial  der 

interparticulSren  Kräfte  (p{v),   die  im  Räume  V  wirken,  kSnnen  wir  auch 

3 

die  Form^  f'r  geben,  wenn  wir  mit  /**  einen  gewissen  Druck,   den  so- 

3 
genannten  particulSren  Druck,  bezeichnen.    Es  wird  demnach ^P^Fe~' 

das  Virial  der  interpai-ticulürcn  Krüfte  gi>(v),   die  im   Baume   Fe'*  wirken, 
sein.     Folglich  ist 

4)  py+  o/rs  =  nr.  e'»/«''-») 

die  Zustandsgleicfaung  des  betrachteten  Systems. 

Diese  Zustandsgieichung  wollen  wir  etwas  eingehender  discutiren.  Es 
ist  leicht  ersichtlich ,  dass  das  betrachtete  System  stärker  zusammendrUckbar 
ist,  als  das  vollkommene  Gas,  welches  aus  gleich  grossen  Kugeln  wie  das 
betrachtete  System  besteht.  Die  Grösse  PV/ RT,  welche  wir  der  Kürze 
wegen  mit  G  bezeichnen  wollen ,  hat  beim  vollkommenen  Gase  fQr  dieselben 

V  nnd  T  grössere  Werthe,   als   bei   dem    Systeme.     Für   F  =  cc  und  alle 
möglichen    T  bei   dem    Systeme  (wie  beim  idealen  Gase  für  alle  möglichen 

V  und  T)  ist  G  =  1 .  Für  abnehmende  F  und  eine  constante  T  nimmt 
die  Grösse  G  im  Allgemeinen  ab  und  ist  <  1 ;  für  alle  Werthe  von  V  und 
T,  für  welche  C  <  1  ist,  ist  das  System  stärker  zusammendrUckbar, 
als  das  ideale  Gas.  Bei  weiter  abnehmenden  V  und  einer  constanten 
^  /Iflirt   die    Grösse    G    fort    abzunehmen ,     erreicht    ein    Minimnm ,    und 


i 


4 
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nimmt  dann   zu,   wird   abermals  =  1    nnd   wächst  unbegrenzt;   für  V^b 
ist  G  =  aa. 

Notiren  wir  für  eine  jede  gegebene  T  denjenigen  Werth  von  V,  für 
welchen  C^mm.,  so  werden  diese  Werthe  auf  der  thermodynamischen 
Fläche  des  Systems  eine  Carve  bezeichnen,  welche  wir  die  Curve  der 
kleinsten  PV  nennen  wollen.  Die  Gleichung  der  Projection  dieser  Curve 
auf  die  (T,  T)  Ebene,  wie  leicht  ersichtlich  ist: 


BT.  €»*/{»•-»)  =  |a(r 


6)7vb.F«+5; 


es  ist  dies  die  Cnrve  {EF)  der  beigegebenen  Figur.  Es  sind  drei  Fälle 
möglich:  1.  Ist  n  <  3,  so  hat  die  Cnrve  5)  nur  einen  Zweig,  welcher  sich 
durch  die  ganze  thermodynamische  FlScbe  von  V  =  b,  2'=0  bis  F  =  co, 
2"  =  00  hinzieht.  2.  Ist  «  =  3,  so  hat  die  Curve  5)  auch  nur  einen  Zweig, 
welcher  von  F=6,  T  =  0  ausgehend,  asymptotisch  der  Ordinate  einer 
gewissen  Temperatur  T,  sich  nähert;  für  eine  jede  T>  T,  hat  G  kein 
Minimum,  und  nimmt  von  Gf  =  1  für  y=  oo  ununterbrochen  und  unbe- 
grenzt zu;  das  System  hat  für  diese  Temperaturen  den  Charakter  eines 
vollkommenen  Gases;  für  eine  jede  T<.T^,  von  G  =  \  für  F=  oo  an, 
nimmt  G  anfangs  ab,  erreicht  ein  Minimum  und  nimmt  dann  ununterbrochen 
und  unbegrenzt  zu.  3.  Ist  «  >  3,  so  hat  die  Cnrve  5)  zwei  Zweige,  welche 
von  V=b,  r=  0  und  F=  oo,  T=0  ausgehend,  sich  auf  der  Ordinate 
einer  gewissen  Temperatur  T,  begegnen ,  für  alle  T  >  T,  hat  das  System  den 
Charakter  eines  vollkommenen  Gases ;  für  eine  jede  T  <  T, ,  von  G  =  1 
für  F=  OD  an,  nimmt  6  Anfangs  zu,  erreicht  ein  Max  im  um,  nimmt  dann 
ab,  erreicht  ein  Minimum,  um  dann  zuletzt  ununterbrochen  und  un- 
begrenzt zuzunehmen. 

Wir  wollen  jetzt  die  Aenderungen  des  äusseren  Druckes  P,  als  Function 
der  Parameter  V  und  T,  gegeben  durch  die  Gleichung  4) ,  verfolgen.  Für 
F=  00  und  für  alle  T  (ausser  T  =  oc)  ist  P  =  0;  für  abnehmende  Kund 
eine  constante  T  wächst  der  äussere  Druck  P.  Verfolgen  wir  das  Zu- 
nehmen von  P  längs  einer  Isotherme,  die  einer  Temperatur,  welche 
grösser  als  eine  gewisse  Temperatur  Te  ist,  entspricht,  so  werden  wir 
finden,  dass  P  ununterbrochen  nnd  unbegrenzt  zunimmt  (so  dass  (2P/c/F<  0 
für  alle  Werthe  von  V  ist) ,  und  für  V  =  b  ist  P  =  oo.  Verfolgen  wir  aber 
die  Aenderungen  von  P  längs  einer  Isotherme,  die  einer  Temperatur,  die 
kleiner  als  Tc  ist,  entspricht,  so  finden  wir,  dass  P  zuerst  zunimmt 
{dP/dV  <  0),  erreicht  ein  Maximum  {(IP/dF=0),  nimmt  dann  ab 
{dP/dy  >  0),  erreicht  ein  Minimum  ((iP/(/r  =  0),  um  dann  zuletzt  un- 
unterbrochen und  unbegrenzt  zuzunehmen  (dP/dP'  <-0). 

Notiren  wir  für  eine  jede  T  <  T^  denjenigen  Werth  von  F,  für 
welchen  P=  max.,  so  bezeichnen  diese  Werthe  von  V  auf  der  thermo- 
dynamischen Fläche  des  Systems  eine  Cnrve,  deren  Projection  auf  die  (F,  T) 
Ebene  den  Ausdruck: 
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6)      RT\{V-l,)*+vh.  r|e''»''<''-»'  =  (|+l)a(F-6)VFf 

zur  Gleichung  hat;  es  ißt  dies  die  Curve  (BCAEb)  der  beigegebenen  Figur. 
Nun  ist  es  klar,  daas  bei  einer  constanten  T  uud  abnehmendem  F,  der 
äussere  Druck  P  nur  deshalb  ein  Maximum  erreichen  und  dann  ab- 
nehmen kann,  weil  die  Tbeilchen  des  Sjstems  beginnen,  zu  Theilchen- 
aggregaten  zusammen  zu  treten:  es  ist  also  die  Cnrre  (BCÄ)  die  Pro- 
jection  der  Maximal-Spannungscnrve  des  Übersättigten  Dampfes 
(vergl.  §  5).  Die  Curve  6)  hat  zwei  Zweige  (BCA  und  ji£b  der  Figur), 
da  einem  jeden  Werthe  von  T  zwei  Werthe  von  K  entsprechen ,  ein  grösserer 
und  ein  kleinerer.  Für  die  grosseren  V  ist  P^=mcix.,  für  die  kleineren 
P  =  min.  Bezeichnen  wir  mit  V^  und  Te  diejenigen  Werthe  von  V  und  T, 
far  welche  beide  Zweige  der  Curve  Ü)  sich  begegnen,  so  finden  wir,  dass 
für  V=  Vc  und  T  =  Tc,  P=minimax;  diesen  Werth  von  P  wollen  wir 
mit  Pc  bezeichnen;  Tc  ist  die  wahre  kritische  Temperatur,  P,  der 
wahre  kritische  Druck  und  l/r«  die  wahre  kritische  Dichte. 
FUr  alle  T^  Te  kann  das  System  nur  einen  stationären  Zustand  haben 
und  besteht  ausschliesslich  aus  einzeln  sich  bewegender  Tbeilchen  (und 
Theilchengi'appen);  nach  der  Analogie  mit  physikalischen  Körpern  kann 
dieser  Zustand  als  der  gasförmige  bezeichnet  werden.  Für  alle  T  <  T« 
gegebenen  Paaren  von  Werthen  der  Parameter  P  und  T  entsprechen  je  zwei 
Werthe  von  T,  ein  grösserer  und  ein  kleinerer;  das  System  kann  zwei  ver- 
schiedene stationäre  Zustände,  der  kleinereu  und  der  grösseren  Dichte,  haben. 
Im  Zustande  der  kleineren  Dichte  oder  dem  gasförmigen  besteht  das  System 
ausschliesslich  aus  einzeln  sich  bewegenden  Tbeilchen  (und  Theilcheugruppen); 
im  Zustande  der  grösseren  Dichte  oder  dem  tropfbarflUssigen  besteht  es 
aus  Tbeilchenaggregaten  einer  zufälligen  Zusammensetzung. 
Wie  leicht  ersichtlich,  wird  F,  durch  die  Gleichung: 

7,  2F,  +  (v-2)b        n    (F,-6)' 

'  {Vc-by+vb.Fc      3'     v&.Fe' 

bestimmt;  Tc  bestimmt  die  Gleichung  6),  wenn  in  ihr  V^  V^  gesetzt  wird 
und  Pc  wird  durch  die  Gleichung  4),  wenn  in  ihr  V=^rc  und  r=  2V  ge- 
setzt werden,  bestimmt. 

Die  Gleichung  4)  zeigt,  dass  P  eine  lineare  Function  der  Tem- 
peratur ist.  Bezeichnen  wir  mit  A  und  B  zwei  positive  Grössen,  die 
nur  von  der  Dichte  des  Systems  abhängen ,  also  Functionen  nur  des  einen 
Parameters  V  sind,  so  bat  die  Gleichung  4)  die  Form: 

8)  P  =  AT-B; 

die  Isochoren  (oder  Isopyknen)  des  betrachteten  Systems  (wie  beim 
vollkommenen  Gase)  sind  gerade  Linien. 

Die  Zustandsgieichung  4)    des   betrachteten  Systems   enthält  vier  Con- 
ti, a,  2)  und  E\  von  denen  aber  nur  drei,  n,  a  und  b,  willkürlich. 


i 


daa  heisst  von  den  Eigenschaften  der  Theüchen  des  Systems  abhlingig  sind. 
Die  Constante  R  ist  nur  von  der  Wahl  der  Einheiten  abhlingig.  Als 
Einheit  des  Druckes  nehmen  wir  den  Druck  einer  Atraosphilre  (760  mm 
Quecksilberaänle);  als  Einheit  der  Temperatur  den  Grad  der  ceotesimalen 
Scala,  und  als  ein  Einheit  des  Volumens  das  sogenannte  Normal  volumen  , 
das  heisst  daa  Volumen  des  idealen  Gases ,  welches  aus  ebenso  vielen  Tbeil- 
chen,  wie  das  betrachte  System  besteht,  bei  P  =  1  und  T  =■  273".  Bei  dieser 
Wahl  der  Einheiten  ist  R  dem  Ausdehn  a  ngs- (resp.  Spannungs-) 
Coefficienten  des  idealen  Gases  gleich: 


9) 


B=  1/273  =  0,003663, 


also:  die  Constante  n  ist  eine  Zahl,  welche  die  Schnelligkeit  des  Abnehmeng 
der  interparticulSren  Rdifie  mit  wachücnder  Entfernung  der  auf  einander 
wirkenden    Theilchen    misst.     Die    Constante    h    ist    ein  Volumen,    in   den 

Einheiten   des  Volumens    gemessen;    es    ist  nämlich  r,vh    die   Summe    der 

o 

Volumina,  der  von  den  Theüchen  selbst  (den  Kugeln)  eingenommenen 
HSume.  Die  Constante  a  misst  die  IntensitfU  der  interparticulSren  Kräfte 
und  hat  dieselbe  Maasseinheit  als  die  GrOsse  72  TTt,  so  dass  aüTF?  eine 
Zahl  ist. 

Für  ein  besseres  VerstSndniss  der  Eigenthtimlichkeiten  der  betrachteten 
Systeme  ist  die  Ausrechnung  eines  Zahlenbeispiets  zu  empfehlen ;  den  Con- 
stanten n,  a,  h  bestimmte  Zahlenwerthe  ertheilend,  wollen  wir  eine  Reihe 
von  Werthen  der  Grösse  P  berechnen,  die  gegebenen  Werthen  der  Para- 
meter V  und  T  entsprechen.  Dieses  Zahlenbeispiel  wollen  wir  aber  so 
wählen ,  dass  das  betrachtete  System  die  grösstmögliche  Aehnlichkeit  mit 
einem  der  ezistirenden  Gase  aufweise.  Leider  sind  die  experimentellen  Data, 
das  einzige  den  Beobachtungen  zugängliche  einatomige  Gas,  den  Qneck- 
silberdampf  nämlich,  betreffend,  viel  zu  unsicher,  um  hoffen  zu  können, 
die  Constanten  n,  «,  &  so  zu  bestimmen,  dass  das  betrachtete  System  eine 
genügende  Aehnlichkeit  mit  dem  Qaecksilberdampf  aufweise.  Wir  sind 
somit  auf  eines  der  mehratomigen  Gase  gewiesen;  wir  wählen  den  Stick- 
stoff, da  die  experimentellen  Daten,  dieses  Gas  betreffend,  die  genannten 
zu  sein  scheinen. 

In  §  4  haben  wir  gezeigt,  dass  die  Virialgleichung  für  mehratomige 
Gase  ganz  dieselbe  Gestalt,  wie  für  einatomige  hat,  so  dass,  ganz  so  wie 
bei  diesen  Gasen  die  kinetische  Energie  der  translatoiischen  Bewegung  com- 
plezer  Theilchen  im  stationären  Zustande  eines  mehratomigen  Gases  der 
Summe  der  Viriale  der  äusseren  Druckkräfte  und  der  interparticulären  Kräfte 
gleich  ist.  Nur  entgeht  uns  aber  die  Gewissheit,  dass  die  Grössen  n,  a,  &, 
welche  für  ein  aas  Elemcntartheilchcu  bestehendes  System  constant  sind, 
auch  als  constant  bei  einem  mehratomigen  Gase  sich  erweisen.  Nichts- 
destoweniger    die    enorm     grosse    Intensität     der     chemischen    Affinitäts- 


krSfte,  welche  die  Atome  zn  einem  MolecUle  verbinden,  iBsst  es  erwarten, 
dasä  die  undurchdringlichen  Sphären  mehratomiger  MolecUle  für  ziemlich 
weite  Temperaturgrenzen  sich  als  constant  erweisen.  Auch  ist  noch  za 
beachten,  dass  wir,  die  Zustandsglcichnng  4)  an  ein  mehratomiges  Gas  an- 
wendend, voraussetzen,  dass  gifr)  =  »»ft/r"  +  '  das  Wirkungsgesetz  mehr- 
atomiger MolecUle  ist;  nun  sind  aber  die  intermoleculären  Kräfte,  die 
während  der  ZusauimenstSsse  der  MolecUle  mit  einander  wirken,  keine 
conservativen  Krttfte,  da  sie  nicht  allein  von  der  Entfernung  der  Centra 
der  zusammenstossendea  MolecUle ,  sondern  auch  von  der  relativen  Lage 
der  Atome  innerhalb  dieser  MolecQle  abhSngen.  Es  ist  aber  klar,  dass  der 
Mittelwerth  der  intermoleculären  KrSfte,  die  bei  allen  möglieben,  im  Gase 
vorkommenden  ZusammenstSssen  der  MolecUle  wirken ,  als  eine  conservative 
Kraft  angesehen  und  einem  Ausdrucke  von  der  Form  nf4 /»■"  +  '  gleichgesetzt 
werden  darf^  auch  ist  das  Yirial  der  intermolecalliren  Kräfte  nur  von  diesem 
Mittelwertbe  abbKngig. 

Das  betrachtete  System  hat  alle  Eigenschaften  des  Stickstoffs,  wenn 
die  Constanten  n,  a,  b  folgende  Zahlen werthe  haben: 

„  =  3,    0  =  0,002818,    6  =  0,000351; 

es  ist  dies  also  ein  System  aus  vollkommen  harten  elastischen  Kugeln  be- 
stehend, die  einander  mit  einer  der  vierten  Potenz  der  Entfernungen 
ihrer  Centra  umgekehrt  proportionalen  Kraft  anziehen;  die  Summe  der 
Inhalte  sSmmtltcber  um  die  Theilchen  des  Systems  (die  Kugeln)  umschrie- 
bener regelmässiger  Dodekaeder  (oder  das  Minimal volumen  des  Systems) 
ist  dem  0,000351  Theile  des  Normalvolumens  gleich.  Wir  wollen  für 
dieses  System  die  Isotherme  T  =  288"  berechnen. 
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Die  erste  Rubrik  dieser  Tafel  enthalt  gegebene  Werthe  von  F;  die 
zweite  Rubrik  die  diesen  Werthen  bei  der  Temperatur  r=288"'  ent- 
sprechenden Werthe  von  P,  nach  der  Gleichung  2)  berechnet;  die  dritte 
Rnbrik  entbUlt  die  beobachteten*  Drucke  des  Stickstoffs,  die  bei  der 
Temperatur  T  =  288^,  den  in  der  ersten  Rubrik  enthaltenen  Werthen 
des  Volumens  dieses  Gases  entsprechen.  Ausser  den  Werthen  von  P  haben 
wir  noch  die  den  gegebenen  Werthen  von  V  bei  der  Temperatur  T  =  288" 
entsprechenden  Werthe  der  Grössen  G,  P\  &  berechnet,  die  für  den  Zu- 
stand des  Systems  sehr  charakteristisch  sind.  Es  ist  G  =  PV/RT;  P'  ist 
der  Druck  eines  aus  ebenso  grossen  Kugeln  wie  das  betrachtete  System 
bestehend  vollkommenen  Gases  bei  denselben  Werthen  der  Parameter  F 
nnd  2'.  Wenn  wir,  wie  frUher  (§  6),  mit  Kf,  die  mittlere  kinetische 
Energie  der  freien  Theilchen  des  Systems  bezeichnen,  so  wird  die  Grösse 

ö  durch: 

2 


10) 


o 


bestimmt;  es  misst  also  Q  die  Energie  £"0  ganz  ebenso,  wie  T,  die  Tem- 
peratur des  Systems,  die  Energie  K  misst,  so  dass  6  als  die  Temperatur 
der  freien  Theilchen  des  Systems  bezeichnet  werden  kann;  wie  aus 
den  Gleichungen  17)  und  21)  [§6],  leicht  ersichtlich,  ist  auch 


11) 


R&  =  RT-2a/nVl 


Es  kann  &  bei  sehr  hohen  Drucken  auch  negative  Werthe  haben;  diese 
Werthe  messen  den  um  alle  Theilchen  des  Systems  zu  freien  Theilchen  zu 


•  Es  ist  in  der  letzten  Zeit  Herrn  Sarrau  (Comptes  rendu9,  1890,  Bd.  HO) 
gelangen,  för  die  vier  Constanten  seiner  bekannten  Inlerpolationsformel  solche 
Zahlenwerthe  zn  finden,  welche  diese  Formel  zu  einer  ziemlich  richtigen  Zustaods- 
gleichunff  des  Stickstoffs  machen.  Da  bei  kleineren  Drucken  die  üeber- 
einstiminting  der  Formel  Sarrau's  mit  den  experimcntellon  Daten  eine  beinahe 
voilkommene  ist,  bo  habe  ich  die  Zahlen  der  dritten  Rubrik  der  beigegebenen 
Tafel,  die  mit  S.  (Sarrau)  bezeichnet  sind,  nach  dieser  Formel  berechnet.  Die 
mit  A.  (Araogat)  bezeichneten  Zahlen  find  den  Versuchen  von  Amogat  ent- 
nommen, da  bei  grossen  Drucken  die  Formel  von  Sarrau  Differenzen  zeigt, 
welche  die  möglichen  Versachsfehler  weit  Qbertreff'en ,  wie  die  Znsammenstellung 
Tolgcnder  Zahlen: 

P.  (Amogat)  =  760,    1500,   2()00,    2500,   3000, 
P.  (Sarrau)    =  742,    1498,    212S,    2896,   8812 

«eigt.  Die  Differenzen  der  Zahlen  der  dritten  und  zweiten  Rubrik  unserer  Tafel 
liegen  alle  innerhalb  der  Grenzen  möglicher  Versuchafehler,  trotzdem,  das»  wir 
in  der  Formel  2)  nur  über  zwei  willkürliche  Constanten  zu  diaponiren  haben 
(Sarrau's  Formel  enthalt  vier  solche  Constanten).  Die  Constante  n  ist  nicht  aU 
eine  willkürliche  anzusehen,  da  die  betrachtete  Isotherme  des  Stickstoffs  mit 
grosser  Bestimmtheit  darauf  hinweist,  dass  die  Wirkungskräfte  der  Stickstoff- 
molecQle  genau  der  vierten  Potenz  der  Entfernungen  ihrer  Centra  umgekehrt 
proportional  sind. 
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machenden  nStbigen  Energie-  (oder  Arbeits-]  Aufwand.  Fttr  Temperaturen,  die 
höher  ah  1461"  sind,  bleibt  &,  wie  leicht  ersichtlich,  selbst  bei  den 
höchsten  Drucken  positiv.  P' —  P  ist  der  sogenannte  particuläre  Druck 
oder  die  Druckerniedrigung  in  Folge  der  auf  die  Theilchen  des  Systems 
wirkenden  interparticulUren  Anziehungspunkte.  So  erniedrigen  die  inter- 
moleculiiren  Anziehungskrttfte  des  Stickstoffs  den  Druck  dieses  Gases  bei 
K=  0,0015255  und  T=288''  um  1211  Atmosphären.  Die  Grösse  T-S 
misst  die  von  den  Theilchen  des  Systems,  welche,  aus  dem  von  ihm  ein- 
genommenen Räume  heraustretend,  zu  freien  Theilchen  werden,  geleistete 
Arbeit ;  wenn  wir  dem  Stickstoff  bei  T  =  288"  und  P  =  1496  die  Mög- 
lichkeit, ohne  äussere  Arbeitsleistung  sich  adiabatisch  auszudehnen,  ertheilen, 
so  wird ,  wenn  das  Gas  sich  in  einem  sehr  grossen  Baume  verbreitet  bat, 
dessen  Temperatur  von  288"  auf  12"  sinken*,  was  einer  Verminderung  der 
geometrisch -mittleren  Moleculargesch  windigkeit  von  505  m/sec  bei  288" 
auf  103  m/sec  bei  12''  entspricht.  Die  wahren  kritischen:  Temperatur, 
Druck  and  Dichte  für  das  betrachtete  System  sind: 

Tc  =  132, 1 ,  P,  =  39,45 ,  f,  =  0,004377. 
Die  beigegebene  Figur  stellt  die  (T,  T)  Ebene  vor;  die  Linie,  welche 
aus  der  Curve  {BCA},  der  Projection  der  Maximal -Spannungscurve  des 
übersättigten  Dampfes  (^P  —  max.)  und  der  Strecke  (ATr)  der  Ordinate 
der  wahren  kritischen  Temperatur,  besteht,  theilt  die  (>',  T)  Ebene  in 
zwei  Gebiete.  Ueber  dem  Gebiete  rechts  von  dieser  Linie  liegt  die  thermo- 
dynamische  Fläche  des  gasförmigen  Zustandes  des  Systems.  Die  Curve 
{BCA)  ist  die  Projektion  der  Spannungscurve  des  gesättigten 
Dampfes;  wie  schon  oben  (§  5)  erwähnt  wurde,  haben  wir  vorläufig  noch 
nicht  die  nöthigen  Data,  um  ihre  Gleichung  aufzustellen.  Auf  der  bei- 
gegebenen Figur  haben  wir  ihr  eine  der  Curve  {B  CA)  ähnliche  Gestalt  ge- 
geben, nur  dass,  während  sich  diese  asymptotisch  der  Ordinate  der 
Temperatur  des  absoluten  Nullpunkts  nähert,  nähert  sich  jene  asymp- 
totisch der  Ordinate  einer  Temperatur,  die  >  0  ist.  Für  alle  Punkte 
der  thermodynamischen  Fläche,  die  über  dem  Gebiete  der  (F,  T)  Ebene 
liegen,  welches  von  deu  Curven  (BC)  und  (CD)  begrenzt  wird,  be- 
findet sich  das  System  im  labilen  Zustande  des  übersättigten 
Dampfes.  Die  Curve  (AEb)  ist  der  andere  Zweig  der  Curve  (ACB), 
derjenige  nämüch,  für  welchen  P  =  min.  ist.  Die  Linie  {EF)  ist  die 
Projection  der  Curve  der  kleinsten  PV;  sie  hat  auch  links  von  der 
Ordinate  der  wahren  kritischen  Temperatur  eine  Fortsetzung  (welche  auf 
der  Figur  nicht  gezeigt  ist),  schneidet  die  Curve  {AEh)  und  endigt  wie 
diese  im  Punkte  V=h,    2'=0.     Die  Poitsetzung  der  Linie  {EF)  nähert 

*  Das  heisst  eine  solche  Temperaturemiedrigung  würde  erfolgen,  wenn  der 
Stickstoff  ein  einatomiges  Oas  wäre;  da  aber  der  Stickstoff  ein  zweiatomiges  Gas 
ist,  80  erfolgt  bei  den  gegebenen  Umständen  nur  eine  Temperaturemiedrigung 
von  288»  bis  122"'. 
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sich  asymptotisch  der  Ordinate  einer  gewissen  Temperatur  7,  =  363,03 ; 
für  alle  T  >  T,  hat  G  kein  Minimum  und  ist  >  1 ,  das  System  bat  den 
Charakter  eines  vollkommenen  Gases.  Hier  sind  einige  einander  ent- 
sprechende Werthe  der  Grössen  F,  T,  P,  G  längs  der  Curve  der  kleinsten  PF: 
7=     1,00,  0,0195,         0,0168,        0,0128,        0,0100,        0,0066,        0.004377. 

P=     1,8260,        68,31,  65,90,  81,18,  96,68,        116,61.        109,8. 

T  =362,02,  31.3,84,         306,96,        289,64,        269,96,        930,16,        181,4. 

G=     0,99997,        0,99248,       0,98789,      0,97824,      0,96761,      0,89906,      0,71999. 

Diese  Tabelle  zeigt,  dass  ISngs  der  Carye  der  kleinsten  PV  der  Druck 
P,  vonP  =  0  für  F  =  QO  an,  zuerst  zunimmt,  ein  Maximum  erreicht  und  dann 
abnimmt;  die  Grösse  G,  von  (?  =  1  für  F=  oo,  nimmt  ununterbrochen  ab. 

Zwar  giebt  die  Zustandsgleicbung  4)  für  gegebene  Paare  Wei;the  von 
P   und  T,   wenn   T  <^Tc  ist,    zwei   Werthe   von  V,  einen  grösseren,    der 


dem  gasförmigen  Zustande  und  einen  kleineren,  der  dem  tropfbarflUssigen 
Zustande  des  Systems  entspricht;  da  aber  die  Zustandsgleichung  4)  unter 
der  Voraussetzung  abgeleitet  wurde,  dass  das  System  keine  Theilcbenaggregate 
enthält,  so  kann  man  nicht  erwarten,  dass  der  zweite  jener  Werthe  richtig 
ist,  und  die  wirkliche  Dichte  des  Systems  im  tropfbarflüssigen  Zustande 
bei  den  gegebenen  Werlhen  der  Parameter  P  und  '/'  angiebt.  Da  die  sich 
bildenden  Theilcbenaggregate  sehr  wesentlichen  Einfluss  auf  den  Zustand 
des  Systems  ausüben  müssen,  einen  Einfluss,  welcher,  wenn  das  System 
im  gasförmigen  Zustande  sich  befindet,  nicht  wirkt,  so  ist  es  nicht  wahr- 
scheinlich, dass  eine  und  dieselbe  analytische  Zustandsgleicbung  beide  Zu- 
stande des  Systems  bestimmen  könnte.* 

•  Selbstverständlich  kann  eine  solche  immer  künstlich  dadurch  erlialten  werden, 
das«  die  beiden  analytischen  Zuetandep^leichungen  des  gasfSrmigen  und  des  troplbar- 
flÜBsigen  Zustandes  mit  einander  multipUcirt  werden. 
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üeber  das  Virial  der  Kräfte.     Von  N.  N.  Piroqow, 


Die  Gleichung  4)  ist  die  Zustandsgleicbnng  dos  gasförmigen 
Zustandes  des  betrachteten  System^j;  der  umstand,  das9  diese  Gleichung 
im  Gebiete  der  Temperaturen ,  die  kleiner  als  Tc  sind ,  für  abnehmende 
Werthe  von  V,  bei  constanten  T  abnehmende  Werthe  des  Druckes  P  liefern 
kann,  kann  nur  so  gedeutet  werden,  dass  bei  diesen  Werthen  der  Para- 
meter P,  y,  T  der  gasförmige  Zustand  des  Systems  nicht  bestehen  kann. 
Die  Strecke  (ATc)  der  Ordinate  der  wahren  kritischen  Temperatur  ist  die 
Projection  derjenigen  Linie,  lUngs  welcher  der  gasförmige  Zustand  des 
Systems  continnirlicb  in  den  tiopfbarflUssigen  übergeht. 

Der  Zustandsgleicbung  4)  des  betrachteten  Systems  können  wir  auch 
noch  eine  etwas  andere  Form  geben,  wenn  wir  statt  V  den  Parameter  ^ 
oder  dip  Dichte  des  Systems  einführen;  £  ist  die  Zahl  der  Tbeilchen 
des  Systems  in  der  Raumeinheit,  ^  =iV/F  also;  somit  lässt  sich  4)  auch 
80  schreiben: 

12)  pjv/i)  + a'i;?/^'  =  Ä^- «•**/<*-*•'; 

bei  der  bereits  oben  getroffenen  Wahl  der  Einheiten  für  P,  V,  7",  ist  N 
die  Zahl  der  Theilcheu  des  idealen  Gases  in  der  Raumeinbcit  bei  P=  l 
und  7=273",  die  Dichte  des  idealen  Gases  bei  diesen  Druck  und 
Temperatur  also;  wenn  diese  Dichte  des  idealen  Gases  als  Einheit  der 
Dichte  gewählt  wird,  geht  12)  über  in: 

13)  i'/5D  =  aJ)»  =  Är.e  »»»/<>-»»'; 

in  dieser  Gleichung  haben  die  Constanten  n,  a,  b,  B  ganz  dieselben  Zahlen- 
werthe,  wie  in  der  Gleichung  4). 

Wenn  wir  mit  Hilfe  der  Gleichung  13)  die  Dichte  des  Stickstoffs 
bei  /*  =  1  und  T  =  273"  berechnen ,  so  erhalten  wir  für  dieselbe  den 
Werth  1,0007.  Nehmen  wir  an,  dass  bei  diesen  Druck  und  Temperatur 
das  Wasserstoffgas  als  ein  vollkommenes  Gas,  für  welches  Ii  =  0,(X)Ü24 
ist,  betrachtet  werden  kann,  so  ist  die  Dichte  des  Wasserstoffs  bei  /*=  1 
und  7=273"  gleich  0,998554.  Ist  das  Verbal tnisa  der  speci fischen 
Gewichte  des  Stickstoffs  und  des  Wasserstoffs  bei  diesen  Druck  und 
Temperatur  gleich  13,97,  so  ist  das  Mole  eularge  wicht  (oder  die 
Theilchendichtc)  des  Stickstoffs  genau  =  14,  wenn  das  des  Wasser- 
stoffe =  1  ist,  so,  wie  es  die  Hypothese  von  Pront  verlangt. 
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Ein  Satz  über  orthosymmetrische  und  verwandte  De- 
terminanten  aus  den  fundamentalen  symmetrischen 

Functionen. 

Von 

Hermann  Brunn 

In  MOuobeo. 


Bei  Untersuchangen  über  relatives  Maximum  und  Minimum  der  funda- 
mentalen ganzen  rationalen  symmetrischen  Functiouen  von  m  Grössen  a, 
bei  der  Fürstenau'scben  Methode,  Gleiehangeu  aufzulösen,  und  bei 
anderen  Gelegenheiten  stösst  man  auf  gewisse  Determinanten  dieser 
symmetrischen  Fnnctioa  Mr,  zu  denen  vor  allem  die  sogenannten  ortho- 
symmetriscben  von  der  Form 

Mv+\My      ...ilf,_i+i 
Mv+tM,+i...]iIv-i+i 


gehören.  Im  Folgenden  soll  ein  Beweis  geliefert  werden  dafür,  dass  solche 
Delerminnuten,  entwickelt  gedacht  nach  den  Elementen  a,  sobald  die  ver- 
einbaren Glieder  zusamraeu  gezogen  sind,  nur  noch  Glieder  eines  Vor- 
zeichens eathalteu,  nud  zwar  bei  der  im  Folgenden  gewühlten  Art  der  An- 
Schreibung  das  Vorzeichen  -\- . 

Bei  dem  Gebranch  der  römischen  Ziffern  entspreche  der  Zahlenreihe 

ü,    1,  2,  3..J-1,  l,  l  +  \,...m, 
die  Zahlenreibe 

0,  i,  //,  HJ.. .IL,  L,  LI,...M, 

wobei  L  und  M  ihre  bestimmte  Bedeutung  50  und  1000  verlieren  und 
beliebige  ganze  positive  Zahlen  vorstellen. 

Man  bilde  von  m  Elementen  a^a^a^...a„  jene  fundamentalen  symme- 
trischen Functionen,  welche  einzeln  gleich  sind  den  Summen  der  als  Pro- 
ducte  betrachteten  Combinationen  jener  Elemente  zu  den  einzelnen  Classen 
(ohne  Wiederholung)  und  bezeichne  sie  mit 
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1)  ...Mm+r  ...  Jlfn4.|  Mm  Mm—t  •..  M^M^M^M^M^^  ...  , 

wo  die  Indices  den  Ghrad  der  Functionen  in  den  Elementen  a  angeben  und 

2)  af„  +  ,  =  o 

3)  Mf       >=1  v=l,2,3,... 

4)  Jf_,    =0 

ZQ  setzen  ut.    Ans  diesen  M  bilde  man  das  nachstehende  Schemü,  das  wir 
ans  anbegrenzt  aasgedehnt  denken  können: 

...iirin+i>      ...M„+tMm       Mm—\'--MgMjM^Mf^M-i... 
(Jlft)        ...Mm^r4-l"-Mm+2  Mm+\Mm      ...M^M^M^  M^M^  ... 
..,Mm+t+l^•'Mm+sMm.^.iMm+t  ...M^M^MgM^M^  ... 

Es  entsteht,  indem  man  Wiederholungen  der  Beihe  1)  beliebig  oft 
unter  einander  setzt  und  zwar  so,  dass  jede  nach  unten  folgende  Beihe 
gegen  die  vorhergehende  um  eine  Stelle  nach  rechts  verschoben  wird,  und 
also  in  eine  beliebige  „Schrttgreihe"  von  links  oben  nach  rechts  unten 
lauter  M  mit  gleichem  Index  zu  stehen  kommen. 

Indem  man  eine  willkflrliche  Horizontalreihe  —  Zeile  —  und  eine 
beliebige  Verticalreihe  —  Colonne  —  mit  der  Ordnungszahl  0  versieht,  die 
Ordnungszahlen  nach  links,  resp.  unten  in  positivem  Sinne  wachsen  ISsst, 
und  ein  jedes  M  statt  mit  dem  bisherigen  Index  mit  zwei  Indices  versieht, 
der  Beihe  nach  gleich  der  Ordnungszahl  der  Colonne  und  Zeile,  die  sich 
an  seiner  Stelle  kreuzen,  gewinnt  das  Sohei^  die  neue  Gestalt: 

...  Jifs,-!  JJfj,_i  Mi,—i  Mo,—i 

...JIfs,o    üfjjO    JMi.o    -Mo.o JK-i,o-M_2,o... 

(Jlf*i)  ...Mt,i    Jlfj,i    Mi,i    3fo,i  Jlf_i,iM_2,i ... 

...M3,j    Mi,3    Mi^t    Mo,t M-i,t  M-1,3 . . . 

Ans  unseren  Schematen  {M,,)  und  {Mkz)  kann  man  nun  andere  bilden, 
indem  man  beliebige  Zeilen  und  Colonnen  herausgenommen ,  und  die  Lttcken 
durch  Zusammenschieben  wieder  geschlossen  denkt.  Diese  Schemata  fassen 
wir  unter  der  neuen  Bezeichnung  zusammen: 

-^U'-,^'o'-t 


Von  Hebmann  Bbumh. 


S93 


(S  po3.  ganze  Zahl). 


Der  einzige  unterschied  gegen  das  Schema  (Mii)  ist  der,  dasB  die 
Indices  jetzt  von  einer  Reihe  zu  einer  benachbarten  nicht  um  die  Einheit, 
sondern  um  eine  beliebige  ganze  Zahl  wachsen  oder  abnehmen.  Die  Richt- 
nogen  des  Wachsthams  der  Indicea  sind  die  nämlichen  wie  vorher:  Von 
rechts  nach  links  and  von  oben  nach  unten,  in  Zeichen: 

(.Mki)  ist  ein  specieller  Fall  von  (üf,^.^). 

Da  M  eine  beliebige  ganze  Zahl  mit  Einschluss  der  Nall  ist,  so  ist 
klar,  was  im  Folgenden  unter  einem  Schema 

(//*),  {II,  i)  oder  (J/,;.^), 

(i*),    (X*i)    oder  {L|^,;^)  etc. 
zu  verstehen  ist. 

Besonders  bemerkenswerth  ist  das  Schema  (0^).  Da  nämlich,  wie 
sich  zeigen  wird,  2),  3)  and  4)  aach  f(lr  M^O  Geltung  behalten  mUssen, 
so  ist  das  Schema  {0/,}  aus  lauter  Nullen  zusammen  gesetzt,  mit  Ausnahme 
einer  ans  Einheiten  gebildeten  SchrSgreihe: 


(0*) 


..0010000  0... 
..0001000  0... 
,.0000100  0... 
..0000010  0... 


Aus  den  Schematen  (/tf*),  (_Mii).  {Mi^,j^)  künnen  nun  irgendwelche 
quadratisch   begrenzte   Schemata  heraasgeschniiten   und   als   Determinanten 

J{Wt),     J{Mu),  A{M,^,^) 
betrachtet  werden. 

Wenn  von  einem  „identischen"  Verschwinden  dieser  Determinanten 
die  Rede  ist,  so  ist  noch  näher  anzugeben,  ob  sie  identisch  Null  werden, 
betracht«t  als  Functionen  der  M,  oder  betrachtet  als  Functionen  der  o. 

Es  gilt  für  unsere  M  die  Relation 

(5)  /V,  =  71/,  +  7A/,_,.«, 

wo  a  ein  beliebiges  von  den  Elementen  at  ist,  aus  denen  sich  M  zusammen- 
setzt,  und  IM.,,  IM,-\  aus  den  m  — 1  übrigen  Elementen  en  gebildet 
werden.  Die  Forderung,  dass  (S)  bis  zn  den  von  uns  gewünschten  Grenzen 
richtig  bleibe,  erheischt,  dass  wir  2),  3)  und  4)  auch  noch  für  A/  =  0 
giltig  sein  lassen. 

Denken  wir  uns  in  einer  Determinante  id  {Mf^  ,^)  die  Substitution  (S) 
ausgeführt,  die  Determinante  dann  durch  wiederholte  Anwendung  des  Satzes 
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a,,...ou+ou  ...Oi^ 


»,!«„. 


Og,  .   ...a2x  +  aiz---(h/t 


"tl  «»»••.•<»2i- 


'Olli 


Olli  a^i...ain...a^^ 


a/,]a^2  ...a  fn...Oi,ß 


Ofti  .  ...Oin+a'ui—aMß 
zerlegt  und  das  Resultat  dieser  Zerlegung  (Z)  nach  Potenzen  des  bei  {8) 
dienenden  a  geordnet,  so  erhalten  wir  ein  additives  Aggregat  von  Glie- 
dern Ärti^,  wo  die  Af  Summen  von  Determinanten  der  Form  //(Jüf/^.^) 
sind.  Bevor  wir  dies  beweisen,  sei  als  Beispiel  hergesetzt  die  Zerlegung  {Z) 
einer  orthosymmetrischen  Determinante  (Jl  +  l^*^)  Ordnung  J  (_Mk): 


Iffk  +  l^k        ...Mit-i+l 

IMij.i+LVi,.a IMi,  u-i+IA/t   ».a 

^*  +  i^*+i-l...^A 

I^*+i+I*/*+i_,a, I»h         +/'»/*...« 

Ax+i«^+'  +  Ai<»^  +  Az.it^-^+...Ä^a*  +  A^a+Jt. 
Hier  föllt  die  Beihe  der  Coefficienten 

Ai+\,  Ai,  Ai-i,...Af,  A^,  Aq 
zusammen  mit  der  Beihe  der  Determinanten,  weiche  aus  der  Matrix 

I»h+iIMi...IMk-x+\IMk-x 


I, 

II  IMk^xIMt^^.x...I^hIMk-^  \ 

durch  Weglassung  der  ersten,  zweiten  ...  (i  +  I)'*"  Colonne  gewonnen 
werden.  Alle  übrigen  Determinanten,  die  bei  rein  formeller  Entwickelung 
von  J  {IMic  +  IMic-io)  noch  als  Summanden  in  den  ^  auftreten,  annuUiren 
sich  durch  Gleichwerden  zweier  Colonnen. 

Betrachten  wir  nun  die  Zerlegung  {Z)  einer  beliebigen  Determinante 
^  ^^<k'x)  ^^^  zeigen  wir,  dass  sSmmtliche  dabei  auftretenden  Determinanten 
dem  Schema  {II^U^sj)  entnommen  sind.  Wir  brauchen  zu  diesem  Zwecke 
nur  zu  erweisen,  dass  das  Wacbsthum  der  Indices  auch  in  den  Zerlegangs- 
determinantaa  ausnahmslos  von  rechts  nach  links  und  von  oben  nach  unten 


^(^'t'i)  ^^  **'*"  Grades;  nacfadem  die  Substitation  (S)  ausgeführt  ist, 
zeigen  sich  uns  2v  verschiedene  Colonoec  von  Coefficienten,  je  zwei  einer 
vorherigen  entsprechend.  Der  Unterschied  in  Bezug  auf  das  Wachsthnm 
der  Coefficienten  gegen  vorher  beruht  nnr  darin,  dass  jetzt  zwei  neben 
einander  stehende  Colonnen  auch  ein  Constantbleiben  des  ersten  Indes  auf- 
weisen kOnnen.  Solche  Colonaen  erkennt  mau  sofort  als  identisch,  da  die 
horizontal  neben  einander  stehenden  Glieder  gleichen  zweiten  Index  haben. 
Die  Zerlegung  {Z)  liefert  daher  lauter  Determinanten,  bei  denen  das 
Wachstbum  der  ersten  Indices  durchweg  von  rechts  nach  links  geht,  und 
ein  Constantbleiben  dieser  Indices  bei  Fortgehen  in  dieser  Richtung  eben- 
falls ausgeschlossen  ist,  nachdem  wir  die  wegen  Gleichheit  zweier  Colonnen 
sich  annullirenden  Determinanten  auch  in  der  Darstellung  vernichtet  haben. 
An  der  Aufeinanderfolge  der  zweiten  Indices  ist  durch  die  Substitution  {S) 
überhaupt  nichts  gelindert  worden.  So  sind  wir  sicher,  durch  die  Zer- 
legung (Z)  lauter  Determinanten   der  Form  ^{lMi^,j^   erhalten  zu  haben. 

Nachdem  wir  auf  J  {^^i\»xl  "^'^  Substitution  (S)  und  die  Zerlegung  {Z) 
angewandt  nnd  dadurch  ein  Resultat,  das  rait  [SZ)  ^(-'A^.j)  bezeichnet 
werden  möge,  erbalten  haben,  können  wir  auf  sämmtliche  Determinanten 
dieses  Resultats  abermals  die  Substitution  (S)  und  Zerlegung  (Z)  anwenden, 
nnd  das  Resultat  durch  {SZ)*  A  {ßi.t^  bezeichnen.  In  analoger  Weise 
fortfahrend,  erhalten  wir  schliesslich  (SZ)'"~*J  (l^i^n)  und  zuletzt 
(S  Z)'"  A  {Mj^ij),  womit  wir  die  Reihe  der  Operationen  schliessen.  In  dem 
letzten  Ausdruck  kommen  nltmlich  nur  noch  Determinanten  des  Schemas 
(0/^,^)  vor,  d.  b.  solche,  deren  Elemente  constant  sind,  gleich  Null  oder 
Eins.  Abgesehen  von  dem  erst  zu  erweisenden  Werthe  dieser  letzteren 
Determinanten,  ist  Jedenfalls  Alles  in  unserem  Ausdrucke  additiv. 

Litsst  man  aus  dem  Schema  (0^)  eine  Coloune  weg,  so  besteht  eine 
Zeile  aus  lauter  Nullen;  liisst  man  eine  Zeile  weg,  so  gilt  das  nSmliche 
für  eine  Colonne;  iKsst  man  eine  Zeile  und  eine  Colonne  weg,  an  deren 
Kreuzungspunkt  1  steht,  so  bleibt  das  unbegrenzte  Scbema  unverändert. 
Hieraus  folgt: 

Schneidet  man  aus  dem  Scbema  {0{^,j^  eine  Determinante  aus,  und 
zwar  so,  dass  sie  eine  Partie  des  Schemas  enthalt,  die  gegen  das  Schema  0^ 
veründert  ist,  so  ist  sie  unbedingt  Null,  weil  sie  entweder  in  einer  Zeile 
oder  in  einer  Colonne  lauter  Nullen  enthält.  Jene  Determinanten,  die  an 
nnvertinderten,  mit  (0,')  übereinstimmenden  Partieen  ausgeschnitten  werden, 
sind  dagegen  vom  Werthe  Null  oder  Eins,  je  nachdem  ihre  erste  Diagonal- 
reibe  aus  Nullen  oder  ans  Einheiten  besteht. 

Ist  es  möglich,  dass  sSmmtlicbe  Coefficienten  d {0/  ,j)  der  Entwickel- 
ung  {S Z)"*  J  {Mi^fj)  Null  werden?  Angenommen,  es  wäre  der  Fall,  so 
würde  dies  Verschwinden  offenbar  ganz  unabhängig  von  der  Wahl  der 
Werthe  a  eintreten.     Somit  hätten  wir  eine  in  den  a  identische  Gleichung 

JUV,„)  =  0. 
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Nun  ist  es  aber  eine  fundamentale  Wahrheit  ans  der  Theorie  der 
nieiefanngen,  dass  zwischen  den  symmetrischen  Fanctionen  Mt  von  m  Ele- 
menten keine  identische  Relation  der  obigen  Art  bestehen  kann,  irenn 
nicht  ron  romherein  in  derselben  alle  Entwickelangsglieder  verschwinden. 
Ks  kann  also  die  letzte  Oleichnng  nnr  bestehen,  wenn  sBmmtliche  Ent- 
wickelungsprodaete  n{Mf^,^  links  dnrch  Verschwinden  eines  ihrer  Fae- 
toren  l^t^n  Null  werden,  mit  andern  Worten:  wenn  die  Determinante  so 
Tiele  Nullen  enthalt,  dass  Ton  vornherein  ihr  Verschwinden  ersichtlich  ist. 

Wir  haben  jetzt  den  Satz  bewiesen: 

Wenn  man  eine  Determinante  /i{Mi^,^  nach  den  a  entwickelt,  nnd 
die  zniammenziehbaren  Entwickelangsglieder  —  es  sind  Prodncte  der  a 
gemeint  —  immer  in  ein  Glied  vereinigt ,  ergiebt  sich  ein  vollständig  addi- 
tives Aggregat  Gleich  Null  kann  der  Werth  desselben  nur  dann  sein, 
wenn  die  Determinante  wegen  Nnllwerdens  einer  genttgenden  Anzahl  von 
Tormen  A/f^t^  verschwindet. 

Daraus  folgt,  vorausgesetzt,  dass  nicht  dieser  specielle  Fall  des  Null- 
wordeuB  eintritt:  ^ 

Der  Werth  der  Determinanten  J  (Mf^n)  ist  jedenfalls  positiv,  wenn 
die  Klemonto  «  sKmmtlich  positiv  sind. 

Httufiger  als  die  Functionen  M  bieten  sich  in  unseren  Determinanten 
die  Coeffloienten  a  einer  Gleichung 

«"  +  aiü^-^  +  a,«»-» -H  ...  -H  o,  =  0 
dar,  Sotit  man  die  Elemente  o  gleich  den  Wurzeln  der  Gleichung,  so 
gehen  die  Determinanten  /i{Mk)  und  /^{lUn)  in  entsprechende  Determi- 
nanten <f  (a)  Aber,  indem  man  in  einer  Zeile  um  die  andere,  in  einer  Co- 
lonno  um  die  andere  die  Glieder  mit  —1  multiplicirt.  Dabei  müssen  die 
Glieder  .V*  mit  geradem  k  positives  Vorzeichen  behalten.  Es  ist  weiter 
loivht  ersichtlivh ,  dass  jede  Determinante  ^  (-Vf^*^)  durch  eine  hinISngliche 
Aniahl  von  i^ossend  ausgeführten  Multiplicationen  mit  —1  in  die  ent- 
spnN'hMid«  Determinante  -Jid)  übergeht,  und  umgekehrt 

Die  Werthe  von  l^etorminanten  <i(.V,-^.^)  und  entsprechenden  ^(a) 
unterscheiden  sich  daher  höchstens  im  Voneichen;  um  darfiber  tu  nnter- 
»cheiden,  vergleicht  man  am  einfachsten  das  Vorzeichen  der  beiden  ans 
den  H»uptdi«^«alen  entstehenden  Entwickelangsglieder. 

Die  orthosymmetrischen  Determinanten  J{a)  speciell  sind  stets  vom 
uKmlioheu  Vomkhen  wie  die  entsprechenden  Determinanten  ^(.V>. 

Ks  sei  noch  «rwShnt,  dass  man  in  Shnlicher  Weise  die  Homogenitfit 
dt>r  .'  in  den  «  nachweist.  Man  multiplicire  in  dem  Schema  {V/t)  irgend 
«itte  Zeile  mit  jr.  die  erste  darunter  stehende  mit  x*,  die  folgende  mit 
jr*  etc. ;  vUe  erst*  darüber  stehende  dangen  mit  j:*  =  l ,  die  zweite  mit  jr~*, 
die  drttl«  mit  f*  «tv\;  dann  lass«  man  Jene  Colonne.  in  der  onverScdertes  Jf« 
allk'  i  nnd  maltipitcire  die  Colonnen  nach  rechts  wieder  mit 

'  ifcs  mit   »tei^ndea  Poteuea   vca  x,  sodass  schliesslich 
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zu  jedem  Gliede  Mi,  des  ursprünglichen  Schemas  die  Potenz  x*  tritt  Dann 
ist  wieder  leicht  ersichtlich,  dass  jede  der  aus  dem  veränderten  Schema 
{^Uk'i)  heransgehobenen  Determinanten  aus  der  entsprechenden  des  unver- 
änderten Schemas  entsteht  durch  Multiplication  mit  einer  passenden  Potenz 
von  X,  dass  also  in  der  Entwickelung  der  veränderten  Determinanten  bei 
jedem  Entwickelnngsprodnct  die  nämliche  Potenz  von  x  vortritt,  somit  die 
Indicessumme  der  M  in  jedem  Entwickelungsgliede  gleich  nnd  die  Homo- 
genität der  Determinante  in  den  a  vorhanden  ist. 


XIX. 
Symbolische  Zahlen  und  Doppelzahlen.* 

Von 

M.  Philippofp, 

Stad.  Hmth.  in  Heidelberg. 


Wenn  man,  analog  den  in  der  Theorie  der  algebraischen  Formen 
Üblichen  symbolischen  Bezeichnungen  eine  jede  (homogene)  Form  mit  zwei 
Variabein  durch  ihre  Coefficienten  darstellt,  z.  B.  statt  a:^+2hxy  +  e}/* 
einfach  (x)(a  2b  c)(,,  schreibt,  so  liegt  es  nahe,  diese  Schreibweise  auch  bei 
der  AaafÜhrung  aller  algebraischen  resp.  analytischen  Grundoperationen  bei- 
zubehalten, was  in  sehr  einfacher  Weise,  namentlich  durch  die  Einftihning 
der  Nullcoefficienten  statt  fehlender  Posten,  zu  sehr  abkürzenden,  Über- 
sichtlichen und  zwar  so  symmetrischen  Formeln  führt,  dass  dieselben  fast 
als  mnemonische  Segeln  gelten  können. 

Bei  dieser  Bezeichnung  entfällt  nSmlich  vollkommen  die  sogenannte  Ke- 
duction,  welche  bei  allen  algebraischen  Mnltiplicationen  und  Divisionen  die 
Hauptschwierigkeit  bildet  Selbst  in  pädagogischer  Hinsicht  kann  eine  solche 
Methode  fflr  die  Elementar-Algebra  empfohlen  werden,  da  sie  nichts  anderes  als 
eine  logische  Erweiterung  des  sogenannten  arabischen  Zahlensystems  ist. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  nehmen  wir  zuerst  die  bekannte  Trans- 
formation der  binomischen  Gleichungen  mittelst  der  Substitution  g  +  -=x. 

1  1  " 

Da  hier  ii**4"-j=2  und  e^+  —  =  x=  symbolisch  (1  0)  [Basis  des  Zahlen- 

Systems,  oder  anders  gesprochen  =l.x-|-0],  so  erhalten  wir  den  Algo- 
rithmus Pf)  =  2,  Pi  =  (10)  und,  wie  leicht  einzusehen ,  P„^\  =  e"'-\ — ^  = 
symbolisch  {Pm  Pm-i) ,  wo  Pm-\  statt  —  Pm—i  steht 


*  Einige  Entwickelangen  und  Anwendungen  auf  die  elementare  Algebra  sind 
von  mir  noch  im  Jahre  1887  in  dem  Joum.  des  Matb^m.  (Edition  Delagrave)  ge- 
geben worden. 


Das  heiest:  Man  füge  eine 
Null  rechts  und  addire  die 
negativ  genommene  vorher- 
gehende Zahl  P. 


=  105Ü50=iF'-5x'  +  a;. 

Man  kann  so  augenblicklich  die  Gleichung  «*— 1  =  0  auflösen,  da 
nttmlich  hier  /',  =  l  0  2 

/■,  =.     1  0 
1=       1 
llT, 

d.  h.  statt  der  binomischen  Gleichang  genügt  es,  die  quadratische  Gleich- 
ung a;*4-x  — 1=0  aufzulösen. 

Man  sieht,   wie  schnell  die  symbolische  Schreibweise  zum  Ziele  fuhrt. 

um  aber  eine  viel  wichtigere  Erweiterung  dieser  Methode  in  erhalten, 
betrachten  wir  zwei  quadratische  Symbole  a^a^a^(x)  und  h^hj\{i/)  nach 
X  resp.  nach  y  steigend.  Man  kann  das  Product  dieser  Symbolu  als  einen 
Coordinatenausdruck  darstellen 

{x) 


oder  ausführlich  geschrieben; 


(y) 


—i. — i — r  (*) 

OoO„  o,fto  a,Oo 
(h^i  0,6,  a,6,    / 


(y) 


/\ 


und  jede  weitere  Reduction  etwa  nach  x  Potenzen  ist  hier  überflüssig,  da 
ohne  Weiteres  klar  ist,  dass  jede  horizontale  Reihe  nach  x  von  links  noch 
rechts,  jede  verticale  Coloune  nach  «/  von  oben  nach  unten  steigt;  doss 
die  Hauptdiagonale  "^  als  Resultante  des  x  =  und  y  |  Steigens  nach  xy 
steigt  und  endlich,  dass  jede  zu  der  Hauptdiagonale  normale  ^  schiefe 
Reihe  eine  (homogene)  Form  der  beiden  Variabein  bildet.  Es  genügt  also 
die  Doppelzahl  1)  auf  verschiedene  Weisen  zu  lesen,  um  jede  gewünschte 
Reduction,  z.  B.  nach  x  Potenzen  sofort  zu  erhalten. 
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Setzt  man  speciell  y^x  and  maltiplicirt  man  nicht  nnr  quadratische, 
sondern  beliebige  einfache  Sjmbole,  so  erhält  man  das  allgemeinste 
Moltiplicationsgesetz  der  ganzen  Functionen. 

Als  Beispiel  diene  {a-{-hx  +  cx*  +  ...)*.  Da  hier  die  homogenen 
schiefen  Reihen  in  Bezng  anf  die  Hanptdiagonale  offenbar  symmetrisch  sind, 
erhElt  man  die  triangol&re  Doppelzahl; 

o* 
2ab 

2ae    2bc    c» 
2ad   2bd    2ed    d* 


2bc     c>     / 


welche  unmittelbar  die  Bednction  nach  x  Potenzen  giebt  —  man  mSge  nnr 
nach  den  erwähnten  schiefen  Reihen  lesen. 

Ganz  ebenso  werden   auch   die   irrationellen   Sjmbole  von  der  Form 
i  13. 

ABC..."  {x)  d.h.  Ä  +  Bx"  +  Cx''  +  ...hehaadeilt,  nnr  muss  man  den  ge- 
meinsamen Nenner  der  Exponenten  suchen  und  eine  gehCrige  Anzahl  von 
Nullen  einschalten,    um  z.  B. 

l  +  2T/x  +  ST/x'  +  5r/x'  mit  1  ■{■t/ x-\-2y^ 3? 

zu  multipliciren,  verwandle  man  das  Product 

(100  200  3006)  (70102)(.^ 
in  eine  rectangnlSre  Doppelzahl,  was  sofort  das  Resultat 

7    0    1     14    2    2    21    4    3    35    6    5    0    10 

d.  h.  7 +  7/!»*  + etc.  ...  +  10 7/  a;"  geben  würde. 

Mittelst   analoger  Schreibweise   kann   man  die  Taylor 'sehe  Reihe  als 

eine  Erweiterung  der  Lagrange'achen   Bezeichnung  darstellen.     Schreibt 

f^'Kx) 
man  n&mlich  (n)  statt  — ^  und   ordnet  man  nach  h  Potenzen,   so  giebt 
«1 

die  Taylor 'sehe  Substitution: 

»+A  »)(!)...(«)... 

I    m^Hx) 

X 

WO  (0)  (!)...(»)  eine  symbolische  Reihe  oder  einen  Operations-Symbol  dar- 
stellt. 

Da  aber  fSr  zwei  Variabein,  z.  B.  h  und  h  (resp.  x  und  y),  die  Be- 

3™     |3"  "I      8"+» 
Ziehung  gilt  r^  i  jj-  J.  =  „.^  .      ,  so  folgt  ohne  Weiteres ,  dass  die  Sub- 
stitution -H»sf-Ht 

I     I  /■(«,  y) 

*     s 
der  symbolischer  ion 
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(0) 
(1) 


(«) 


gleichkommt,  wo 


(0)  (l)  (2)...  (m). 


Es  gilt  also  der  Satz: 


HC 

m!  «!  V 


resp. 


^m-f-a 


ml  n\) 


dafdy'ml 

00  10  20... 
,  Ol  11  21... 

I     ( /■(«,  y)  =  A*.  y)      I  02  12  22... 


und   das  dürfte  wohl  der   einfachste  Beweis  der  bekannten  Taylor'schen 
Entwickelung  fttr  zwei  Variabelen  sein. 
Es  sei  speciell  die  Doppelzahl 


00  10  20... 

01  11  21... 

02  22  22... 


wo  mn  den  Coefficien- 
ten  Ton  af  y"  bezeich- 
net, 


(y) 


gegeben,  dann  lautet  der  Taylor 'sehe  Satz,   nach  der  obigen  Schreib- 
weise dargestellt: 

„Das  Resultat  der  Substitution     |      |    in  die  Doppelzahl  wird  durch 

die  Anwendung  eines  Operations -Symbols  erhalten,  der  formell  ganz  ähnlich 

der  Doppelzahl  selbst  aussieht." 

Wünscht  man  z.B.  den  Anfang  derCoordinaten  fttr  die  cubische  Doppelzahl 

0 (^) 

,       ,  ^  zu    verlegen,    so    dass 

x  +  h  und  ff  +  h  statt  x 

und  ff  substituirt  werden. 


F= 


e  fg 

h  % 

J 

(y) 

00  10    20    30 

01  11    21 

02  12 
03 

anzuwenden   und  man  berechnet  sehr  leicht  das  Resultat;  indem  man  z.  B 


so  genügt  es,  den  Symbol 
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a  b  e  d 

e  fg 
h  i 

3 


(10) 


h  2c  3d 

f2g 

i 


hat ,  so  dass  die  ganze  Operation  darch  einfache  Maltiplicationen  der  Beiben 
nnd  Colonnen  mit  0,  1,  2,  3...  und  durch  einfache  Divisionen  entsteht, 
und  man  kann  fast  ohne  Rechnung  schreiben 


a  h  e  d 

e  fg 

h  i 

J 


b  2c  Sd 
f2g 


c  3(2 
9 


fä 


-(«) 


e  f  ff 

n 

2h  2i 

2{ 

3i 

h  i 
3i 


(y) 

wo  die  Coefficienten  wieder  Doppelzahlen  mit  h  und  k  als  Coordinaten  sind 
und  wo  man  die  Rollen  von  (x,  y)  mit  denjenigen  von  {h,  k)  umtauschen 
kann.  Man  kann  also  gewissermassen  von  einer  „Positions- Algebra" 
sprechen. 

Ein  interessantes  Erläuternngs -  Beispiel  bieten  auch  die  Bernouilli- 
schen  Zahlen   und  die  Bernouilli'schen  Functionen.     Der  Kürze  wegen 

.reducirte  Bernouilli'sche 


u.  s.  w. 


werden  wir  .4,  =  +  öf »  -44  =  —  ■..  «.  ■>.  ...  „. 
Zahlen"  nennen. 

Die  Definitionsgleichung  (s.  z.  B.  Schlömilch's  Compendium  Bd. II,  212) 


^^i=^-r+2i^- 


etc.,  wenn  man  für  —    einfach  (»»)  schreibt, 
ml 


giebt ,  symbolisch  geschrieben  (steigende  v  =  Symbole) 
0(1) 1 


=  (A-^i  •••)(")  • 


0(1)  (2)  (3)...     (1)  (2)  (3) 
Also  giebt  das   für  convergirende  Reiben  giltige  ^ 
der  Symbolzahlen: 


OOi 
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2) 


1  = 

AI 

A,l 
A,l 

Ao2  Ä^S... 
J,2  J,3... 
J,2  ^3... 

wo^,2mril,(2)  =  ^ 


i^    U.    8.    W. 


steht. 


Nun  bemerken  wir,   dass  ein  System  von  n  linearen  Gleichungen  am 
zweckmässigsten  in  folgender  Weise: 


*,  «». 

.«, 

1 

o,  a, 

On 

*. 

.    .   . 

•          • 

••• 

m,  m, 

m. 

K 

dargestellt  werden  kann. 

Jetzt   lese  man   die  Qleichnngen  2)   nach    schiefen   Reihen  ^^  nnd 
bemerke,  dass  ^,  =  1,  dann  erhält  man  das  Gleichongs-System 


Ao 

A^ 

A, 

A,... 

1 

2 

I 

0 

0  ... 

0 

3 

2 

1 

0  ... 

0 

4 

3 

2 

1  ... 

0 

5 

4 

3 

2  ... 

0 

1 

A, 

A, 

A,,.. 

2 

1 

0 

0  ... 

3 

2 

1 

0  ... 

4 

3 

2 

1  ... 

5 

4 

3 

2... 

wo  n  statt  —  steht  und  n  =: bezeichnet,    um  jetzt  ^j,,  independent 

zu  berechnen,  bemerke  man,  dass  A^n-t  bei  n^l  gleich  Null  ist  (was 
man  leicht  beweisen  kann,  da  in  dem  Zähler,  der  eine  Determinantenform 
hat,  zwei  gleiche  Colonnen  oder  Reihen  hervortreten) ,  und,  da  die  Nenner- 


determinante 


100. 
210. 
321. 


=  1 


erhält  man  z.  D.  fUr  A^  den  abkürzend  geschriebenen  Ausdruck: 


1002 
2103 
3214 
4.3  25 


Da  aber  Ag  = 


102 
213 
324 


=0, 


80  ist  auch  die  ünterdeterminante 


210 
321 
432 


Null ,  also  ist  A^  = 


103 
214 
325 


1  .    ,   _  .   1      1_      _ 


51 


80     72" 


720 
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a  h  c  d 

e  fg 
h  % 

j 


(10) 


b  2e  Sd 

f29 

i 


hat ,  so  dass  die  ganze  Operation  darch  einfache  Maltiplicationen  der  Beibra 
nnd  Colonnen  mit  0,  1,  2,  3...  und  durch  einfache  Divisionen  entsteht, 
nnd  man  kann  fast  ohne  Rechnung  schreiben 


a  b  e  d 

e  fg 
h  i 

b  2e 
f2g 
i 

3d 

c  3d 
ff 

3 

e  f  g 
2h  2t 
3i 

f2g 
2i 

9 

h  i 

i 

rä 


-(*) 


(y) 

wo  die  Coefficienten  wieder  Doppelzahlen  mit  h  und  k  als  Coordinaten  sind 
und  wo  man  die  Rollen  von  {x,  y)  mit  denjenigen  von  (^,  h)  umtauschen 
kann.  Man  kann  also  gewissermassen  von  einer  „  Positions- Algebra" 
sprechen. 

Ein  interessantes  Erläuterungs  -  Beispiel  bieten  auch  die   Bernouilli- 
schen   Zahlen   und  die  Bernouilli'schen  Functionen.     Der  Kürze   wegen 

werden  wir  ii,  =  +  öfj  -^«""jf  ^-  ^-  ""•  »»reducirte  Bernouilli'sche 
Zahlen"  nennen. 

Die  Definitionsgleichung  (s.  z.  B.  Sohlömilch's  Compendium  Bd.Il,  212) 


e'-l 


=^-r+lf«'*- 


.  etc. ,  wenn  man  für  — ;   einfach  (m)  schreibt, 
ml  X    /  T 


giebt,  Bjrmbolisch  geschrieben  (steigende  «  =  Symbole) 
0(1) 1 


0(1)  (2)  (3)...     (1)(2)(3) 
Also  giebt  das   fUr  convergirende  Reihen  fr' 
der  Symbolzahlen: 


=  iA,/ 


Von  B.  Mebmke. 
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f{e)  =  0 

erfüllt.  Einen  Bolcben  Funkt  wollen  wir  einen  Fandamentalpunkt  der 
betrefTenden  Transformation  nennen.  Verschwinden  auch  noch  die  (n  — 1) 
ersten,  aber  keine  höheren  Ableitungen  von  f{x)  nach  x  identisch  für 
x  =  c,  d.  h.  ist 

r(c)  =  0,    /•"(c)  =  0,  ...  r<»-"(c)  =  0, 

dagegen  ^'"'(c)  nicht  Null,  so  möge  c  ein  Pandamentalpunkt  «'"Ordnung 
jener  Transformation  heissen. 

Untersuchen  wir  nun,  in  welcher  Weise  die  Transformirte  einer 
(ebenen  oder  räumlichen)  Curve  C  zerfilllt,  wenn  ein  Punkt  p  derselben 
mit  einem  Fundamentalpunkt  n'"  Ordnung  der  angewendeten  Trans- 
formation zusammenrückt.  Der  Abwechslung  wegen  soll  dieses  Mal  der 
Fundamen talpunkt  als  fest  angesehen,  die  Curve  dagegen  verschoben 
werden.  Angenommen,  die  Curve  C  habe,  nachdem  die  Verschiebung 
zuletzt  in  der  Richtung  der  (mit  der  Lunge  Eins  versehen  ge- 
dachten) Strecke  a  erfolgt  war,  ihre  endgiltige  Lage  erreicht,  d.  b.  es 
sei  p  zu  einem  Fundamentali>unkt  n*"  Ordcung  der  Transformation  x=-f(x) 
geworden,  Ein  voründerlicbor  Punkt  x  der  Curve,  dem  wir  den  Maass- 
werlh  oder  das  Gewicht  Eins  beilegen  wollen,  sei,  wie  unter  Nummer  1, 
gegeben  durch 

x=p+t^.pi  +  t>'.p^  +  ... 

Denken  wir  uns  jetzt  die  Curve  wieder  um  einen  sehr  kleinen  Be- 
trag S  rückwUrts  geschoben,  dann  kommt  x  in  die  Lage 

zj  =  a:  —  d .  o 
zurück.     Dieser  Punkt  wird  durch  die  Transformation  übergeführt  in 
xi  =  fix  —  6  .a)  =  f(x)  —  S.f'  {x)a. 
Es  ist  aber,  wegen 

np)=o,  f(p)=o,  r(P)=o, .../t'-"(j))=os 
a<c)=np+t'.pi-\-ti'.p^+...) 


=  l./ti.)(n)nl.p.J....)nj 1 

Ml'     ^^'^  •i'i-r-;  T(„^i)| 


r+''(j')(<^i>i+..0"  +  '  +  . 


.'^./•'"'(ij)Pi--i- 


f(x)  = 


1 


/t«l  (/;)(«!. p, +  ...)-' +  ... 


(n-1)! 


folglich 


X3  =  '-^[.P>(p)l'i''  +  . 


-''•((^r^r/''"'(i')  ?-'■'"'''  + 


20* 
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a  b  e  d 

e  fg 

h  i 

3 


(10) 


b  2e  3d 

f29 

i 


hat ,  80  dass  die  ganze  Operation  dorch  einfache  Maltiplicationen  der  Reiben 
nnd  Colonnen  mit  0,  1,  2,  3...  und  durch  einfache  Divisionen  entsteht, 
und  man  kann  fast  ohne  Rechnung  schreiben 


a  b  c  d 

c  fg 

h  i 

b  2e 
f2g 

i 

3(2 

e  3<i 
9 

3 

e  f  9 
2h  2i 

3i 

f2g 
2t 

9 

i 

Vd 


-(*) 


(y) 

wo  die  Coefficienten  wieder  Doppelzahlen  mit  h  und  h  als  Coordinaten  sind 
nnd  wo  man  die  Rollen  von  (x,  y)  mit  denjenigen  von  {h,  k)  umtauschen 
kann.  Man  kann  also  gewissermassen  von  einer  „Positions- Algebra" 
sprechen. 

Ein  interessantes  ErlSuterungs- Beispiel  bieten  auch  die  Bernonilli- 
schen   Zahlen  und  die  Bernouilli'schen  Functionen.     Der  EUrze  wegen 

werden  wir^,  =  +  öf>  '^4~~Tf  "•  ^-  ^'  »reducirte  Bernouilli'sche 
Zahlen"  nennen. 

Die  Definitionsgleichung  (s.  z.  B.  Schlömilch's  Compendium  Bd. II,  212) 

1  D  1 

—  =  1  — ^f;4-;TT»*  — ...  etc..  wenn  man  für — ; 

m! 


D 

=  1  — ^t; -f.  ^  »*  —  ...  etc. ,  wenn  man  für—    einfach  (»»)  schreibt, 


giebt,  symbolisch  geschrieben  (steigende  »=  Symbole) 

0(l)(2)(3)...-(l)(2)(3)...-^^''^- 
Also  giebt  das  für  convergirende  Reihen  gil' 
der  Symbolzahlen: 
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t)  = 


dt\ 


da 


a=i 


f{x)x  =  vf{x), 


Heraus 


dnrcb  («  —  1 ) 


I 


lige  Ableitung  nach  x: 
/■'">  (ar) a;  =  (y  -  w  + 1)  Z^"-' (x) . 
Setit  man  hierin  |>  an  Stelle  Ton  x,  so  ergiebt  sich  (wegen  /■("-')  (p)  =  0) 

/•(")(J7)1>  =  0, 

oder  nach  Multiplication  mit  ;»i"~': 

Es  ist  jetzt  leicht  zu  erkennen,  dass  die  Lage  des  Punktes  Lp^  allein 
7on  der  in  p  an  die  Curve  C  gelegten  Tangente,  nicht  von  der  zufUUigen 
Lage  des  Punktes  p^  auf  dieser  Tangente  abhüugt.  Denn  ersetzt  man 
letzteren  Punkt  durch  irgend  einen  anderen  auf  der  Tangente,  etwa 

(l=P  +  9-Pl, 
so  kommt 

Lq  =  Lp  +  Q.Lpi  =  Q.Lpx, 

welcher  Punkt  mit  i/);i  zusammenfUllt.  Wir  dürfen  daher  annehmen,  dass 
p^^  ein  endlicher  Punkt  sei,  in  welchem  Falle  dieser  Punkt  und  die 
Strecken  o, ,  a,,  a^  linear  unabhängig  sind,  also  p  aus  ihnen  linear  ab- 
geleitet werden  kann.     Man  schreibe  etwa 

Durch  Multiplication  mit  L  folgt  hieraus 

Lp  —  0  =  n.Lpj^-\-  o,  .Lo,  +  "»•■J^fl«  +  «3•^''3• 
Demnach  liegen  die  vier  Punkte  Lp^,  La^,  La^,  La^  in  einer  Ebene, 
w.  z.  b.  w.* 

Die  Ergebnisse  zusammenfassend,  können  wir  sagen: 
Besitzt  eine  Punkt-Transformation  einen  Fundamental- 
punkt  (beliebiger  Ordnung)  p,  und  wendet  man  diese  Trans- 
formation auf  eine  durch  p  gehende  Curve  C  an,  so  zerfällt 
die  Transforrairte,  indem  (gleichgiltig,  ob  C  in  p  einen  ge- 
wöfanlicheo  oder  einen  singulären  Pankt  hat),  eine  Gerade 
sich  absondert,  welche  in  einer  bestimmten  Ebene  liegt  nnd 
durch  einen  bestimmten  (von  der  in  p  an  C  gelegten  Tangente 
abhängigen)  Punkt  geht,  im  Uebrigen  aber  noch  willkürlich  ist. 
Es  ist  im  Vorhergehenden  von  den  Fällen  abgesehen  worden,  in 
welchen  die  zu  transformirende  Curve  C  in  p  eine  Pundamental-Linie  oder 
Fundamental&äche  der  Transformation  [d.  b.  eine  von  Fundamentalpunkten 


*  Man  bemerkt,  dnss  L  eine  ausgeartete  Collineation  liefert,  bestehend  in 
einer  Projection    oder   einer    Aufeinanderfolge    von    eolchen,    mit  p  als   er 
Centrum. 


I 
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erfüllte  Linie  oder  FlScbe)  berfihrt  oder  oscnlirt  Obwohl  die  üntersneh- 
nng  anch  in  diesen  Fftllen  mit  den  oben  angewendeten  Hilfemitteln  obne 
Schwierigkeit  eich  durchfuhren  iSsst,  so  wollen  wir  doch,  am  nicht  zu 
weitlftnfig  zu  werden,  davon  hier  absehen.  Es  werde  nnr  bemerkt,  dass 
in  den  erwBhnten  Fällen  die  sich  absondernde  Gerade  anbestimmt  sn  sein 
anfhOren,  oder  ganz  in  Wegfall  kommen  kann. 

Die  verwandte  Frage,  wie  die  Transformirte  einer  durch  einen  Fun- 
damentalpnnkt  p  gehenden  FlSche  zerfallt,  kann  entsprechend  behandelt 
werden.  Man  findet,  dass  im  Allgemeinen  eine  Ebene  sich  absondert, 
welche  durch  eine  bestimmte  (von  der  in  p  an  die  gegebene  Fläche  gelegten 
Tangentenebene  abhängige)  Gerade  geht,  im  Uebrigen  aber  unbestimmt 
bleibt. 


Nachsatz 


zu  dem 

Beitrag  zur  systematischen  Behandlung  der  ebenen 
Bewegung  starrer  Systeme. 

Von 

Prof.   Dr.  RODENBERQ 

in  llmsDOTflr. 


(Siehe  diese  Zeitschrül  Jahrg.  1892  4.  Heft  S.  218flgg.) 


Aaf  S.  226  und  227  der  in  Rede  stehenden  Arbeit  habe  ich  gezeigt, 
dass  eine  Gmppe  von  3n  — 5  Normalstrahlen,  welche  eine  r"  bestimmt, 
stets  eine  Oruppo  von  3p— 5  Strahlen  ckufweist,  welche  eine  Fp  bestimmt, 
wo  p^ll  iat;  und  weiter,  dass  die  3n  — 4  zur  Bestimmung  der  Pol- 
configuration  ü"  nothwendigen  Strahlen  stets  solche  3p  —  4  aufweisen, 
welche  eine  FIp  bestimmen ,  wo  p  ^  1 3  ist*  Diese  Thatsache  veranlasste 
mich  zu  der  Behauptung,  dass  nun  auch  die  Construction  der  T"  und  /!'' 
aus  den  nachgewiesenen  Normalstrahlen  mit  den  grSssten  wesentlichen 
Schwierigkeiten  verknüpft  sei,  indem  ich  annahm,  dass  bei  ungünstigster 
Wahl  der  Bestimmungsstacke  diese  Schwierigkeiten  mit  der  Systemzahl  ent- 
weder wachsen  oder  sich  gleich  bleiben  mUssten.  Diese  Annahme  erweist 
sich  als  nicht  völlig  zutreSfend,  man  kann  sümlich  noch  Gruppen  von 
Normalstrahlen  zu  zehn  und  elf  Systemen  bilden,  bei  welchen  das  auf 
S.  227  zur  Bildung  der  F  und  11  angegebene  Verfahren  einer  Erweiterung 
bedarf.  Daher  möge  es  erlaubt  sein,  noch  einmal  auf  den  Gegenstand 
znrUck  zu  kommen. 


*  Die  starre  Verbindang  von  n  Systemen,  dae  einfache  Fachwerk,  wird  durch 

(  — 3  =  3(n-l)  höhere,   nicht   zwangläufigo  Elementenpaare  (S.  221)  bewirkt. 

Riga'schen  Industrie -Zeitung  1891   Nr.  7  und  )8  ist  gezeigt,  daM  unter 

SlementeDpaarGu  stets  3{p  —  l)  solche  vorbaudeD  sind,  welche  die  starre 

lg  von  p  jener  Systeme  bewirken,  wo  p  <  15  ist.     In  der  gegenwartigen 

mg  ist  der  geometriache  Ausdruck  „iSormalstrabl"  anstatt  „Elementen- 

Heicbmässigkeit  wegen  beibehalten,  obgleich  keine  Bewegung  mehr  mög- 

lin  Fachwerk  von  unbestimmter  unendlich  kleiner  Veraebiebbarkeit  )'""'■ 

die  8(«— 1)  Strahlen  einer  T"  angehören,  und  dann  treten  auch 

ibien  in  ihrer  urspiünglicben  Bedeutung  wieder  hervor. 
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Wir  beginnen  mit  den  F"  und  erinnern  daran,  dass  das  Auftreten 
eines  Systems,  welches  mit  den  Übrigen  cur  durch  die  Minimalzabi  von 
drei  Normalstrahlen  verknüpft  ist,  keine  wesentliche  Erhöhung  der  Schwierig- 
keit in  der  Herstellung  von  F"  herbeiführen  kann ,  da  nach  3)  die  F"  ans 
der  /"»— '  der  übrigen  Systeme,  welche  schon  bestimmt  ist,  leicht  abgeleitet 
werden  kann.  Andererseits  kann  —  und  das  war  nicht  ausreichend  be- 
achtet —  die  Anzahl  der  Normalstrabten ,  welche  ein  System  mit  anderen 
verknüpfen,  mit  wachsendem  n  beliebig  weit  getrieben  werden,  wie  schon 
die  Gruppe  auf  S.  226  beispielsweise  zeigt.  Denkbar  ist  also  die  folgende 
Gruppe  von  a ,  i  Strahlen  zu  a  +  2)  Systemen :  * 


l,a+l 
1,  a  +  2 


2,  fl+1 
2,  a  +  2 


3,  a+1... 
3,  a  +  2 


a,  a+l 

a,  a  +  2 


...o,  6>! 


2,  a  +  b        3,  a  +  6  a,  a  +  b  \ 


1,  a  +  Ä 

Die  Annahme,  a  oder  b  sei  gleich  3,  ist  nicht  zu  berücksichtigen,  da 
sie  auf  die  8.  226  angegebene  Gruppe,  nennen  wir  sie  Ga",  führt.  Zur 
Bestimmung  der  r''+'  dieser  Systeme  sind  3{a  +  &)  — 5  Normalstrahlen 
notb wendig,  und  es  können  daher  die  drei  Fälle 

3(a  +  b)-ö'^ab 

eintreten.  Im  ersten  Falle  ist  für  die  gewühlten  Zahlen  offenbar  die  Gruppe 
unmöglich  als  gegeben  anzunehmen,  im  zweiten  bestimmt  sie  genau  r°  +  *. 
Im  dritten  können  die  überschüssigen  Normalstrahlcn  —  setzen  wir  ihre 
Anzahl  3{a-\-b)  —  5— ab  ■=  c  —  noch  zur  Heranziehung  von  c  weiteren 
Systemen  benutzt  werden,  indem  wir  von  jedem  Systeme  3  +  1  =4  Strahlen 
in  Bezug  auf  4  der  o  +  J  Systeme  geben;  denn  dann  ist  die  /■«  +  »+«'  ge- 
rade bestimmt,  da  mit  dem  Anschlüsse  jedes  der  c  Systeme  sich  die  An- 
zahl der  überschüssigen  Normalstrahlen  um  eins  verringert  hat 

Im  Falle  a  oder  b  =  4  ist,  hat  ersichtlich  nur  c  =  0  einen  Sinn;  sind 

a  und  h  grösser  als  5,  so  könnte  man  noch  von  ^  Systemen  je  fünf  Normal- 
strahlen geben,  u.  s.  w.  Aber  derartige  Ueberlegungen  erweisen  sich  als 
unnöthig,  da  a  und  b  innerhalb  ganz  enger  Grenzen  liegen.     Wir  setzen  jetzt 

3{a  +  b)-5  =  a.b  +  c...  a,  I'>3, 
nnd  lösen  nach  einer  der  Grössen  a  und  b,  etwa  b,  auf: 

Mit  der  folgenden  Substitution  der  Werthea  =  4,  5,..,  hat  man  nun 
80  lange  fortzufahren,  bis  ft<a  wird,  da  höhere  Werthe  dann  wegen  der 
Symmetrie  der  Gleichung  in  Bezug  auf  a  nnd  b  nichts  Neues  liefern. 

•  Da  keine  V^rwurhsolung  mit  Polen  eintreten  kann,  ist  der  Strich  in  der 
Bezeichnung  dr  ifales  ii  weggelaaseo. 
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a  =  4,  6==7,  c  =  0,  a-\-b  =  n  =  \l  ergiebt  die  Gruppe 

15  25        35        45 

16  26        36        46 

IXT      2X1      3X1      4X1 
a<s5,  6  =  5,  c=0,  o+6  =  »»=10  ergiebt  die  Gruppe 


16        26        36        46 


5G 


17 


27        37        47        57 


I 


IX       2X       3X       4X       5X 

Construction  von  T'"  ans  Gy'"  entschieden  schwieriger 
als  diejenige  von  F"  aus  0«"  oder  6f(";  denn  in  öy'"  liegen  von  den 
ersten  sechs  Systemen  nur  fünf  Normalstrahlen  vor,  während  in  Gf„"  deren 
zehn,  und  in  G^"  deren  acht  vorhanden  sind.  Die  Construction  von  i"*" 
geschieht  nach  Analogie  des  auf  S.  227  initgetheilten  Verfahrens  durch 
wiUktlrlicbe  Wahl  von  13  —  5  =  8  Strahlen  der  ersten  sechs  Systeme, 
welche  die  Ermittelung  einer  F'®  ermöglicht.  Diese  T'"  führt  dann  nach 
Heranziehung  von  17,  27,  37,  47  zu  einer  11"'.  Um  57  zu  berücksich- 
tigen, wiederhole  man  das  ganze  Verfahren  unter  Abtodei-ung  der  gewählten 
Rcht  Strahlen,  wodurch  eine  zweite  /Z"'  gewonnen  ist,  deren  Verknüpfung 
mit  77"'  zu  einer  T'"'  führt,  und  diese  bestimmt  im  Verein  mit  57  eine  77'"', 
welcher  die  sUmmtlichen  Normalatrahlen  der  sieben  ersten  Systeme  an- 
gehören. Nun  ist  behufs  Gewinnung  einer  zweiten  Configuration  derselben 
Art  das  ganze  Verfahren  zu  wiederholen,  und  die  Verknüpfung  beider  77' 
fuhrt  dann  endlich  zu  einer  7^'"',  der  die  sämmtlichen  Normalstrahlen  der 
sieben  ersten  Systeme  angehören.  In  gleicher  Weise  hat  man  fortschreitend 
auch  die  folgenden  drei  Reihen  einzuäechten.  Da  das  etwas  einfachere 
Verfahren  der  Bildung  von  F"  aus  &j$"  genügend  durch  das  soeben 
Erörterte  gekennzeichnet  ist,  so  gehen  wir  nicht  nither  darauf  ein. 

Eine  nähere  Untersuchung  verdient  hingegen  noch  die  G  ruppe  P"  von  3  n  —  4 
Normalstrahlen,  welche  eine  77"  und  diejenige  S"  von  3(w— 1)  Normalstrahlen, 
welche  ein  eiufaches  Fach  werk  bestimmt.    Die  Bestimmungs-Gleichung  1)  wird 

3a-4-c 


für  P"...  b  = 


S»...   h: 


a-d     ' 

3(a-l)-c 


^^^  „        ... 

^Hda    in  I)   o£fenbar   nur   die   auftretende  Zahl  5   durch  4,  bez.  3  ei'setzt  zu 
werden  braucht.     Die  sich  ergebenden  Gruppen  sind  diese:* 


•  Hierin  kommen  dann  noch,  der  Entwickelung  auf  S.  227  entsprechend,  Po'' 
[  ood  Sa*'',  letztere  aus  Pm"  durch  Beifügung  der  Strahlen 
IXIV      2XIV      3XIV 
IXV       2XV       3XV 


XIV      XV 
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a  =  4,    6  =  8,    c  =  0,    o  +  6  =  n  =  12,    3m-4  =  32 

15  25       35       45 

16  26       36       46 


P^"... 


ixn    2XII    3XII    4XII 
o  =  5,    6  =  5,    c  =  l,    n  =  a  +  6  +  c=ll,    3n-4=29 


16 

26 

36 

46 

56 

17 

27 

37 

47 

57 

p  " 

y     ••• 

IX 

2X 

3X 

4X 

5X 

IXI 

2X1 

3X1 

4X1 

8, 


a  =  4,    6  =  9,    c=0,    a  +  6  =  n  =  13,    3(»»-l)  =  36 

15  25       35       45 

16  26       36       46 


.13 


IXIII  2 XIII  3 XIII  4XIII 
o  =  5,    6  =  6,    c  =  0,    o  +  6  =  n  =  ll,    3(»-l)  =  30 


S/'. 


16 
17 


26 
27 


36 
37 


46 

47 


56 
57 


1X1      2X1     3X1     4X1     5X1 
o  =  5,    6  =  5,    c=2,    o+6  +  c  =  n  =  12,    3{n-l)  =  33 

16  26       36       46       56 

17  27        37        47        57 


8i». 


5X 


IX       2X       3X       4X 

1X1     2X1      3X1     4X1 

IXII  2XII  3XII  4XII 
Werfen  wir  noch  schliesslich  einen  Blick  auf  die  geschlossenen  Glieder- 
Tielecke,  welche  in  kinematischen  Ketten  nnd  Fachwerken  auftreten,  unter 
einem  solchen  Vieleck  wird  eine  Gruppe  von  Gliedern  verstanden ,  von  denen 
ein  beliebiges  mit  zweien  der  übigen,  aber  nur  mit  diesen,  durch  je  ein 
kinematisches  Elementenpaar  verbunden  ist.  Beim  alleinigen  Auftreten  von 
höheren,  nicht  zv  Elementenpaaren  ist  das  Gliedervieleck  durch 

den  Cjrklas 
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ih,    kl,    Im,...    ei 
von  Normalstrahlen  gekennzeichnet    Die  Minimalzahl  von  Strahlen ,  welche 
ein  solcher  Cyklns  in  P.^'  und  8a^^  fasst,  ist  drei,  wie  z.  B.  14,  45,  51 
zeigt;  bei  allen  übrigen  Gruppen  ist  diese  Zahl  vier,  wie  z.  B.  14,  42,  25,  51. 

Sollen  andererseits  nnr  Drehpaare  auftreten ,  so  ist  die  Gliederrerbind- 
ang  aus  der  gefundenen  nach  S.  222  durch  Einschalten  eines  neuen  Gliedes 
für  je  ein  beseitigtes  höheres  Paar  herzustellen;  d.  h.  aus  einem  Glieder- 
dreieck wird  ein  Sechseck;  aus  einem  Viereck  wird  ein  Achteck.  Folglich: 
Enthält  eine  zwanglSufige  kinematische  Kette  oder  ein  einfaches  Fachwerk 
nur  höhere,  nicht  zwangläufige  Elementenpaare,  und  tritt  kein  Glieder- 
dreieck auf,  so  ist  eine  Beihe  von  Gliedervierecken  vorhanden;  kommen 
andererseits  nur  Drehpaare  vor  und  tritt  kein  Gliederviereck,  -fttnfeck, 
-Sechseck,  -Siebeneck  auf,  so  ist  eine  Beihe  von  Gliederachtecken  vorhanden. 
Hiemach  ist  das  a.  a.  0.  in  der  Biga'sohen  Industrie -Zeitung  gegebene 
Resultat  abzuändern. 

Hannover,  den  16.  August  1892. 
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XV.  Sohnittpnnkte  einer  Oeraden  mit  einer  Cnrre  2**^  Ordnung 
und  Tangenten  ans  einem  Punkte. 

Die  Curre  2""  Ordnung  sei  vie  in  der  Mittheilung  X  dea  3.  Heftes 
durch  einen  Brennpunkt  0,  seine  Directrix  (d)  und  H  gegeben. 

Wir  beschreiben  aus  0  mit  beliebigem  Badias  einen  Kreis.     Derselbe 
entspreche  dem  gegebenen  Kegelschnitt  in  einer  centrischen   Collineation, 

welche  0  znm  Centram  und  d  zn 
einer  Gegenachse  hat.  Dann  sind 
J7JSj  ein  entsprechendes  Pankte- 
paar.  Die  Tangente  <  in  JET  an 
den  Kegelschnitt  —  d.  h.  die  Linie 
WQ  —  trifft  die  Tangente  t„ 
welche  in  H^  den  Kreis  berührt, 
in  einem  Punkte  S  der  CoUiuea- 
tionsachse  s.  Somit  ist  diese  und  die 
Collineation  bestimmt.  Wir  zeich- 
nen in  ihr  zu  der  gegebenen  Ge- 
raden NB  die  entsprechende.  Sie 
geht  durch  N,  ist  parallel  zu  OD 
und  schneidet  den  Kreis  in  zwei 
Punkten  PiQi,  deren  entsprech- 
ende die  gesuchten  Schnittpunkte 
PQ  sind. 

Sollen  die  Tangenteif  aus 
einem  Punkte  A  an  den  Kegel- 
schnitt gezeichnet  werden,  so 
suchen  wir  zu  A  den  entsprechen» 
den  Punkt  ^,  (der  Linie  QA 
entspricht  eine  Parallele  zu  00).  Wir  ziehen  aus  /?,  die  Tangenten 
an  den  Kreis.  Ihre  correspondirenden  gehen  durch  A  und  berühren  den 
Kegelschnitt 

Zürich.  Dr.  Beybl. 
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XVL  Die  kleinite  Ablenkung  im  Prisma. 

Wenn  es  auch  hierüber  nicht  an  Beweisen  gebricht,  synthetischen  nnd 
analytischen*,  so  will  ich  doch  den  mir  jüngst  beigefallenen  synthetisch- 
analytischen Beweis  mittbeilen,  der  mir  durch  die  nach  Radau  benannte 
Methode  der  Darstellung  des  prismatischen  Strahlenganges  eingegeben  wurde, 
wie  auch  Lommel  im  Jahre  1875  einen  auf  diesem  Wege  gefundenen  Be- 
weis in  dieser  Zeitschrift  Bd.  20,  8.  212—215,  mitgetheilt  hat 
■  Ich  gehe  vom  symmetrischen  Durchgang  des  Lichtes  durch's  Prisma 
'ans,  für  welchen  das  zu  beweisende  Minimum  existirt.  Hierbei  entsteht 
das  Deltoid  OABC,  welches  aus  den  gleichschenkligen  Dreiecken  OAC 
und  £iiC 'zusammengesetzt  ist;  OA  ist  der  einfallende ,  OB  der  gebrochene 
Strahl,  OC  die  Richtung  des  austretenden  Strahles;  ABC=-y  ist  der 
brechende  Winkel,  AOC=S  der  Ablenkungswinkel.  Für  einen  Nachbar- 
strahl 0B^  unterhalb  OB  ist  A^B^\AB  kleiner  als  AB,  weil  die  Schraffe  A^B^ 
mittleren   kleinsten   Schrafie    des    in   der    zweiten    Figur   dargestellten 


lalbkreisringes  näher  liegt.  Aus  demselben  Grunde  ist  aber  B^ C^\BC 
grösser  als  BC.  (Im  vorletzten  Falle  giebt  die  Verlängerung  von  OA  der 
ersten  Figur  die  kürzeste  Schraffe  ab,  im  letzten  Falle  die  Verlängerung 
von  OC).  Der  vorletzte  Unterschied  x  ist  absolut  kleiner  als  der  letzt- 
genannte y,  wie  aus  der  ersten  und  zweiten  Figur  erhellt,  da  von  derselben 
Schraffe  aus  das  eine  Mal  näher  zur  kleinsten,  das  andere  Mal  weiter  weg 
von  der  kleinsten  gegangen  wird  nnd  die  Schraffendiffereuz  zusehends  wächst. 

IEs  ist  also 
I  A^C,*  =  {AB-x)*  +  (,BC  +  yy-2{AB-x)(_BC-\-y)co8y 

}       *  Im  Jahrgänge  1890  des  Repertoriams  der  Physik,  8.  177  and  178,  hal 
eh  bei  Ähnlicher  Gelegenheit  einschlägige  Arbeiten  erwähnt. 
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A(?  =AB*  +  BO*-2AB.BC.co8y, 
woraus 

^,a,*  =  AC  +  AAB  (y  -  x)  sin*  %, 

d.  i.     A,Ci'> AC,  somit  auch  bei  0  der  Centriwinkel  d"^8. 

Fttr  einen  Nachbarstrahl  0J3,  oberhalb  OB  wird  geradeso  x>>y  nnd 

^,  C«  =  ^  C»  +  4  ^Ä  (a;  -  y)  sin«  f, . 
Demnach  ist  der  Minimal winkel  AOC  erwiesen. 

1.  Zusatz:  Dass  der  Minimumstrahl  innerhalb  des  Prismas  den  Winkel 
aller  vom  Punkte  0  aus  durchgangsföhigen  Strahlen  balbirt,  wovon  ich  im 
Jahrgange  1883  des  Bepertoriums  gehandelt,  sieht  man  auf  obige  Art 
so  zu  sagen  ohne  Weiteres  ein. 

2.  Znsatz:  Das  Kürzeste,  was  ich  als  zum  fraglichen  Minimum  ge- 
hörig bisher  gelesen,  steht  im  1.  Heft  des  neuesten  Jahrganges  der  Zeit- 
schrift fttr  phys.  u.  ehem.  Unterricht,  S.  43,  abgedruckt  aus  der  englischen 
Zeitschrift  „Natnre"  vom  Jahre  1891  nuter  dem  Namen  Kirkby.  Die 
beigegebene  Figur  bringt  nur  das  Dreieck  POQ  und  P0(^  (s.  oben  Fig.  1), 
wobei  OQ  ein  oberhalb  des  in  meiner  Figur  symmetrisch  durchgehenden 
Strahles  gelegener  und  OQ  ein  unterhalb  gelegener  Strahl  sein  soll,  und 
zwar  sind  beide  so  gewShlt,  dass  APO^*^  APfi'O,  also 

PO*  =  PQ.P<jf. 

Alsdann  heisst  es:  Wenn  Q  mit  Q'  zusammenMlt  (wie  in  meiner 
Figur),  so  wird  PO  =  PQ.  Allein  daraus  schon  das  Minimum  oder 
Maximum  zu  erschliessen ,  geht  meines  Erachtens  nicht  an ;  die  Entscheidung 
zwischen  den  beiden  Letztgenannten  wird  dabei  ausdrücklich  dem  Versuche 
überlassen.  ^   gy^^  in  Augsburg. 


ZVIL    Der  fragwürdige  dritte  Begenbogen. 

In  der  Zeitschrift  für  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unter- 
richt, J.  1880,  S.  72,  berichtet  Heilermann  denselben  gesehen  zu  haben 
und  giebt  41°  und  46**  als  halbe  OeSnungswinkel  x  der  Lichtkegel  an,  deren 
Spitze  im  Auge  des  Beobachters  und  deren  Basis  der  rothe  und  der  violette 
Saum  dieses  Bogens  seien.  Schellbach  dagegen  nennt  als  Resultate  der 
Rechnung  in  dem  Texte  der  von  ihm  und  Engel  herausgegebenen  Zeich- 
nungen 37»  und  42«  („Darstellende  Optik",  Halle  1856,  H.  W.  Schmidt). 

Sind  t  und  r  der  Einfalls-  und  Brechungswinkel  an  der  Wasserkngel, 
so  ist  wegen  der  drei  Beflexionen  innerhalb  der  letzteren 

w  =  n:-f  i  — 4r 

und  es  ergiebt  sich  für  Both  (n  =  1,330)  der  Einfallswinkel  i  aus  der  Gleichung 

0«=  15««»»  als  «  =  76»  55'  undr  =  47»5'. 


Für  Violett  («=  1,345)  genügt  es  bei  den  drei  Decinoalen  geradezu*, 
wenn  man  1,345»  =  1,330»  -  2.1,330.0,015  annimmt  (0,015«  weglUsst), 
woraus  bezw.  f^  7635' und  r  =  40"  19' oder  rund  46" 20'. 

Folglich  ist  für  Roth  2tc=  137M0'  und  für  Violett  2«-=  142''38'  oder 
rund  142" 40'  und  der  genannte  halbe  Oeffnungswinkel  bezw,  42°50'und37"20'. 

Dieser  Winkel  öEfnet  sich  zur  Sonnenseite  hin.  Eeilermano  spricht 
die  Ansicht  aus,  dass  man  den  dritten  Regenbogen  wohl  meist  auf  der  falschen 
Seite  (auf  welcher  wirklich  der  erste  und  zweite  Regenbogen  sich  befinden) 
gesucht  und  dass  darum  nur  ein  einziger  Beobachter,  der  schwediscbe_ 
Physiker  Bergmann,  den  dritten  Bogen  bisher  gesehen  habe. 


Da  ich  noch  nirgends  eine  Construction  für  den  dritten  Bogen  vor- 
fand, so  habe  ich  eine  solche  angefertigt,  fUr  den  mittleren  (grünen)  Strahl, 
Ich  wählte  dafUr  40"  als  halben  Oeffnungswinkel  x,  also  140"  für  2 w.  Da- 
bei fand  ich,  iu  dem  Bestreben,  die  Construction  einfach  zu  gestalten,  dass 
das  Deltoid  mit  dem  einen  Winkel  140"  und  dem  andern  11^"  (|  von  ÜO") 


*  Vergl.  auch  meine  „Elementare DarstolluQg  des  (l.u.2.)  RegeDbogeDd"imR 
d.  Phyg,  T.  J.1891,  S.311-314.    Und  Loaimel  deigl.  in  dieser  „Zeitschrift",  Bd 
S.  216-220. 
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im  Centram  noch  ziemlich  genau  mit  den  oben  berechneten  ZaUen  stimmt, 
indem  z.  B.  hieraus  tEsTöf  folgen  würde.  DemgemBss  tiieilte  ich  den 
Quadranten  links  unten  in  8,  beziehungsweise  16  gleiche  Theile,  wodurch 
der  eintretende  weisse  und  austretende  grüne  Strahl  sich  ergiebt,  da  der 
erstere  horizontal,  der  letztere  symmetrisch  zu  ihm  gezeichnet  werden  mnss. 
Der  Best  d.  i.  ^\  des  übrigen  Ereisumfanges  darf  dann  nur  mit  dem 
Zirkel  in  vier  gleiche  Theile  getheilt  werden,  um  die  drei  BeflexionsSrter 
zu  finden.  Wegen  des  verhältnissrnSssig  kleinen  Winkels  von  11^"  musste 
die  Grösse  des  Kreises  etwas  beträchtlicher  gewählt  werden,  als  dies  beim 
ersten  und  zweiten  Regenbogen  zu  geschehen  pflegt. 

Die  Breite  des  dritten  Begenbogens  würde  sich  mit  Einrechnung  der 
scheinbaren  Sonnengrösae  zu  6"  ergeben  (42''50'- 37'*20'+0''3O'),  wenn 
ihr  nicht  die  Mattigkeit  der  Farben  und  die  Störung  des  Auges  beim  Hin- 
sehen nach  der  Sonne  Eintrag  thun  würde. 

Jedenfalls  ist  Schell bach's  Angabe  gegenüber  Heilermann  be- 
stätigt, dessen  Irrthum  indess  als  blos  praktische  Schätzung  nicht  be- 
deutend  erscheint.  ^.  Kürz  in  Augsburg. 


XXI. 
Neue  Omndlagen  einer  aUgemeinen  Zahlenlehre.* 

Von 

Dr.  J.  Kraus 

tn  Dknottadt. 


Erste  Abhandlung. 


Wenn  o  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so  lässt  sich 
bekanntlich  jede  beliebige  reelle  positiTe  Zahl  t  in  der  Form 

ausdrücken,  wobei  die  ai  positive  ganze  Zahlen  ^«  vorstellen  (die  Null 
eingeschlossen).  Man  sagt  dann,  die  Zahl  e  sei  in  dem  Zahlensysteme  mit 
der  Grundzahl  a  dargestellt,  und  nennt  die  Zahlen  a^  die  Ziffern  von  t 
in  diesem  Systeme.  Jeder  Zahl  t  entspricht  in  jedem  Systeme  nur  eine 
einzige  derartige  Darstellung. 

Denkt  man  sich  eine  Zahl  in  allen  möglichen  Zahlensystemen  dar- 
gestellt, so  besteht  zwischen  den  Ziffern  je  zweier  Darstellungen  ein  be- 
stimmter gesetzmSssiger  Zusammenhang.  Im  Folgenden  soll  es  nun  unsere 
nächste  Aufgabe  sein ,  diesen  Zusammenhang  in  möglichst  allgemeiner  Form 
zu  entwickeln.  Mit  anderen  Worten,  es  sollen  zunSchst  die  allgemeinen 
Gesetze  der  Transformation  einer  Zahl  von  einem  Zahlensysteme  in  ein 
anderes  dargelegt  werden. 

Besitzt  ferner  eine  Zahl  eine  von  der  besonderen  Wahl  des  Zahlen- 
systemes  unabhängige,  also  durch  Transformation  in  ein  anderes  Zahlen- 
system sich  nicht  verfindemde  („invariante")  Eigenschaft,  stellt  sie  bei- 

*  Unter  diesem  Titel  beabBichtigt  der  Yerfasser  eine  fortlaufende  Reibe  von 
arithmetischen  Abhandlungen  in   dieser   Zeitschrift  der  Oetfentlichkeit  zu  über- 
geben.   Eine   grössere   Anzahl  derselben   liegt,   was  den   Inhalt  betrifft,   bereit« 
fertig  vor.    Die  demnächst  folgenden  Abschnitte  behandeln  n.  A.  die  weitere  Aus- 
führang  der  Betrachtungen  des   zweiten  Abscbnittes,  die   Darstellung  einer  Zahl 
im  Systeme  aa'a" ...  in  Beziehung  zu  den  Darstellungen  in  den  Systemen  a,  a,  a" 
die  Potenzen  und  Wurzeln,  höhere  Congruenzen  und  Formen,  die  Grundrechni 
arten,  Beziehungen  zu  den  Eettenbrfichen ,  Auflösung  der  Gleichungen  n.  i. 
ZeiUcbrift  f.  Ukthematik  u.  Flijr«lk  XXXVII,  C.  21 


322  Neue  Grundlagen  einer  allgemeinen  Zahlenlehre. 

spielsweise  einen  rationalen  echten  Brach  oder  das  Quadrat  eines  solchen 
vor,  oder  genügt  sie  einer  vorgelegten  Gleichung  u.  s.  w.,  so  muss  diese 
Eigenthttmlichkeit  in  einer  entsprechenden  „invarianten"  Gesetzmässigkeit 
in  der  Aufeinanderfolge  der  Ziffern  zum  Ausdruck  kommen.  So  wird  auch 
jede  Function  einer  Zahl  die  Folge  ihrer  Ziffern  in  bestimmter,  dieser  Func- 
tion eigenthOmlicher  gesetzmässiger  Weise  verändern.  Es  ist  nun  Zweck 
und  Ziel  der  vorliegenden  Untersuchungen,  die  in  obigem  Sinne  in- 
varianten Eigenschaften  der  Zahlen  in  ihrem  gegenseitigen  Zusammen- 
hange zu  entwickeln,  zugleich  als  Grundlage  für  eine  neue  Auf- 
fassung und  Behandlung  der  Zahlenlebre.  Zum  Ausgangspunkt 
unserer  Betrachtungen  wählen  wir  den  rationalen  echten  Bruch. 

I. 

Zusammenhang  der  Sarstellimgen  einer  Zahl  in  zwei  beliebigen 

Zahlensystemen. 

§1. 

Es  bedeute  zunächst  h  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  und  e  eine 

g 
positive  ganze  Zahl  <^A;.     Alsdann  ist  r-  ein    echter    Bruch.      Multiplicirt 

man  e{=r^)  mit  einer  beliebigen  positiven  ganzen  Zahl  «,  so  kann  das 
Product  in  der  Form 

dargestellt  werden ,  wobei  r,  und  a,  positive  ganze  Zahlen  sind.  Fttgt  man 
die  Bedingung  r,^%  hinzu,  so  folgt  daraus  unmittelbar  af<a. 

Wenn  man  den  so  erhaltenen  Best  r,  ebenfalls  mit  a  multiplicirt,  das 
Prodqct  fj«  in  der  Form 

r,o  =  rj  +  ajft(rg<fc,  a,<o) 

darstellt  und  dieses  Verfahren  beliebig  weit  fortsetzt,  so  gelangt  man  zu 
dem  bekannten  Algorithmus 

1)  ri<»  =  n+i-f  OiÄ,  oder  ritt— ri+\=aik, 

giltig  für  Jl  =  l,  2,  3,  ...00.  Dabei  sind  die  ri  und  aj  positive  ganze 
Zahlen,  die  den  Bedingungen  ri<k,  <>;<((  Genüge  leisten. 

Setzt  man  in  Gleichung  1)  für  X  nacheinander  die  Werthe  k,  k  +  1, 
...,ft  —  2,  fi  —  1,  so  erhält  man 


ri+ia-ri+2=oj+i& 


r^j—i«  —  r/i-i  =  Oß-ik 
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Componirt    man    in    diesem   Systeme   von  Gleichungen,   wie  daneben- 
stehend angedeutet,  so  folgt 

2)  rio''-*  =  rjB  +  (oiiai+i...o«_ia^.i)«.A;, 

wo  zur  Abkürzung  (aiai+i...fl^_iOji_i)«  für  (oi«""^"' +0^4-1  o'*-i-^+.. • 
+  aft-ttt  +  aft-\)  gesetzt  wurde.  In  dem  besonderen  Falle,  wo  1  =  1  ist, 
verwandelt  sich  Gleichung  2)  in 

3)  r,«''-'  =  r^  +  (a,o,...a^_20^-i)a*- 
Ans  Gleichung  2)  folgt  in  bekannter  Weise:. 

r  1 

das    heisst:    der    Bruch     —      ist   bis   auf  einen    Fehler    <   -jr— ;    durch 

K  er  * 

(0,  aiai+i...aft-jaf,-i)„  im  Zahlensysteme  mit  der  Grundzahl  a  (wir  wollen 
dafür  in  der  Folge  kurz  sagen  „im  Systeme  u")  dargestellt,  oder  die  an- 
gefahrte Darstellung  ist  fttr  die  ersten  (ft  —  l)  Stellen  genau.     Für  ft  =  ao 
wird  der  Fehler  verschwindend  klein. 
Insbesondere  ist 

^=^  =  (0.  a,fl,fl8...).. 


§2. 
Wir    bezeichnen  jetzt  die   Beste   r,,   tf,  r,,  ...der   Reihe  nach   mit 
fji ,  r,, ,  r,, ,  . . .  ;  dann  verwandelt  sich  Gleichung  1)  in 

4)  nio-n+i,i  =  an*  (1  =  1,  2,  3,  ...;  r„  =  «), 

wobei  rxi'Ch,  ««<.«•     Multiplicirt  man  die  Beste  fj,,  r,„  fgj, ...  nach- 
einander mit  der  beliebigen  positiven  ganzen  Zahl  a',  so  kann  man,  ähnlich 

wie  oben,  setzen 

ri\<i--rxi  =  auk  (i  =  l,  2,  3,...), 

mit  der  Bedingung  rx»<.k  und  an<^a.     Auf  diese  Weise  erhält  man 
die  Beihe 

*"!»'  ^n>  's»!  •••»'"iJ»  ••• 

Werden  die   Elemente  dieser   Beihe   abermals  mit  a   multiplicirt,   so 
entsteht  die  Beihe 

''l8>   *»8>   'sS'  •••»*'i3)  •••) 

deren  Glieder  dem  Algorithmus 

riaa'—ri3  =  a'iik  (1=1,  2,  3,...) 

gentigen,  wobei  wieder  rx3<C^i  0''ix<  a.     Die  Fortsetzung  des  Verfahrens 
liefert  das  nachstehende  System  von  Besten: 

21* 
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5) 


f*"" 

»•« 

♦•».• 

•  nt... 

r» 

r„ 

»•«• 

•  nt... 

»-18 

»•«. 

»•ss- 

..r«... 

rv. 

♦■%. 

»V. 

•           •          • 

»-'n 

♦■'«I 

r'ai- 

•r'ii... 

r« 

r« 

♦•'«•• 

•r'it... 

r'« 

r'ss.. 

.r'ij... 

r'i/. 

•          • 

•''m 

rV- 

..rV- 

nnd  fdbrt  auf  den  allgemeinen  Algorithmaa 

6)  »•i^«'-ri,^+i  =  a'^iÄ  (A,  fi  =  l,  2,  3,...), 

worin    die    r;^    nnd    a'^z    positive    ganze    Zahlen     bedeuten,     and    zwar 
O/i  <*!  a'ni<  «'. 

Yertaascbt  man  im  Systeme  5)  die  Horizontalreihen  mit  den  Yertical- 
reihen  und  führt  ausserdem  r'ni  =  rin  ein,  so  erhält  man  das  System 


7) 


Gleichung  6)  iSsst  sich  hiernach  auch  in  folgender  Form  schreiben: 

8)  rVi«'- »■'/»+«.»  =  «Vi*  (*t  f*  =  l,  2,  3,  ...)• 

Nach  6)  ist 

»■i+i,/»«'— »"i+L/j+i  =  a'/j.  •« +  >*• 
Multiplicirt  man  die  erste  dieser  beiden  Gleichungen  mit  a  und  zählt 
von  dem  Producte  die  zweite  ab,  so  ergiebt  sich 

Aus  dieser  Beziehung  folgt,  dass  der  Ausdruck  (ri,|U+i«  —  ri+i,«+i) 
dnrcb  X;^theilbar  ist,  sobald  ein  Gleiches  für  {rxn»  —  ri^yß)  gilt  Nun 
läset  sich  aber  nach  4)  (r;ii  « —rj 4.1,1)  durch  h  theilen.  Folglich  sind 
auch  die  Ausdrücke  (010  —  04.1,1),  (Oso —  0+1,3), ...  durch  k  theilbar. 
Man  darf  daher  allgemein  setzen: 

10)  ri^a  —  ri^\.^=ax^lc  (A,  |m  =  1,  2,  3,...), 

wo  die  axß  positive  ganze  Zahlen  <|  a  vorstellen. 

Mit  Rücksicht  auf  10)  verwandelt  sich  Gleichung  9)  nach  erfolgter 
Division  durch  k  in: 

11)  axittt—  ax.^-^\  =  a'^x«  —  d(i,x^i, 

oder  ,  , 

IIa)  Oi^a +0^,14.1  =  o^„^a  + 0^,^+1, 

^Itig  für  ?  1,...  00, 


Von  Dr.  J.  Kraus. 
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umgekehrt  folgt  (wie  im  §  4  gezeigt  werden  wird)  aus  Gleichung  11) 
bezw.  IIa)  stets  die  Beziehung 

(0,  ai/,ai+i,,,ai+2,^  ••)a  =  (0,  oV*'''/«+t,i'''/«+».'i  ••)«'• 

Vermöge  der  beiden  Gleichungen  10)  und  8)  entspricht  jedem  Beste  rif, 
eine  bestimmte  Ziffer  ai/i  und  jedem  Beste  r'i^  eine  Ziffer  a'i^-  Den 
Systemen  5)  und  7)  entsprechen  die  folgenden  Systeme  der  Ziffern  aif, 
und  a'x/t'- 


12) 


«11 

0«, 

«si- 

.flii  ... 

o.» 

o»» 

«32  • 

.Oil... 

0|S 

o« 

Ojs- 

•  ai3  ••• 

13) 

öl/. 

ajfi 

as/t- 

•         • 

..  a^^... 

»si- 


>n 


'iS 


•SS- 


■  an.. 
...a'ii.. 
.a'x<t.. 


ot>«    oj/t    a3i,:.ax^. 


Nach  dem  im  §  1  Entwickelten  besteht  zwischen  den  Elementen  der 
Systeme  5),  7),  12)  und  13)  der  Zusammenhang 

-^  =  -p  =  (0,  ax^ax+i,^ax+i,^...)a  =  {0,  oVio'^+i,ioV+».i"-)«'. 

giltig  ffir  1,  ft^l,  2,  3,  ...00. 
Insbesondere  ist 

Wir  wollen  die  Elemente  des  Systems  5)  als  Beste  des  im  Zahlen- 
Systeme  (o,  a)  dargestellten  Bruches  -r  bezeichnen.  Ebenso  sollen 
die  Elemente  des  Systems  12)  die  Ziffern  von  —  im  Systeme  (a,  u) 
heissen.  Alsdann  stellen  die  Elemente  der  Systeme  7)  und  13)  bezw.  die 
Beste  und  Ziffern  Ton  —  im  Zahlensysteme  (a\  tt)  vor.  ' 

K 

Bei  Anwendung  dieser  Ausdrucksweise  lüsst  sich  das  Ergebniss  der 
vorausgehenden  Untersuchung  za  folgendem  Satze  zusammmenfassen : 

„Die  Ziffern  axii  und  a'x^  der  Darstellungen  des  Bruches  — 

in    den    Zahlensystemen    (a,  a)    bezw.    (a',  a)    sind    durch    die 
Gleichung  verbunden: 


oder 


ax/t«  —  ax,i,+i  =a^x'*  —  af,,x+i, 
axfi «'+  a'i,,  i+i  =  a'^x«  +  ax,^+i, 
giltig  fttr  alle  positiven  ganzen  Werthe  von  X  und  ft." 
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Gleichung  11)  beiw.  Ha)  wollen  wir  ihrer  Wichtigkeit  wegen  und 
am  uns  in  der  Folge  bequemer  anf  sie  beziehen  zu  können,  knrs  als 
Fundamentalgleichung  bezeichnen. 

Die  Fandamentalgleichnng  lehrt,  einen  Bruch  -r  ans  dem  Systeme  (v,  a) 
in  das  System  (a,  a)  zu  transformiren. 

Anmerkung:  BeilBufig  sei  bemerkt,  dass  aus  den  beiden  Algorithmen 


und 


«-(0 


n-i-i,Mf 


»-1, 


Ö) 


rx+i,^  « 


,»-2 


+•••+  »■i+»,/i  =axf,i 


giltig  für  k,  n,  v=l,   2,   3,...,  unter  der  Bedingung  rx^=r'pi  durch 
Elimination  der  folgende  Algorithmus  sich  ergiebt: 


>-2  _ . 


=  a^xti'  —  {Jj  o'^.i+i«''"'  +  {ßj  o'^,<n.jo'»-»-  +  . .. 

Auf  diese  Algorithmen  werden  wir  im  weiteren  Verlaufe  unserer  unter- 
snchungeu  (bei  der  Behandlung  der  höheren  Congruenzen  und  Formen) 
ausführlich  zurttckkommen.  Es  wird  sich  dabei  die  Gelegenheit  bieten,  zu 
zeigen,  wie  man  mit  grossem  Vortheil  von  der  symbolischen  Rechnung 
Gebrauch  machen  kann.  Wir  beschränken  uns  an  dieser  Stelle  darauf,  nur 
noch  zu  erwähnen,  dass  diese  allgemeinen  Algorithmen  ähnliche  Eigen- 
schaften besitzen  und  eine  ähnliche  Behaudlungs weise  zulassen,  wie  die  vor- 
läufig zu  betrachtenden  besonderen  (v  =  l^: 

rxf,a—rx+i,ß—axft  k,  r'fix«  — »"'/,+ i,j=a';,ifc,  ai^o '— flz,|U+ 1 =aVi  «  —  a'/i,x+\. 


§3. 

Beispiel.     Es  sei  k  =  28,   a  =  10,   a'=6.     Alsdann  kann  man  die 
folgenden  Systeme  aufstellen: 

System  der  rxf,: 


1,10,16,20,    4,12,    8,24,  16,20,... 

6,    4,12,    8,24,16,20,    4,  12,    8,... 

8*,24,  16,  20,  4,  12,  8,  24, 16,  20,... 
20,    4,  12,    8,24,16,20,    4,12,    8,... 

8,  24,  16,  20,  4,  12,  8,  24,  16,  20,... 
20,    4,  12,    8,24,  16,20,    4,12,    8,... 


System  der  01^: 

0,  3.  5,  7,  1,  4,  2,  8,*5,  7,... 
2,1,4,2,8,5,7,1,4,2,... 
2*,8,5,  7,  1,4,2,  8,  5,  7,... 
7,1,4,2,8,5,7,1.4,2,... 
2,8,5,7,1,4,2,8,5,7,... 
7,1,4,2,8,5,7,1,4,2,... 


*  Durch 


Strich  ist  die  Periode  kenntlich  gemacht. 
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System  der  r'xfi: 


System 

der  a'^f. 

0. 

1. 

1, 

4,  1, 

4,... 

2, 

0, 

5, 

0,5, 

0,... 

3* 

.2. 

3. 

2.3, 

2,... 

4, 

1, 

4, 

1.4. 

1,... 

0, 

5, 

0. 

5,0, 

5,... 

2. 

3, 

2. 

3,2, 

«/,••• 

1, 

4, 

1, 

4.1, 

4,... 

5, 

• 

0, 

5, 

0,5, 

0,... 

1,    6,  8,  20,    8,  20,... 

10,    4,  24,    4,  24,    4,... 

16»,  12,  16,  12,  16,  12,... 

20,    8,  20,    8,  20,    8,... 

4,  24,  4,  24.    4,  24,... 

12,  16,  12,  16,  12,  16,... 

8,  20,  8,  20,    8,  20,... 

24.    4,  24.    4,  24,    4,... 


Fttr  A  =  5,  fi  =  3  beispielsweise  hat  man 

Os8-«  +  «'»6  =  «m"  +  «M» 

das  ist: 

1.6+  2  =0.10  +  8. 

Fflr  1  =  3,  ft  =  2  {plgt  Shnlich 

ana  +  a'j4  =  a'|,.o  +  a„    oder    4.6 +1  =2.10  +  5,  u.  s.  w. 

§  4. 

Es    mOge   jetzt    1  =  /^   eine   im   Systeme   a   dargestellte   beliebige 
(ganze,  gebrochene  oder  irrationale)  reelle  positive  Zahl  bedeuten,  derart, 

=  «0  =  •••  + «-».I  •*+ "r «.««'+ Oo,l «"  + 0|,1  «"'  + Ol,  I  «-*+••• , 
wofür  wir  abkürzend  schreiben  wollen 

e  =  eo  =  {-- -0-1,10— \,\ao,\,  ai, , 01,103, !•••)■• 
Wird   g   mit    der  beliebigen   (von   1  rerschiedenen)  positiven    ganzen 
Zahl  a   mnltiplicirt,  so  geht  diese  Multiplication  dem  folgenden  Algorithmns 
gemäss  vor  sich: 

flii«'+o'M4.i  =  a'u«  +  022**  (A  = 2,-1,  0,  1,  2...). 

Dabei  bedeuten   die  an  die  Ziffern   des  im  Systeme  a  dargesteUten 
Prodnctes    e,  =  a'e.      Die    a'i  i  sind  gewisse  positive  ganze   Zahlen  <  a . 

*  Durch  den  beigefOgten  Strich  ist  die  Periode  kenntlich  gemacht. 
**  Mnltiplicirt  man  nämlich  eine  Zahl 

«  =  (...o-,a-,ao,  a,o,o,...)„ 
mit  der  beliebigen  positiven  ganzen  Zahl  m,  und  ist 

im={...b-tb-tbo,  6,6»6«...)a, 
so  h&Dgen  die  Ziffern  ax  und  hx  durch  die  Gleichung  zusammen 

a;,m  +  o'2^,  =o'^«  +  &;[      (!  =  ... -2, -1,0,  1,2,...). 
Es  ist  dies  derselbe  bekannte  Algorithmus,  der  beim  gewöhnlichen  Rech 
im  Decimalsystem  sowohl  beim  Multipliciren  als  Dividiren  in  Anwendung  ka 
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Mnltiplidrt  man 

i»,  =  o«  =  (...o_s,jo_i,iOo,j,  OitOnOsf.)« 
gleichfalls  mit  a,  so  ergiebt  sich 

»,  =  o'*«={...a_i,sO-i,sOoj|  a„0(,a„...)a, 
wo  die  am  mit  den  aii  dnrcb  den  Algorithmns  verbunden  sind: 
«21« +«1.1+1  =  OM" +  "*»(*■  =  *-*~2,  —1,  0,  1,  2,-",  o'ji  <«')• 
In  dieser  Weise  fortfahrend,  gelangt  man  sa  der  allgemeinen  Gleichung 
jj;,_i  =  a'''-»«  =  (...o-i,;,o_j,juao^,  ai^oj^os;....)«      (^  =  1,2,3,...)- 
und  dem  allgemeinen  Algorithmus 

14)  ai,,it-\-af,,i^i=a^ia-\-ai,f,^x,  oder 

14a)                       flio  «'—  »2,^+1  =»Mi«  —  «/•.i+ii 
giltig  für  ,»  =  1,  2,  3,. ..und  i  = 2.  -1,  0,  1,  2,... 

Dieser  Algorithmns  stimmt  der  Form  nach  genau  mit  dem  in  §  2 
[Gleichungen  11)  nnd  IIa)]  für  die  Ziffern  eines  echten  Bruches  gegebenen 
flberein  nnd  stellt  die  Verallgemeinerung  desselben  fttr  beliebige  Zahlen  dar. 

Aus  Gleichung  14)  folgt,  wenn  m  eine  beliebige  positive  ganse  Zahl 
bedeutet: 


«V  *'  +  *V«.i  +1     =       <*Vi  •  +  <'i./«+« 


„'«-I 

„'m-i 


ax,/,  +  M-I  tt+a'/t  +m-%  1  + 1  =  o'/i  +  •  -  J.i  «+fli,  /( -I- m  - 1 
flZ,^+iii-I«  +0^^m->,  1  +  1  =  0  ß  +  m-t,ll'  +  Ol,^+m 

Componirt  man  hierin,  wie  danebenstehend  angedeutet,  so  ergiebt  sich 
oi^o'"  +  (oV.i+io'm+i.i  +  i- • -"V+w-'-i  +  iV 

=  a{a\ia'^^i^i...a'^  +  m-i,i\'+  oi,f,+  m- 
Wir  wollen  zur  Abkflrznng 

■^1  =  («'/ii0^4.|,2.  ..0'^  +  m-l,i)o' 

einführen;  dann  iSsst  sich  letztere  Gleichung  schreiben: 

fli^  a"  +  A\+i  =  Äia  +  ai.^  +  m. 

Wenn  man  darin  fUr  l  der  Reihe  nach  die  Werthe  1,  Jl  +  l,...,X+{— 2, 
1  + 1  —  1  setzt,  wobei  unter  I  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  verstanden 
wird,  so  folgt 


•+«1+1-1,/.+« 


»'-« 
»'-i 
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Componirt  man  wieder  in  nebenstehend  nKher  bezeichneter  Weise,  so 
kommt 

Dnrch  Division  mit  a'a''  ergiebt  sich  hieraas 
(0,  Oi^Oi4.i,^...aj+j_i,p)a  +  -j(0,  af,,i+ia ^4.1,1+1... af,+m-ui+i)a' 

=  (0,   o'^io'^  +  i,i...o'^+«-l,2)«'+^(0,Oi.^+mO2+t,^  +  n,...ai+/_l,^  +  m)«- 

Ans  dieser  Gleichung  ersiebt  man,  dass  mit  einem  Fehler  <  a&s(-} — t^) 

(0,   fli,.02f i,^...Oi  +  j_|.^)«— (0,   o'^io'^^.l,2   ..oV  +  m-l.lV 

gesetzt  werden  darf.  WSblt  man  I  and  m  nnendlich  gross,  so  ist  mit  ver- 
schwindend  kleinem  Fehler 

15)  (0,  Oi;,fl2  +  l,^fli  +  2,p...)«— (0,  o'/»i«V  +  «."*V  +  i.«')«'» 

giltig  fOr  alle  positiven  ganzen  Werthe  von  fi  und  alle  positiven  und  nega- 
tiven ganzen  Werthe  von  1. 

§6. 

Dividirt  man  e  durch  a   und  bezeichnet  den  Quotienten 

so  geht  (da  e  =  a'e-C)  die  Division  (nach  dem  Yoranstehenden)  dem 
folgenden  Älgorithmns  gemSss  vor  sich: 

flio'«'+a'o,i+i  =  a'oio  +  ai(    (i=«'— 2,  — 1,  0,  1,  2,...), 
worin    die    a'oi    gewisse    positive    ganze    Zahlen   <.«'   vorstellen.      Durch 
wiederholte  Division  wird  man  auf  die  allgemeine  Gleichung 

nnd  den  entsprechenden  allgemeinen  Algorithmus 

16)  ai,  _a  o'+  a'-i*,  i + 1  =  o'-M,  1 "  +  fli,-A»+ « 

(i=_a....+  <»;  ,»=0,-1,-2,...) 

geführt.  Dieser  Algorithmus  stellt  die  Erweiterung  des  Algorithmus  14) 
auf  negative  Werthe  von  ^  und  fi  =  0  dar.  Gleichung  15)  muss  demnach 
auch  für  negative  Werthe  von  (i  und  ^  =  0  Giltigkeit  haben. 


*  Führt  man  ein 

Ax/i  =  (aXfiOi+i, it...ai+t—t,it)m ,  A'fii=:{a'fiia'fi+t,l>-a'/i+i>-t,l)ar, 
■0  Bcbreibt  sich  diese  Gleichung 

a'foAif,  +  Ä'ii,l.i.l  =  «'  Ä'/ii  +  Ai.  ,i4m. 
Dieielbe  ist  eine  Erweiterung  von  IIa),  in  welche  sie  fibergeht,  wenn  I^msi 
gesetzt  wird. 


330 


Nene  Orandlagen  einer  allgemeinen  Zahlenlehre. 


Wenn  (wie  wir  vorl&afig  annehmen)  e  eine  endliche  Zahl  vorstellt, 
so  giebt  es  fflr  jeden  positiven  and  negativen  ganzen  Werth  von  il  einen 
gewissen  (positiven  oder  negativen)  Werth  von  ft,  etwa  fi  =  -g,.  von  der 
Beschaffenheit,  dass  02^  =  0  f&r  alle  ganzen  Werthe  von  fi,  von  yt  =  -q 
bis  ft  =  —  00'    Componirt  man  nun  in  dem  Systeme 


fl2,/«-i«'+  o'j,_i,i+r=a'M-i,i«+  fli/i 

fl20«'+o'»,2  +  |         =a'o2<«        +fl2| 

«a, - 1  «' +  a-i,i+ 1    =  a- i,i  f  +  ain 


1 


0+o'_,,2+i    =<»'-»,2«  +  «1,-«  +  ! 

in  nebenstehend   nfther  bezeichneter  Weise,  so  ergiebt  sich  die  Gleichung: 
ai/t  +  « (•  •  ■a'_i,ia'_i,2o'j2o'i  2  .  .0'^..  1,2)0' 

=  (...o'_  1,2  +  1  o'_|,2  +  io'o,2  +  ia'i,2  +  l.-OV»-l,i  +  l)<i'' 

Bezeichnet  man  kurz 

^'2  =  (■  •  .o'_2,2o'-  i,2a'oio'i2o'i2-  •  •a'/t-i.x)^, 
so  iBsst  sich  letztere  Gleichang  schreiben: 

17)  02^+0^'2=4'2  +  l. 

Von  einem  gewissen  (positiven  oder  negativen)Werthe  von  A  ab,  etwal  =3 — p, 
ist  o'^2^0f&r  alle  Werthe  von  ft,  von  (1»  —  l)bis  — 00.  Infolgedessen  werden 
auch  alle  entsprechenden  A'x  gleich  Null.  Setzt  man  daher  in  17)  für  A  der 
Beihe  nach  die  Werthe  A  —  1,  k  —  2,...,—p,  so  erhftlt  man  das  System 


02-l,M  +  a^'2-1  =.4'2 
«2-1,/.  +  «^'2- J  =4'2-l 

0-1,11  +  <*Ä'—t    =Äa 


1 


„i-i 


«i+p-i. 


o.p>  +    0        =4'_,+i 
Wenn  man  wieder,  wie  neben  angedeutet,  componirt,  so  folgt: 
oder  (•..O-2,^<'-i,/.fl0i«aiju...O2-i.^)«  =  ^'2, 

18)  (•••O-i,/»O-l,(ii<'0^<*l/U'-Oi-t,Ai)o  =  (..a'-J,  10-1,20  o2a'|2-oV-l.i)«'- 

Diese  Gleichung  liefert,   mit  Gleichung  15)  zusammengenommen,  die 
allgemeine  Beziehung: 

19)  (.'.0-l,^Oo^...B2-l./.,  fl2A0i+l,A •••)<» 
=  (...o'_),2o'o2  ■.o'iu-«.''»   o'/«i'*V  +  l,i"-)*'' 

giltig  für  alle  positiven  und  negativen  ganzen  Werthe  von  A  und  (i.     Fttr 
A=al.  ussl  erh&lt  man 

10-1,1001)  ß|ia»f.Oa  =  (->o'-i,io'-i,io'oti  a',,a'„. ..)«•• 
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Bezeichnet  man  nach  Analogie  der  im  §  2  getroffenen  Festsetzungen 
die  Gesammlbeit  der  Zahlen  aif,  als  das  System  der  Ziffern  der  im 
Zahlensysteme  (er,  a')  dargestellten  Zahl  r,  so  stellen  die  a'if,  die 
Ziffern  von  m  im  Systeme  {»',  a)  vor.  Unter  Benutzung  dieser  Bezeich- 
Dungsweise  können  wir  das  Voraostehende  zn  folgendem  Satze  zusammen- 
fassen : 

„Die  Ziffern  aif,  und  a'if,  der  Darstellungen  einer  belie- 
bigen positiven  (ganzen,  gebrochenen  oder  irrationalen)  Zahl  e 
in  den  Zahlensystemen  (o,  a)  bezw.  (a',  a)  sind  durch  die 
Qleichung  (Fundamentalgleichung)  verbunden 

oder  '  t    '  '        I 

giltig  für   alle   (positiven   und   negativen]  ganzen  Wertbe   von 
X  und  f.." 

Die  Fundamentalgleichung  lehrt,  eine  beliebige  Zahl  g  aas  dem 
Zahlensysteme  (a,  a)  in  das  System  {a ,  a)  zu  trausformiren. 

Die  Elemente  ai^  (ebenso  die  aifi)  können  zu  folgendem  Systeme 
angeordnet  werden: 

...a_i,-i  Oo, - 1 Oi, - 1  oj, -1  03,_i... 

.. .0-1,0      floo         lIlO      flM         «30 

.•a-1,1   a«i    Oll  at\    a»    ... 

...0-1,2     floj     aii    021      an     ■■• 

•••fl-1,3       O03        <•«      fläS         flSJ       •■• 


Beispiel.    Es  sei  0  =  10,  a  =  *ä  und 

«  =  104,601739176. 
Alsdann  hat  man  die  nachstehenden  Systeme: 

System  der  aif,:  System  der  a'i^: 


1=   . 

-2 

-1 

0 

l 

8 

3 

4 

1  = 

-2 

-I 

0 

S 

3 

4 

n 

r. 

• 

; 

• 

* 

• 

' 

• 

. . . 

-8 

0 

0 

2 

» 

0 

5 

6 

-2 

• . . 

0 

0 

0 

8 

4 

3 

8 

... 

-1 

0 

1 

7 

4 

8 

3 

6 

-1 

0 

I 

0 

1 

8 

6 

8 

0 

1 

0 

4 

S 

0 

1 

7 

0 

1 

4 

2 

* 

8 

2 

2 

1 

6 

2 

7 

6 

1 

0 

4L.. 

1 

5 

2 

8 

8 

8 

6 

6 

9 

7 

6 

6 

6 

6 

2 

6 

2 

* .  • 

0 

S 

0 

0 

3 

4 

3'... 

3 

6 

9 

3 

9 

7 

6 

6 

3 

S 

2 

1 

0 

1 

3 

«!■•• 

.4 

6 

6 

S 

8 

5 

3 

9 

4 

3 

S 

4 

2 

3 

3 

6 

Pör  A  =  ü,  n=l  hat  man  beispielsweise: 

(62,76104...  )io=(l  42,4322...  )o 
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n. 

Zugeordnete  Systeme. 

§6. 
Wir  gehen  wieder  von  dem  echten  Brache 

|-.=  y  =  -^  =  (0.  au«siasi---)«  =  (0,  o',, «'«a« •••)«- 

SOS,   den  wir  als  irrednzibel  Toranasetzen  können.    Wie  im  vorigen  Ab- 
schnitte näher  aaagefBhrt  wurde,  lassen  sich  sodann  die  folgenden  Systeme 

aufstellen: 

t     f      f  I     t     t 

'     '     * 

f     f     f 

1S''J8*'SJ'"* 


o„a„Oj,... 

«n«M«8i-  • 

♦•u»-«»-«--- 

««««Os»-- 

<'i«*m'»8j-- 

»"l»»-«»"»---- 

OisOjjass-- 

•         •         •         •          ■ 

^li^m^ta-" 

deren  Elemente  bezw.  durch  die  Gleichungen  verbunden  sind: 


1) 
2) 

3) 


axfi"- 


•«/<.Jt+ii 


4)  fJA.o  — n+i,^  =  «i/»*, 

giltig  far  alle  positiven  ganzen  Werthe  von  X  und  ft.     Legen  wir  nun  in 
diesem   Abschnitte  unseren   Entwickelungen  die  ganz  specielle*  Annahme 

6)  oi;„  =  01^.1,^+1  (A,  f»  =  l,  2,  3,...) 

zu  Grunde,  die  ZulBssigkeit  derselben  vorausgesetzt,  so  folgt  aus  Gleichung  1), 
wenn  darin  1  +  1  für  1  und  fi  +  1  für  ft  gesetzt  wird: 

Durch  Subtraction  dieser  Gleichung  von  1)  erhalt  man: 
(fli/.  — ai+i,/.+  i)a'— (ffi,,t  +  i  —  oj+i,;,+2) 

=  {a'  1,1  —  a  if^\,i-{-\)  a  —  (aV,»+i  ■"'*/«+ 1.»+2^' 
Nach  6)  ist  die  linke  Seite  Null;  man  hat  daher 

Setzt  man  hierin  ftlr  k  der  Beihe  nach  die  Werthe  X,  1+1,  A  +  2, 
...,i  +  I  — 1  ein  und  mnltiplicirt  die' so  erhaltenen  Gleichungen  mit  bezw. 
«'"*,  «'"*,...,«,  1,  wo  l  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  so 
erhSlt  man  durch  Addiren: 

(aVa  — aV+i.2+i)o'-  (oV,2+/-oV+i,i+i+i)  =  0  (Z=l ,2,3,...). 


•  In  al 
echttitte  b 


Weiae  werden  wir  diesen  Oegenstand  im  folgenden  Ab- 
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Hieraus  folgt,  dass  der  Ansdrack  (a'^,2+/  — oV-fi^'-f'+O  ^^^"^^  "^ 
theilbar  sein  mnss.  Da  aber  die  Grössen  a'fi,i^t  und  a'^-i- 1,2^.14-1  beide 
^a  sind  und  o'  stets  ^a  gemacht  werden  kann,  so  ist  die  Gleichung 
nur  mSglich,  wenn 

1)  flV-i  ==<•'/•+>.*+>  (*i  f  =  ^.  2,  3,...). 

Nach  4)  ist  weiter 

Führt  man  hierin   1  +  1  und  fi  +  1  ftlr  bezw.  l  und  ft  ein,  so  folgt: 

Die  Subtraction  dieser  Gleichung  von  der  vorigen  ergiebt 
{n^  —  n+i,/.  f  1) «  —  (»"i+i.M  —  o+L/i+i)  =  (fli/.  —  fli  f  1,/«  f  1)  fc  =  0. 
Durch  ein  dem  soeben  angewandten  genau  analoges  Verfahren  erhält  man  daraus : 

8)  »■-i/»  =  »'i  +  i,/.  +  i,    r'^i  =  r' ^^1,1^1    (A,,ft=l,2,3,.  .). 

§7. 
Betrachten  wir  weiter  die  Gleichung 

so  folgt  aus  Gleichung  3)  des  vorigen  Abschnittes  (§1): 

9)  »■2^  =  ri^o*-*  —  Ä(oi^aj^...fli-i,;.)a. 

Vermöge  Gleichung  2)  dieses  Abschnittes  darf  für  ri^  auch  r'^\  ge- 
setzt werden,  wodurch  9)  Übergeht  in 

Infolge  der  bereits   erwähnten  Beziehung  des  vorigen  Abschnittes  ist 

dies  in  die  vorhergehende  Gleichung  eingeführt,  giebt 

10)  ra^  =  «a*-»«>-'  -  Ti  [a*-'  {fl^^d^^. . .«V-i,«)«'  +  (oi^Oj^. . .Oi_i,^)«]» 
welche  Gleichung  fQr  alle  positiven  ganzen  Werthe  von  Jl  und  ^  Giltigkeit 
hat    Fttr  A  =  2,  fi  =  2  nimmt  sie  die  Gestalt  an: 

r„  =  zad-  k  (aa'a  +  o„). 
Aus  8)  folgt  aber  r„  =  r^^  =  e.     Dies  berücksichtigt,  erhält  man: 

11)  ^(«a'-l)  =  A;(«o'„  +  a„). 

Da  wir  «  als  prim  zu  h  vorausgesetzt  haben*,  so  muss  der  Ausdruck 
(«a  ,1  -|-  a^j)  durch  e  theilbar  sein.    Es  sei 

12)  cta',i  +  o,g  =  M«. 
Alsdann  verwandelt  sich  Gleichung  11)  in 

13)  00'— 1  =  «*. 

•  Diese  Voraussetzung    braucht   fibrigeos   nicht   gemacht  zu  werden.     Die 

Qleiohnngen  12)  und  13),  sowie  der  unten  zu  entwickelnde  Algorithmus  gelter 

g 
auch,  wenn  z  reducibel  ist.    Auf  diesen  Punkt  verden  wir  später  zurflckkomm« 
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Es  ist  demnach  die  Beziehung  13)  eine  nothwendige  Folge  der  An- 
nahme ai/t  =  an.t,fi  +  i.  umgekehrt  iSsst  sich  leicht  nachweisen,  dass 
Gleichung  13)  anch  stets  die  Relationen 

0,^=1,2,3,...) 
nach  sich  zieht     Za  dem  Zwecke  beachten  wir,   dass  nach  10) 

ru  =  s{aa'Y~^-1cA  (i=l,  2,  3,...), 

wo  A  eine  gewisse  ganze  Zahl  bedeutet    Trägt  man  in  diese  Gleichung 
den  Werth  (1  +  tiA;),  der  sich  aus  13)  fttr  or »' ergiebt,  ein,  so  verwandelt  sie 

wo  B  ebenfalls  eine  gewisse  ganze  Zahl  vorstellt.  Aas  letzterer  Gleichung 
folgt,  dass  der  Ausdruck  (rn  —  e)  durch  ä;  theilbar  sein  muss.  Da  die 
Grössen  rti  und  «  =  r„  beide  <C.  h  sind,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn 
r«  =r,i  oder  rii=n+ui+i  (i=l,  2,  3,. ..). 
Nnn  liefert  aber  Gleichung  2)  des  vorigen  Abschnittes,  auf  Gleichung  4) 
des  §  6  angewandt,  die  Beziehung 

»■/ii=nio''"*  — (fl^i  fli+i,!- •  •«/»-2,;ifl/i-i,i)«  •  Ä- 
Setzt   man   hierin  A  + 1    und  ft  -f  1  an  die  Stelle  von  bezw.  A  und  ft, 
so   ergiebt  sich   durch  Subtraction   der  so  entstandenen  Gleichung  von  der 
ursprünglichen : 

r^i -  ^■,+  1,2+1=0''-*  (f jz  - ri+i,x-yi)  +  Ci  =  Ck, 
wo  C  eine  gewisse  ganze  Zahl  bedeutet.     Es   muss  demnach,  da  sowohl 
rf,i  als  r^+i,j+i  <  fc,  /i  i   o  a       ^ 

sein.     Aus  dieser  Gleichung  folgt  weiter,  Khnlich  wie  oben, 

fli/i  =  ffi+i,/,  +  i,  ax^  =  a'i+i,^+t,  r'iii=r'i+i,ft+i    (A,  fi=li  2,  3,...). 

Wir  dürfen  demnach  sagen: 

„Die    nothwendige   und    hinreichende   Bedingung    fOr  die 

Existenz  der  Gleichung 

0Xfi  =  ai+i,f,+i  (A,  ft=],  2,  3,...) 

I 
ist  das  Bestehen  der  Beziehung 

o«'— 1  =uk, 

wo  u  eine  positive  ganze  Zahl  (<  a,  wenn  a<k)  bedeutet" 

Die  letztere  Gleichung  IKsst  erkennen,  dass  die  Grundzahlen  a  und  a 
relativ  prim  zu  h  sein  mOssen,  und  dass  fttr  jeden  beliebigen  Werth  von 
k  stets  Werthepaare  [a,  a']*  existiren,  die  ihr  Genüge  leisten. 


•  Ihre  Anzahl  betragt  Lö-9(A:)  — ij,  wenn  von  den  Werthen  1  mid  (k  —  l) 
abgesehen  wird. 
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Wir  wollen  zwei  Zahlen  a  and  «',  die  der  Gleichung 

aa'—l  =uÄ* 
genttgen,  einander  in  Bezug  auf  k   zugeordnete**  Zahlen  nennen. 
Desgleichen  sollen  unter  derselben  Voraussetzung  die  Zahlensysteme  (er,  a') 
und  (a,  a),  sowie  die  entsprechenden  Systeme  der  ai/i  und  ax/,,  rx^  und 
f'iii  zugeordnete  Systeme  bezüglich  k  genannt  werden. 

§8. 

Aus  dem  Umstände,  dass  o  und  «'  prim  zu  k  sind,  folgt  bekanntlich, 
g 
dass  der  Brach  —  bei  der   Darstellung  in  den   Systemen  a  und   a    reine 

K 

Perioden  liefert.  Nun  sind  die  Elemente  ax^  und  o'a^  (desgl.  rx^  und  r'x^ 
in  zweifacher  Hinsicht  periodisch;  nftmlich  in  Bezug  auf  l  und  auf  fi.  Diese 
.doppelte  PeriodicitSt"  wird,  wenn  I  die  Anzahl  der  Ziffern  der  Periode  von 

-jT-  im    Systeme   a  und   m   diejenige    im   Systeme    d  bedeutet,   durch  die 

Gleichungen  ausgedrückt: 

a-         _„'     ,,_/  (i,H=l,2,3,...). 

Fttr  den  Fall,  dass  (o,  o')  und  (a,  a)  zugeordnete  Systeme  (bezw. 
a  und  a  zugeordnete  Zahlen)  sind,  muss,  wie  sich  leicht  nachweisen  lässt, 
l  =  m  sein.     £s  ist  nämlich: 

15)  a;!/.  =  a« +»,/.+»    (A,  f«,  v  =1,  2,  3,...). 
Ebenso  ergiebt  sich 

16)  a'a,,  =  o'i +.,,.+.  (A,  fi,  v  =  l,  2,  3,...). 

Setzt  man  in  15)  fUr  v  nach  einander  die  Werthe  {  und  m  ein,  so 
ergeben  sich  mit  Rflcksicht  auf  14)  die  Gleichungen: 

oxit  =  ax,it-\-i  und  axii  =  ax^m,if 
Hieraus   folgt,    dass   sowohl   I  ein  Vielfaches  von  m,   als  auch  m  ein 
Vielfaches  von  {  sein   muss.     Dies  ist  aber  nur  mOglich,   wenn  !  =  m  ist 
Für  v  =  m  — ft  +  1  erhält  man  aus  15)  und  16): 

fli/i  =  02-/4 +1,1.      Oi/.  =  02-/«  +  l,l         . 

Bei  Berücksichtigung  dieser  Beziehungen  nimmt  die  Fundamental- 
gleichung die  folgende  Gestalt  an: 


*  Oder  der  Congroenz  aa'=l  {mod  k). 
**  Äuociirt  nach  Euler;  Gausi,  diiq.  arithm.  77. 

***  Soweit  bei  dieser  Schreibweise  in  dieser  und  den  folgenden  Gleichungen 
dieses  Abschnitte«  die  Indices  negative  Werthe  annehmen,  hat  man  sich  ent^ 
sprechende  Vielfache  von  {  (=in)  hinsogezählt  ca  denken,  welche  sie  positiv 
machen. 


Gleichzeitig  liefert  nna  der  Algorithmas  auch  die  Periode  desselben 
Bruches  im  Daodecimalsvsteme ;  n&mlich 

(n)    "  (0,429TÖ708579214n36)„. 

Zar  Vereinfachung  der  Schreibweise  empfiehlt  sich  das  folgende 
Schema:  „g  ^  „^  ,g  ,^  ^j  ^j  ,^  ^^  g^  ^^  -^  ,ag  9g  jg  ^^ij^^ 

bei  welchem  die  Ziffern  von  rechts  nach  links  sich  an  einander  reihend 
erzeugt  werden.  Zar  ErlUuterung  desselben  fUgen  wir  die  nachstehende 
Regel  bei : 

„Man  bestimme  zuerst  u;  u  ist  im  Decimalsjateme  1,  3,  7  oder  9, 
je  nachdem  die  letzte  Ziffer  von  k  eine  9,  3,  7,  oder  1  ist.  Hierauf 
multtplicire  man  A;  mit  u  und  ztthle  zu  dem  Producte  1  hinzu.  Schneidet 
man  von  der  so  erhaltenen  Zahl  die  Null  am  Ende  ab,  so  bleibt  a  Übrig. 
Jetzt  multiplicire  man  e  mit  m,  schreibe  die  Einer  des  Prodnctes  als  letzte 
Ziffer  rechts  an  und  füge  die  aus  den  übrigen  Ziffern  gebildete  Zahl  links 
oben  als  Exponenten  bei.  Danach  muUiplicire  man  die  erwähnte  letzte 
Ziffer  mit  a\  zähle  den  Exponenten  zu  dem  Prodncte,  schreibe  die  Einer 
der  entstandenen  Zahl  als  vorletzte  Ziffer  und  die  aus  den  übrigen  Ziffern 
gebildete  Zahl  als  zweiten  Exponenten.  In  dieser  Weise  fahre  man  fort, 
bis  das  ursprüngliche  Product  ue  wiederkehrt.  Dann  stellen  die  unten- 
stehenden Ziffern,  von  links  nach  rechts  gelesen,  die  Periode   des  Bruches 

—  im  Systeme  or,  die  Exponenten  dagegen,  von  rechts  nach  links  gelesen, 
K 

die  Periode  desselben  Braches  im  Systeme  a   dar." 

Es  sei  bei  dieser  Gelegenheit  gleich  erwähnt,    dass  die  Beziehung  be- 

aia'+a„-i^\  =  n.u  (A  =  l,  2,  3,...). 


steht: 


Dieselbe  ist  ein  besonderer  Fall  eines  im  vierten  Abschnitte  zu  ent- 
wickelnden allgemeinen  „Productensatzes".  Sie  kann  jedoch  auch  direct 
mit  Hilfe  der  Gleichungeu  19)  und  20)  dieses  Abschnittes  hergeleitet  werden. 

Hiernach  sind  die  oben  angeschriebenen  Zahlen  03,  35,  112,  49,  14,  21,... 
die  Siebenfachen   der   entsprechenden  Reste,   welche   bei   der  Verwandlang 

des  Bruches  Y=    in    einen    Decimalbruch    auftreten;     nümlich     63  =  9.7, 
35  =  5.7,  112=16.7,  49=7.7,  14  =  2.7,  21  =  3.7,... 

Der  Algorithmus  18)  kann  auch  in  eine  Art  von  Division  umgesetzt 
werden.  Man  bat  zu  dem  Behufe  uur  nöthig,  mit  a  in  ue  zu  dividiren 
und  dabei,  zum  unterschiede  von  dem  gewuhnlicbeo  Divisionsverfahren,  nicht 
Nullen,  sondern  die  jedesmaligen  vorhergehenden  Quotienten  herunter  zu 
holen.     Diese  Quotienten  stellen  dann  wieder  der  Reibe  nach  die  Ziffern  der 

Periode  'Q  Systeme  a  dar.    FUr  das  angeführte  Beispiel  ergiebt  sich: 
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42:12  =  352941... 
36 

63 

60 

36 

24 

112 
108 
49 
48 
14 
12 

21 

2.  Beispiel.  Am  einfachsten  gestaltet  sich  die  Bechnung,  wenn 
(«  — 1)  die  letzte  Ziffer  von  h  im  Systeme  a  ist,  Je  also  die  Form  bat: 

Ä;  =  «A+(«_1). 
In  diesem  Falle  ist 

o(Ä  +  l)-l  =  l.Ä;,  also  tt  =  l,  «'=Ä  +  1. 

15 
Es  sei  z.  B.  der  Bruch  J^  in  einen  Decimalbrnch  zn  ver.wandeln,  so 

ergiebt  sich  das  folgende  Schema  (a'=2): 

17  18  09  14  07  13  lg  og  04  02  Ol  10  05  12  06  03  »1  >5  I  2, 

welches  man  mit  der  grOssten  Leichtigkeit  ans  dem  Kopfe  niederschreiben 
kann.  Hier  sind  (weil  u  =  l)  die  Zahlen  17,  18,  9,  14,  7,  13,... 
selbst  die  Potenzreste. 

Zum  Schlüsse  sei  noch  besonders  darauf  hingewiesen,  dass  durch  das 
jben  dargelegte  Verfahren  jede  Division,  welche  einen  echten  Bruch 
liefert,  und  deren  Divisor  relativ  prim  zur  Grundzahl  des  betreffenden 
Zahlensystemes  ist,  auf  lauter  einzelne  Mnltiplicationen  zurflckgeftlbrt 
wird. 

Mainz,  December  1891. 


(Fortactxung  folgt.) 


^1* 
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"^ixjob  Steiner's   Sätze  über  die  Mitten  der  Absobnitte, 
welche  eine  Curve  auf  einer  Geraden  bestimmt. 

Von 

Benedict  Spobeb 

In  Stnttgait. 


Die  n  Schnitte   a,  6,  c...   irgend  einer  Basis   0"  mit  irgend   einer 
^^^den  S  begrenzen   auf  8  j^n{n—l)  Abschnitte  ah,  ac,  ad,  ...bc,bd... 

filier  bezeichnet   die   Mitte  jeden  solchen  Abschnittes  mit  Q  und  jede 
6  ^©ke  in  Bezug  auf  ihre  Mitte  als  eine  einfache  Sehne  s;  auf  jeder  Trans- 

^^ftle  8  liegen  also  g-n  (n  —  1)  Sehnen  s  und  ebenso  viele  Mitten  Q.    Auch 
,  _.    -«ferden  an  dieser  Steiner'schen  Bezeichnung  festhalten. 

I.  lieber  den  Ort  der  Mitten  Q  für  parallele  Tnuuvenalen  8. 

ji)  Ist  irgend  eine  Gerade  G  und   eine  Basis  (?*  gegeben  und   ziehen 

.^    von  jedem  Punkte  A  der  Curve  nach  bestimmter  gegebener  Richtung  R 

^         Gerade  L,  welche  ff  in  JJ  schneidet  und  tragen  von  B  aus  auf  dieses 

^j^wfcdeo  L  ein  Stttck  BA^  so  ab,   dass  B  gerade  Mitte  von  AA^  ist,  so 

•  k   det  Or*  ^^8  Punktes  A^  eine  Curve  «'•"  Grades  C,",   welche  mit  der 

-^j^en  ö  dieselben  Punkte  wie  C"  gemein  hat.    Ausser  den  gemeinsamen 

^ten  aif  ff  haben  C  und  Cj"  noch  n(n  —  l)  Punkte  gemein,  die  sich 

4V|trenclig  zu  ^n(n— 1)  Paaren  von  Punkten  A  und  Ai  ordnen.     Auf 

»-»  Geraden  O  liegen  also  namentlich  auch  jj-«(»i— 1)  Punkte  J?  (=£)),  die 

-j.^1^  Ton  ö-*(*~l)  Sehnen    AA^{=s)  von  gegebener  Richtung  sind; 

Der  Ort  des  Punktes  0  für  parallele  Transversalen  S  ist 
^,  C«"«  des  ^»(n-l)'"  Grades,   Oi-X—' >.     (584.) 

JPM  vi  Klammem  beige*  "^ben  die  Seitenzahl  der  gas.  Werke 

jj^jrt  Stviaer's,  Bd.  S,  » 


b)  Giebt  man  einer  Transversale  S  alle  möglieben  Riebtungen,  so  ent- 
steht eine  Curvenscbaar  5(^)4"'""'^),  welche  so  beschaffen  ist,  dass  durch 

jeden    festen    Punkt  je   -^«(n  — l)    Curven    gehen,    indem    auch    durch 

1  ^ 

jeden  Punkt  „  n(»»  — 1)   solche    einfache   Sehnen  s  gehen,   die   ihre    Mitte 

in  ihm  haben.  Es  giebt  jedoch  auch  solche  besondere  Punkte,  durch 
welche  nar -^  n  {n —  \) —  1  Curven  des  Systems  geben,  und  zwar  sind 
diese  Punkte  von  zweierlei  Art,  nSmlich  es  giebt: 

a)  Solche  Punkte  .7^,  für  welche  die  innere  Polare  J"~'*  die  Carve  C" 
in  zwei  Punkten  berührt,  oder  solche  Punkte  Jjj,  welche  Halbirungspunkte 
von  Sehnen  @  (=s)  sind,  welche  die  Berührungspunkte  paralleler  Tan- 
genten der  Basis  zu  ihren  Endpunkten  haben.  Wie  wir  unten  sehen  werden, 
ist  der  Ort  dieser  Punkte  7^  eine  Curve  vom  Grade  «(n  +  l)(M  — 2);  und: 

ß)  Solche  Punkte  J^,  durch  welche  eine  Sehne  Sj  geht,  auf  der  zwei 
Sehnen  s  der  Curve  zu  liegen  kommen.     Den  Ort  dieser  Punkte  J^,  werden 

wir  weiter  unten  als  vom  Grade  -j  «  (n  + 1 )  (n  —  2)  («  —  3)  finden. 

Die  Enveloppe  aller  Curven  pi^t"-')  ist  somit  zusammengesetzt  aus 
dem  Ort  der  Punkte  J^  und  dem  Ort  der  Punkte  J^  (und  zwar  letzterer 
doppelt  zu  rechnen),  also  eine  Carve  vom  Grade 

i«{«  +  l)(n-2)(».-3)  +  «(n+l)(«-2)  =  Vn(«  +  l)(n-l)(«-2). 

Jede   der   obigen   Curven  ()i"(»-'>  enthalt,    wie   wir  ebenfallä   weiter 

nnten  finden  werden,    ^.  n{n  —  1)  («  —  2)  (w  —  3)  Punkte  /,,  welche  Doppel- 
o 

punkte  von  pi"^''— "  sind. 

Jede  der  Curven  ()i'»'"->i  hat  mit  ihrer  nächstfolgenden     -n*(n  — 1)* 

Punkte  gemein,   berührt  also  auch    ihre   Enveloppe   in   so   vielen   Punkten. 
1 


Hiervon  sind  ^  « (» 
o 


1)  (n  —  2)  (n  —  3)    Punkte  J,   als   Berührungspunkte 
zweifach  zählend  und  also  noch 

^n«(«-l)»-^n(n-l)(n-2)(«-3)  =  if.(n-l)(2n-3) 

Punkte  /y. 

c)  Die  Asymptoten  der  Ortscurve  gehen  ferner  durch  die  Schnittpunkte 
der  Asymptoten  der  Basis  und  sind  zu  diesen  und  der  Richtung  der  Trans- 


I 

I 

I 

I 


•  Drehen  wir  die  Basie  C*  um  einen  Pol  P  um  180  Grad,  bo  erhalten  wir 
eine  Curve  C,",  welche  mit  der  Basis  n'  Punkte  gemein  hat.     Da  die  utieudlich 
fernen  Punkte   beider  Curven   zusammeDfallen,   liegen   deren   im  Endlich 
legenen  gemeinsamen  Punkte  auf  einer  Curve  (n  — l)'«»  ürades  y»-i,  der 
Polare"  des  Pols  /'  in  Bezug  auf  die  Basis. 
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Jacob  Steiner's  Sätze  über  die  Mitten  der  Absolmitte, 
welche  eine  Curve  auf  einer  Geraden  bestimmt. 

Von 
Benedict  Spobee 

In  Stattgkrt. 


Die  n  Schnitte  a,  b,  e...   irgend  einer  Basis  C  mit  irgend  einer 
Geraden  8  begrenzen  auf  8  ^n{n—l)  Abschnitte  ah,  ae,  ad,  ...hc,hd,., 

Steiner  bezeichnet  die  Mitte  jeden  solchen  Abschnittes  mit  Q  und  jede 
Strecke  in  Bezng  anf  ihre  Mitte  als  eine  einfache  Sehne  s;  auf  jeder  Trans- 
versale 8  li^en  also  ^n(»  — 1)  Sehnen  s  nnd  ebenso  viele  Mitten  Q.  Auch 
wir  werden  an  dieser  St  einer 'sehen  Bezeichnung  festhalten. 


I.  TTeber  den  Ort  der  Mitten  Q  fttr  parallele  TranRversalen  8. 

a)  Ist  irgend  eine  Gerade  O  nnd  eine  Basis  O  gegeben  nnd  ziehen 
wir  von  jedem  Punkte  Ä  der  Gurre  nach  bestimmter  gegebener  Richtung  B 
eine  Gerade  L,  welche  G  in  B  schneidet  und  tragen  von  B  aus  auf  dieses 
Geraden  L  ein  Stück  BÄi  so  ab,  dass  B  gerade  Mitte  von  AA^  ist,  so 
ist  der  Ort  des  Punktes  A^  eine  Cnrve  *»'•"  Grades  C,",  welche  mit  der 
Geraden  0  dieselben  Punkte  wie  C  gemein  hat.  Ausser  den  gemeinsamen 
Punkten  auf  Q  haben  C"  und  Cj"  noch  n(«— 1)  Punkte  gemein,  die  sich 

noth wendig  zu  ^n{n—l)  Paaren   von  Punkten  Ä  und  ^j   ordnen.     Anf 

■^  1 

der  Geraden  G  liegen  also  namentlich  auch  n-M(»»—l)  Punkte  B{=0),  die 

1 

Mitten  von  ^ »(»—!)  Sehnen    ÄAi{<=s)  von  gegebener  Richtung  sind; 

oder:  ^^^ 

Der  Ort  des   Punktes    Q  für  parallele  Trans' 

eine  Curve  des  5-«(«-l)""'  Grades,   pi"("-'). 

(Die  in  Klammern  beigefügten  Zahlen  geben  die  Sf 
Jacob  Steiner's,  Bd.  8,  an.) 


A 


b)  Giebt  man  einer  Tr&nsversale  S  alle  möglichen  Richtungen,  so  ent- 
'steht  eine  Curvenschaar  S(()i "'""''),  welche  so  beschaffen  ist,  das«  durch 

jeden    festen    Punkt   je   ^f»(n  — 1)    Cnrven    geben,    indem    anch    durch 

1  ^ 

jeden  Punkt  ™  m(«  — 1)   solche    einfache   Sehnen   s  gehen,   die  ihre    Mitte 

in    ihm    haben.     Es    giebt  jedoch    auch    solche    besondere    Punkte,    durch 

welche  nur -^  m  (n  —  1)  —  1    Curven    des    Systems    gehen,    und    zwar    sind 

diese  Punkte  von  zweierlei  Art,  nSmIioh  es  giebt: 

a)  Solche  Punkte  J,,  für  welche  die  innere  Polare  J"-'*  die  Carve  O 
in  zwei  Punkten  berührt,  oder  solche  Punkte  J^,  welche  Halbirungspnnkte 
von  Sehnen  >ä  (=s)  sind,  welche  die  Berührungspunkte  paralleler  Tan- 
genten der  Basis  zu  ihren  Endpunkten  haben.  Wie  wir  unten  sehen  werden, 
ist  der  Ort  dieser  Punkte  J^  eine  Carve  vom  Grade  n  (n -f  1)  (•»  —  2);  und: 

|3)  Solche  Punkte  J, ,  durch  welche  eine  Sehne  5,  geht,  anf  der  xwei 
Sehnen  s  der  Curve  zu  liegen  kommen.     Den  Ort  dieser  Punkte  J^  werden 

wir  weiter  nnten  als  vom  Grade  -j  n(»4-l)  ("  —  2)  (n  — 3)  finden. 

Die  Enveloppe  aller  Curven  ())"(■->)  ist  somit  znsammengesetzt  aus 
dem  Ort  der  Punkte  J^  und  dem  Ort  der  Punkte  7,  (und  zwar  letzterer 
doppelt  zu  rechnen),  also  eine  Corve  vom  Grade 

-|n(n  +  l)(n-2)(«-3)  +  n(fi  +  l)(«-2)  =  |-»{«  +  l)(«-l){«-2). 

Jede  der  obigen   Curven  0J"'»-')  enth&lt,   wie   wir  ebenfalls   weiter 

unten  finden  werden,    ^  n  (n  —  l)  (« —2)  (n  —  3)  Punkte /,,  welche  Doppel- 

punkte  von  QY  ^''~"  sind. 


Jede  der  Curven  p^"f"-»i  hat  mit  ihrer  nächstfolgenden      rfiji- 


1)* 


Punkte  gemein,  berührt  also  auch  ihre  Enveloppe  in  so  vielen  Punkten. 
Hiervon  sind  ^  n  («  -  1)  (n  —  2)  («•  —  8)  Punkte  J,  als  Berührungspunkte 
zweifach  zählend  und  also  noch 

ln*(n-l)'-iH(ti-l)(n-2;(n-3)  =  in(»i-l)(2f.-a) 

Punkte  Jq. 

Die  Atymptoten  der  Ortscnrve  gehen  femer  durch  die  Schnittpankte 
'jpt'»«»«  jgf  Basis  und  sind  zu  diesen  und  der  Richtung  der  Ti»»*- 


ßASit  f>  um  einen  Pol  1>  um  180  Grad,  *o  «r^**,,^ 

pit  der  Basis  n»  Punkte  gemein  hat.    D*  ^'mAhi  g*- 

ten  tnsaronienfallen,   liegen    deren  i"     j^ 

\e  »nf  einer  Curve  (n  —  l)»«"  Urad«  •/*"  ' 

g  auf  die  Basis. 


xxn. 

Jacob  Steiner's  Sätze  über  die  Mitten  der  Absobnitte, 
welobe  eine  Curve  auf  einer  Geraden  bestimmt. 

Von 
Benedict  Sporee 

In  Stnttgait. 


Die  n  Schnitte  a,  b,  c...   irgend  einer  Basis  0*  mit  irgend  einer 
Geraden  S  begrenzen  auf  S  ^n{n—l)  Abschnitte  ah,  ae,  ad,  ...bc,hd,., 

Steiner  bezeichnet  die  Mitte  jeden  solchen  Abschnittes  mit  Q  und  jede 
Strecke  in  Bezug  auf  ihre  Mitte  als  eine  einfache  Sehne  s;  auf  jeder  Trans- 
versale 8  li^en  also  ^«(n  — 1)  Sehnen  s  und  ebenso  viele  Mitten  Q.  Auch 
wir  werden  an  dieser  Steiner'schen  Bezeichnung  festhalten. 


I.  Veber  den  Ort  der  Mitten  Q  für  parallele  Transveraalen  8. 

a)  Ist  irgend  eine  Gerade  &  und  eine  Basis  (7"  gegeben  und  ziehen 
wir  von  jedem  Punkte  A  der  Curve  nach  bestimmter  gegebener  Richtung  B 
eine  Gerade  L,  welche  G  in  B  schneidet  und  tragen  von  B  aus  auf  dieses 
Geraden  L  ein  Stück  BAi  so  ab,  dass  B  gerade  Mitte  von  AA^  ist,  so 
ist  der  Ort  des  Punktes  A^^  eine  Curve  «*•»  Grades  C,",  welche  mit  der 
Geraden  G  dieselben  Punkte  wie  C'  gemein  hat.  Ausser  den  gemeinsamen 
Punkten  auf  0  haben  O  und  Ci"  noch  n(n  — 1)  Punkte  gemein,  die  sich 

nothwendig  zu^tt(n— 1)  Paaren  von  Punkten  A  und  A,   ordnen.     Auf 

"*  1 

der  Geraden  G  liegen  also  namentlich  auch  ^n  (n—  1)  Punkte  B  (=  Q),  die 

1  ^ 

Mitten  vonjj-»(»  — 1)  Sehnen    AA^(==s)  von  gegebener  Richtung  sind; 

oder: 

Der  Ort  des  Punktes  0  fUr  parallele  Transversalen  8  is* 
eine  Curve  des  5- « (♦» - 1)*"*  Grades,  C>i"'"-'>.     (5>^' 

(Die  in  Klammem  beigefügten  Zahlen  geben  die  8eit(> 
Jacob  Steiner's,  Bd.  2,  an.) 


b)  Giebt  man  einer  Transversale  5  alle  möglichen  Riebtangen,  so  ent- 
steht eine  Cnrvenschaar  S(()i  "<"'')),  welche  so  beschaffen  ist,  dass  durch 

jeden    festen    Punkt  je   -;j-»»(«  — 1)    Curven    gehen,    indem    auch    durch 

1  ^ 

jeden  Punkt  „  n(n  —  1)  solche    einfache   Sehnen   5  gehen,   die  ihre    Mitte 

in  ihm  haben.  Es  giebt  jedoch  auch  solche  besondere  Punkte,  durch 
welche  nur -jy  «  (n  —  1)  —  1  Curven  des  Systems  gehen,  und  zwar  sind 
diese  Puukte  von  zweierlei  Art,  nlimlich  es  giebt: 

o)  Solche  Punkte  Jj,,  für  welche  die  innere  Polare  J"->*  die  Cnrve  C 
in  zwei  Punkten  berQhrt,  oder  solche  Punkte  J^,  welche  Ualbirungspunkte 
von  Sehnen  3  (=  s)  sind,  welche  die  Berflhruugspunkte  paralleler  Tan- 
genten der  Basis  zu  ihren  Endpunkten  haben.  Wie  wir  unten  sehen  werden, 
ist  der  Ort  dieser  Punkte  J^  eine  Curve  vom  Grade  M(«  +  l)(n  — 2);  und: 

ß]  Solche  Punkte  J, ,  durch  welche  eine  Sehne  S^  geht,  auf  der  zwei 
Sehnen  s  der  Curve  zu  liegen  kommen.     Den  Ort  dieser  Punkte  J^  werden 

wir  weiter  nnten  als  vom  Grade  -j  n(n  +  l)(«  — 2)  (n  — 3)  finden. 

Die  Enveloppe  aller  Curven  ^  !"'■-•>  ist  somit  zusammengesetzt  aus 
dem  Ort  der  Punkte  J^  und  dem  Ort  der  Punkte  7,  (und  zwar  letzterer 
doppelt  zu  rechnen),  also  eine  Curve  vom  Grade 

-2«(«  +  l)(n-2)(«-3)  +  n(n  +  l)(n-2)  =  |-fi(«  +  l)(n-l)(n-2). 

Jede  der  obigen  Curven  P4"'"-'>  enthalt,  wie  wir  ebenfalia  weiter 
unten  finden  werden,  ^n  (n  — 1)  (n  —  2)  («  —  3)  Punkte  /„  weiche  Doppel- 
punkte  von  pj"^''-*»  sind. 

Jede  der  Curven  Q^'t"-^'  hat  mit  ihrer  nächstfolgenden  .»*(n  — 1)* 
Punkte  gemein,  berUhrl  also  auch  ihre  Enveloppe  in  so  vielen  Punkten. 
Hiervon  sind  ^ « («  —  1)  («— 2)  (n  —  3)  Punkte  /,  als  Berührungspunkte 
zweifach  zählend  und  also  noch 

Punkte  i/fl. 

c)  Die  Asymptoten  der  Ortscurve  gehen  ferner  durch  die  Schnittpunkte 
iptoten  der  Basis  nnd  sind  zu  diesen  und  der  Richtung  der  Traos- 


wir  die  Basia  C"  um   einen  Pol  P  um  180  Grad,  bo  erhalt«««  *"' 
Selche  mit  der  Basi»   n*  Punkte  gemein  hat.    Da  die  aneo'J''^ 
*  *"r  Gurren    xusammenrallen,   liegen    deren    im  EndlicnM 
Punkte  auf  einer  Curve  (n  — l)»«»  Grades  /•-*,  d*  i»J 
D  Bezug  auf  die  Ba»ia. 


xxn. 

Jacob  Steiner's  Sätze  über  die  Mitten  der  Absotanitte, 
welche  eine  Curve  auf  einer  Geraden  bestimmt 

Von 

Benedict  Spokeb 

In  Stnligkrt, 


Die  n  Schnitte  a,  h,  e...   irgend  einer  Basis  C  mit  irgend  einer 
Geraden  S  begrenzen  anf  S  ^n{n—l)  Abschnitte  ah,  ac,  ad,  ..,hc,hd... 

Steiner  bezeichnet  die  Mitte  jeden  solchen  Abschnittes  mit  Q  and  jede 
Strecke  in  Bezug  anf  ihre  Mitte  als  eine  einfache  Sehne  s;  auf  jeder  Trans- 
versale S  liegen  also  ^n  (n  —  1)  Sehnen  s  nnd  ebenso  viele  Mitten  Q.  Auch 
wir  werden  an  dieser  Steine r'schen  Bezeichnung  festhalten. 


I.  Ueber  den  Ort  der  Mitten  Q  tüx  parallele  Transversalen  S. 

a)  Ist  irgend  eine  Gerade  0-  nnd  eine  Basis  (7*  gegeben  und  ziehen 
wir  von  jedem  Punkte  Ä  der  Curve  nach  bestimmter  gegebener  Bichtnng  B 
eine  Gerade  L,  welche  Q  in  B  schneidet  und  tragen  von  B  ans  auf  dieses 
Geraden  L  ein  Stück  BAi  so  ab,  dass  B  gerade  Mitte  von  j4A^  ist,  so 
ist  der  Ort  des  Punktes  A^  eine  Curve  n**"  Grades  C,",  welche  mit  der 
Geraden  Q  dieselben  Punkte  wie  C  gemein  hat.  Ausser  den  gemeinsamen 
Punkten  auf  ff  haben  C"  und  C^"  noch  «(»  —  1)  Punkte  gemein,  die  sich 

nothwendig  zujj-n(n— 1)  Paaren  von  Punkten  Ä  und  A,   ordnen.     Auf 

^  1 

der  Geraden  ff  liegen  also  namentlich  auch  ^m(«— 1)  Punkte  B(=ö),  die 

1 

Mitten  vons-n(n— 1)  Sehnen    AA^{=s)  von  gegebener  Richtung  sind; 

oder: 

Der  Ort  des   Punktes    Q  ftlr  parallele  Transversalen  S  ist 

eine  Curve  des  ^n{n-iy  Grades,  pi"<»-').     (58-''  ' 

(Die  in  Klammem  beigefügten  Zahlen  geben  die  Seiten'  W^ 

Jacob  Steiner's,  Bd.  2,  an.) 


b)  Giebt  man  einer  TranBversale  5  alle  möglieben  Richtangen,  so  ent- 
steht eine  Curvenscbaar  S(()i"<""'^),  welche  so  beschaffen  ist,  dass  darob 

jeden    festen    Punkt  je   -^n{n  —  \)    Ciirven    gehen,    indem    auch    dareh 

1  ^ 

jeden  Punkt  ^  n(n  —  1)   solche    einfache   Sehnen   5  gehen,   die   ihre    Mitte 

in    ihm    haben.     Es    giebt  jedoch    auch    solche    besondere    Punkte,    durch 

welche  nur -^  «  («  —  1)  —  1    Curven    des    Systems    gehen,    und    zwar    sind 

diese  Punkte  von  zweierlei  Art,  nttmlich  es  giebt: 

o)  Solche  Punkte  J^,  für  welche  die  innere  Polare  J"-'*  die  Carve  C' 
in  zwei  Punkten  berührt,  oder  solche  Punkte  </„,  welche  Ualbirungspunkte 
von  Sehnen  <B  {=  s)  sind,  welche  die  Berührungspunkte  paralleler  Tan- 
genten der  Basis  zu  ihren  Endpunkten  haben.  Wie  wir  unten  sehen  werden, 
ist  der  Ort  dieser  Punkte  Jj  eine  Curve  vom  Grade  w  (m  +  I)  (»*  —  2);  und: 

ß)  Solche  Punkte  J, ,  durch  welche  eine  Sehne  S^  geht,  auf  der  zwei 
Sehnen  s  der  Curve  zu  liegen  kommen.     Den  Ort  dieser  Punkte  J,  werden 

wir  weiter  unten  als  vom  Grade  ^  «(n  +  1)  ("  —  2)  (n  — 3)  finden. 

Die  Eßveloppe  aller  Curven  (>4"("~''  ist  somit  zusammengesetzt  ans 
dem  Ort  der  Punkte  J^  nnd  dem  Ort  der  Punkte  7,  (nud  zwar  letzterer 
doppelt  zu  rechnen),  also  eine  Cnrve  vom  Grade 

%(n  +  l)  (f.- 2)  («- 3)  +  fi  (« +1)  (f.-2)=^  f.(n  +  l)  (n- 1)  (n-2). 

Jede  der   obigen   Curven  pj"<»-'>  entbtllt,    wie   wir  ebenfalls   weiter 

unten  finden  werden,    _  n  (n  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3)  Punkte  /j,  welche  Doppel- 
ö 

punkte  von  ()j|"l"— *•  sind. 

Jede  der  Curven  ()i"("-i)  hat  mit  ihrer  nlichstfolgenden    .n*{n  —  l)* 

Punkte  gemein,   berührt  also   auch   ihre   Enveloppe   in   so   vielen   Punkten. 

1 
Hiervon   sind   ^n{n  —  1)  (n  —  2)  («  —  3)    Punkte  J.    als   Berührungspunkte 

o 

zweifach  zählend  und  also  noch 

ln«(n-l)»-in(«-l)(n-2)(n-3)  =  in(«-l)(2M-3) 


c)  Die  Asymptoten  der  Ortscurve  gehen  ferner  durch  die  Schnittpunkte 
,-rnptoten  der  Basis  und  sind  zu  diesen  und  der  Richtung  der  TraoJ' 

ir  die  Basii  C"  um  einen  Pol  P  um  180  Grad,  ao  erhalten  *■' 
mit  der  Basis  n»  Punkte  gemein  hat.    Da  die  aneodl«: 
per  Curven   lusammenfallen,   liegen    deren   im  EndlicJieo 
Punkte  auf  einer  Curve  (n  — l)'«»  tirades  y«-*,  d«r 
n  Bezug  auf  die  Baiis. 


X 


xxn. 

Jacob  Steiner'8  Sätze  über  die  Mitten  der  Abschnitte, 
welche  eine  Curve  auf  einer  Geraden  bestimmt. 

Von 

Benedict  Spobee 

in  Stnttg»!«. 


Die  n  Schnitte  a,  b,  c...   irgend  einer  Basis  C"  mit  irgend  einer 
Geraden  S  begrenzen  axif  S  ^n{n—l)  Abschnitte  ah,  ac,  ad,  .,.bc,bd.., 

Steiner  bezeichnet  die  Mitte  jeden  aolchen  Abschnittes  mit  Q  and  jede 
Strecke  in  Bezng  anf  ihre  Mitte  als  eine  einfache  Sehne  «;  anf  jeder  Trans- 
versale S  liegen  also  ^n  (n  — 1)  Sehnen  5  nnd  ebenso  viele  Mitten  Q.  Auch 
wir  werden  an  dieser  Steine r'schen  Bezeichnung  festhalten. 


I.  lieber  den  Ort  der  Mitten  Q  fllr  parallele  TranaTersalen  S. 

a)  Ist  irgend  eine  Gerade  0-  und  eine  Basis  C"  gegeben  und  ziehen 
wir  von  jedem  Punkte  Ä  der  Curve  nach  bestimmter  gegebener  Richtung  B 
eine  Gerade  L,  welche  G  in  B  schneidet  und  tragen  von  B  aus  auf  dieses 
Geraden  L  ein  Stück  J3^j  so  ab,  dass  B  gerade  Mitte  von  AA^  ist,  so 
ist  der  Ort  des  Punktes  A^  eine  Curve  *>**"  Grades  C,",  welche  mit  der 
Geraden  G  dieselben  Puukte  wie  C*  gemein  hat.  Ausser  den  gemeinsamen 
Punkten  auf  G  haben  C"  und  Cj"  noch  «(«  —  1)  Punkte  gemein,  die  sich 

nothwendig  zu5-n(n  — 1)  Paaren  von  Punkten  Ä  und  A,   ordnen.     Auf 

^  1 

der  Geraden  G  liegen  also  namentlich  auch  y-n(n—l)  Punkte  £(=ö),  die 

1  '^ 

Mitten  von5-fi(n  — 1)  Sehnen    AAi{=s)  von  gegebener  Richtung  sind; 

oder: 

Der  Ort  des  Punktes    Q  für  parallele  Transversalen  iS  ist 

eine  Curve  des  5-«(«-l)'»"  Grades,  pi"«»-').     (58^  "^ 

(Die  in  Klammem  beigefügten  Zahlen  geben  die  Seiten*  W^ 

Jacob  Steiner's,  Bd.  2,  an.) 


L 


b)  Giebt  man  einer  Transversale  S  alle  möglichen  Richtungen,  so  ent- 
steht eine  Curvenschaar  S(()i "<""''),  welche  so  beschaffen  ist,  dass  darch 

jeden    festen    Punkt   je   -^«(n  — 1)    Curven    gehen,    indem    auch    durch 

1 

jeden  Punkt  «  n(«  — 1)  solche    einfache   Sehnen   s  gehen,   die   ihre    Mitte 

in  ihm  haben.  Es  giebt  jedoch  auch  solche  besondere  Punkte,  durch 
welche  nur -^  w  (w  — 1)  —  1  Curven  des  Systems  gehen,  und  zwar  sind 
diese  Punkte  von  zweierlei  Art,  nttmlich  es  giebt: 

o)  Solche  Punkte  J^,  für  welche  die  innere  Polare  J"~'*  die  Curve  C* 
in  zwei  Punkten  berührt,  oder  solche  Punkte  J,,,  welche  Halbiruugspunkte 
von  Sehnen  ö  (=s)  sind,  welche  die  Berührungspunkte  paralleler  Tan- 
genten der  Basis  zu  ihren  Endpnnkten  haben.  Wie  wir  unten  sehen  werden, 
ist  der  Ort  dieser  Punkte  J^  eine  Curve  vom  Grade  «(«  +  l)(n  — 2);  und: 

ß)  Solche  Punkte  J, ,  durch  welche  eine  Sehne  S,  geht,  auf  der  zwei 
Sehnen  s  der  Curve  zu  liegen  kommen.     Den  Ort  dieser  Punkte  </,  werden 


1 


wir  weiter  irnten  als  vom  Grade  ^  « (n  + 1 )  (ti  —  2)  (n  —  3)  finden. 

Die  Enveloppe  aller  Curven  ()}"('>-<>  ist  somit  tDsammengesetzt  ans 
dem  Ort  der  Punkte  Jg  und  dem  Ort  der  Punkte  7,  (und  zwar  letzterer 
doppelt  zu  rechnen),  also  eine  Curve  vom  Grade 

-i«(»  +  l)(»-2)(f.-3)  +  «(«+l)(fi-2)  =  J«(«  +  l)(n-l)(«-2). 

Jede   der  obigen   Curven  Ol"<"-'>  entbUt,   wie   wir  ebenfalls   weiter 

nnten  finden  werden,    Q^w(n  —  1)  (n  — 2)  (n  —  3)  Punkte /,,  welche  Doppel- 
ö 

punkte  von  Pi"^"""  sind. 

Jede  der  Curven  pi"("-»i  hat  mit  ihrer  nächstfolgenden      »*(fj  — 1)' 

Punkte  gemein,   berührt  also   auch   ihre   Enveloppe   in  so   vielen   Punkten. 

Hiervon   sisd   „  «  (w  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3)    Punkte  J^   als   Berührungspunkte 
ö 

zweifach  zählend  und  also  noch 

-^„.(„_l)»_^„(„_l)(„_2)(«-3)  =  i«(«-l)(2f.-3) 

Punkte  /q- 

c)  Die  Asymptoten  der  Ortsoarve  gehen  femer  durch  die  Schnittpuukto 
[mptoten  der  Basis  und  sind  zu  diesen  und  der  Richtung  der  Traos- 

ir  die  Baai«  C"  um  einen  Pol  P  um  180  Grad,  so  erhalt«n  »"' 

liebe  mit  der  Basis   n'  Punkte  gemein  hat.     üa  die  ancadhc 

T  Curven    lusammenfallen,   liegen   deren   im  Endücii^"  i> 

Punkte  auf  einer  Corve  (n-l)t<«'  Grade«  J'-^,  d«  ..""' 
in  Being  auf  die  Basis. 


± 


xxn. 

Jacob  Steiner's  Sätze  über  die  Mitten  der  Absohnitte, 
welche  eine  Curve  auf  einer  Geraden  bestimmt 

Von 

Benedict  Spobeb 

in  Stnttgut. 


Die  n  Schnitte  a,  b,  c...   irgend  einer  Basis  C"  mit  irgend  einer 
Geraden  8  begrenzen  auf  8  ^n(n— 1)  Abschnitte  ab,  ac,  ad,  ...bc,bd... 

Steiner  bezeichnet  die  Mitte  jeden  solchen  Abschnittes  mit  Q  nnd  jede 
Strecke  in  Bezng  auf  ihre  Mitte  als  eine  einfache  Sehne  s;  anf  jeder  Trans- 
versale 8  liegen  also  ^n(n  — 1)  Sehnen  s  nnd  ebenso  viele  Mitten  Q.  Anch 
wir  werden  an  dieser  Steine r'schen  Bezeichnung  festhalten. 


I.  ITeber  den  Ort  der  Mitten  Q  fUr  parallele  Transversalen  S. 

a)  Ist  irgend  eine  Gerade  G  nnd  eine  Basis  <7*  gegeben  und  ziehen 
wir  von  jedem  Punkte  Ä  der  Curve  nach  bestimmter  gegebener  Richtung  B 
eine  Gerade  L,  welche  G  in  B  schneidet  und  tragen  von  B  aus  auf  dieses 
Geraden  L  ein  Stück  BA^  so  ab,  dass  B  gerade  Mitte  von  ^^,  ist,  so 
ist  der  Ort  des  Punktes  A^  eine  Curve  n**°  Grades  Cj",  welche  mit  der 
Geraden  Q  dieselben  Punkte  wie  C  gemein  hat.  Ausser  den  gemeinsamen 
Punkten  auf  ff  haben  C"  und  Cj"  noch  «(«  — 1)  Punkte  gemein,  die  sich 

nothwendig  zujj-n(n— 1)  Paaren  von  Punkten  A  und  A^   ordnen.     Auf 

^  1 

der  Geraden  ff  liegen  also  namentlich  auch  n-t>(n— 1)  Punkte  £(=0),  die 

1 

Mitten  von  {T-n(n  — 1)  Sehnen    AA^{=s)  von  gegebener  Sichtung  sind; 

oder: 

Der  Ort  des   Punktes    Q  ftir  parallele  Transversalen   S  ist 

eine  Curve  des  i-nCn-l)'"»  Grades,   (Ji"«»-').     (584.) 

(Die  in  Klammern  beigefQgten  Zahlen  geben  die  Seitenz'  .  Wer) 

Jacob  Steiner's,  Bd.  2,  an.) 


b)  Giebt  man  einer  Transversale  5  alle  möf^lichen  Richtangen,  so  ent- 
steht  eine  Curvenscbaar  S(()i"<""'*),  welche  so  beschafFen  ist,  daas  durch 

jeden    festen    Punkt  je   -;^  n{n  —  \)    Cnrven    gehen,    indem    auch    durch 

1  ^ 

jeden  Punkt  ^  n  (n  —  1)  solche    einfache   Sehnen   s  geben,   die   ihre    Mitte 

in  ihm  haben.  Es  giebt  jedoch  auch  solche  besondere  Punkte,  durch 
welche  nur -^  w  (n  —  1)  —  1  Curven  des  Systems  gehen,  und  zwar  sind 
diese  Paukte  von  zweierlei  Art,  nKmlich  es  giebt: 

o)  Solehe  Punkte  J„,  für  welche  die  innere  Polare  J*""  die  Curve  C 
in  zwei  Punkten  berührt,  oder  solche  Punkte  J^,  welche  Halbirungspunkte 
von  Sehnen  ö  (=*)  sind,  welche  die  BerUhruugspunkt«  paralleler  Tan- 
genten der  Basis  zu  ihren  Endpunkten  haben.  Wie  wir  unten  sehen  werdeu, 
ist  der  Ort  dieser  Punkte  J^  eine  Curve  vom  Grade  M(n  +  l)(n  — 2);  und: 

ß)  Solche  Punkte  J, ,  durch  welche  eine  Sehne  5,  geht,  anf  der  zwei 
Sehnen  s  der  Curve  zu  liegen  kommen.     Den  Ort  dieser  Punkte  /,  werden 

wir  weiter  unten  als  vom  Grade  ^  n(n  +  l)(fi  —  2)  (n  — 3)  finden. 

Die  Enveloppe  aller  Curven  £)i"<"— '>  ist  somit  zusammengesetzt  aus 
dem  Ort  der  Funkte  J^  und  dem  Ort  der  Punkte  7,  (und  zwar  letzterer 
doppelt  zu  rechnen),  also  eine  Canre  vom  Grade 

-|«(f.4-l)(n-2)(n-3)  +  n(n+l)(«-2)  =  g-n(f.+l)(f.-l)(«-2). 

Jede  der  obigen  Curven  öl"'"~"  enthält,   wie  wir  ebenfalls   weiter 

unten  finden  werden,    „  n  (n  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3)  Punkte  ^j,  welche  Doppel- 
o 

punkte  von  ()J"l"-»  sind. 

Jede  der  Curven  5i"'"~'*  hat  mit  ihrer  n&chstfolgenden    .n*(«  — 1)* 

Punkte  gemein,   berUhrt  also  auch   ihre   Buvcloppe   in   so  vielen   Punkten. 

1 
Hiervon   sind  ^n{n  —  l){n— 2)  (n  —  3)    Punkte  J^   als   Berührungspunkte 

zweifach  zühlend  und  also  noch 

in»(n-l)»-l»(«-l)(n-2)(n-3)  =  i«(«-l)(2n-3) 


c)  Die  Asymptoten  der  Ortscorve  gehen  femer  durch  die  Schnittpunkte 
^mptoten  der  Basis  nnd  sind  zu  diesen  und  der  Richtung  der  Trans' 


wir  die  Batii  C"  um  einen  Pol  P  um  180  Grad,  so  erhiilt«n  »■' 
^elcho  mit  der  Basis  n*  Punkte  gemein  hiit.    Da  die  uiieBfl"' 
■der  Curven   zusammenfallen,   liegen    deren   iui  Endlicheo  g" 
M  Punkte  auf  einer  Curve  (n-l)ten  Grade»  J»-^,  <J«''  <•""' 
in  Bezug  auf  die  Baiia. 


xxn. 

Jacob  Steiner's  Sätze  über  die  Mitten  der  Abschnitte, 
welche  eine  Curve  auf  einer  Geraden  bestinunt. 

Von 

Benedict  Spobeb 

In  Stattgut. 


Die  n  Schnitte  a,  b,  e...   irgend  einer  Basis  C"  mit  irgend  einer 
Geraden  8  begrenzen  auf  <S  ^»(n— 1)  Abschnitte  ah,aCtad,  ...hc,}>d... 

Steiner  bezeichnet  die  Mitte  jeden  solchen  Abschnittes  mit  Q  und  jede 
Strecke  in  Bezug  anf  ihre  Mitte  als  eine  einfache  Sehne  s\  anf  jeder  Trans- 
versale 8  liegen  also  ^n(n  — 1)  Sehnen  8  nnd  ebenso  viele  Mitten  Q.  Auch 
wir  werden  an  dieser  Steiner'schen  Bezeichnung  festhalten. 


L  ITeber  den  Ort  der  Mitten  Q  für  parallele  Transversalen  8. 

a)  Ist  irgend  eine  Gerade  Q  und  eine  Basis  C^  gegeben  und  ziehen 
wir  von  jedem  Punkte  A  der  Curve  nach  bestimmter  gegebener  Richtung  B 
eine  Gerade  X,  welche  Q  m  B  schneidet  und  tragen  von  B  ans  anf  dieses 
Geraden  L  ein  Stttck  BAi  so  ab,  dass  B  gerade  Mitte  von  AA^  ist,  so 
ist  der  Ort  des  Punktes  A^  eine  Curve  n*""  Grades  C,",  welche  mit  der 
Geraden  Q  dieselben  Punkte  wie  C  gemein  hat.  Ausser  den  gemeinsamen 
Punkten  auf  Q  haben  (?"  und  Cj"  noch  w(n  — 1)  Punkte  gemein,  die  sich 

nothwendig  za  ■ä-n{n  —  \)  Paaren  von  Punkten  A  und  A,   ordnen.     Auf 

^  1 

der  Geraden  0  liegen  also  namentlich  auch  n-n(n— 1)  Punkte  .B(=0),  die 

1 

Mitten  von{j-n(«  — 1)  Sehnen    AA^{=s)  von  gegebener  Richtung  sind; 

oder: 

Der  Ort  des  Punktes    Q  fUr  parallele  Transversalen  5  ist 

eine  Curve  des  ^n(n-l)*«°  Grades,  pi»«— •>.     (584.) 

(Die  in  Klammem  beigeffigten  Zahlen  geben  die  Seitenzahl  der  gas.  Werke 
Jacob  Stein«''«    ^.  8,  an.) 
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b)  Giebt  man  einer  Transversale  S  alle  möglichen  Richtungen,  so  ent- 
steht eine  Curvenschaar  8{Qi*^'~^^),  welche  so  beschaffen  ist,  dass  durch 

jeden    festen    Pnnkt  je  Tj^ti(n— 1)    Cnrven    geben,    indem    auch    durch 

1  ^ 

jeden  Punkt  ^n(n  —  l)  solche   einfache   Sehnen  s  gehen,  die  ihre    Mitte 

in  ihm  haben.  Es  giebt  jedoch  auch  solche  besondere  Punkte,  durch 
welche  nur -^  n(n  — 1)  — 1  Curren  des  Systems  gehen,  und  zwar  sind 
diese  Punkte  von  zweierlei  Art,  nämlich  es  giebt: 

a)  Solche  Punkte  J^,  für  welche  die  innere  Polare  J"-'*  die  Curve  C" 
in  zwei  Punkten  berflhrt,  oder  solche  Punkte  J^,  welche  Halbirungspunkte 
von  Sehnen  @  (=s)  sind,  welche  die  Berührungspunkte  paralleler  Tan- 
genten der  Basis  zu  ihren  Endpunkten  haben.  Wie  wir  unten  sehen  werden, 
ist  der  Ort  dieser  Punkte  J,  eine  Curve  vom  Grade  w(wH-l)  (n  — 2);  und: 

ß)  Solche  Punkte  J|,  dnrch  welche  eine  Sehne  5,  geht,  auf  der  zwei 
Sehnen  s  der  Cnrve  zn  liegen  kommen.     Den  Ort  dieser  Punkte  «T,  werden 

wir  weiter  unten  als  vom  Grade  -j  »(»-|-l)(n  — 2)  (n  — 3)  finden. 

Die  Enveloppe  aller  Curven  pi"*"-"'  ist  somit  zusammengesetzt  aus 
dem  Ort  der  Punkte  J^  und  dem  Ort  der  Punkte  7,  (und  zwar  letzterer 
doppelt  zu  rechnen),  also  eine  Cnrve  vom  Grade 

l«(«-i-l)(n-2)(n-3)  +  n{fi+l){n-2)  =  ?-«(«+l)(n-l)(n-2). 

Jede  der  obigen  Curven  jP4»<"-0  enthüt,   wie  wir  ebenfalls   weiter 

unten  finden  werden,   -^n  (n  — 1)  (n  — 2)  («  —  3)  Punkte  /„  welche  Doppel- 
o 

punkte  von  pl»l"— »  sind. 

Jede  der  Curven  ß^»!"-!)  hat  mit  ihrer  nächstfolgenden      n*(f>  — 1)* 

Punkte  gemein,  berührt  also  auch   ihre  Enveloppe   in  so  vielen   Punkten. 

Hiervon  sind  q  n(n  — 1)(«  — 2)(n  — 3)    Punkte  .7,    als   Berührungspunkte 
o 

zweifach  zählend  und  also  noch 

ln»(«-l)«-jn(n-l)(n-2)(n-3)  =  ^n(«-l)(2M-3) 

Punkte  Jg. 

c)  Die  Asymptoten  der  Ortsourve  gehen  ferner  durch  die  Schnittpunkte 
der  Asymptoten  der  Basis  und  sind  zu  diesen  und  der  Richtung  der  Trans- 


•  Drehen  wir  die  Basis  C'  um  einen  Pol  P  um  180  Grad,  so  erhalten  wir 
eine  Cnrve  C,",  welche  mit  der  Basis  n'  Punkte  gemein  hat.    Da  die  unendlid» 
fernen  Punkte   beider  Curven   zusammenfallen,   liegen   deren   im  Endlichen  ge- 
legenen gemeinsamen  Punkte  auf  einer  Curve  (n  — 1)'«°  Grades  y«-*,  der  „>p 
Polare"  dea  Pols  P  in  Betng  auf  die  Basis. 


versale  conjugirt  faarmoniscb,  wie  sich  eofort  aus  der  Steiner'scben  leicht 
beweisbaren  Tangentenconstruction  der  Ortsourve  i)i  "("-*'  ergiebt.  Ist 
nun  z.  B.  die  Basis  vom  dritten  Grade,  und  sind  deren  Asymptoten  reell  und 
giobt  man  der  Tranüversale  nach  nnd  nach  alle  Richtungen ,  so  beschreiben 
die  Asymptoten  aller  Ortscnrven  5  ((>J  •"•"-!))  drei  projectivische  Büschel, 
die  Lu  diesem  Falle  (für  die  Basis  C)  zudem  noch  perspectivisch  sind. 
Ist  z.  B.  ABC  das  A^ymptotondreieck  und  ziehen  wir  durch  C  eine  Ge- 
rade CB  parallel  der  Richtung  der  Transversale  S  und  schneidet  CD  die 
Gerade  AB  in  Z>,  und  ist  y  der  Halbirungspunkt  von  CD,  so  sind  Ay 
und  By  zwei  Asymptoten  einer  der  Ortscurven.  Der  Ort  des  Punktes  ;' 
ist  aber  eine  Gerade,  und  zwar  die,  welche,  die  Mitten  der  Seiten  ^^ C  und 
BC  des  Dreiecks  ^/?C  verbindet. 

Betrachten  wir  ebenso  irgend  drei  Asymptoten  einer  Basis  C" ,  so  ge- 
hören zu  derselben  ebenfalls  drei  Asymptoten  der  Ortscurve  (>i  "("-*),  die 
sich  paarweise  in  einer  Geraden  schneiden.  Ist  also  A  der  Schnitt  zweier 
Asymptoten  y#,  und  A^,  der  Basis,  so  ist  das  BUschel  Asymptoten  durch 
A  fUr  alle  Ortscurven  5(01  "<""*')  perspectivisch  zu  jedem  BUschel  solcher 
Asymptoten,  dessen  Alittelpunkt  oni Ai  oder  A^  gelegen  ist,  und  mit  allen 
anderen  Büscheln  Asymptoten  ist  es  projectivisch.     Oder: 

Die  Asymptoten  der  Ortscurven  <S(()5*"~'*)  bilden  Btlschel, 
die  zu  einander  theils  projectivisch,  theils  perspectivisch  sind, 

und  zwar  ist  jeder  BUschel  zu  ^(«  —  2)(n  — 3)  andern  projec- 
tivisch und  zu  2(n  — 2)  perspectivisch.     (Ö85.) 


n.  lieber  den  Ort  der  Mitten  Q  fttr  Transversalen  durch  einen  Punkt  Q. 

a)  Ist  irgend  ein  Pol  P,  eine  Gerade  G  und  eine  zweite  Gerade  //  ge- 
geben, und  bestimmen  wir  auf  einem  Strahle  durch  P,  der  G  und  H  in 
g  und  h  schneidet,  einen  Punkt  Ti  so,  dass  g  die  Mitte  von  hk  ist,  so  ist 
der  Ort  von  k  eine  Curve  zweiten  Grades,  £*,  die  durch  P,  den  Schnitt 
von  G  und  //,  geht,  sowie  zu  G  und  FI  parallele  Asymptoten  hat. 

Die  Curve  Ä*  hat  nun  mit  irgend  einer  Curve  n'""  Grades  2«  Punkte 
gemein.     Daraus  schliessen  wir: 

Durch  jeden  Pol  gehen  im  Allgemeinen  je  2«  solche  Ge- 
rade, welche  mit  irgend  zwei  Geraden  G  und  II  zwei  Punkte 
g  und  h  und  mit  einer  Curve  C"  einen  solchen  Punkt  k  gemein 
haben,  dass  g  die  Mitte  von  hk  ist. 

Und: 

Verbinden  wir  irgend  einen  Punkt  k  einer  Basis  C"  mit  einem  festen 
Pol  P  und  schneidet  Pk  irgend  eine  Gerade  Q  in  einem  Punkte  g  und 
bestimmen  wir  auf  Pk  einen  solchen  Punkt  A,  dass  g  die  Mitte  von  hk 
ist,  so  ist  der  Ort  des  ^     '      •  h  eine  Curve  ^w'""  Grades,   ZT^",   welche 
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mit  C  deren  Punkte  anf  G  und  Q^  gemein  und  den  unendlich  fernen 
Funkt  von  Q  zum  n  fachen  Punkte  hat. 

b)  Die  Ortscurve  W^  hat  mit  der  Basis  ausser  den  bereits  genannten 
Paukten  auf  G  und  Ga>  noch  weitere  2n'  — 2n  =  2n(n  — 1)  Punkte  ge- 
mein. Diese  ordnen  sich  jedoch  zu  n(n— 1)  solchen  Paaren,  die  sich  auf 
je  einer  durch  P  gehenden  Geraden  befinden,  und  zu  jedem  solchen  Punkte- 
paar gehört  eine  Mitte  Q,  die  auf  G  gelegen  ist,  an.  Auf  jeder  Geraden 
G  sind  also  auch  n(n  — 1)  Mitten  Q{=g)  von  einfachen  Sehnen  5,  die 
durch  einen  festen  Pol  P  gehen;  oder: 

Wird  die  Transversale  8  um  einen  Pol  P  herum  bewegt,  so 

beschreiben  ihre  jj-«(n  — 1)     Mitten    Q    eine    Carve    n(n  — l)*»" 

Grades  §»(n-ii.    (585.) 

n 
Dnrch  P  gehen  selbst  »  (n  — 1)  solche  Sehnen  s,  die  P  zur  Mitte  Q 

haben,  oder: 

Die  Ortscurve  hat  den  Pnnkt  Q  zum  -^ n(n— l)fachen  Punkte. 

(585.) 

c)  Von  jedem  Pole  P,  gehen  ferner  n(w  — 1)  («*  — n— 1)  Tangenten 
an  die  Ortscurve.  Dies  gilt  namentlich  auch  vom  Pol  P,  dem  die  Orts- 
curve zugehört,  selbst.  Durch  diesen  werden  aber,  da  er -p-n(n- l)facher 
Punkt  der  Ortscurve  ist,  7j-n  ^«  — 1)  (■g-n(«-l)-|-l  j  =  -jM(n-l)(n'-n+2) 

absorbirt.  Jede  durch  P  gehende  Tangente  der  Basis  ist  weiter  vielfache 
Tangente  der  Ortscurve,  und  zwar  (n  — 2) fache,  in  dem  fOr  sie  (n— 2)- 
mal  zwei  Funkte  Q  auf  ihr  sich  vereinigen. 

Zudem  ist  jede  Gerade  durch  P,  die  parallel  zu  einer  Asymptote  A,  der 
Basis  ist,  als  durch  {n  —  V)  Doppelpunkte  auf  Ga>  gehend  anzusehen,  zBhlt 

also  -j^  (w  —  1)  (n  —  2)  fach  als  Doppeltangente.     Hat  also    die  Ortscurve 

noch  weitere  a  Doppelpunkte,  so  erhalten  wir  durch  die  Flacker 'sehen 
Gleichungen : 

2a!  +  y  n  («  - 1)  (i  « («  - 1)+ 1)  +  2«  («  - 1)  («  -  2)  +  n  (n-1)  (n-2) 

=  «(n-l)(»»-f»-l). 
und  3 

a:=gn(n-l)(n-2)(n-3), 

oder,  wenn  wir  aus  den  vielfachen  Funkten  wieder  die  Classe  bestimmen: 

Die  Ortscurve  ist  von  der  w(n— 1)'*"  Classe  und  hatausser 

3 
dem  vielfachen  Punkte  P  noch  ^»(n  — l)(n  — 2)(n— 3)  im  End- 
liehen gelegene  Doppelpunkte.     (685.) 
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m.  TJeber  das  System  Cnrren  S(§"<"-^))  fftr  Pole  P 
auf  einer  Geraden. 

Das  ganze  System  von  Curven  Q'i"-^*  für  Pole  P  einer  Geraden  ist 

80  beschaffen,  dass  durch  jeden  Punkt  N  jo  ^w(«  — 1)    Curven    Q'in-i) 

1        ^ 
gehen,  indem  durch  jeden  Punkt  auch  -;rn(n  — 1)  solche  Sehnen  s  g^en, 

die  JT  zur  Mitte  Q  haben. 

Bewegt  sich    weiter  ein  Punkt  P  auf  einer  Geraden  Q  und  schneidet 
die  zu  P  gehörige  Curve  ^("-i)  zwei  Gerade  Hund  L  in  den  Punkten  'M. 

und  JT,  80  gehen  durch  jeden  Punkt  jraufZ-s«(»«— !).♦»(»— l)=s»*(«-l)* 

Gerade  MK^  die  mit  Z  nicht  zusammenfallen.  FUr  den  Schnittpunkt  A 
Yon  B.  und  L  als  Punkt  'S  fallen  auf  die  Gerade  B.  fttr  jede  einzelne 
Curve  §»«"-»),  die  durch /rf  geht,  w{w  — 1)  —  l=(n*  — w  — 1)  Gerade  Jtf^, 

und  im  Ganzen  somit -^  (n— 1)  (n*  —  n  —  l)  solche  Geraden  auf£.    Sehen 

wir    dagegen    den    Punkt   A   als    einen    Punkt  Jtf  an,    so    fallen    ebenso 

^(«  — 1)  (n*  — n  — l)  Gerade   MN  auf  L.     Durch  jeden  Punkt  iV  von  L 

gehen  demnach 

^n«(n-l)«  +  ^n(n-l)(n»-n-l)  =  i«{n-l)(2««-2«-l) 

Gerade  MN,  von  denen  jedoch  h^«(«—1)  (w*  — w  —  1)    auf   h    selbst    zu 

liegen   kommen.     Ganz  das  Gleiche  ist  der  Fall  für   einen  Punkt  auf  H. 

Der  Ort  der  Geraden  MH  ist  also  eine  Curve  der  -^  n(n-l)(2n*-2n-l)*«» 

Classe  mit  JET  und  li  als  vielfachen  Tangenten.  Lassen  wir  nun  J7  mit  L 
zusammenfallen,  so  Sndert  sich  die  Classe  des  Ortes  nicht;  die  Gerade  MV 
wird   zur  Tangente   an   die   Curve  ^»<»-i»    im  Punkte  N  auf  L.     Durch 

jeden  Punkt  von  N  gehen  nur  noch  ■jr-(«  — 1)  Gerade  iV^/,  die  von  i  ver- 
schieden sind  und  alle  anderen  Geraden  MN  kommen  auf  L  zu  liegen, 
oder,  die  Gerade  li  ist: 

^  w  (n  - 1 )  (2  n«  -  2  «  - 1 )  -  ^  n  (n  - 1 )  =  w  («  - 1 )  («« -  n  - 1 )  fache 

Tangente  des  Orts.     Unter  den  Curven  ^"  '""*'  für  Pole  /'  einer  Geraden  G 
sind    also    namentlich    auf  n(n— 1)  («*— n  — 1)   solche,    die    irgend    eine 
Gerade  X  berühren.     Diese  setzen  sich  jedoch  zusammen  ans: 
a)  X  eigentlichen  Bertthrnngen; 
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ß)  2 «(«  +  !)  («  —  2)  («-3)   Curven   ö»<»-i),   welche  in   L  einen 

Doppelpunkt  haben,  jede  als  berührende  Cnrre  zweifach  z&hlend  (wir 
werden  die  Zahl  dieser  Doppelpunkte  weiter  unten  bestimmen);  und: 

y)  Der  Curve  §"~^,  welche  zum  Schnittpunkt  von  G  und  L  als  Pol  P 

gehört,  und  zwar  zählt  diese  Curve  fflr-n-n(n  —  l)(n*  —  n— 2)  berührende 

^  1 

Gurren,  entsprechend  dem  Umstände,  dass  derPnnktPfür-2-n(»—l  )(«*—«— 2) 

Doppelpunkte  zSblend  aufzufassen  ist 
Aus  Obigem  erhalten  wir  aber; 

«  +  i-n(«  +  l)(n-2)(n-3)  +  -|-n(n-l)(«»-«-2) 

=  «(n-l)(n*-n-l), 

»'8°*-  «  =  «(n»-3), 

oder: 

Es  giebt  je  n(n*— 3)  Pole  Q^,  auf  einer  Gerade  <?,  deren 
zugehörige  Curven  ß"<"-"  irgend  eine  Gerade  L  berühren.* 
(586.) 

IV.  TTeber  den  Ort  der  Ooppelaehnen  einer  Basis  C. 

a)  Ist  P  irgend  ein  Punkt  und  soll  eine  Gerade  PQ^  so  beschaffen 
sein,  dass  Qq  Mitte  von  zwei  mit  PQq  zusammen  fallenden  Sehnen  s  ist,  so 
muss  Qq  Doppelpunkt  des  Ortes  ()»("-i)  von  P  sein.     Der  letztere  Ort  eut- 

hSit  jedoch,  wie  wir  oben  (II.)  sahen,  •^-♦»(n  —  l)  (n  — 2)  («— 3)  solche  Doppel- 
punkte. Durch  jeden  Pol  P  gehen  also  auch  gerade  so  viele  Doppelsehnen  8^, 
oder  wir  erhalten: 

Der  Ort  der  Doppelsehnen  einer  Curve  C"  ist  eine  Curve 
von  der  Classe  |n(n-l)  (n-2)  (n-3),  S,i»(«-i){«-2)(— s).     (586.) 

Wir  sahen  ferner,  dass  die  zur  Bichtung  2?  gehörige  Curve  Pl"f"-') 
nur  -K^  n  (n  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3)  solche  Doppelpunkte  enthält**,  und  schliessen 


*  Einen  zweiten  Beweis  geben  wir  unten  in  V. 

**  Irgend  eine  Cnrve  §4"  *""'",   welche   einer  Richtung  B  zagehOrt,   habe 
X  Doppelpunkte.    Ihre  Classe  ist  gegeben  durch  den  Werth 

y  =  -  n  (n  — l)(n*  -  n  -  2)  -  2«. 

Andererseits  sind  aber  nur  n(n— 1)  und  zwar  jede  n(n  — 2) fache  Tangenten 
der  Orticarve  parallel  JS  mOglich,  woraus  folgt: 

«(n  -  1)  (n  -  2)  =  j-n  («  -1)  (n«  -«  -  2)  -2« , 
«-|-n(n-l)(n-2)(n-8). 


monischen  Schnitten  (6,  c,  d)  der  vorgenannten  165  harmo- 
nischen Tangenten,  sowie  in  den  240  Berührungspunkten 
ihrer  Doppcltangenten  schneidet,  und  welche  auch  die  Doppel-I 
tangenten  doppelt  berührt.  Jede  Tangente  der  Basis,  in 
welcher  zwei  der  drei  Schnitte  b,  c,  d  gleichweit  vom  Be- 
rührungspunkte a  abstehen,  ist  einer  Asymptote  der  Ortscurve 
parallel.     (594.) 


XXIV.  lieber  Transversalen ,  die  eine  Basis  in  Funkten  einer  Involntioa 

schneiden. 

a)  Die  Doppelsehnen  einer  CurveC"  sind  ferner  zu  je  ^»»(n-l)  (n-2)  (»-3) 
parallel.     Durch  Projection  geht  dies  über  in: 

Durch  jeden  Punkt  P  gehen  ■7j-n(n  —  1)  (n  — 2)  (»i  —  3)  solche  Trans- 

versalen  S^,  welche  vier  solche  Punkte  a.  b,  c,  d  mit  einer  Curve  C" 
gemein  haben,  dsss  diese  vier  Punkte  sich  zu  zwei  Paaren  von  Punkten, 
etwa  ab,  cd  einer  Involution,  anordnen  lassen,  die  P  zum  Doppelpunkte  hat. 
Da  auch  auf  jeder  Geraden  irgend  vier  Punkte  a,  b,  c,  d  sich  anf 
dreierlei  Arten  zu  vier  einer  Involution  angehörigen  Punkten  ordnen  lassen, 
so  erbalt  man  aus  diesen  vier  Funkten  sechs  Doppelpunkte  dieser  drei 
Involutionen.     Auf   jeder   Geraden   liegen   n   Punkte   der   Basis   und    diese 

•2)(n  — 3)mal    vier    Punkten    ordnen,    und 


1 


lassen  sich  zu  ^n{n  —  l){n- 

die  Anzahl   der  zu  diesen  Punktgruppen  gehörigen  Doppelpunkte  ist  somit 

-j  «  (n  —  1 )  (n  —  2)  («  —  3) .      Da    durch   jeden    Punkt    der    Geraden    noch 

-g^n(n  — l)(n  — 2)(n  — 3)  Gerade  Ä,  gehen,  so  folgt: 

Wird  eine  Transversale  8  nm  einen  Punkt  Pher um  bewegt, 

80    beschreiben    die    zu  je    vier   auf   der   S   gelegenes  Curven- 

punkte   gehörigen   sechs   Doppelpunkte   der   Involutionen,  die 

3 

vier  Punkte  bestimmen,  eine  Curve  ^«(n  — l){n  —  2)(n  —  S)'*" 

o 

Grades  S^„^„_^^  („_,)  („„3),  welche  den  Pol  zum  — rt(n-l)(n-2)  (n-3)-  -^^ 

fachen  Punkte  hat.  ^^ 

3 
b)  Die  Ortscurve  hat  femer  mit  der  Basis  ^n'(n— 1)  («  — 2)'(n  — 3) 

Punkte  gemein.  Ziehen  wir  jedoch  von  P  an  die  Basis  eine  Tangente,  so 
kann  deren  Berührungspunkt  a  mit  irgend  zwei  Schnitten  b  und  c  derselben 
auf   dreierlei  Arten    zu   einer  Involution    geordnet    werden,    bei  welcher  a 


Da  diese  Punkte  zu  ^ mal  sich  zu  Zweien 

anordnen,   ergiebt  "'"^  "Iso,  doss  die  Ortscnrve  die  Basis  in  jedem  dieser 


Doppelelement  ist. 


c)  Ueber  die  Ortscurve  ist  weiter  zu  bemerken,  dasa  sie  auch  die 
Doppeltangen ten  der  Basis  berührt,  indem  letztere  ebenfalls  Doppelsehnen 
sind.  Liegt  ferner  der  Pol  P  in  der  Basis  selbst,  so  hat  die  zu  ihm  ge- 
hörige Curre  ()»(»-»•,  die  in  zwei  Curven  Q^''  und  5^"'""''  zerfällt,  auch 

-j^  (2  n  + 1)  (♦»  —  2)  (m  —  3)  solche  Punkte,  die  als  Mitten  von  Doppelsehnen 

angesehen  werden  müssen,  und  von  denen  ein  Endpunkt  in  P  selbst  i»t. 
Die  Mitten  derselben  sind  die  nicht  in  P  und  auf  G^a  fallenden  Schnitte 
von  öl"  nnd  £)/*"""  u.  s.  w, 

V.  Heber  den  Ort  der  Sehne  S,  deren  Mitte  in  einer  Geraden  G  liegt. 

a)  Liegt  die  Mitte  einer  Sehne  S  auf  einer  Geraden  G,  so  gehen  durch 

jeden  Punkt  von  G  im  Allgemeinen  je    „  (n— 1)    solche    Sehnen   S,    die 

diesen   Punkt   zur   Mitte   Q  haben,    und    die   nicht   mit  G  zusammenfallen, 

wtlbrend  die  Gerade  G  selbst  -^n(n  —  l)mal    zur    Sehne  S  wird.     Daraus 

könten  wir  sofort  schliessen,  dass  der  Ort  der  Sehne  S  eine  Curve  « («  —  !)*" 

Classe,  S"("— '>  mit  G  als  ^  n  («  —  1 )  facher   Tangente   ist.    Dasselbe  folgt 

auch  ans  den  gemeinsamen  Punkten  irgend  einer  Curve  ö"("-'>  eines  Pols  P 
mit  Gy  indem  diese  Punkte  die  «(»  —  !)  durch  P  gebenden  Sehnen  S 
bestimmen.  Der  unendlich  ferne  Punkt  von  Cr  kann  ferner  als  Mitte  einer 
Sehne  S  auf  G,,  angesehen  werden,  die  zwischen  zwei  Asymptoten  der 
Basis    liegt.      Daraus    können    wir    schliessen,    dass    die    Gerade   (?/>    als 

Tj^  n(n  —  l)  fache  Tangente  des   Orts   anzusehen   ist.    In  üebereinstimmung 

damit   folgt    aas   den   gemeinsamen   Punkten    der   Curve   Q\* '"  ~^'   mit   6, 

dass  die  Tangenten  der  Ortscurve  G"'"~"  zu  je  -x-f»(»»  — 1)  parallel  sind, 
oder: 

Der  Ort  der  Sehnen  S,  deren  Mitte  in  einer  Geraden  G 
gelegen  ist,  ist  eine  Curve  der  t»(«-  1)'""  Classe,  S"'"-')  mit  G 

und  Gs,  als -^r>(n  —  1) fachen  Tangenten.    (588.) 

b)  Ausser  diesen  mehrfachen  Tangenten  besitzt  die  Ortscurve  noch 
eine  bestimmte  Anzahl  Doppeltangeuten,  die   wir  weiter  unten  (VII.)  als 

gleich   2"  M  (w  +  1)  (»  —  2)  («  —  3)   bestimmen   werden.     Daraus    finden   wir 

wieder,  dass  der  Grad  der  Ortscurve  «(«*  — 3)  ist.  Umgekehrt  können 
wir  hieraus  schliessen,  dass  das  ganze  System  Curven  Q"(«-'^^  für  Pole 
einer  Geraden  H.   so  beschaffen  ist,  dass  je  «(n*— 3)  eine  Gerade  G  be- 


zasammenfallen  würde,  so  folgt,  dass  die  Asymptoten  nothwcudig  dreifv 
gcnten  des  Ortes  sind  uurl  nicht  zweifache,  und  zwar  berührt  jede  Asyi 
Ort  in  einem  Punkte  im  Endlichen  und  ist  dessen   zweifache  AsympteJ 
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daraus,  dass  die  Doppelsehnen  8^  aach  nur  zu-^»(»»  — 1)  (n  — 2)  («—3) 
parallel  sind,  und  dass  also  der  Satz  giltig  ist: 

Die  Ortscurve  fifjl»  (" -') «— 2)  («-»)  hat  die  Gerade  ff«  zur  mehr- 
fachen und  zwar  zur  -jn(n  — l)(n  — 2)(«  — 3)fachen  Tangente. 

b)  Bewegt  sich  eine  Transversale  8  parallel  einer  Asymptote  A,  der 
Basis  C,  so  zerfKllt  die  zu  diesen  Transversalen  gehörige  Carve  Ö4"("— '> 

in  die  Asymptote  A,  selbst  und  eine  Curve  des  {-^n{n  —  l)  —\j       Grades, 

^4(n+i)("— *)  (584),  in  dem  jeder  Pnnkt  der  Asymptote  auch  als  Mitte  einer 
Sehne  s  angesehen  werden  kann,  um  die  Anzahl  Doppelpunkte  dieser 
Curve  zu  bestimmen,  haben  wir  nur  die  Anzahl  Tangenten  derselben 
parallel  der  Asymptote  zu  suchen.  Diese  sind  aber  identisch  mit  den  Tan- 
genten der  Basis  parallel  der  Asymptote  J,.  Die  Anzahl  dieser  ist 
(n  + 1)  (n  —  2)  und  jede  derselben  ist  (n  —  2)  fache  Tangente  der  Orts- 
curve Öi'"  **■**'""*'.  Sei  also  die  Anzahl  der  Doppelpunkte  mit  x  be- 
zeichnet, so  haben  wir  die  PlUcker'sche  Gleichung: 

(n-|-l)(«-2)«-f-2a;=i(n-M)(n-2)(A(„  +  l)(«-2)-l) 

x  =  ~in  +  \)(n-l){n-2){n-4). 

Gerade  so  gross  ist  die  Zahl  der  Doppelsehnen  parallel  der  Asymp- 
tote A,,  welche  nicht  mit  A,  zusammen  fallen.     Wir  sahen  aber,  dass  die 

Doppelsehnen  zu  —  n  (n  —  1)  (n  —  2)  («  —  3)  parallel  sind ,  es  sind  auf  der 
o 

Asymptote  demnach 

-|n(n-l)(»-2)(n-3)-i(«-H)(«-l)(«-2)(»-4) 

n       ^    u  ■  •  f  =i(»-l)(«-2) 

Doppelsehnen  vereinigt.  z 

Ist  weiter  Q^  die  Mitte  einer  der  im  Endlichen  gelegenen  Abschnitte, 
welche  durch  die  Cnrve  auf  der  Asymptote  bestimmt  werden,  so  ist  Qi 
auch  Mitte  einer  Doppelsehne ,  welche  auf  die  Asymptote  zu  liegen  kommt. 

Da  es -jv- (w  —  2) («  —  3)  solche  Mitten  Q.  giebt,  so  gilt  folgender  Satz: 

^  1 

Die  Asymptoten  der  Basis  sind  -^^(n  — 1)  (n— 2)fache  Tan- 
genten und  zugleich  auch  (n  — 2)fache  Asymptoten  der  Orts- 
curve s-,«"  <•-•)("-»><»-»).• 


*  Die  in  der  Anmerkung  (S.  586)  von  Steiner  angeführte  Zahl  ist  nicht 

iff ,  wie  schon  fflr  (n  —  4)  sich  zeigen  lässt.    Die  obige  Ortscurve  ist  hier  eine 

V  ond  de»«»  TnnifeDten  sind  zu  je  drei  parallel.    Da  nun  keine  Tangente 

n  pu*  itote  der  Basis  existirt,  die  nicht  mit  der  Asymptote 


c)  üeber  die  Ortscarve  ist  weiter  zu  bemerken,  dass  sie  aach  die 
Doppeltangenten  der  Basis  berQbrt,  indem  letztere  ebenfallt)  Doppelsebnen 
sind.  Liegt  ferner  der  Pol  P  in  der  Basis  selbst,  so  hat  die  zn  ihm  ge- 
hörige Carve  ß'>(»-i>,  die  in  zwei  Curven  0,"  und  i),,"'"-"  zerHiUt,  auch 

7^  (2n  +  l)  (n  — 2)(n  — 3)  solche  Punkte,  die  als  Mitten  von  Doppelsehnen 

angesehen  werden  mUssen,  und  von  denen  ein  Endpunkt  in  P  selbst  ist. 
Die  Mitten  derselben  sind  die  nicht  in  P  und  auf  Gm  talleuden  Schnitt« 
von  i>j"  und  £)»"'"""  u.  s.  w. 


V.  ITeber  den  Ort  der  Sehne  S,  deren  Mitte  in  einer  Geraden  G  liegt 

a)  Liegt  die  Mitte  einer  Sehne  S  anf  einer  Geraden  Q,  so  gehen  durch 

jeden  Punkt  von  G  im  Allgemeinen  je    ^.  (n— 1)    solche    Sehnen  S,    die 

diesen   Punkt   zur   Mitte   Q  haben,    und    die    nicht  mit  Q  zusammenfallen, 

wtthrend  die  Gerade  Q  selbst  7j^«(n— l)mal    zur    Sehne  S  wird.     Daraus 

können  wir  sofort  schliessen,  dass  der  Ort  der  Sehne  S  eine  Curve  n  («  —  1)'" 

Classe,  S"(»— ')  mit  G  als  ^  n  («  —  1 )  facher  Tangente  ist.    Dasselbe  folgt 

auch  aus  den  gemeinsamen  Punkten  irgend  einer  Curve  {)"f"-*)  eines  Pols  P 
mit  G,  indem  diese  Punkte  die  «(»  —  1)  durch  P  gehenden  Sehnen  S 
bestimmen.  Der  unendlich  ferne  Punkt  von  G  kann  ferner  als  Mitte  einer 
Sehne  S  auf  ö^o  angesehen  werden,  die  zwischen  zwei  Asymptoten  der 
Basis    liegt.      Daraus    können    wir    schliessen,    dass    die    Gerade   Gx,    als 

-n^n(n  —  l)  fache  Tangente  des   Orts   anzusehen   ist.    In   üebereinstimmnng 

damit   folgt    aus   den   gemeinsamen   Punkten    der   Curve   ()i"'"-i>   mit   G, 

1 
dass  die  Tangenten  der  Ortscurve  G"'""*'  zu  je  ^w(»«  — 1)  parallel  sbd, 

oder: 

Der    Ort   der  Sehnen  S,    deren    Mitte    in    einer    Geraden    Gr 

gelegen  ist,  ist  eine  Curve  der  w  («  -  1)'""  Classe,  S»"»-!)  mit  G 

und  6,  als  -^^ w(m —  1) fachen  Tangenten.    (öüS.) 

b)  Ausser    diesen    mehrfachen    Tangeuten    besitzt    die  Ortscurve    noch 
eine   bestimmte  Anzahl  Doppeltangenten,   die    wir  weiter   unten  (VII.)  als 

Jn  + 1)  (»  —  2){n  —  3)   bestimmen   werden.     Daraus    finden   wir 

Grad   der  Ortscurve   n  (n*  —  3)  ist.     Umgekehrt   können 

jen,    dass    das    ganze  System  Curven  Q"in-u    fur  Pole 

bescbafiFeu   ist,   dass  je  w(n'  — 3)  eine  Gerade  G  be- 


eo  folgt,  dass  die  Asymptoten  nothweudig 

ad  niclit  zweifache,  und  zwar  beriilirt  jede  Aeym; 

1  Endlichen  und  ist  dessen  zweifache  Asymptote.' 


und    Bcbneidet    sie   noch    in 
wir   abermals   als   Grad    der 


rubren,  nttmlich  diejenigen,  fQr  welche  die  Pole  P  die  Schnitte  von  H  mit 
dem  Ort  S"!"-»'  sind.  j 

c)  Ebenso  finden  wir  weiter  unten  (XIII.),  dass  der  Ort  der  Mitten  T^  ' 
aller  Tangenten  der  Basis,  dieselben  als  solche  Sehnen  angesehen,  in  denen 
ein  Endpunkt  allemal  der  Berührungspunkt,  der  andere  Endpunkt  aber  ein 
Schnitt  der  Tangente  mit  der  Basis  ist;  eine  Curve  vom  Grade  n  («' —  4) 
is't.  Diese  Curve  bat  mit  der  Geraden  6  n  (w*  —  4)  Punkte  gemein.  Jeder 
dieser  hat  aber  die  besondere  Eigenschaft,  dass  durch  ihn  zwei  auf  einander 
folgende  Sehnen  S  gedacht  werden  können,  die  sich  im  Berührungspunkte 
der  Tangente  T„  mit  der  Basis  schneiden,  oder:  dass  die  Ortscurve  S"*'~*' 
für  jeden  solchen  Punkt  die  Basis  berührt;  also: 

Die  Ortscurve  5"'"-"  berührt  die  Basis  in  n  (n*  —  4)  Punk- 
ten.    (588.) 

d)  Ebenso  werden  wir  als  Ort  der  Mitten  der  Sehnen  ©,  welche  die 
Berührungspunkte  paralleler  Tangenten  der  Basis  verbinden,  eine  Curve 
vom  Orado  n  (n  +  l)  (w  —  2}  finden  (VI.).  In  diesen  Punkten  wird  die 
Gerade   G  von  der  Ortscurve  5"("~*'  geschnitten.     Die  Ortscurve    berührt 

also    die   Gerade   O    in   -^n{n—\)   Punkten 

n  («  + 1 )  (w  —  2)    Pu  iik teu.     Daraus   erhalten 
Ortscurve  den  Werth 

«  («  - 1)  +  «  (w  +  ] )  (n  -  2)  =  « («*  -  3) , 
also  den  gleichen  Werth  wie  oben. 

Aehnliches  gilt  von  der  Geraden  (?«. 

VL  lieber  den  Ort  der  Mitten  der  Sehnen  @. 

a)  Unter  Sehnen  @  versteht  Steiner  diejenigen  Transversalen  o6  =  © 
der  Basis,  deren  Endpunkte  die  Berührungspunkte  paralleler  Tangenten 
der  Basis  sind.  Um  den  Grad  des  Orts  der  Mitten  dieser  Sehnen  zu  be- 
stimmen, kdnnen  wir  am  einfachsten  von  den  unendlich  fernen  Punkten 
des  Orts  ausgeben.  Dieselben  sind  vollständig  bestimmt  durch  die  Tan- 
genten der  Basis  parallel  den  Asymptoten  derselben,  und  zwar  ist  jeder 
Punkt  der  Curve  auf  G,.  {« -)-l)  (n  —  2)facher  Punkt  und  die  zugehörigen 
Asymptoten  der  Ortscurve  liegen  in  der  Mitte  zwischen  der  Asymptote  und 
den  (n-|-l)(n  — 2)  zu  ihr  parallelen  Tangenten.  Da  die  Basis  ti  Asymp- 
toten besitzt,  so  hat  die  Ortscurve  auch  n(n-\-\){n  —  2)  Punkte  mit  G«, 
gemein ,  d.  b.  wir  erhalten : 

Der  Ort  der  Mitte  Q^  der  Sehne  @  ist  eine  Curve  des 
n («-Hl)  («-2)""  Grades,  (>„"{'•+»' <"-^.     (589.)     ü.  a.  w. 

VII.  lieber  den  Ort  der  Mitten  der  Doppelsehnen  8^ 

a)  Die  Curve  5"<"-')  ist  vom  Grade  n(«'— 3)  [VI.]  und  von  der 
«(«— 1}"""  Classe.     Ihre   Schnitte    mit  G   setzen  sich   nämlich   zusammen 


aus  ^m(m  — 1)   Berührungspunkten   und   aus   n(n  +  l)(n  — 2)    Schnitten. 

unter  den  Tangenten  der  Ortacurve  S"  <"  "  *'  sind  jedoch  auch  solche,  welche 
Doppelsehnen  und  deren  Mitten  auf  G  gelegen  sind.  Jede  dieser  Doppel- 
sehnen ist  aber  auch  Doppellangente  der  Ortscurve.  Bezeichnen  wir  ihre 
Anzahl  mit  2;,   so  erhalten  wir,  wenn  wir   berilcki-icbtigen,  dass   auch  0^ 


«(n  — l)fache  Sehne  ist,  die  Plücker'eche  Gleichung: 


n(n-l)(n' 


■n-l)-j{n-l)in*-n-2)-2x  =  n{n''-3) 


in(n  +  l)(n-2)(«-3), 


oder: 


Der  Ort  der  Mitten  aller  Doppelsehnen  5,  einer  Basis  ist 
eine  Curve  ;i  n(»»  +  l)  (n- 2)(»-3)»"  Grades,  p^J^Mn+D  (--J)  (■•-3), 
(587.) 

b)  In  Bezog  auT  die  gemeinsamen  Punkte  der  Ortscurve  mit  Gor>  ist 
Folgendes  zu  beachten:  Die  Ortscurve  bat  die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Basis  zu  mehrfachen,  etvrn.  x fachen  ttnd  schneidet  die  Gerade  Gr.  nebst 
dem  noch  in  den  Berührungspunkten  von  Gf„  und  ^^gnC« -i)  c  — ')  ("— W, 
TJm  letztere  zu  bestimmen,  haben  wir  nur  irgend  vier  Asymptoten  der 
iasis  zu  wühlen,  etwa  A^,  A^,  A^,  A^  nnd  zwei  Strahlen  T  und  Z  so 
zu  bestimmen,  dass  z.  B. 

A^YAjZ  und  A^YA^Z 

zwei  harmonische  Funktreihen  auf  G^x  ergeben.  Zu  vier  Asymptoten  er- 
halten wir  auf  diese  Art  drei  Paare  Y  und  Z  und  jede  dieser  sechs  Ge- 
raden   bestimmt    auf  Gr«   einen    der    obigen   Berlibrongspunkte.      Hieraus, 

oder  aus  dem  umstände,  dass  die  Doppelsefaoen  narzuje  j7n(»»-l)  (n-2)(n-3) 
parallel  sind,  folgern  wir,  dass  die  Ortscui've  SJnC-i)  C-')  0-3)  die  Ge- 
rade  ß»  in  -j-  w(n— lj(n— 2)  (n— 3)Punkten  berührt  und  also  dieOrtscurve 
p^jn(«+ii  (—2)  (»-3)  auch  die  Gerade  (?«  in  diesen  ■i^(n-l)  {«-2)  (»-3) 
Punkten  schneidet.     Aus  ihrem  Grade  und  diesen  Punkten  folgt: 

n«  +  ^  w  (n  - 1 )  (»  -  2 )  (n  -  3 )  =  ;^  n  (n -f  1 )  («  -  2)  (n  -  3) 

rr  =  i(n-2)(n-3). 

Letzterer  Werth  hätte  auch  daraus  abgeleitet  werden  können ,  dass  wir 
jeden  Punkt  auf  Gj,  und  einer  Asymptote  der  Basis  als  Mitte  einer  Doppel- 
sehne angesehen  hätten,  von  der  zwei  Endpunkte  im  Unendlichen,  zwei 
aber  irgend  zwei  von  den  im  Endlichen  gelegenen  (n  —  2)  Schnitten  der 
Asymptote  mit  der  Basis  gewesen  wären.     Wir  erhalten  also: 


I 
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DieAs7mptotenderBasi8sind7^(n— 2)(fi  — 3)fache  Asymp- 
toten der  Ortscnrve.    (587.) 

Ym,  Ueber  den  Ort  der  Sehnen,  deren  Mitten  in  der  Basis  selbst 

gelegen  sind. 

a)  Die  Ortscurve  ()"'*-i>  hat  mit  der  Basis  n*(n  — 1)  Punkte  gemein. 
Dieselben  zerfallen  in 

a)  n  Funkte  auf  Gm,  je  (n  — l)fach  zählend; 

ß)  «(«  — 1)  Punkte,  welche  Berührungspunkte  der  Tangenten  von  P 
an  die  Basis  sind,  und  in 

y)  f»(«  — l)(n  —  2)  weitere  Punkte  der  Basis,  welche  Mitten  von 
durch  P  gehenden  Sehnen  sind,  wodurch  die  Anzahl  gemeinsamer  Punkte 
beider  Curven  erschöpft  ist. 

Durch  jeden  Punkt  P  gehen  demnach  n  («  —  1)  (n  —  2)  solche  Sehnen  S, 
deren  Mitte  Q^  in  der  Basis  selbst  liegt,  oder: 

Der  Ort  der  Sehnen  S,  deren  Mittelpunkt  Q^  in  der  Basis 
selbst  liegt,  ist  eine  Curye  der  « (« —  1)  (n  —  2)"""  Classe, 
5"  <"-')<—'>.    (587.)     U.S.W. 

IX.  üeber   den  Ort  der  Transversalen  S,   deren  Mitten  in  einer  Corvo 

m'*"  Grades  liegen. 

a)  Die  Curve  §"<"-"  hat  mit  irgend  einer  Curve  m^""  Grades  C" 
noch  tw. «.(«  —  !)  Punkte  gemein.     Daraus  schliessen  wir: 

Der  Ort  aller  Transversalen  S,  deren  Mitten  in  irgend 
einer  Curve  »»""'  Grades  liegen,  ist  eine  Carve  der  m.«(n— l)*'" 

Classe,  mit  Gy>  als  — Mni.(n  — l)facher  Tangente.     (589.) 

Letzteres  folgt  aus  dem  Umstände,    dass  jeder  Punkt  auf  C  von  C*" 

als  Mitte  von  ^n{n  —  l)   Sehnen  S  angesehen  werden   kann,   die   auf  ff« 

fallen ,  nnd  die  durch  irgend  zwei  Asymptoten  begrenzt  sind. 

b)  Von  dieser  Ortscurve  können  wir  ferner  die  Anzahl  ihrer  Doppei- 
tangenten  angeben.  Dieselbe  ist  bestimmt  durch  ihre  Schnittpunkte  mit 
der  Ortscurve  (j^inc+o  ("-J)  («-:)),  also  gleich 

■^n.m.(n  + l)(»-2)(n-3). 

Zudem  hat  sie  die  As3rmptoten  der  Basis  zu  m  fachen  Tangenten, 
indem  für  jeden  Schnitt  von  C"  mit  einer  Asymptote  eine  Sehne  S  auf  die 
Asymptote  fällt. 

c)  In  gleicher  Weise  kann  die  Anzahl  Punkte  angegeben  werden,  in 
welchen  die  Ortscurve  die  Basis  berührt,  dieselben  sind  bestimmt  durch 
die  gemeinschaftlichen  Punkte  der  Ortscurve  Jp"*"'-'-!  und  der  Curve  C'", 
ihre  Anzahl  ist  also  gleich  »n.n.(»*— 4).     (Vergl.  XIII,) 


4 


d)  Aus  der  Claase  der  Ortscurve  und  der  Anzahl  ihrer  vielfachen  Tan- 
genten ergiebt  sich  noch  der  Grad  derselben.  Ihre  gemeinschaftlichen 
Punkte  mit  der  Curve  C"  sind  theils  gewöhnliche  Schnitte  oder  aber  Be 
rtthruDgspunkte.  Die  ersteren  derselben  sind  zugleich  anf  der  Cnrve 
(g"  ("  +  ij  (•  - 5)  gelegen,  wodurch  deren  Anzahl  bestimmt  ist.  Daraus  er 
halten  wir  wieder  die  Anzahl  der  gemeio&ameu  Berührungspunkte  der  Orts 
cnrve  mit  C"'  u.  s.  w. 


Je- 

-ve      ■ 

er-     I 

M 


X.  Heber  den  Ort  der  Mitten  der  Seimen  S,  die  eine  Curve  m^"  Classe 

K""  bertiliren. 

Aus  der  Anzahl  der  gemeinsamen  Tangenten  der  Curven  K'"  and 
S"<"— ')  erhalten  wir  sofort: 

Der  Ort  der  Mitten  0  aller  Sehnen  S,  welche  eine  gegebene 
Cnrve  unter  Classe  K"  berühren,  ist  eine  Curve  t» . n  (n  —  l)'"" 
Grades.     (589.)     ü.  s.  w. 

XL  lieber  den  Ort  der  Sehnen  (3. 

a)  Ist   irgend   ein   Pol  P  und   eine   Gerade   G  gegeben   (Fig.  1)    uud 
ziehen   wir   durch    P  irgend    eine  Transversale,   welche   eine   Basis    C"  in 
einem  Punkte  A,  die  Gerade  ff  in  JW 
schneidet,  legen  in  A  an  C"  eine  Tan-  yig.  i. 

gente  AL  und  ziehen  durch  M  die 
Gerade  MN  parallel  AL,  so  gehen 
durch  jeden  Punkt  M  auf  O  n  Gerade 
MN,  die  mit  G  nicht  zusammenfallen, 
indem  auf  jeder  Geraden  PM  auch 
n  Punkte  A  zu  liegen  kommen.  Da 
weiter  n  (m  —  1)  Tangenten  der  Basis 
parallel  mit  G  sind,  so  fallen  auch 
t»(»  — 1)  Gerade  MN  auf  G  selbst. 
Daraus  finden  wir: 

Der  Ort  der  Geraden  M2f  ist  eine  Curve  «""  Classe 
Xnim-i)  mit  G  als  w(w  — l)facher  Tangente. 

Für  einen  Strahl  PA  parallel  G  fallen  weiter  n  Gerade  JtfJTauf  G^,  oder: 

Die  Curve  M^i fn—i)  hat  die  Gerade  Gm  zur  nfacben  Tangente. 

Ausser  diesen  vielfachen  Tangenten  hat  die  Ortscurve  noch  eine  gewisse 
Anzahl  Doppeltangenten ,  die  wir  mit  x  bezeichnen  wollen.  Die  gemein- 
samen Punkte  der  Ortscurve  mit  G  setzen  sich  femer  zusammen  aus  «(«— 1) 
Berührungen,  und  aus  n(»»  — 1)  Schnitten,  die  durch  die  n(n  — 1)  Tan- 
genten von  P  an  die  Basis  bestimmt  sind,  oder: 

Der  Grad  der  Ortscurve  2If^(„_j)   ist  gleich  3«(n  — 1). 

Ans  den  oben  genannten  Eigenschaften  erhalten  wir  die  PlUcker'scfae 
Gleichung: 


1 


M 


G 
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n»(n«-l)-n(M-l)(n»-n-l)-»»(n-l)-23!  = 
oder:  .  =  i  n(«-l)  (2„  -  3). 


:3«(n-l), 


1 


Flg.  2. 


C"> 


Die  Ortscurvei!fI|(,_t)  besitzt  ausserdem  noch  ^  t»(n-l)  (2n-3) 
Doppeltangenten. 

Jeder  dieser  Doppeltangenten  entspricht  aber  einer  Sehne  @  durch 
den  Pol  P,  anf  welcher  zwei  Pankte  Ä  so  gelegen  sind,  dass  die  Tan- 
genten in  diesen  Punkten  an  die  Basis  parallel  werden,  d.  b.  wir  erhalten: 

Der  Ort  der  Sehnen  ©  ist  eine  Curve  der  jj-m(w-I)  (2n-3)'"' 
Classe  ©i"(«-i)P— 3).    (589.) 

Hiermit  haben  wir  die  Yermnthung  J.  Steiner's  als  richtig  erfunden, 
b)  Die  Ortscurve  @i"(" -'•)  P"-"  gestattet   uns   noch   eine   andere  Ab- 
leitung.    Wir  gehen  zu  diesem  Zwecke  von  einem  Büschel  Curven  aus  und 
fragen  noch  dem  Ort,  welchen  die  Sehnen  einzelner  Curven  mit  einer  festen 

Basis  bestimmen.  Es  sei  zunächst  eine 
Basis  C"  (Fig.  2)  und  ein  Büschel  B{CJ<) 
durch  p^  Grundpuukle  gegeben  und 
ein  fester  Pol  P  beliebig  angenommen. 
Ist  nun  R  ein  Punkt  von  C",  so  geht 
durch  denselben  eine  Curve  C^  and 
die  Gerade  PR  bestimmt  jetzt  auf 
dieser  Curve  O  noch  (p  —  l)  Punkte  x, 
welche  die  Übrigen  Schnittpunkte  von 
PR  mit  C  sind.  Auf  der  Geraden  PR 
liegt  jedoch  nicht  nur  ein  Punkt  ü,  sondern 
es  liegen  h  Punkte  R,  und  also  auch  n{p  —  l)  Punkte  x.  Die  durch  P 
selbst  gehende  Curve  C  hat  mit  der  Basis  C"  weiter  np  Pankte  Aq  gemein, 

und  für  jeden  solchen  Punkt  Rq  fällt  ein 

Punkt  X  in  P.     Daraus   schliessen  wir: 

Der  Ort  der  Punkte  x  ist  eine 

Curve    [n(p-l)  +  np]  =  nC2p-iy'' 


i 


n 


CP\ 


p 


«g.  3. 


c 


t=R) 


V 


Grades,  a;"i ''       mit  P  als  wjjfachem 


Punkte. 

Die  Curve  x„p~      bat  mit  der  Basis 
aber  folgende  Punkte  gemein: 

«)m(2i>-1)  Punkte  x,(=Ä)  [Fig.  3], 
für  welche  PR  die  zugehörige  Cnrve  C  in  Ä  berührt  und  die  also  auf  der  Pan- 
polare P'P"' des  Pols  Pin  Bezug  auf  die  Curven  des  Büschels  gelegen  sind*,  und; 


*  Ziehen  wir  an  alle  Curven  eines  BüscheU  BiCf)  von  einem  Pol  P  Tan- 
genten, Bo  liegen  deren  BerührimgapaDkte  auf  einer  Curve  Cp-^,  die  durch  P  und 
die  Orundpunkte  des  Bflschels  gebt  und  die  Steiner  als  Panpolare  bezeichnet  bat. 
Deren  Ableitung  ist  Eowofal  auf  analytischem  wie  synthetiaihem  Wege  eine  eintuche. 


ß)  Eine  bestimmte  Anzahl  Pnnktepaare  x,  und  x,,  die   auf  demselben 
Strahl   darch  P  gelegen   sind   (Fig.  4).     Solcher  Paare   von   Punkten   kann 

es    nur   noch  K-(«*(2p —  l)  —  M(2p —  1)1  =^w(w —  l)(2j)  —  1)  geben. 

Durch   jeden    Pol  P  gehen    also   auch 

•^n{n—l){2p  —  l)    Sehnen  x^x^,    welche 

zwei  Schnittpunkte  der  Basis  mit  einer  der 
Curven  des  Büschels  B^O')  verbinden,  oder: 

Jede  CurveO  eines  BU8chels£(C) 
durch  p*  Grnndpunkte  bestimmt  auf 
einer  festen  Basis  C"m;j  Punkte,  deren 

\'n**P  ("P  ~^)  Verbindungslinien  eine 
Curve  der  "  (n  -  1)  (2j3  - 1)""   Classe 


2 


umhüllen. 


Tritt  an  Stelle  des  BUschela  B{Cp)  das 
f Büschel   erster  Polaren   B{C'~^)  in   Bezug 
anf  die  Basis   und  für  Pole  auf  der  Geraden  G<t 
die  Curve  ©J-C—J)  (2— 3J. 


«3 


iP 


SO   erhalten    wir   sofort 


Xn.  Ueber  eine  mit  der  Curve  gj"«"-« '««-S)  verwandtö  Carve. 

Durch  Projection  erhalten  wir  ans  Obigem: 

Ziehen  wir  von  jedem  Punkt  P  einer  Geraden  G  (anstatt 
6(0 )  Tangenten  an  eine  Basis  C"  und  verbinden  die  Berührungs- 
punkte aller  von  einem  Punkt  ausgehenden  Tangenten  durch 
Sehnen    ©,     so     ist    der  Ort    dieser    Sehnen    eine    Curve    der 

i^M(n-l)(2M-3)»»'  Classe  ©i''^'—»^»"-!'^    (599,489-490.) 

Daraus  erhalten  wir  durch  Umkehrung: 

Ziehen  wir  durch  irgend  einen  Punkt  (/ eine  Transversale 
nnd  in  deren  Schnitten  mit  einer  Basis  C  Tangenten  an  leta- 

n 
tere,  so  schneiden  sich  diese  Tangenten  paarweise  in  n~n—  1) 

Punkten   P.     Dreht  sich   nun  die  Transversale  um  den  Pol  P, 

80  liegen  von  allen  entstandenen  Punkten  /'je  ^n(n-l)  (2n-3) 

auf  einer   Geraden  (?,    oder  der   Ort   des   Punktes   P  ist  eine 

Curve  ^n(n-l)(2n-3)»«»  Grades,  Oi-(--i)  ('— 3),   (599, 489-490.) i 
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Flg.  6. 


XTTT.  üeber  den  Ort  der  Tangenten •  Mitten  T^. 

a)  Ist  A  Berührungspunkt  einer  Tangente  einer  Basis  C  (Fig.  5),  B  ein 
Scbnittpunkt  derselben  mit  6'"  und  T^  der  Halbiruugspunkt  der  Strecke  AB, 

80  können  wir  nach  dem  Ort  der  Punkte 
*^'  *•  7*0  fragen.    Zur  Erledigung  dieser  Frage 

dient  folgende  Betrachtung: 

Irgend  eine  Corve  C*  und  eine  Ge- 
rade G^  seien  gegeben  (Fig.  6);  in  irgend 
einem  Punkte  Ä  der  Curve  ziehen  wir  die 
Tangente  AB  an  dieselbe.  Schneidet  A  B 
die  Gerade  G  ia  J)  nod  ist  D  die  Mitte 
von  A  B,  so  kSnnen  wir  zunächst  den  Ort  des  Punktes  h  bestimmen.  Der 
letztere  hat  nämlich  mit  der  Geraden  G  deren  Schnitte  mit  C'  gemein  nnd 

zudem  noch  den  unendlich  fernen  Punkt 
■von  G  zum  n  (n  —  1 )  fachen  Punkt,  indem 
n{n  —  1 )  Asymptoten  des  Orts  parallel 
mit  G  werden  und  gleicbweit,  aber  anf 
entgegengesetzter  Seite  von  G,  abstehen, 
wie  die  w(w  — 1)  parallelen  Tangenten 
der  Basis  C.  Der  Ort  bat  also  mit  G  im 
Ganzen  n +  ♦•(«— 1  )  =  »*  Punkte  ß  ge- 
mein ;  ist  also  eine  Curve  vom  n*  ""'  Grade, 
£"'.  Ausser  dem  schon  genannten  w(m—1)- 
fachen  Punkte  anf  G  hat  die  Ortscurve  mit  der  Geraden  Cr«  noch  die 
n  Schnitte  derselben  mit  der  Basis  gemein,  so  dass  also  G  mit  G^  in  Be- 
zug auf  die  Ortscurve  projectivisch  die  gleichen  Eigenschaften  besitzen. 
Die  Ortscurve  schneidet  nun  die  Basis  in  n"  Punkten,  Hiervon  fallen 
je  2n  auf  G  nnd  Gr»»,  indem  beide  Curven  in  diesen  Punkten  sich  nicht 
nur  schneiden,  sondern  noch  barühren,  und  es  bleiben  noch  deren  «(«*  — 4) 
weitere  Punkte  P^  übrig,  für  welche  der  Punkt  D  zum  Punkte  l'f,  auf  G 
wird,  d.  h.  wir  erhalten: 

Der  Ort  der  Mitten  T^  ist  eine  Curve  w(n*  — 4)'«''  Grades, 
2*0"*"'-*'.    (599.) 

b)  Die  Carve  Tj"^"*-*'  bat  mit  der  Basis  die  unendlich  fernen  Punkte 
gemein  nnd  zwar  dieselben  zu  (fi' —  4) fachen  Punkten.  Die  Asymptoten 
setzen  sich  zusammen  aus  den  n  Asymptoten  der  Basis,  und  zwar  ist  jede 
(m  — 2) fache  Asymptote  des  Orts,  entsprechend  den  (n  —  2)  endlichen 
Schnitten  derselben  mit  der  Basis  und  ans  n(n-\-l)(n—2)  Asymptoten, 
von  denen   wieder  je  («-t-l)(n  — 2)   parallel   mit  jeder  einzelnen  Asymp- 


i 


4 


tote  der  Basis  sind,  nnd  zwar  liegen  dieselben  in  der  Mitte  zwischen  diesen 
und  den  zu  ihnen  parallelen  Tangenten  der  Basis.* 

XIV.  Ueber  den  Ort  der  Punkte  T. 

a)  Schneidet  ferner  eine  Tangente  der  Basis  in  A  die  Curve  noch  in 
zwei  Punkten  JS  und  C  (Fig.  7),  und  ist  T  der  Halbirangspnnkt  von  BC, 
so    können    wir  ebenso   nach   dem 

Ort   der  Mitten  T  fragen.     Hierzu  ^jg.  t. 

dient  folgende  Betrachtung:  Die 
Carre  C**  hat  mit  der  Curre 
S"'"""  im  Allgemeinen  n'(n  — 1)* 
Tangenten  gemein,  oder  wir  können 
sagen : 

Der    Ort   der   Tangenten-Mitton    der    Basis,    dieselben  als 
Sehnen  S  angesehen,  ist  eine  Curve  m*(«  — l)'*"  Grades. 
Diese  Curve  zerfallt  jedoch  in: 

a)  die  n  Asymptoten  der  Basis; 

ß)  die  Basis  selbst; 

y)  den  Ort  der  Mitten  T^,  T^^^~*^,  und  zwar  zweifach  zählend, 

und 
3)  den  Ort  der  Mitten  T. 
Ist  letzterer  eine  Curve  T^ ,  so  finden  wir: 

z  +  «  +  «  +  2n{n»-4)  =  n»(n-l)«, 
oder:  x  =  nM,n-\-\){n-2){n-^), 

Der  Ort  der  Mitten  T  ist  eine  Curve  des  «(n-f  l)(n-2)(w-3)*«» 
Grades,  r»("+iH—J)  (—3).     (590.) 

ZV.  Heber  Tangenten,  deren  Bertilu-nngspankt  eine  Hitte  Q  ist. 

a)  Durch  jeden  Punkt  gehen  n  («— 1)  (n  — 2)  solche  Sehnen  iS,,  deren 
Mitte  Q  in  der  Basis  selbst  gelegen  ist. 

b)  Ist  ferner  P  ein  GrunJpunkt  eines  Btlschels  B{Cp),  so  hat  die 
innere  Panpolare**,  d.  i.  die  Carve  J'""*,   den  Grundpunkt  des   BUschels 


*  Aach  hieraus  ergiebt  aich  der  Ort  der  MitUa  T,,  Steiner  giebt  weiter 
an,  die  OrUcurve  berühre  die  Doppeltangenten  der  Basis  in  ihrer  Mitten.  Wir 
glauben  hinzufügen  zu  Bollen,  dues  die  Ortacurre  diese  Doppeltangenten  in  ihrer 
Mitten  mit  zwei  Zweigen,  also  sich  selbst  berührt,  und  nicht,  wie  Steiner  an- 
nahm, nur  mit  einem.  Die  weiteren  Reaultate  Steiner's  können  wir  füglich 
übergeben.  ,^ 

••  Durch  jeden  Punkt  P  gehen  ^(n-1)  Sehnen  einer  Curve  C",  die  in  P 
ihre  Mitte  haben,  die  Endpunkte  aller  dieser  Sehnen  liegen  anf  einer  Curve  des 
(n— 1)'*°  Grades,  der  inneren  Polare,  des  Pols  in  Bezug  auf  die  Curve  C*.  Bildet 
man  diese  Sehnen  in  Bezug  auf  alle  einzelnen  Curveu  eines  Büschels,  so  lieger 
alle  Endpunkte  der  Sehnen,  wie  wir  bei  anderer  Gelegenheit  zeigen  werden,  i 
einer  Curve  (2n  — l)'«^  Grades,  die  Steiner  die  „innere  Panpolare"  nennt. 
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WA    3»m\>  HUAm^»  Miut  übtt  d.  MitUn  d.  AbteboiUe,  welebe eineCarre  etc. 

(MHi  (ir«if««b«n  Fnokt«,  indem  unter  den  Cnrren  einee  BOschels  stets  drei 
»ftloh«  Nind,  di«  ir({«!nd  «inen  Ornndponkt  zum  Wendepankt  haben.  Diese 
'iiirvn  i/'"  '  büt  mit  irgend  einer  Oeraden  dnrcb  P  nur  noch  (2m  — 4) 
l'iuilit«  gemein.  K»  giebt  also  namentlich  auch  (n  — 2)  solche  Carren  des 
IKiwiliMlii ,  die  auf  der  durch  P  gebenden  Geraden  zwei  solche  Punkte  be- 
«Unimen,  das»  P  gerade  der  Mittelpunkt  ihrer  Entfernung  ist. 

nj  Ziehen  wir  also  durch  irgend  einen  Pol  P^  in  Bezug  auf  alle  Cunren 
die  tnnglloben  Hehuen //„  so  liegen  auf  jeder  dieser  Curren  n(n  —  l)(«i  — 2) 
Mitten  Vii  <"<>  von  den  Ornndpunkten  verschieden  sind,  während  der 
(truiidpunkl  P  In  Dezug  auf  die  Sehne  P^P  je  (»  — 2)mal  zur  Mitte  Qi  wird. 
In  llnzug  auf  die  durch  Pg  gehende  Gurre  des  Bascbels  finden  wir  weiter 

noch,  (lasN  der  Punkt  i'g  auch  ^  (»  +  l)(n  — 2)mal  zum  Punkte  Qi  wird. 

lllerauH  erhalten  wir  wieder: 

Mngt  die  Mitte  Q,  einer  Sehne  fi',  auf  einer  Curve  C"  eines  Bttschels 
/'(f^)i  wKhrend  sie  durch  einen  festen  Punkt  Pg  gehen  muss,  so  liegen 
auf  Irgend  einer  Curve  C"  dos  Uasohels 

«(«-l)(«-2)  +  n»(n-2)  =  «(2n-l)(n-2) 
Punkt«  Qi    und    der  Ort    des    Punktes   Qi    ist    eine    Curve    vom    Grade 
(H-tfUtfu-l),  y(»-t)(iii-»)^  welche  die  Grundpunkte  des  BOschels  zu 

(M~i))(W('hen  hinkten  und  P,  tum  4(h  +  1)  (n- 2)  fachen  Punkte   hat 

d)  l»t  wloder  ein  OurvenbOsobel  und  eine  Gerade  O  gegeben,  so  folgt, 

Wt>nH  wir  iu  d«r«elb«n  irgend  einen  Pol  Pg.  annehmen,    dass   unter  den 

(1  1     3 

^3»i-l)(ti-3)- ;j(i»+l)(ii— 2)  1=2(11-1)  (»-2) 

•\\Whe  »iud,  die  auf  (•  dr»t  Punkte  ^,  (>, ,  B  derart  bestimmen,  so  dass 
0(  il^rade  Mitt«  v«>u  AH  i«t.     Durchschneidet  feiner  eine  der  Curven  C* 

die  l)«««de  (>'  iu  <4n»m  Punkte  Jf.  so  ist  M  Mitte  von  ';^  (n  +  1)  (n  — 2} 
i^b«im  *<j  di««»r  Wrt*.  Durch  jeden  Punkt  ton  G  g«h«a  also-^(a+ri  in—2- 

S^«t««  v<j  dteew  l.\«n»a,  vthnihl  «och  ;j  ;»  —  i>  ^n  —  2^  derselben  mit  C 

«vt«MMtu<Nikt^iUW«s    Die«  ^nebi: 

la#s»  die  Mine  der  $«bae  ^,  einer  Curve  C"  auf  iie<er 
r«rve  ««d  tiaer  V««raden  ».\  Sv>  ist  der  Ort  dieser  Sehne  5,  eine 
C*\x«    der    V-«  ~l-  V« --"*"    CUss«.    .<•!',"':  ■,"":     x.i:    '^    als 

♦'  War  ä»«(tt  wtwr.  .sids.  vwoa  wir  ax  *ji  Ciirr-a  iss  Biätäüis 
i«  iAxy«  ^>tttinett  ati)  «•'  taa^ieatitt  u(&i(&.  iec  On  ijwer  Ztauwinat. 
e^ike  VV'H»  ^t*  —  I  '•«  V  5fcS!»  «4%-Ii  a«i«  «^  *^  .*•  —  -  5»ä«r  IvLpar» 
^    W*  OtTKMi  ^JJ^I^«  JTZS  M\t  >iJZ4  ä**»  iaäs«  tf  axä: 
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(2n -1)«  («  _  2)  -  3  (« - 1)»  (n  -  2)  =  (n  - 2)  (n*  +  n-  2) 
Tangenten  gemein.     Hierunter  sind  jedoch  6(n  — 1)  Tangenten  TFj,  mit  in- 
begriffen*,   für    welche    die   zugehörige   Curve  C"   in  G  einen  Wendepunkt 
besitzt,   und   die   also  Wendetangenten   einzelner  Curven   sind.     Durch  den 

unendlich  fernen  Punkt  von  G  gehen  ebenso  ^(w— 1)(»  — ^)  Sehnen  5,, 

die  mit  Gm  zusammenfallen,  während  die  übrigen  {n  —  2)  Sehnen  iS,  durch 
diesen  Punkt  mit  der  Asymptote  einer  Curve  C"  in  diesem  Punkte 
zasammenfallen.     Es  bleiben  also  nur  noch 

(«  -  2)  (n«  +  «  -  2)  -  6  («  -  1 )  -  (n  -  2)  =  (f.  - 1 )  («  -  3)  (M  +  4) 
andere  gemeinsame  Tangenten  beider  Curven  übrig,  und  auf  jeder  Geraden  G 
liegen  demnach  auch  (n  — 1)  («  —  3)  («+ 4)  solche  Punkte  £), ,  dass  die 
Tangente  in  diesem  Punkte  an  die  durch  ihn  gebende  Curve  des  Büschels 
auf  letzterer  noch  zwei  solche  Punkte  bestimmt,  A  und  B,  dass  Q^  gerade 
Mitte  der  Strecke  ^B  wird,  oder: 

Werden  auf  einer  Tangente  einer  Curve  eines  Büschels 
BIC")  durch  die  Curve  ausser  dem  Berührungspunkte  Q^  noch 
zwei  solche  Punkte  A  und  B  bestimmt,  die  von  f),  gleicbweit 
abstehen,  so  ist  der  Ort  des  Berührungspunktes  £>j  eine  Curve 
(n-l)(n-3](w  +  4)">"  Grades, 

0  ("->)  («-')  ("  +  <) 

f)  Ist  wieder  P  ein  Grundpunkt  des  Büschels  B{C"),  so  haben  von 
allen  Curven  desselben  drei  iu  diesem  Punkte  einen  Wendepunkt.  Ziehen 
wir  ferner  in  P  an  jede  Curve  des  Büschels  eine  Tangente,  so  hat  dieselbe 
mit  der  Curve  noch  weitere  (« —  2)  Punkte  2)  gemein.  Da  D  zudem 
dreimal  mit  P  zusammennilU,  so  enthält  jede  durch  P  gehende  Gerade 
n  — 2  +  3  =  (n  +  l)  Punkte  D,  oder: 

Ziehen  wir  in  einem  der  Grundpunkte  P  des  Büschels  J?(C*') 
Tangenten  an  jede  einzelne  Curve,  so  ist  der  Ort  der  übrigen 
Schnittpunkte  D  dieser  Tangente  und  der  zugehörigen  Curve 
C  eine  Curve  (n +1)*«"  Grades  D^f'+O  mit  P  als  dreifachem 
Punkte. 

Drehen  wir  die  Curve  D^^'+V  um  P  um  einen  Winkel  von  ISQf' ,  so 
hat  die  gedrehte  Curve  mit  der  ursprünglichen  (n  -|-  ^ )'  Punkte  gemein. 
Hiervon   fallen  (n  +  1)    auf  G^    und   zwölf  in  den  Punkt  P.     Die  übrigen 

(n*  +  «  —  1 2)  ordnen  sich  zu  \i^  •\-  n  ~  ^)  Paaren  an ,  die  auf  je  einem 
durch  P  gehenden  Strahle  liegen.     Daraus  erhalten  wir  aber: 

Die  Curve  i)j(''-i)  ('-')  ("  +  <)  hat  die  Grundpunkte  des  BU- 
Bohels  zu  (^ +^  —  ßjfaohen  Punkten.  ^ 


*  Der  Ort  der  Wendepunkte  der  Kurven  eines  Büachela  ist  vom  Grade  6(n— i 


g)  Aasser  den  Grundpunkten  hat  die  Curre 

mit  irgend  einer  Carve  des  Büschels  noch: 

„(„_l)(„_3)(„  +  4)-n»(^'  +  J-6)  =  ^-(«-2)(n-3)(«  +  4) 

Pankte  Q^  gemein.     Dies  giebt  ans: 

Jede  Carve  hat  -y  »(m  —  2)  (n  —  3)  (n  +  4)  solche  Tangenten, 

in    welchen    irgend    zwei    Schnitte    c    und   d   vom   BerUbrunga- 
p unkte  «0  (~  ^o)  gleich  weit  entfernt  sind.*    (591.) 


XVL  üeber  eine  zweite  Gruppe  besonderer  Tangenten  der  Basis  C. 

Ausser  den  bereits  früher  erwähnten  Punkten  hat  die  Ortscurve 
y»{n+inn-2)(»_3)  „jj^  der  Basis  noch  weitere  w(«— 2)(n-3)(««-n-4) 
Punkte  gemein.  Dieselben  enthalten  die  obigen  Punkte  flg,  und  zwar  sind  in 
jedem  solchen  Punkte  zwei  Punkte  T  vereinigt,  die  Ortscurve  berührt  also 
die  Basis  in  diesen  Punkten.  Ziehen  wir  diese  zweifach  zählenden  Punkte 
von  obiger  Zahl  ab,  so  bleiben  noch  deren 

*i(»-2)(n-3)(«»-2«-8)  =  «(n-2)(n-3)(»-4)(n  +  2) 

weitere  übrig,  woraus  wir  wieder  schliessen: 

In  jeder  Basis  giebt  es  f|{«  — 2)(m— 3)(»  — 4)(n  +  2)  solche 
Tange nten,  in  welchen  von  den  übrigen  Schnitten  ein  Schnitt  b 
in  der  Mitte  zwischen  zwei  Schnitten  c  and  d  liegt.**    (Ö91.) 


*  Auf  da«   gleiche  Resultat  kommt  Biachoff  in  Bd.  56  des  Journals   fOr 
Mathematik   auf  analytischem  Wege.     Er  stellt  dort   die  Gleicbucg  der  Curve 

-  (n  —  2)  (n  -  3)  (n  +  4)><">  Grades  aus,  die  durch  die  Punkte  a^  geht    Dieselbe  ist 


in  der  von  Bischoff  gegebenen  Form 


«11 

«1! 

«IJ 

«tl 

«M 

Mm 

«»1 

«]> 

Um 

=  0. 


Das  von  Steiner  vermutbete  Resultat  war  schon  aus  dem  Grunde  fraglich, 
als  dasselbe  für  n  =  2  den  Werth  +  4  giebt ,  der  keinen  Sinn  bat.  Dass  die 
Funkte  Oo  selbst  auf  Carveo  niederen  Grades  liegen,  folgt  aus  den  gemeinsamen 
Punkten  von  (^(n-i)  ("— 3)  ("+0  mit  C,  wenn  man  die  n'  ürundpunkte  als  auf 

(5-  +  -  _  6  J  mal  auf  einer  anderen  Curve   C'  liegend   ansiebt.      Dieses    Beispiel 

seigt  so  recht  die  Schwierigkeit  in  der  Behandlung  der  hierher  gehörigen  Fragen. 

**  Selbstverständlich  ist  auch  das  von  Steiner  fSr  diesen  Fall  vormuthete 
Resultat  ein  unrichtiges. 
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XTII.  üeber  die  Transversale  S". 

b)  Die  gemeinsamen  Punkte  der  Ortscurve  S"^""''  und  Ä"  (575) 
besteben  aus 

n 

a)  dem    ^(»  — l)*fach  zahlenden  Punkte  P, 

ß)  aus  n(n  — 1)  Punkten  auf  C«,  and 
y)  aas  ^{n—l)*  weiteren  Punkten. 

Hieraus  können  wir  jedoch  sofort  wieder  scbliesaen: 
Bei    einer    beliebigen    Curve    O"    ist    der    Ort    derjenigen 
Transversale  Sa,    in   welcher   der   Schwerpunkt*   in   der   Mitte 

zwischen  »wei  Schnitten  a  gelegen  ist,  eine  Curve  q- w  (n-I)*'" 
Classe,  ()«i"<"-0'.    (591.) 

b)  Ebenso  haben  die  zu  der  Geraden  C  gehörigen  S"'"— '>  und  S,"  (578) 
im  Allgemeinen  ti'^n  —  l)  Tangenten  gemein;  diese  setzen  sich  zusammen  aus: 

a)  der  Geraden  G  für  „-  («  — 1)  zahlend, 

ß]  den  n Asymptoten  der  Basis,  und  ' 

n 
y)  'S- (♦'  +  1)(»  —  2)  weiteren  Tangenten, 

woraus  wir  wieder' schliessen: 

Der    Ort    der    Schwerpunkte   Oa    der   Transversale   Sa    ist 

eine  Cnrve  des  ^  (m  +  1)  (n-2)«~  Grades  ß.;(»+i)  C»-J).    (591.) 

XVm.  Ueber  die  Schnittpunkte  der  Basis   and  der  Curve  p.jtn+'X«-'). 
Ist  fUr  den  Fall  »=ö. 

a)  Ist  die  Basis  C^  gegeben,  so  wird  die  zu  ihr  gehörige  Ortficnrve 
öa;("+')  <"~')  zu  einer  Cnrve  des  45.  Grades,  welche  mit  der  Basis 
225  Punkte  gemein  hat.  Diese  225  Punkte  sind  aber. von  zweierlei  Art, 
es  können  nSmlich : 

a)  Punkte  sein,  welche  Mitten  a  von  Doppelsehnen  Sj  sind ,  und  zwar 

zahlt  jeder  dieser  Punkte  zweifach,  und 
ß)  Punkte,   in    welchen    die   Tangente   die  Eigenschaft    hat,    dass  ihr 

Berührungspunkt  zugleich  Schwerpunkt  der  Tangente  selbst  ist. 

b)  Um  die  erstere  Anzahl  zu  bestimmen,  können  wir  von  dem  Ort 
der  Mitten  der  Doppelsehnen  selbst  ausgehen.  Der  Ort  dieser  Mitte  wird 
für  die  Basis  C"  eine  Curve  O^*^,  welche  mit  der  Basis  ebenfalls  225  Punkte 
gemein  hat.     Diese  Punkte  setzen  sieb  aber  zusammen  aus: 

a)  15  Punkten   auf  6«,   indem  auf  jeder  Asymptote  der  Basis  drei 
derselben  vereinigt  sind;  , 

*  Ueber  die  Bezeichnung  Schwerpunkt  einer  Geraden  vergl.  Steinet'!  | 
Werke  Bd.  2,  S.  57*.  j 


360    Jacob  Steiner's  SStze  Ober  d.  Mitteii  d.  Abschnitte,  welche  eineCnrre  ete. 


/J)  an«  ö  (♦»  — 2)(«  — 3)(fi  +  4)=135  Punkten  a,,    in   welchen   a, 

auf  der  Tangente  der  Basis  in  o,  zwei  Punkte  h  nnd  e  so  bestimmt 
werden,  dass  o,  die  Mitte  von  he  ist  (XV.),  und  ans: 
y)  75  weiteren  Schnitten,   die  Mitten  Ton  Doppelsehnen  sind.     Dies 

giebt  uns: 
Es  giebt  in  einer  Cnrre  fünften  Grades  (?  im  Allgemeinen 
75  eigentliche  Doppelsehnen,  welche  ihre  Mitte  in  der  Basis 
selbst  haben.    (592.) 

c)  um  die  Anzahl  Tangenten  zu  erhalten,  deren  Bertihmngspunkt 
Schwerpunkt  ist,  haben  wir  nur  in  dem  Besnltat  (m  —  2) »'  fttr  n  den 
Werth  5  einzusetzen  nnd  erhalten  für  die  Anzahl  dieser  Tangenten  eben- 
falls den  Werth  75. 

Hiermit  sind  in  der  That  auch  alle  225  Schnitte  beider  Gurren  be- 
stimmt, nnd  das  in  XV.  von  uns  gegebene  Resultat  fBr  den  Fall  »  =  5 
wenigstens  als  richtig  bestätigt  anzusehen. 

Allgemeine  Bemerkung. 

Alle  obigen  Sfttze  gehen  durch  Projection  in  scheinbar  allgemeinere 
tlber ,  indem  an  die  Stelle  des  Schwerpunktes  und  der  Mitte  Q  gewisse  har- 
monische Funkte  treten.  Ausserdem  kSnnen  auch  andere  Gruppen  von 
Punkten  auf  der  Transversale  betrachtet  werden.  Hierher  gehören  namentlich 
die  Gruppen  von  vier  harmonischen  Paukten.  Da  diese  Fragen,  streng 
genommen,  nur  Folgerungen  aus  den  obigen  Sätzen  sind,  so  mögen  sie  im 
Anscbluss  an  dieselben  hier  behandelt  werden. 


ZDC.  TFeber  die  Geraden,  welche  mit  der  Basii  vier  harmonische  Funkte 

gemein  haben. 

a)  Es  kann  zunächst  verlangt  werden ,  dass  durch  den  Punkt  P  irgend 
eine  Transversale  so  gezogen  werde,  dass  von  den  n Schnitten  mit  der 
Basis  drei  derselben  mit  P  vier  harmonische  Punkte  bilden.  Um  diese 
Frage  zu  lösen,  können  wir  den  Punkt  P  zunächst  auf  der  Geraden  G^, 
annehmen,  dann  heisst  die  obige  Frage:  Wie  viele  einfache  Sehnen ,  deren 
Mitte  S^  auf  der  Basis  gelegen  ist,  gehen  durch  P,  sind  also  parallel. 
Aus   dem    Ort   iSj"("— 'X"— ')    dieser    Sehnen    folgt  jedoch,    dass    sie    zu 

■jy « (n  —  1)  (n  —  2)  parallel  sind,   oder  mit  anderen  Worten:   durch  jeden 

^  1 

Punkt  auf  G»  gehen  -^  n  (n  —  1)  (n  —  2)  dieser   Sehnen.     Hieraus  erhalten 

wir  durch  Projection  sofort: 

Soll  auf  irgend  einer  durch  P  gehenden  Geraden  S  der 
Punkt  P  mit  drei  Schnitten  der  Geraden  und  der  Basis  vier 


harmonische  Panktebilden,Bogiebtea-nn(n— l)(n— 2)  solcher 
Geraden  5. 

b)  Auf  irgend  einer  Transversale  giebt  es  ferner  noch  -^  n  (n—  l)(n— 2) 

solcher  Pankte  N,   die  mit  irgend   drei   der  Schnitte  der  Transversale  mit 
der  Basis  vier  harmonische  Punkte  bilden,     Eieraas  folgt:  | 

Dreht  sich  eine  Transversale  S  um  einen  Punkt  P  und 
bestimmt  man  zu  ju  drei  der  Schnitte  a,  b,  c,  d...  derselben 
mit  der  Basis  die  drei  vierten  harmonischen  Pankte,  ^,  so  ist 
der    Ort    dieser    Punkte    eine    Carve    « (n  — 1)  (n  —  2)*'°    Grades, 

Nli\7-ij\7-2)  mitPals  ^n(«-l){«-2)fachem  Punkte. 

o)  Die  Ortscurve  A'in'i^i)  (,^'.)  geht  auch  dnrch  die  «(w— 1)  Be- 
rfihrangspunkte  der  Tangente  von  P  an  die  Basis,  und  bat  diese  zudem 
zu  3  {«  —  2)  fachen  Punkteu.  Die  übrigen  « (n  —  1)  (n  —  2)  (n  —  3)  Schuitte 
der  Ortscurve  und  der  Basis  liegen  zu  je  vier ,  die  eine  harmonische  Gruppe 
bilden,   auf  einer  Geraden    durch  P.     Daraus  folgt  wieder,  dass  durch  P 

-^  n  {n  —  l)  {n  —  2)  {,n  —  3)  solche  Transversalen  hiadurchgehen,  die  die  Eigen- 
schaft haben,  dass  auf  ihnen  vier  harmonische  Curvenpunkte  liegen,  oder: 
Der  Ort  derjenigen  Transversale £,,  welche  eine  gegebene 
Curve  n»""  Grades,  C",  in  vier  harmonischen  Punkten  schneidet, 
ist  eine  Curve -j  n  (n  - 1)  (n  — 2)  (n- 3)*"  Classe  Si>>(n-i)(n-2)('.-3)_ 
(593.) 

d)  Schneidet  eine  Wendetangente  die  Basis  in  einem  weiteren  Pankte  q, 
so  gehört  die  Wendetangente  der  Ortscurve  für  diesen  Punkt  '/  an  und 
überdies  ist  der  Wendepunkt  derselben  zugleich  Berührungspunkt,  und 
zwar  tritt  für  jeden  weiteren  Punkt,  der  die  Wendetangente  mit  der  Basis 
gemein  bat,  eine  solche  Berührung  ein,  oder: 

Die  obige  Ortscurve  berührt  die  Basis  in  ihren  Wende- 
punkten, und  zwar  in  jedem  mit  (n  —  3)  Zweigen.    (593.) 

e)  S  und  S,  mögen  irgend  zwei  solche  Transversalen  sein,  auf  denen 

vier  harmonische  Punkte  a,  b,  c,  d   und  a,,  &,,  c^,  d^  liegen.     Aus  dem 

Umstände,  dass 

aO],  hby,  cCi,  ddi  und  S  und  Si 

einen  Kegelschnitt  K^  berühren,  folgt  eine  einfache  Construction  des  Be- 
rührungspunktes jeder  Geraden  S  mit  der  Ortscurve,  wenn  wir  S  mit  Sj 
zusammenfallen  lassen.  Ist  insbesondere  die  Gerade  S  derart  gelegen,  dass 
sie  die  Basis  berührt,  nnd  deren  Berührungspunkt  mit  drei  weiteren 
Schnitten  vier  harmonische  Punkte  bildet,  so  berührt  auch  die  Ortscurve 
die  Basis  in  dem  Berührungspunkte  der  Geraden  8.  Da  es  für  w  >  4  im 
Allgemeinen  stets  solche  Tangenten  giebt,  so  berührt  für  diesen  Fall  die  Orl 
curve  die  gegebene  Curve  noch  in  einer  bestimmten  Anzahl  von  Punkten,  (59j 
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XX..  TTeber  TranBrersalen ,   welche  mit  der  Basis  C  vier  barmonisoba 

Funkte  gemein  haben. 

Ist  die  Basis  vom  vierten  Grade,  so  ist  die  Ortscurve  Sl'^""'"""'"""'*! 
von  der  sechsten  Classe,  also  eine  S*,  welche  die  Basis  in  ihren  24  Wende- 
punkten berührt.     Du  weiter  die  Basis  von  der  zwölTlen  Classe  ist,  so  hat 
sie  mit  der  Ortscurve  72  Tangenten  gemein;   diese   sind    aber   die  Wende- 
tangenten der  Basis,  jede  dreifach  zählend. 

Weiter  besitzt  die  Ortscurve  keine  Doppeltangente  und  keine  Wende- 
tangente,  ist  also  vom  .30,  Grade  und  bat  mit  der  Basis  ausser  deren 
24  Berührungspunkten  also  noch  72  andere  Punkte  o^  (=  a)  gemein, 
und  die  zugehörige  Gerade  schneidet  die  Basis  noch  in  drei  Punkten 
b,  c,  d,  die  mit  Og  harmonisch  sind,  und  deren  zugehörige  Tangeuten 
B,  C,  D  schneiden  sich  in  einem  Punkte.  Durch  die  72  Punkte  a^  gehen 
Curven  18.  Grades.    (593.) 

Dass  sich  die  Tangenten  in  diesem  Falle  in  einem  Punkte  schneiden, 
folgt  aus  der  obigen  angedeuteten  Conslruction  des  Berührungspunktes. 
Die  Curve  18.  Grades  bildet  mit  der  durch  die  Wendecurve  gehenden 
Curve  sechsten  Grades,  dieselbe  doppelt  gezählt,  eine  Curve  3ü.  Grades  u.  s.  w. 

XXI.  lieber  Transversalen,  welche  in  einer  Basis  C^  vier  harmonische 

Funkte  bestimmen. 

Ist  die  Basis  vom  fünften  Grade,  so  wird  sie  in  jedem  ihrer  Wende- 
punkte von  der  Ortscurve  5i"l"— ')('<  —  ■•')(''  —  ')  =  53»  mit  zwei  Zweigen 
berührt.  Da  die  Curve  ferner  von  der  30.  Classe  ist,  so  zerfallen  ihre 
600  gemeinsamen  Tangenten  derselben  mit  der  Basis  in  die  45  je  sechsfach 
z&blenden  Wendetangenten  der  Basis,  und  in  165  je  zweifach  zählende  Tan- 
genten, oder: 

Bei  der  Basis  C  ist  die  Ortscurve  eineS";  sie  berührtdie 
Basis  in  deren  45  Wendepunkten  mit  je  zwei  Zweigen  und 
ausserdem  noch  in  165  Punkten  a  einfach.    (593.) 

Daher  gilt  weiter: 

In  einer  Curve  C*  giebt  es  im  Allgemeinen  165  solche  Tan- 
genten, bei  welchen  der  Berührungspunkt  a  mit  den  drei 
anderen  Schnitten  vier  harmonische  Punkte  bildet.   (593.)  ü.b.w. 

XXn.  üeber  harmonische  Funkte  anf  den  Tangenten  einer  Basis  C. 

In  irgend  einer  Curve  vierten  Grades  giebt  es  32  solche  Tangenten,  in 
welchen  der  Berührungspunkt  die  Mitte  zwischen  den  beiden  anderen  Schnitten 
mit  der  Basis  ist.  Bestimmen  wir  zu  den  Berührungspunkten  «jeder  Tan- 
gente den  vierten,  zu  ihren  weiteren  Schnitten  harmonischen  Punkt,  a,  so 
dass  also   abac  vier  harmonische  Punkte   sind,   so   folgt   durch  Projection 
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aus  dem  Obigen  sofort,  dass  auf  jeder  Geraden  32  Punkte  a  gelegen  sind. 
Wir  erhalten  also*: 

Der  Ort  der  Punkte  a  ist  eine  Curre  des  32.  Grades, 
welche  die  Basis  in  deren  Wendepunkten  dreipunktig  berfihrt, 
und  überdies  durch  die  56  Berührungspunkte  ihrer  Doppel- 
tangenten geht.    (541,  594.) 

In  einer  Basis  C*  giebt  es  weiter  64  solche  Tangenten,  in  denen 
irgend  einer  der  beiden  Schnitte,  etwa  h,  in  der  Mitte  zwischen  dem  Be- 
rührungspunkte a  und  dem  anderen  Schnitt  c  liegt.**  Durch  Projection 
folgt  daraus: 

Bestimmt  man  auf  einer  Tangente  einer  C7*,  welche  die 
Basis  in  a  berührt  und  in  h  und  c  schneidet,  zwei  Punkte 
ß  und  y  derart,  dass  aheß  und  aeby  zwei  harmonische  Pnnkt- 
reihen  sind,  so  ist  der  Ort  der  Punkte  ß  und  y  eine  Curve.des 
64.  Grades,  welche  die  Basis  in  jedem  ihrer  Wendepunkte 
mit  zwei  Zweigen  dreipunktig  und  injedem  ihrer  56  Berührnngs- 
punkte  der  Doppeltangenten  zweipunktig  berührt.    (594) 

Die  24  Punkte  der  Basis,  die  Wendepunkte  sind,  liegen  auf  Gurren 
sechsten  Grades,  wodurch  wieder  folgt,  dass  die  56  Berührungspunkte  der 
Doppeltangenten  der  Basis  nothwendig  auf  Curven  14.  Grades  gelegen 
sind,  indem  erstere  sechsfach  gezählt  und  letztere  zweifach  gezählt  gerade 
eine  Cnrve  64.  Grades  geben. 

Weiter  erhalten  wir  sofort: 

Die  Curve  G*  hat  64  solche  Tangenten,  in  welchen  ein 
Schnitt,  etwa  i,  in  der  Mitte  zwischen  dem  Berührungspunkte  a 
und  dem  anderen  Schnitte  c  gelegen  ist,  und  dass  diese  64  Tan- 
genten den  Asymptoten  der  Ortscurve  parallel  sind.    (594.) 

XXm.  lieber  harmonische  Funkte  auf  einer  Basis  C''. 

In  gleicher  Weise  erhalten  wir  ans  XX.  und  anderem,  wenn  wir  für 
die  Curve  C^  in  jeder  Tangente  für  deren  Berührungspunkte  a  und  deren 
Schnittpunkte  b,  c,  d  die  Punkte  ß,  y,  d  so  bestimmen,  dass: 

abßc,     acyd,     abdd 
je  vier  harmonische  Punkte  sind,  den  Satz: 

Der  gemeinsame  Ort  der  drei  Punkte  ß,  y,  8  ist  eine 
Curve  x'*"  Grades,  welche  die  Basis  in  ihren  45  Wendepunkten 
mit  zwei  Zweigen  dreipunktig  und  dieselbe  in  165.3  =  495  bar- 


*  Der  hier  gegebene  Satz  wurde  bereits  früher  von  Heise  im  Journal  für 
Mathematik  Bd.  86,  8.  161,  gegeben,  und  hat  Hesse  aus  demielben  dort  eine 
Reibe  Folgerungen  gezogen. 

••  Diesen  Satz,   den  Steiner  S.  690  giebt,  haben  wir  oben  als  eine  eia,- 
fache  Folgerung  aus  den  Hauptsätzen  übergangen. 


monischen  Schnitten  (B,  c,  d)  der  vorgenannten  165  harmo- 
nischen Tangenten,  sowie  in  den  240  Berührungspunkten 
ihrer  Doppoltangenten  schneidet,  und  welche  auch  die  Doppel- 
tangenten  doppelt  berührt.  Jede  Tangente  der  Basis,  in 
welcher  zwei  der  drei  Schnitte  h,  c,  d  gleichweit  vom  Be- 
rührungspunkte aabstehen,  ist  einer  Asymptote  der  Ortscurve 
parallel.    (594.) 


XXIV.  Ueber  Transversalen ,  die  eine  Basis  in  Funkten  einer  Involntion 

schneiden. 

a)  Die  Doppelsehnen  einer  Curve  C  sind  ferner  zu  je  5^ « (n  -1 )  («  -  2)  (n  -  3) 
parallel.     Durch  Projection  geht  dies  über  in: 

Durch  jeden  Punkt  jP  gehen  tj- m  (n  —  1)  (n  —  2)  (n  — 3)  solche  Trans- 

o 

versalen  Sx,  welche  vier  solche  Punkte  a,  b,  c,  d  mit  einer  Ciirve  C" 
gemein  haben,  dass  diese  vier  Punkte  sich  zu  zwei  Paaren  von  Funkten, 
etwa  ab,  cd  einer  Involution,  anordnen  lassen,  die  P  zum  Doppelpunkte  hat. 
Da  auch  auf  jeder  Geraden  irgend  vier  Punkte  a,  b,  c,  d  sich  aaf 
dreierlei  Arten  zu  vier  einer  Involution  angehOrigen  Punkten  ordnen  lassen, 
so  erhält  man  aus  diesen  vier  Punkten  sechs  Doppelpunkte  dieser  drei 
Involutionen.     Auf  jeder   Geraden   liegen   n  Punkte  der  Basis  und  diese 

lassen  sich  zu  ^^  **  (**  ~ -l )  (**  ~  2)  (n  —  3) mal    vier    Punkten    ordnen,    und 

die  Anzahl   der  za  diesen  Punktgruppen  gehörigen  Doppelpunkte  ist  somit 

-j  n(n  — l)(n  — 2)  (n  — 3).     Da   durch   jeden    Punkt   der    Geraden   noch 

-5n(«  — l)(n  — 2)(n  — 3)  Gerade  S,  gehen,  so  folgt: 

Wird  eine  Transversale  S  um  einen  Punkt  Phernm  bewegt, 

so    beschreiben    die    zu   je    vier   auf   der   S   gelegenen  Curven- 

punkte   gehörigen   sechs   Doppelpunkte   der   Involutionen,  die 

3 
vier  Punkte  bestimmen,  eine  Curve  -^  n  (n —  ])  {n  —  2)  {n  —3)*" 

o 

n        J  ol''(''-')(»-»)(''-3)  ,     ,        j  n     1  1      /       1^/        Ol/        ox 

Grades  öj„(„_i)  („_j)  („_3),  welche  den  Pol  zum  tt-»(«-1)  (n-J)  (n-3)- 

fachen  Punkte  hat. 

3 

b)  Die  Ortscurve  hat  femer  mit  der  Basis  ^n'(n— l)  (n  — 2)  (n  — 3) 

Punkte  gemein.  Ziehen  wir  jedoch  von  P  an  die  Basis  eine  Tangente,  so 
kann  deren  Berührungspunkt  a  mit  irgend  zwei  Schnitten  b  und  c  derselben 
aaf   dreierlei  Arten    za   einer  Involution    geordoet    werden,    bei  welcher  a 


Doppelelement  ist. 


Da  diese  Punkte  zu  jj mal  sich  zu  Zweien 


irdnen,   ergiebt  sich  also,  dass  die  Ortscurve  die  Basis  in  jedem   dieser 


Punkte  mit  „-(n  — 2)(n  — 3)    Zweigen  je    dreipunktig    berührt,    oder   mit 

3 

ihr  ö-Cw—  2)  («  —  3)  Punkte  gemein  hat.     Da  es  n(n  —  1)  solche  Punkte  a 

3 

giebt,  so  haben  wir  von  den  gemeinsamen  obigen  Punkten  -^  n(n-l)  (n-2)  (n-3) 

3 

abzuziehen  und  es  bleiben  noch  deren  -rr-n  (n— 1)  (n  — 2)  (n  — 4)    übrig, 

o 

die  solche  Punkte  x  der  Basis  sind,  welche  Doppelpunkte  von  einer  durch 

vier  andere  Schnitte   der  Basis    mit  P^  gebildeten  Involution  sind.     Durch 

3 
P  gehen  also  -^n{n  —  i){n  —  2){n  —  S}[n~i)  solche  Transversalen,  welche 

o 

auf  der  Basis  fünf  Punkte  a,  b,  c,  d,  e  derart  bestimmen,  dass  eber  der- 
selben, etwa  a,  Doppelpunkt  der  durch  die  übrigen  gebildeten  Involution 
ist,  oder: 

Der  Ort  derjenigen  Transversale  S^,  bei  welcher  unter 
ihren  Schnitten  mit  der  Basis  fünf  solche  sind,  dass  durch 
dieselben  eine  Involution  bestimmt  wird,  deren  eine  Doppel- 
punkt   selbst    einer    dieser    Schnitte    ist,    ist    eine   Cnrve    von 

der  |-n(rt-l)(n-2)(n-3)(«-4)"'»  Classe,  S,i«(«-i)  (»-'X—')  ("-<). 

(595.) 


Hiermit  haben  wir  sSmmtliche  von  J.  Steiner  in  seiner  Abhandlung: 
„Ueber  solche  algebraische  Curven,  welche  einen  Mittelpunkt  haben,  und 
über  darauf  bezügliche  Eigenschaften  algebraischer  Curven ,  sowie  über 
geradlinige  Transversalen  der  letzteren",  so  weit  sie  den  §§  26-27  angehören, 
bewiesen.  (Vergl.  Steiner's  ges.  Werke  Bd.  2,  S.  583  —  596  oder  das 
Journal  ftlr  Mathematik  Bd.  47,  S.  7  —  108.)  Wenn  der  Altmeister 
Steiner  selbst  bemerken  zu  müssen  glaubt,  dass  vielleicht  einige  seiner 
Resultate  fehlerhaft  seien,  so  mag  es  wohl  auch  dem  Verfasser  gestattet 
sein,  bei  der  Schwierigkeit  der  Behandlung  aller  hierher  gehörigen  Fragen 
fUr  seine  Person  die  gleiche  Nachsicht  bei  etwaigen  Unrichtigkeiten  zu  be- 
anspruchen. Wohl  hat  er  Alles  vermieden.,  was  ihm  irgendwie  fraglich 
in  der  Schlussfolgerung  erschien,  aber  bei  dem  Weg,  den  er  einschlug,  um 
womöglich  nur  durch  geometrische  Betrachtnngep  auf  diese  Resultate  zu 
kommen,  mag  auch  ihm  das  eine  oder  andere  üebersehen  zu  Schulden 
gekommen  sein,  umsomehr,  als  die  hier  gegebene  Behandlung  dieser  Fragen 
auf  beinahe  vollständig  neuer  Grundlage  sich  aufbaut. 

Stuttgart,  im  Juni  1891. 


XXIII. 

Ueber  die  Tripel  entsprechender  Krümmungs- Mittel- 
punkte,   welche    bei    der  ebenen   Relativ -Bewegring 
dreier  starrer  Systeme  auftreten. 

Von 

Prof.    Dr.    RODENBEHG 
In  HannoTer. 


Hienn  Taf.  IX  Fig.  1— 4. 


Für  die  üntersncliung  der  in  der  Deberschrift  gekennzeichneten  Be- 
wegung hat  sich  der  Begriff  des  Tripels,  d.  h.  dreier  Punkte,  von  denen 
je  zwei  sich  als  KrOrnrnnags- Mittelpunkte  der  Relativbewegung  der 
beiden  zugehörigen  Systeme  entsprechen,  als  besonders  zweckniKssig 
erwiesen.  Obschon  ich  in  meinem  „Beitrag  zar  systematischen  Behand- 
Inngsweise  der  ebenen  Relalivbewegung  starrer  Systeme**,  sowie  anch 
früher  bereits  darauf  hingewiesen  habe,  dass  derartige  Tripel  stets  in 
gewisser  Anzahl  auftreten  mtlssen,  so  blieb  doch  die  Frage  nach  der 
Construction  und  der  genauen  Zahlenangabe  der  Tripel  unerledigt.  Nur ! 
das  Vorhandensein  eines  stets  reellen  Tripels  auf  der  Polgeraden  der 
drei  Systeme  ist  auf  S.  241  des  B.  festgestellt  worden,  und  zwar,  was 
wesentlich  ist,  ohne  Bezugnahme  auf  ein  weiteres  Tripel. 

Auf  Grundlage  dieser  Thatsache  soll  nun  im  Folgenden  die  angegebene 
Lücke  in  der  Theorie  der  Tripel  ausgefüllt  werden.  Die  Entwickelung 
wird  gleichzeitig  die  Mittel  zu  einer  befriedigenden  Erledigang  des  beson- 
deren Falles  der  Bewegung  dreier  Systeme  um  drei  feste  Punkte  einer 
starren  Geraden  an  die  Hand  geben,  dessen  kinematische  Behandlung  bisher 
noch  der  nöthigen  Strenge  entbehrte.  Hierbei  sei  daran  erinnert,  dass 
ein  Tripel  sich  während  der  beiden  consecutiven  Zeitelemente,  welche  ja 
bekanntlich  für  die  ganze  vorliegende  Frage  nur  in  Betracht  kommen,  wie 
ein  starres  Dreieck  verhült,  so  lange  seine  Punkte  nicht  in  gerader  Linie 
liegen,  wtthrend  bei  dem  geradlinigen  Tripel  auf  der  Polgeraden  im  All- 
gemeinen   diese  Starrheit   nur   für  eines  jener  beiden  Zeitelemente  besteht. j 


Si 


Jcurt  d 


itschr,  Jahrg.  1892  S.  2I9flgg. 
jbnet  werden. 


Diese  Arbeit  soll  in  Zukanft 


Das  letztere  Tripel  zeigt  also  einen  ganz  besonderen  Charakter;  SStze, 
welche  für  zwei  Tripel  ansserhalb  der  Polgeraden  gelten,  werden  hinföllig, 
wenn  eins  derselben  durch  das  geradlinige  Tripel  ersetzt  wird ,  sofern  nicht 
in  Folge  der  besonderen  Natur  der  Bewegung  auch  dieses  Tripel  noch 
wKhrend  des  anderen  Zeitelementes  starr  bleibt.  Zur  Erleichterung  der 
Ausdrucksweise  mag  in  Zukunft  ein  wShrend  zweier  Zeitelemente  starr 
bleibendes  Tripel  kurz  als  „starres  Tripel"  bezeichnet  werden. 

Den  ßcbluss  der  Note  bildet  die  wirkliche  Durchführung  der  ab- 
geleiteten Constructionen  t'llr  ein  Beispiel  der  Bewegung  mit  lauter 
reellen  Tripeln. 
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Unter    Beibehaltung    4er    im    B 

Figur  1    die  Bewegung   der    Systeme 

die    Pole    12,   23,  31    nebst    den    Rollcurventangenten    'ig'tj'ji    und    dem 

Tripel  TiT^T^  auf  der  Polgeraden  p  gegeben.     7,23,  TgSl,  T3I2  sind  dann 

nach  B.,  Satz  15,  drei  Punktpaare  einer  Involution.     Ist  nun  AiA^A^  ein 

Tripel  ausserhalb  p,  so  betehen  nach   B.,  Satz  16,  die  Winkelrelationen 

Z./„12j)  =  Z..4,  12S  =  A,„ 

Lft^23p  =  L^^23S  =  k„, 

Lt,,Slp  =  LA,US  =  k,,. 

Vermöge  der  ersten  und  dritten  Gleichung  ist,  unter  Voraussetzung 
der  UnTertinderlichkeit  der  Winkel  ilioAg,  nach  Grösse  und  Sinn,  zwischen 
den  Punkten  S  und  /^,  eine  eindeutige  quadratische  Verwandtschaft  F,  be- 
gründet. Denn,  durchifinft  der  eine  dieser  Punkte  eine  Gerade,  so  bo- 
schreiben die  nicht  durch  ihn  gehenden  Schenkel  der  starren  Winkel  zwei 
prqjective  Büschel  und  erzengen  somit  einen  jener  Geraden  entsprechenden 
Kegelschnitt.  Solche  Punktpaare  5,4,,  welche  insbesondere  mit  T^  auf 
einer  und  derselben  Geraden  liegen,  erfüllen  zwei  sich  in  F,  entsprechende 
Curven  SjO,  nnd  ebenso  giebt  es  die  Currenpaare  s^a^,  s^a^  bez.  zu  T^Ty 
Ist  nun  S  irgend  ein  Schnittpunkt  von  s,  und  s^,  welcher  nicht  Fun- 
damentalptinkt  in  einer  der  beiden  Verwandtschaften  F,  F^ist,  so  geht  durch 
ihn  auch  s,,  weil  bereits  alle  Relationen  zwischen  den  Winkeln  Xu,  benutzt 
nnd  daher  auch  erfüllt  sind.  Zu  jedem  Punkte  S  gehört  aber  dann  ein 
einziges  Tripel,  dessen  Punkte  die  dem  S  anf  fliajA)  entsprechenden  sind 
und  daselbst  durch  die  Strahlen  ST^,  ST^,  ST^  verzeichnet  werden.  Die 
Anzahl  der  Punkte  S  ist  also  gleich  der  Anzahl  der  Tripel. 

Die  Curven  5^0,-  sind  sämmtlich  dritter  Ordnung.  Zur  nUheren  Unter- 
snchnng  betrachten  wir  in  Fig.  2  das  Paar  s^a^.  Sei  M  der  Schnittpunkt 
von  <,,<,3,  N  sein  Spiegelbild  in  Bezug  auf  die  Polgerade.  Dann  sind  die 
Fundamentalelemented,EbeneS:  N,  12,  13;  nW,  JV13,  127^ 
und  ihnen  entsprechen  bez.  in  der 

12, 


V2,l3,Ml'd,Ml2;    13, 


XXIII. 

Ueber  die  Tripel  entsprechender  Kriünmungs- Mittel- 
punkte,   welche    bei    der   ebenen   Relativ -Bewegung 
dreier  starrer  Systeme  auftreten. 

Von 

Prof.    Dr.    RODENBEKO 

Ja  HannOTer. 


Hierzu  Taf.  IX  Fig.  1—4. 


PUr  die  Dnterauchnng  der  in  der  Ueberschrift  gekennzeichneten  Be- 
wegung hat  sich  der  Begriff  des  Tripels,  d.  h.  dreier  Punkte,  von  denen 
je  zwei  sich  ala  KrUmmungs- Mittelpunkte  der  Relativbewegnng  der 
beiden  zugehörigen  Systeme  entsprechen,  als  besonders  zweckmässig 
erwiesen.  Obschon  ich  in  meinem  „Bettrag  zur  systematischen  Beband- 
langsweise  der  ebenen  Relativbewegnng  starrer  Systeme**,  sowie  aach 
früher  bereits  darauf  hingewiesen  habe,  dass  derartige  Tripel  stets  in 
gewisser  Anzahl  auftreten  müssen,  so  blieb  doch  die  Frage  nach  der 
Construction  und  der  genauen  Zahlenangabe  der  Tripel  unerledigt.  Nnr 
das  Vorhandensein  eines  stets  reellen  Tripels  auf  der  Polgeraden  der 
drei  Systeme  ist  auf  S.  241  des  B.  festgestellt  worden,  und  zwar,  was 
wesentlich  ist,  ohne  Bezugnahme  auf  ein  weiteres  Tripel. 

Auf  Grundlage  dieser  Thatsache  soll  nun  im  Folgenden  die  angegebene 
Lücke  in  der  Theorie  der  Tripel  ausgefüllt  werden.  Die  Entwickelung 
wird  gleichzeitig  die  Mittel  zu  einer  befriedigenden  Erledigang  des  besoa 
deren  Falles  der  Bewegung  dreier  Systeme  um  drei  feste  Punkte  ein 
starren  Geraden  an  die  Hand  geben,  dessen  kinematische  Bebaudlung  bisb 
noch  der  nöthigen  Strenge  entbehrte.  Hierbei  sei  daran  erinnert, 
ein  Tripel  sich  während  der  beiden  consecatiTen  Zeitelemente,  welche 
bekanntlich  für  die  ganze  vorliegende  Frage  nur  in  BetracjiMMP>men 
ein  starres  Dreieck  verhält,  so  lange  seine  Punkte  nie' 
liegen,  während  bei  dem  geradlinigen  Tripel  auf  d' 
gemeinen   diese  Starrheit  nur  für  eines  jener  beir 


I 
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•  Siehe  diese  Zeitschr.  Jahrg.  1892  S.  219  flgg. 
kurz  durch  „B."  bezeichnet  werden. 


Dem  StrahlenbUschel  vom  Ceotram  1\  der  £beDe  iS*  entspricht  in  der 
Ebene  ^,  ein  ihm  projectives  KegelscbnittbUschel  und  beide  erzeugen  die 
durch  die  Fundamentalpankte  12,  13,  M  gehende  Curye  dritter  Ordnung  a,. 
Da  dem  Strahle  12,  13  ala  Kegekchnitt  das  Geradenpaar  12M,  13 M  ent- 
spricht, 80  sind  diese  Linien  bez.  die  Tangenten  von  a,  in  12  und  13. 
Da  ferner  dem  Strahle  T^N  die  Gerade  12,13  nebst  einer  anderen  nicht 
durch  T,  gehenden  Geraden  als  Kegelschnitt  entspricht,  so  ist  T^N  die 
Curventangente  in  T^.  Endlich  geht  a,  noch  durch  die  imaginären  Kreis- 
punkte,  da  jeder  derselben  sich  selbst  in  der  quadriscben  Verwandtschaft 
zugeordnet  ist,  und  diese  Eigenschaft  besitzen  natürlich  auch  alle  übrigen 
Curven  5,aj.  In  Folge  der  vollkommenen  Symmetrie,  welche  die  ganze 
Figur  in  Bezug  auf  die  Polgerade  zeigt,  liegt  s,  zu  a^  symmetrisch,  die 
Angabe  von  s,  konnte  somit  unterbleiben ;  doch  sei  hervorgehoben ,  dass  s^ 
von  NT2  in  12,  von  M3  in  13,  von  MT^  in  T^  berührt  wird.  Unter 
Berücksichtigung  des  entsprechenden  Verhaltens  von  den  übrigen  Curven 
können  wir  jetzt  die  Anzahl  der  in  Betracht  kommenden  Schnittpunkte 
von  «i5,s,  bestimmen,  wobei  es  nach  einer  oben  gemachten  Bemerkung 
genügt,  irgend  welche  zwei  derselben,  etwa  s^s^,  zu  betrachten,  Diese 
haben  ausser  den  imaginären  Kreispunkten  noch  den  Pol  12  und  in  ihm 
die  Curventangente  gemein,  schneiden  sich  also  ausserdem  noch  ia 
9—2  —  2.1=5  Punkten  und  5  ist  somit  die  Zahl  der  eigentlichen  Tripel. 
Folglich: 

1.  Bewegen  sich  drei  starre  Systeme  in  einer  Ebene,  so 
giebt  es  im  Allgemeinen  fünf  starre  Tripel.  Ausserdem  be- 
sitzt jeder  der  unendlich  fernen  imaginären  Kreispunkte  die 
Eigenschaft  eines  Tripels.  Da  von  jenen  fünf  eigentlichen 
Tripeln  mindestens  eins  reell  sein  muss,  so  kann  man  bei 
allen  Untersuchungen,  welche  sich  auf  zwei  consecutive 
Belat ivbewegungen  der  drei  Systeme  beziehen,  insbesondere 
also  die  Beschleunigungen  erster  Ordnung  betreffen,  unter 
Wahrung  der  vollen  Allgemeinheit  voraussetzen,  dass  sich  jene 
Systeme  um   die  Ecken   eines  reellen  starren  Dreiecks  drehen.       i 

Natürlich  kann  die  Tripelzahl  bei  speciellen  Bewegungen  mit  un-^H 
bestimmten  Curven  5,0,-  auch  unendlich  gross  werden.  Ein  Beispiel  für 
ein  derartiges  Verhalten  bietet  das  übergeschlossene  Parallel  -  Kurbelgetriebe. 
Sind  A^A^Ay,  ByB^B^  zwei  starre  congruente  Dreiecke  mit  parallelen 
homologen  Seiten  und  denken  wir  die  dann  ebenfalls  parallelen  Geraden 
A^B^,  A^B^,  A^B^.,  welche  jene  Dreiecke  gelenkig  zu  dem  genannten  Ge- 
triebe mit  einander  verbinden,  bez.  den  Systemen  ff, ff^as  angehörend,  so 
sind  alle  Punkte  dieser  Systeme  Tripelpankte.  Denn  jeder  Punkt  eines 
der  drei  Systeme  beschreibt  in  jedem  der  beiden  anderen  einen  Kreis  und 
alle  aus  den  beiden  ursprünglichen  congruenten  Dreiecken  durch  Parallel 
rerscbiebuDg  ableitbaren  Dreiecke  sind,  wie  jene,  TripeL 
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Durch  das  Vorstehende  ist  zwar  im  Princip  die  Constraction  der 
Tripel  erledigt,  der  wirklicbeu  AusfUhruDg  steht  jedoch  die  Erzeugung  der 
auftretenden  Curven  dritter  Ordnung  durch  allgemeine  KegelschnittbUschel 
bindernd  entgegen.  Diese  lassen  sich  durch  die  zweckdienlichem  Kreis- 
bUschel  ersetzen,  da  die  imaginären  Kreispuukte  den  Curven  angehören. 
Wir  zeigen  eine  vortheilhafte  Umformung  unter  Bezugnahme  auf  Figur  2 
fUr  die  Curve  a, .  M  wählen  wir  als  Centrum  des  erzeugenden  Strahlen- 
bUscbels,  machen  T,  und  die  Kreispunkte  zu  drei  Basispunkten  eines  ihm 
projectiven  Kreisb  Lischeis  und  bestimmen  dessen  vierten  reellen  Baeispunkt  P. 
Da  M12  die  Currentangente  in  12  ist,  so  entspricht  diesem  Strahle  der 
ihn  in  12  berührende  Kreis,  und  da  das  Entsprechende  für  13  gilt,  so  ist 
P  als  der  von  T^  verschiedene  Schnittpunkt  der  beiden  Kreise  bestimmt. 
Das  dritte  zur  Bestimmung  der  projectiven  Beziehung  nothwendige  Ele- 
mentenpaar ergiebt  sich  aus  der  Bemerkung,  dass  2fT^  die  Curventangente 
in  T,  ist,  denn  es  ist  dem  Kreise,  welcher  dort  ebenfalls  NTi  berührt, 
der  Strahl  J/T,  zugeordnet.  Darnach  sind  die  projectiven  Gebilde  in  be- 
kannter Weise  zu  vervolktilndigen ,  am  bequemsten  wohl,  indem  man  zu- 
nSchst  dem  geraden  Gebilde  13,  T^,  12  bez.  das  der  Mittelpunkte  13',  T',,  12' 
zuordnet  und  dann  zum  ersten  das  Strahlenbüschel  üt  perspectivisch  legt. 
Wir  wenden  uns  nunmehr  zum  gegenseitigen  Verhalten  der  starren 
Tripel  and  denken  uns  in  Figur  3  deren  zwei  gegeben:  A^  j4jjij,B,BfBy 
Die  Seiten  Ai/ik,  BtBi,  dieser  beiden  perspectivischen  Dreiecke  schneiden 
sich  im  Pole  ik.  Das  Perspectiv-Centram  5  gewinnt  ebenfalls  die  Bedeutung 
als  Pol  45  der  beiden  starren  Dreiecke  AiAjA^  oder  a^  und  ByB^Bf 
oder  ffg,  aber  derart,  dass  um  ihn  zwei  consecutive  Bewegungen  möglich 
sind.  FOr  diese  sind  also  -A^B^,  j4^ß^,  yd^B^  Normalatrablen  und  iS12, 
S23,  S3l  die  den  Pnnktpaaren  derselben  Ziffern  zugeordneten  CoUineations- 
achsen,  d.  h.  es  bestehen  die  Winkelbeziehungen 

L^,  S^,  =  Z.13S23 

Z.^,  5/^3=/.  216' 31 

LA^SA,  =  L32S  12 
und  hiervon  ausgehend ,  kann  man  sich  leicht  zwei  Tripel  herstellen.  Man 
kann  aber  die  Beziehung  zwischen  drei  Normalstrahlen  und  den  ihnen 
paarweise  zugeordneten  Collineationsachsen  noch  in  einer  etwas  anderen, 
und  für  das  Spätere  wichtigen  Form  ausdrücken ,  worauf  meines  Wissens 
bisher  noch  nicht  hingewiesen  worden  ist.  Sei  h  nämlich  der  Ualbirnngs- 
strahl   des  Winkels   A^S  12   und   schreiben  wir  die  zweite  der  letzten  drei 


Gleichungen 
subtrahiren 


LJ^Sh  +  LhSA^  =  L2lSh  +  LkS3l, 
LhSA^  =  L2\Sh, 
so  bleibt  Z. .4, SÄ  =  ÄS 31,    d.  h.    h  halbirt   ebenfalls   den   LA^S3\    und 
damit  auch  LA^S23. 

Damit  ist  aber  gesagt: 

ZeiUohrift  f.  Mathematik  o.  Pbraik  XXXVH,  C  24 


2.  Drei  Normalstrahlen  der  Bewegung  zweier  starrer 
Systeme  und  die  ihnen  paarweise  zugeordneten  Oollineations- 
aohsen  sind  sechs  Strahlen  einer  gleichseitig  hyperbolischen 
Involution,  und  zwar  sind  immer  ein  Normalstrahl  und  die 
Collineationsachse  der  beiden  übrigen  Strahlen  einander  ent- 
sprechend.* 

FQr  die  beiden  Tripel  nimmt  dieser  Satz  die  folgende  Form  an: 

3.  Zwei  starre  Tripel  und  die  drei  Pole  der  drei  System- 
paare werden  aus  dem  PerspectiyitSts-Centrum,  welches  der 
Polgeraden  als  Achse  zugehört,  durch  sechs  Strahlen  einer 
gleichseitig  hyperbolischen  Involution  projioirt  und  zwar  ist 
dem  Verbindungsstrahle  der  beiden  Tripelpunkte  eines  be- 
liebigen der  drei  Systeme  der  Strahl  nach  dem  Pole  der 
beiden  Übrigen  Systeme  zugeordnet. 

Die  Seiten  eines  Tripeldreiecks  bilden  mit  der  Polgeraden  ein  voll- 
ständiges  Vierseit,  dessen  Ecken  aus  S  durch  sechs  Strahlen  einer  gleich- 
seitig hyperbolischen  Involution  projicirt  werden  und  alle  solche  Punkte  8 
erfüllen  daher  eine  durch  jenes  Vierseit  bestimmte  Focalcurve  dritter  Ordnung. 
Dem  vorhergehenden  Satze  kann  also  auch  die  folgende  Fassung  gegeben 
werden : 

4.  Irgend  zwei  starre  Tripel  liegen  derart  perspectivisch, 
dasB  das  PerspectivitSts-Centrum  ein  Schnittpunkt  derjenigen 
zwei  Focalourven  dritter  Ordnung  ist,  welche  zwei  vollständige 
Yierseite  bestimmen,  von  denen  jedes  durch  die  Seiten  eines 
Tripeldreiecks  in  Verbindung  mit  der  Polgeraden  gebildet 
wird. 

Die  Sätze  3  und  4  behalten  unverändert  ihre  Giltigkeit,  wena  eins 
der  Tripeldreiecke   dem   Tripel  auf  der   Polgeraden   unendlich    nahe  rückt, 


*  Bemerkenswerth ,  wenn  auch  für  den  vorliegenden  Gegenstand  nicht  von 
Bedeutung,  ist  noch  die  folgende  Beziehung.  Die  BoHcurTontangente  t  der  Be- 
wegung von  o«  gegen  Oj  ist  durch  die  üleichangen 

L  Jj  5<  =  i.  18  SA,  =  L  23  SAf 

gegeben.  Die  Strahlen  h  und  (  sind  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden, 
sie  fallen  aber  zusammen,  wenn  jene  drei  Winkel  gleich  t/Sl'2  sind.  Zur  Erkenut- 
niss  der  eatgpringcndea  kinematischen  Besonderheit  bezeichne  mau  Ai  durch  kt, 
kl  dnroh  At'.    Dann  heiest  das  Gieichungssyetem: 

Ll2'St  =  LA\S  23'=  L  A't  S  13'=  t  S  A',. 

Man  hat  also  genau  die  frühere  Form  von  rechts  nach  links  geschrieben. 
D.  b.:  Fällt  die  RoUcurventangente  mit  einem  DoppeUtrahIc  der  hyperbolischen 
Involution  zusammen,  so  ist  mit  der  gegebenen  Bewegung  noch  eine  andere  der- 
art verknüpft,  daas  für  dieae  die  ursprünglichen  Nortnal&trablen  und  die  ihnen 
zugeordneten  Collineationsachsen  ihre  kinematische  Bedeutung  mit  einauder  ver- 
haleo,  während  die  Uollcurventangente  dieselbe  geblieben  ist. 
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aber  nach  wie  vor  ein  starres  bleibt.  (In  anderer  Weise  kann  es  über- 
haupt sich  der  Polgeraden  nicht  nähern,  da  dort  nur  ein  einziges  Tripel 
vorhanden  ist.)  Die  diesem  Tripel  angehörige  Focalcurve  besteht  dann 
aus  dem  Kreise,  welcher  die  Doppelpunkte  der  Involution ,  wie  sie  auf  der 
Polgeraden  durch  die  Tripelpunkte  und  Pole  gebildet  wird,  als  Endpunkte 
eines  Durchmessers  enthält,  und  der  jenen  Kreis  zur  Curve  dritter  Ordnung 
ergänzenden  Polgeraden.  Für  die  zweite  eigentliche  Focalcurve  ist  aber 
der  zu  S  conjugirte  Punkt  der  gemeinsame  Schnittpunkt  der  Rollcurven- 
tangenten ,  d.  h.  diese  Geraden  besitzen  im  vorliegenden  Falle  einen  gemein- 
schaftlichen Treffpunkt.  Das  Gesagte  folgt  einfach  aus  der  Bemerkung, 
dass  zwei  beliebige  Seiten  des  vollständigen  Vierseits,  etwa  die  durch  12 
gehenden  Seiten,  Tangenten  eines  Kegelschnittes  sind,  welcher  S  and  den 
ihm  conjugirteu  Punkt  zu  Brennpunkten  hat  und  der  dorch  den  letzten 
Punkt  von  12  ausgehende  Strahl  mit  der  einen  Tangente  denselben 
Winkel  einschliesst,  wie  der  nach  S  gehende  Strahl  mit  der  anderen.  Darin 
liegt  aber  die  Constraction  von  (,,  und  nach  üebertragung  auf  t^t^i  die 
Begründung  unserer  Behauptung,  unter  der  Voraussetzung,  dass  in  end- 
licher Entfernung  voq  der  Polgeraden  ein  reelles  Tripel  vorbanden  ist, 
haben  wir  demnach  bewiesen:  ^ 

Ö.  Drehen  sich  drei  starre  Systeme  während  zweier  con- 
secutiver  Zeitelemente  um  drei  Punkte  einer  starren  Ge- 
raden, so  gehen  die  Rollcurventangenten  der  Rulativbe weg- 
ungen  von  je  zweien  der  Systeme  durch  einen  and  denselben 
Punkt. 

Dass  die  aufgestellte  Beschränkung  aber  überflüssig  ist,  erhellt  aus 
der  Bemerkung,  dass  dann,  und  nur  dann  eins  der  fünf  starren  Tripel 
der  Polgeraden  unendlich  nahe  rUckt,  wenn  die  Rollcurventangenten  einen 
gemeinschaftlichen  Schnittpunkt  besitzen.  Die  Strahlen  Si2,  513,  523 
bilden  nümlich ,  wie  aus  Figur  1  ersichtlich,  im  vorliegenden  Falle  bez.  die 
Winkel  AjjAjgljg  mit  der  Polgeraden  und  S  ist  dus  Spiegelbild  des  Schnitt- 
punktes von  'ij^ia'is.  Wenn  also  kein  gemeinschaftlicher  Schnittpunkt 
dieser  Geraden  vorhanden  ist,  so  giebt  es  stets  das  oben  geforderte  reelle 
Tripel  ausserhalb  der  Polgeraden  und  die  gleichzeitige  Annahme  der 
Starrheit  von  T,  TjTg  erweist  sich  als  unzulässig.  Satz  5  gilt  all- 
gemein. 

Es  verdient  hervorgehoben  zu  werden,  dass,  wenn  im  Laufe  der  Be- 
wegung das  Tripel  auf  der  Polgeraden  einmal  zu  einem  starren  wird,  eins 
der  fünf  immer  auftretenden  starren  Tripel  mit  jenem  zusammenrückt 
und  sich  nachher,  sobald  die  Bewegung  wieder  den  allgemeinen  Charakter 
angenommeu  bat,  reell  wieder  ablöst.  Dieses  Tripel  kann  im  üeber- 
gangsfalle  in  der  That  das  alleinig  reelle  sein ;  insbesondere  trifft  dies  zu, 
wenn    die    mehrfach    besagte  Involution    auf   der  Polgeraden    elliptisch 
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also  nicht  durch  eine  gleichseitig  hyperbolische  StrahleninToIntion  projicirt 
werden  kann.* 

Ein  ZusainmeDrUcken  von  zwei  Tripeln  ausserhalb  der  Polgeraden  gebt 
in  ganz  anderer  Weise  vor  sieb.  Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke  wieder 
Figur3und  coostniireo  die  RollcurventangeDten  (Lt,^  l2J^^  =  Lß^  12  S  etc.). 
Fallen  dann  in  Folge  allniilblicher  Aenderung  der  Figur  unter  Festfaaltung 
von  S,  /,,,  fj3,  /ji,  p,  die  Punkte  ^,  ß,  in  D, ,  A^B^  in  D,,  -J,  flj  in  Dj 
zusammen,  doch  so,  dass  D^B^D^  ausserhalb  der  Polgeraden  liegen,  so 
wird  Lt^^\2 D^  =  LD^  12  5  etc.,  und  die  Strahlen  durch  S  können  als 
Collineationsachsen  der  Tripelstrahlen  J5jD.^,  D^D^,  -Da-Üi  in  Bezug  auf 
sich  selbst  bezeichnet  werden.  Daraus  entspringt  die  Vorschrift:  Zur 
Schaffung  einer  Relativbewegnng  mit  Doppettripel  ausserbalb  der  Polgeraden 
schneide  man  drei  Strahlenpaare  einer  gleichseitig  hyperbolischen  Involu- 
tion mit  einer  nicht  durch  ihren  TrSger  i9  gebenden  Geraden,  der  späteren 
Polgeraden,  wühle  die  Schnittpunkte  mit  drei  Strahlen  als  Pole  12,  23,  31; 
nehme  ferner  auf  den  ihnen  bez.  entsprechenden  Strahlen  drei  Punkte 
D^DiD^  als  Ecken  eines  Dreiecks  an,  dessen  Seiten  durch  die,  gleiche 
Ziffern  mit  ihnen  tragenden  Pole  gehen.  Macht  man  dann  endlich 
Z.  5  12D,  =  Z.D,  12  tj,  etc.,  so  sind  tgg'jg'g,  die  Rollcurventangenten  einer 
Bewegung,  welche  DjDjDj  zum  Doppeltripel  hat. 

Findet  insbesondere  die  Vereinigung  der  beiden  Tripel  der  Figur  3  auf 
der  Polgeraden  statt,  so  entsteht  eine  Unterart  der  im  Satze  5  dargelegten 
Bewegung  und  wir  erhalten  als  Ergänzung  dieses  Satzes: 

Öa.  Drehen  sich  drei  starre  Systeme  während  zweier  con- 
secutiver  Zeitelemente  um  drei  Punkte  einer  starren  Geraden 
und  wird  die  durch  Drehpunkte  und  Pole  der  Relativbeweg- 
ung von  je  zweien  der  Systeme  gebildete  Involution  vom 
Schnittpunkte  der  Rollcurventangenten  durch  eine  gleich- 
seitig hyperbolische  S  trahleuinvotution  projicirt,  so  sind  in 
jene  Drehpunkte  mindestens  zwei  starre  Tripel   gerückt. 


•  Satz  B  wurde  zuerst  voa  Herrn  Burmester  in  »einer  Arbeit  „lieber  die 
momentane  Bewegung  der  ebenen  Mechanismen",  Prager  technische  Blätter  1890, 
Holt  2,  ausgesprochen,  und  als  unmittelbare  Folge  von  Satz  16  des  B.  angesehen. 
Aber,  abgeeebcn  von  dem  i'ehlcnden  Nachweise  des  stets  reellen  Tripels  auwer- 
halb  der  Polgeraden,  wird  auch  der  von  Herrn  Burmester  zum  Beweise  de» 
letzteren  Satzes  benutzte  Gleitpunkt  &  der  Polgeriidea  im  kritischen  Moment  un- 
liestimmt,  und  die  Qiltigkeit  des  Satzes  erscheint  damit  zweifelhaft.  Der  von  mir 
ursprünglich  zur  Auffindung  von  Satz  16  benutzte  übergeachlosBeue  Mechanismus 
erhält  für  jenen  Specialfall  unendlich  kleine  Glieder,  so  dass  ich  wegen  der 
Uebertragung  des  allgemeinen  Resultats  Bedenken  trog.  Aber  die  Thataache, 
dass  zwei  gänzlich  verschiedene  Methoden  hier  versagen,  macht  es  wahrscheinlich, 
dass  der  in  Hede  stehenden  Bewegung  nicht  ohne  tieferes  Eingehen  aof  die  Nator 
der  Tripel  beiiukommen  ist.  —  Auf  den  Zusammenhang  der  Focalcurven  mit 
diesem  Problem  hat  Herr  Burmester  a.  a.  0.  bereits  hingewiesen. 
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Eine  besondere  Betrachtung  verdienen  die  Bewegungen,  bei  welcben 
eine  oder  mehrere  der  Verwandtschaften  F(  zwischen  den  Projectivitäts- 1 
centren  S  und  den  Tripelpuakten,  welche  den  Ausgangspunkt  unserer 
Untersuchung  bildeten,  involutorisch  werden.  Dann  fallen  zwei  Curven  s^a,- 
in  eine  einzige  zusammen,  deren  Punkte  sich  involutorisch  entsprechen. 
Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  hierfür  ist,  wie  unmittelbar 
aus  Figur  1  zu  entnehmen,  dasa  zwei  oder  alle  drei  Winkel  kn,  rechte  sind. 
Sei  z.  B.  1,1  =  ^,5  =  90",  so  entsprechon  sich  S  und  J^  involutorisch; 
beide  Punkte  üind  Endpunkte  des  durch  Tj  gehenden  Durchmessers  eines 
Kreises,  welcher  einem  Büschel  mit  den  Basispunkten  12,  13  angehört. 

Damit  ist  aber  ausgesprochen: 

6.  Sind  zwei  der  Winkel  Ai*A//,  welche  die  ßoUcurven- 
tangenten  tiktn  mit  der  Polgeraden  einschliessen,  rechte,  so 
sind  die  Curven  s,ai  in  derjenigen  Focalcurve  dritter  Ordnung 
vereinigt,  welche  den  Tripelpunkt  Ti  auf  der  Polgeraden  zum 
Focalcentrum  und  die  Pole  ik,  il  zu  Basispunkten  des  dem 
Strahlenbdsohel  Tt  projectiven  nnd  mit  ihm  die  Curve  erzeu- 
genden EreisbUschtils  hat.  Die  Punkte  der  Focaicurve  ent- 
sprechen sich  als  i^  und  Ai  involutorisch. 

Sind  iusbeaondere  alle  Winkel  A,«  rechte^  so  zeigen  alle  Curven  das 
in  6  angegebene  Verhalten.  Dann  schneiden  sich  die  RoUcurvcutangenten 
in  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Normalen  zur  Polgeraden  und  das 
Tripel  T,T^T^  ist  ein  starres.  Dieser  Fall  ist  in  Figur  4  zur  Anschauung 
gebracht,  und  zwar  mit  der  weiteren  Besonderheit,  dass  T,  die  Mitte 
zwischen  12,  13  und  T,  die  Mitte  zwischen  21,  23  einnimmt,  wodurch 
Tg  zum  unendlich  fernen  Punkt  der  Polgeraden  wird.  Jede  der  beiden  zu 
Tj  T,  gehörenden  Focalcurven  zerftiUt  dann  in  die  Normale  zur  Polgeraden 
des  betreffenden  dieser  Punkte  und  in  den  um  ihn  beschriebenen,  die  zugehörigen 
Pole  enthaltenden  Kreis,  während  die  Curve  vom  Focalcentrum  T^  aus  der  un- 
endlich fernen  Geraden  und  einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  der  relleu 
Achse  12,  13  besteht.  Wie  es  sein  muss,  schneideu  sich  alle  drei 
Curven,  als  s^s^s^  aufgefasst,  in  denselben  fUuf  Punkten  SaSiSc'%S,^ 
ausserhalb  der  Polgeraden,  und  diesen  Punkten  sind  bez.  die  Tripel 
A^A^A^,  BiBfB^...TiT^Tg  zugeordnet.  Die  Punkte  eines  beliebigen 
Tripels,  elwa/4,  i^jv^j,  sind  dritte  Seh  uittpuiik  teder  Strahlen  So  2',,  SgT^,  SaT^ 
mit  den,  jetzt  als  OiO^a^  aufzufassenden  Curven.  Nur  fUr  das  starre 
Tripel,  welches  T,  TjTj  unendlich  nahe  liegt,  tritt  bei  der  vorliegenden 
speciellen  Annahme  diese  Thataache  picht  klar  zu  Tage,  weil  die  Strahlen 
StjoTf,  Sta>Tf,  Sj^Tj  selbst  Xbeile  der  Curven  sind,  wahrend  im  All- 
gemeinen bei  einem  vorhandenen  Treffpunkte  der  drei  Rollcurventangenten 
die  Curven  0,^^03  nur  in  T^T^T^  bez.  von  jenen  Strahlen  bcrllhrt  werden. 
Hannover,  den  21.  April  1892. 
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XVin.  Verkttnte  Beonrsionsformeln  für  die  Bernoalli'soheii  Zahlen. 
Den  von   Seidel*  und  in  grösserer  Allgemeinheit  von  Stern**  auf- 
gestellten Becarsionsformeln  für  die  Bernoulli'schen  Zahlen,    vermittelst 
derer  znr  Berechnung  von  Bm   nnr  die  vorangehenden  ßm-i,  Bm—2   bis 
^m+i  bez.  Bn  gebraucht  werden,  sind,  soweit  mir  bekannt,   bisher  keine 

anderen  Shnlichen  Charakters  zugesellt  worden.  Dies  mSge  nun  im  Folgenden, 
und  zwar  unter  Anwendung  eines  anderen  als  des  bisher  verwandten 
Frincips  der  Differenzreihen,  geschehen. 

Die  Mao-Laurin'sche  Summenformel  lautet: 


t 


1) 


worin 


A  { Aa)  +  /'(a  +  A)  + . . .  +  /'(a  +  kh)  \  ^Jm  d«  + 1  \f{h)  +  f(a)] 

a 

+ ^1  ^  [m  -  Aa)]  -  B,  ^,  [r  (&)  -  na)] 

+  ^sg^[/^«(6)-/<'H«)]+-. 

ist,  und  das  Restglied  nicht  hinzugefügt  zu  werden  braucht,  da  wir  für 
f{3>)  eine  ganze  rationale  Function  nehmen  wollen,  so  dass  die  rechte  Seite 
von  1)  von  selbst  abbricht.  Indem  wir  unter  p  und  g(>p)  positive  ganze 
Zahlen  verstehen,  nehmen  wir  an: 

2)  f{x)==xP{\.-x)i 

3)  a  =  0,    6  =  1,    A=],    &  =  1. 

Dann  ist  f^'^x  für  mindestens  einen  der  beiden  Werthe  x  =  0  und 
a;  =  l  nur  in  den  Fällen  von  Null  verschieden,  wenn  n  zwischen  p  und 
V-\-q  einschliesslich  der  Grenzen  liegt.  Und  zwar  ist,  mit  Fortlassnng 
der  sowohl  für  aj  =  0,  wie  ftlr  «  =  1  verschwindenden  Glieder: 

/(")(a;)  =  («)„_pp!?(9-l)...(g-«  +  p  +  l)(-l)"-''(l-a:)?-"+P 
+.. .+  (».),p(p-l)...(p-n  + 3  +  1)  (-1)» {?!«'-"+', 
und  daher  nach  leichter  Umformung: 

*  Sitzungsberichte  d.  Akad.  d.Wigsensch.  zu  Mönchen  Bd.  VII  (1877),  S.  157. 
•'  Abbmdlnngen  d.  GeBelUch.  d.Wissenscb.  zu  Göttingen  Bd.  XXIII  (1878). 
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I  /<">  (0)  =  (- 1)"-"  «I  (g)»_p  =  (- 1)—"  »I  (3),+,-  « , 

und  folglich,  wenn  n  eine  nngerade  Zahl  ist: 

5)  /W (1)  -/(»)(0)  =nl  [(-1)1-  (?),+,-„  +  (-1)' (p)p+,-„]. 

Die  linke  Seite  der  Gleichung  1),  sowie  das  dem  Integral  folgende 
Glied  aaf  der  rechten  Seite,  verschwinden,  und  das  Integral*hat  den  Werth: 

fi^      Ln    r-^HAr  ■■r(p+i)r(g+i)  1 

6)  JxPil-x)^d.=    r(p  +  ,  +  2r  =  (y+,),(p  +  g  +  l)- 

Nunmehr  mOssen  wir  die  vier  Fälle  unterscheiden:  1)  f  nngerade, 
q  gerade;  2)  p  nngerade,  q  ungerade;  3)  p  gerade,  q  nngerade;  4)p  gerade, 
q  gerade. 

Ad  1.    n  erhält  die  Werthe: 

«  =  P.    P  +  2,     p  +  4,     ....    p  +  q  —  2; 

dann  ist,  wenn  wir  es  mit  dem  Zeichen  so  einrichten,  dass  die  Bernonlli- 
sehe  Zahl  mit  dem  kleinsten  Index  positiv  erscheint: 

^=  (P+9V(P+2+i)  +M^r-H^K«^«-'-(''^»-»i 


7) 


B, 


3 


worin      „      statt  -^ — ^'  geschrieben  ist 
2  ?+P-l 

Ad  2.     w  erhält  die  Werthe:  - 

n  =  p,    p  +  2,    p  +  4,     ....    p  +  q-l, 

und  es  entsteht  die  Gleichung: 


8) 


(-1)  » 


s 


ßp±i  J-1 


Ad  3.     n  erhalt  die  Werthe: 

«  =  P  +  1,    P  +  3,    ....    i»  +  ?-2 

und  es  ist: 


«^P- 
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9) 


2.  Bp+i  B,+* 

»-(TO^T?+r)+?T2K''.-'-(''.-'3-^'<«>--''" 

^H±  f+i    _ 


9>P- 
Ad  4).    n  erhftlt  die  Werthe: 

♦»=P  +  1.    P  +  3,    p  +  5,    ....    p  +  g  — 1, 

und  die  Gleichung  wird: 

'= (p  H-.)ra>'+. +1) +p-^i(gv.+H-.]-p-^\(g)^+(pu 

ff>p. 

Um  nun  eine  Gleichung  zn  erhalten,   welche  mOglichst  wenige  Ber- 
nonlli'sche  Zahlen   enth&lt,   ist   in  8)  und  10)  q  =  p  oder,    was  bis  anf 

den  Factor -ö-  zu  demselben  Besnltate  führt,  in  7)   and  9}  9  =  p  +  l   n 

setzen.    Das  giebt: 


11) 


"  ~ 2F^  ^'^'■'"  2p^^ '^''•*  ••  +  ■  ■  "•■ 


1=1    2 
(-1)    »   ^-j^gp  +  i  •■•p  nnger. 

(-1)  •-'  ^Y- ^P±i"'P  «"'■ 

i 


(2pV(2p+l) 
Wir  machen  nnn  noch  eine  zweite  Annahme: 
12)         f(x)  =  a^{2-x)i,    a  =  0,    6  =  2,    Ä=l,    k  =  2; 
dann  ist  die  linke  Seite  von  1): 
das  Integral:  A0)+A1)  +  A2)  =  l. 

2  I 

ferner  ist,  mit  Benutzung  der  Ausdrucke  4): 

/(«)(a:)  =  (_l)— Pw!(5V+,-n(2-x)«  +  »'-"+...+(-l)»w!(p)p+^,a:F  +  »- 

und  daher:  /(»)  ;6)  =  {_1)»«!  (p)p  +  ,_„.2i'+»-» 

/(")(a)  =  (-1)»-P  n!  (g)p+,_„  .2P+?— 
und  fOr  ungerades  n: 
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BO  dass   sich  diese  Differenz  von  5),  nur  durch  den  Factor  2p  +  '~""  unter- 
scheidet. 

Daher  nimmt  in  dem  ersten  der  obigen  vier  F&Ue  (p  ungerade, 
9  gerade  und  n  successive  gleich  p,  P  +  2,...p  +  j  —  2)  die  der  7)  ent- 
sprechende Gleichung  folgende  Form  an: 

T"  ü — '  9>P 

fihnliche    Formen    erhalten    die    Gleichungen    in    den    anderen    drei    Füllen. 
Multipliciren  wir  nun  7)  mit  2?+«  +  '  und  ziehen  13)  davon  ab,  so  erhalten  wir: 


14) 


P-« 


B, 


B, 


P-H3 


(-1)   '    =2»(2^+'-l)-^-27-'(2f+^-l)-_^g[(3),-j-(p),-,] 

±"-+(-ir'~2'(2i'  +  »-«-l)^/?p+^,;  q>p, 

^        ~~i 

ebenso  in  den  anderen  Fällen: 


16) 


p-i 


V+J 

2 


3 


(-1)   •'   =2»(2<'  +  '_l)^(l+(p),]-2»-'(2''+»-l)^[(3),-,-(p),.J 


o-l 


+  ••.+(-!)  V2(2P+»-l)ßp+,_ 


3>P. 


I     ' 


16) 


F-^ 


Ä. 


*  +  I  »P+4 

(-l)^=2*-'(2''+'-l)— i^[(g),_.-{p),.,]-2»-»(2r+M)-^,[(3),.,-(p),^ 


'p  +  2' 

9-t-l 


?-P 


+  ...+  (-1)»    2»(2J-H-i-l)!^Xgp^^.,;  3>p 


17) 


r-2 


2 


Bn 


(-1)  '^  =2*-'(2P+'-l)-l^[(3),_,  +  (p)^,]  _2»-3(2/'+4_l) -J^[(g),.3-H(p),.33  I 

«>P. 


»-(-? 


+  .•.+  (-!)   »    2(2P+»-l)gp+, 

2 

Setzen  wir  nun  wiederum  in  15)  und  17)  p  =  g,  oder  in  14)  und  16^ 
?  =  P+l|  80  erhalten  wir: 
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2  (2»P-1)  Bf  -  ^2»  (2»P-»-l)2?p_,  +  ^2«  (2«P-*-l)  B,_, 
p-1  p— ^ 


18)    + 


Pzi   1 

(-1)  *  — ^r7  2''(2»H-'-l)ÄH.j^...p  unger. 

(- 1)*^ ^^  Z'-'  (21'  +«-l)  B,_f2 . . .  p  ger. 
j+1  1 


Es  mOge  noch  bemerkt  werden,  dass  in  dieser  Gleichung  sämmtlicbe 
Glieder  anf  der  linken  Seite  ausser  dem  ersten,  welches  eine  angerade 
ganze  Zahl  ist,  ganze  gerade  Zahlen  sind.     Ans   den  bekannten  That- 

22*-i(2i*_l)  Bt 
Sachen  nämlich,  dass t eine  ganze,  und  2  (2**  —  1) B*  eine 

2(2**  — 1)5* 
ganze  ungerade  Zahl  ist,  folgt  leicht,  dass  auch  — ^ =  g   eine 

ganze  ungerade  Zahl  ist,  falls  %  =  2''r  (r  eine  ungerade  Zahl)  gesetzt  wird.* 
Sodann  ist  in  dem  Prodncte  $1  höchstens  die  {  —  1*^  Potenz  von  2  ent- 
halten,  wenn  q  eine  gerade,  und  höchstens  die  2  —  2*'  Potenz,  wenn  q 
eine  ungerade  Zahl  (^1)  ist.   -Das  allgemeine  Glied  Ok  von  18)  ist  nun: 

ö*  =  2'P-"+' i?!i=il^*.(p)  2p_,*+,  =  2«P-"— .(p),p_u+,.i,. 

Ist  nun: 

p(p— l)...(2fc  — p)  =  2/»ß  (ßeine  ungerade  Zahl), 

(2p-2Ä  +  l)I  =  2i'<7(C     ,  ,  ,   ), 

so  ist  (für  %<p):  y'^tp—tk—Xi  und,  da  k  ein  Factor  des  Productes 
p(p  — 1)...(2ä  — p)  ist:  ß>a,  endlich  auch  B;C  eine  ganze  ungerade 
Zahl  (da  {p)ip—ik+i  eine  ganze  Zahl  ist)  =  2),  und  daher: 

©4  =  2»p-"-«+/»->'.2).^  =  2'. Dg, 
worin  S^l,  und  nur  für  h  =  p:d  =  0  ist,   womit  die   obige  Behauptung 
erwiesen  worden.     Andere  Substitutionen  fUr/(a;)  scheinen  immer  zu  weniger 
einfachen  Gleichungen  zu  ffihren. 

Königsberg,  Januar  1892,  Louis  Saalschütz. 


XIX.  Znr  Theorie  des  OaTus'schen  Krttmmangsmaasses. 

Es  giebt  in  der  Gaus  s'schen  Elächentheorie  zwei  Grössen,  welche  wegen  ihrer 
TJuTeränderlichkeit  bei  der  Biegung  einer  FlSche  von  grösster  Wichtigkeit  sind. 

Die  erste,  die  tangentielle  oder  geodätische  Krümmung,  verdanken 
wirMinding**;dieandere,dasGauss'8cheKrümmangsmaass,GauBS*** 

*  Vergl.  die  Abhandlung  von  Worpitzky  im  Jonrn.  f.  Mathem.  Bd.  94  8.  203. 
••  Grelle,  Bd.  6. 
""*  Disquig.  gener,  Act.  XU. 
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selbst  In  neuerer  Zeit  hat  man  aaf  verschiedene  Weise  diese  Invarianten  dar- 
zustellen gesucht;  besonders  bemerkenswerth  ist  die  Darstellung  von  Bel- 
trami*  durch  Differentialparameter.  Bei  der  Aufstellung  solch'  wichtiger 
Grössen  mag  es  von  Werth  sein,  dieselben  in  einfacherer  Weise  aufzustellen, 
als  dies  von  Gauss  geschehen  ist.  Gauss  beweist  die  Ünverllnderlicbkeit 
des  KrQnamuDgsmaasses,  indem  er  nachwciat,  dass  der  Zlibler  des  Aasdrucks 
für  das  Krümmungsmaass  nur  von  den  Coefficienten  des  Linienelements  und 
deren  Differentialquotionten  abhüugt.  Paye**  hat,  wenigstens  für  convexe 
(positiv  gekrümmte)  Flachen ,  der  Pariser  Academie  einen  genetischen  ele- 
mentaren Beweis  vorgelegt,  dessen  Gang  der  folgende  ist:  Denkt  man  sich 
iu  einem  Punkt  einer  FlSche  und  in  dem  einer  andern  in  gleichem  Abstand 
von  der  Taugentenebene  je  einen  parallelen  Schnitt  gelegt,  so  entstehen  zwei 
Ellipsen  alä  Indicatricen;  legt  man  an  dieselben  die  Tangentenkegel,  so  sind  die 
FlSchenstücke  um  die  Punkte  auf  einander  abwickelbar,  wenn  diese  Tangen- 
tialkegel  gleiche  Äbwicklungswinkel  haben.  Da  nun  diese  Abwicklungswinkel, 
wie  sich  horausstellt,  proportional  den  FlKcheninhaUen  der  Ellipsen,  und  diese 
wieder  proportional  dem  Gauss'schen  Krllmmungsmaass  sind,  so  erfordert  die 
MSglichkeitder  Abwicklung  der  Flächen  gleiches  Krümmungsmaass.  Dieser  Be- 
weis, der  natürlich  nur  für  positiv  gekrümmte  Flüchen  gilt,  scheint  mir  nicht 
einwandsfrei  zu  sein ;  denn  ein  Fläcbentheil  einer  Flüche  mit  endlicher  Krüm- 
mung kann,  wenn  er  auch  unendlich  klein  genommen  wird,  nicht  auf  einen 
Kegel,  der  ja  die  Krümmung  0  besitzt,  abgewickelt  werden.  Selbst  wenn  wir 
voraussetzen,  dass  die  Kegel  gleicbe  Abwicklungswinkel  besitzen,  so  würden 
sich  doch  die  Ellipsen  beim  Aufeinanderlegen  der  Abwicklungen  nicht  decken, 
da  nur  ihre  Inhalte,  nicht  ihre  Uml^nge  und  auch  nicht  die  Mantellinien  gleich 
sind.  Im  Folgenden  geben  wir  einen  Beweis,  welcher  für  negativ  und  positiv 
gekrümmte  Fläcben  gilt,  und  der  schliesslich  auf  einen  durch  Gauss  aufge- 
stellten Ausdruck  für  das  Krümmungsmaass  zurückführt,  Nimmt  man  einen 
beliebigen  Flüchenpnnkt  0  zum  Ur^^prung  eines  rechtwinkligen  Coordiuaten- 
Systems,  so  iKast  sich  die  Gleichung  der  Fläche  auf  die  Form  bringen: 

rssAx'-ffjy*-!-  höhere  Glieder  in  x,  y,  t; 

die  «r-Achse  ist  alsdann  FJäcbennormale;  die  x-  und  ^-Achsen  bestimmen  die 
Fortscbrittsrichtungen  der  Krümmnngslinien  durch  den  Ursprung.     Die  zwei 

HauptkrUmmungsradien  des  Ursprungs  sind  ^k,  -^n  und  gehören  den  Haupt- 
es       M 

schnitten  y  =  0  und  ar  =  0  an.  Zieht  man  vor  der  Deformation  der  Fläche  von 
0  aas  geodätische  Linien  und  um  U  einen  geodätischen  Kreis  mit  Radius  s,  so 
werden  nach  der  Deformation  die  ersteren  Linien,  als  kürzeste  zwischen  zwei 
Punkten,  wieder  geodätische  Linien  der  deformirten  Flüche  sein,  und  der  geo- 
dfitische  Kreis  demnach  wieder  geodätischer  Kreis  der  deformirten  Fläche. 


*  Mathem.  Annalen,  Bd.  I. 
••  Comptes  Reudu«  XCil,  1019-21. 
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Entwickelt  man  nun  vor  der  Deformation  den  umfang  des  Kreises  nach 
Potenzen  von  s  nnd  ebenso  nach  der  Dsformation,  so  mflssen,  da  weder  Um- 
fang noch  Radius  ihre  OrOase  geändert  haben ,  beide  Reihen  identisch  sein. 

Ist  nun  die  defonnirte  Fläche  auf  die  Form 

gebracht,  so  werden  die  Coefficienten  der  ersten  Reihe  von  X,  ft ;  die  der  letzten 
von  l\  n'  abhängen ;  durch  Coefficientenvergleichnng  erhält  man  dann  die  ge- 
suchte Function.  Die  Reihenentwicklungen  werden  nach  steigenden  Potenzen 
von  s  vorgenommen.  Eine  durch  0  gehende  geodätische  Linie  der  Fläche  ist 
eindeutig  bestimmt  durch  den  Winkel  <p,  welchen  das  Anfangselement  derselben 
mit  der  X-Achse  macht    Ist  also 

y  =  J?o -t- J?,5  4- Bgs*  +  Bjs»-!-... 

e  =  Co  +  C^8  +  C^s*  +  C,s»  +  ... 
diese  geodätische  Linie ,  so  müssen  sich  die  Coefficienten  eindeutig  bestimmen 
lassen.    Die  Gleichungen  hierfttr  erhält  man  aus  den  Bedingungen : 

1    n>  n  rt      <**  ^y  ^' 

1.  Für  «  =  »  =  «  =  0  mnss  s  =  0,    ■^~  =  cos<p,    ■~t=8mtp^    3— 

as  ds  as 

sein,  also  ^0  =  J55  =  C,  =  (7|  =  0 

{Af  =  C08(p 

2.  Für  jedes  beliebige  s  müssen  die  Differentialgleichungen: 


=  0 


1) 


ds*         " 


erfüllt  sein.  "«" 

3.  Für  jedes  beliebige  s  muss  die  Flächengleichang: 

erfüllt  sein. 

Die  Bedingung  2)  giebt,  wenn  für  A;  —  -—^  gesetzt  wird, 

2  A^  +  6Aj8+...z=2X{Ä,s  +  ...).{2C+ßC3S +  ...); 
woraus: 

^  =  0 
3Ag  =  —  2lCfAf  und  analog: 


2) 


£,  =  0 


[3S,  =  -2^C,B,. 
Die  Bedingung  3)  giebt  endlich: 

C,  =  A  cos'q)  +  fi  stn*9> ;  somit 


3) 


Jj  =  —  s  i  cosq»  (A  cos''(p  +  n  sin*^p) 

2 

Bj  =  —  ö  fi sin<p  (i  cos*g>  +  fi sin^tp). 
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Die  geodBtisobe  Linie  ist  daher: 

2 

x  =  cosip.s  —  ^  kcostp  {X  cos'cp  +  f4Stn'7))s'+... 

2 

y  =  si»ip.  s  —  n  ft  «n(j>(i  cos* <p -^n  sin* <p)t? •{•... 

,B=  (A  Cös'ip  +  C  sin* (?)«'+••• 
LüBst  man  ip  von  d<p  wachsen,  s  aber  unveränderlich,  so  kommt  man 
zu  eineia  benachbarten  Punkt  des  mit  s  beschriebenen  geodätischen  Kreises. 
Die  Projectionen  des  Bogenelements  i  a  dieses  geodUtischen  Kreises  siud  daher : 
2 


—  sin  (p  .8  -\-  ^sin  tf)  (^  i'^  cos*  (p  —  2  k  n  cos*  ip  +  kfisin*<p)s^  +  ... 

2 
eostps  —  ^  cos  <p  {3(t*sin*(p  —  2  A  /i  sin'  ip  +  A  ft  cos*  9p) «"+ . , . 


de  =  6<p[  —  2  sintp  cos  ip  {k  —  ^)s*  +  ... 
also 


öa  =  y  6x*+öy*+6e*  =  söq)j/l  +  ^kns*  +  ... 

Die  Wurzel  nach  Potenzen  von  s  entwickelt: 

2 
d(J  =  sä(p(l+^  kns*  +  ... 

ftlao-  /*'"  2  /■'» 

*"°-  fl  =  s/     d<p  +  ^kf,s'J^     S,p+... 

4 
=  2jrs  +  ^A<»s'«+.,. 

Für  die  deformirte  Fläche  /  =  A'a;''  + j»'y'*  +  "- wird  analog: 

4 
ff  =  2nS  +  gA'fi  «'«+..., 

und  da  beide  Reihen  für  jedes  beliebige  s  Übereinstimmen  müssen ,  so  muss : 

sein,  d.  h,  das  Ertimmungsmaass  bleibt  bei  der  Deformation  ungeändert. 

Der  obige  Ausdruck  für  da  gestattet  eine  Darstellung  des  allgemeinen 
Linienelements  dS  in  geodätischen  Coordinaten  s  und  q>;  da  nämlich 

'  =  ds»+ao«ist,  so  ist  dS«  =  ds»+[a''  +  |if<s'  +  ...]"5(p». 


dS* 


Setzt  man  ntin  p  =  s'  +  5  A  fc  s*  + . . . ,  so  wird  die  Krümmung 


4ka  = 


1     d*g 


9     äs*    ,-0 

was  mit  dem  Ganss'schen  Ausdruck  Disquis.  general.Act. XIX  übereinstimmt. 
Cannstatt,  Februar  1892.  Dr.  Ruos8. 
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ZX.  XTeber  einen  stereometriBchen  Sats  von  Sohlömilch. 
(27.  Jahrg.,  8.  880.) 

Eine  Erweiternng  des  a.  a.  0.  mitgetheilten  Satzes  von  der  vierseitigen 
Pyramide  dtirfte  folgendes  Theorem  sein: 

Liegen  2n  Punkte 

1,  2,  3...«,  («  +  1),  (n  +  2)...2n 

auf  einem  Kegelschnitte,  nnd  sind  die- 
selben anf  diesem  so  grappirt,  dass 
immer  je  zwei: 

1  u.  (»  +  1),  2  n.  (n  +  2)  ...  «  u.  2« 

mit  einem  beliebig  angenommenen 
festen  Punkte  P  in  der  Ebene  des 
Kegelschnittes  in  einer  geraden  Linie 
liegen,  und  constmirt  man  nnn  die 
Verbindungslinie  p  aller  derjenigen 
Punkte,  welche  in  Gemeinschaft  mit  P 
bezw.  die  Punktpaare  1  und  (n-f  1) 

2  nnd  (n  +  2)  etc.  harmonisch  trennen, 
d.  h.  die  Polare  p  des  Punktes  P  in 
Bezug  anf  den  gegebenen  Kegelschnitt, 
so  kann  man  von  einem  Punkte  8  im 
Baume  die  2n  Punkte  durch  Strahlen 
projiciren;  legt  man  jetzt  durch  p 
eine  beliebige  Ebene,  welche  die  ent- 
standene Pyramide  in  einem  Polygon 
mit  den  Ecken 

r,  2',  3'...n,  (n-f-l)'...(2n)' 

schneidet,  und  wählt  die  Bezeichnung 
derselben  so,  dass  jedes  Punktpaar 

In.  1',  2u.2',  3u.3'...2nu.(2n)' 

mit  S  auf  einem  Projectionsstrable  liegt,  so  treffen  sich  die  Verbindungs- 
linien 

l(n  +  l)',    2(n-f2)'...n(2n)' 

{n  +  \)V,    (n  +  2)2'...(2n)n 


in  einem  Punkte  des  Strahles  SP. 
Eisenach. 


Dr.  Carl  Hossfeld. 
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XXL  Kriterien  der  Tbeilbarkeit  dekadisoher  Zahlen. 

Das  in  Heft  2,  Seite  128  dieses  Jahrganges  nnter  diesem  Titel  an- 
gegebene Verfahren  kann  auch  so  geändert  werden,  dass  man  ttber  (nnter) 
die  gegebene  eine  grössere  dnrch  n  theilbare  Zahl  setzt.  Man  wird  dann 
die  mittleren  Stellen  mit  Nallen  ansftlllen.  Zweckmässig  wendet  man  beide 
Arten  vermischt  an. 


Beispiel: 


Z=41  3358  82;  «i  =  7. 
4200  0042 

66416 
63  756 


266 

Ferner  sei  bemerkt,  dass  das  Weglassen  der  Nullen  am  Ende  nnr 
gestattet  ist,  wenn  n  weder  2  noch  5  als  Factoren  enthält.  Wäre  beim 
dritten  Beispiel,  S.  128  unter  48,  statt  28  die  Zahl  98  gesetzt  worden,  so 
hätte  man  aus 

Z=57 87 02348;  »  =  14 
56  84  85498 

1021685 

gefunden,  dass  14  nicht  in  Z  enthalten  wäre. 

Ebenso  ist  in  folgenden  Beispielen  das  Weglassen  der  Null  nicht  zu- 
lässig. 

2:  =  68  74  70;  «  =  35;  Z=632096;  n  =  32. 
700070  64  00  96 

126  00  8000 

14000 


1400 

Da  aber  in  diesen  Fällen  die  so  rasch  zum  Ziele  führende  Verkürzung 
der  Stellenzahl  wegfiele,  entfernt  man  aus  n  die  Factoren  2  und  5,  deren 
Vorhandensein  in  Z  einfach  nachweisbar  ist  (2  und  5  müssen  in  der  letzten, 
4  und  25  in  den  zwei  letzten,  8  und  125  in  den  drei  letzten  Ziffern  ent- 
halten sein  etc.),  und  wendet  dann  für  »j,  das  keine  2  und  5  mehr  ent- 
hält, die  Begel  mit  Fortlassung  der  Nullen  an: 

2:=  1656  0976  250;  n=175  =  ö».7 

50  :  25  =  2,  also  «,  =  7. 
14  98  79  85  25 


1  57  29  91 
1  49  17  91 


812 
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Z  =  51  441780;  n  =  260  =  4.5.13 

620007  8        80:20  =  4,  also  «1  =  13 

559 

Z= 89 35  76 97  6;  n  =  92  =  4.23  76 : 4  =  19,  also  n,  =  23. 

920000046 

2642307 
^530207 

1121 
1150 

29 

92  ist  nicht  in  Z  enthalten. 

Karlsruhe  i.  B.  J.  Dörb,  cand.  math. 
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Historisch  -  literarische  Abtheihing. 

Beinerklingen  zur  RhythmomaoMe. 

Von 

Dr.  E.  Wapplek 

In  Zwiokaa. 


Herimann  der  Lahme  hat  mehrere  mathematische  Schriften  hinterlassen. 
Hiervon  sind  die  Bücher  über  dos  Astrolabinm  schon  im  vorigen  Jahrhun- 
dert von  Pez*  herausgegeben  worden.  In  neuester  Zeit  hat  Treutlein** 
die  REGVLE  HERIMANNI .  QVALITEK  MVLTIPLICATIONES  FIANT 
IN  AHACO  VL-röffenflicht.  Noch  unedirt  ist  Herimann's  Rhythnioraachie. 
Dass  Heriiunnn  Über  die  Rhytbmoraachie  geschrieben  hat,  bezeugt  zacrst 
Jakob  Philijjp  von  Bergamo***.  Von  diesem  wird  Herimann  eine 
Abhandlung  De  conflictu  rytiimimachiae  beigelegt.  Der  Zweite,  der  Heri- 
mann als  Verfasser  einer  Rhythmfiroachie  nennt,  ist  Trithemtust. 
Nach  diesem  hat  Herimrinn  einen  Tractat  De  conflictu  rythmiraachiae  vi-r- 
fasst,  der  beginnt:  Qui  peritus  arithmet.  Ein  Manuscript  mit  der  Ueber- 
schrift:  DE  CONFLICTD  RIlHMIiMACHIE  und  dem  Anfang:  Qui  peritu,s 
arithmetic^  huins  inuentionis  noliciam  curet  habere  findet  sich  im  cod. 
Monac.  14'^'36  s.  XI  Bl.  3'— 4'.'  Dieses  Manuscript  ist  zwar  anonym,  doch 
sprechen  dafür,  doss  Herimann  der  Verfasser  desselben  ist,  ausser  den 
angeführte»  Zeugnissen  noch  zwei  umstände.  Erstens  stammt  der  cod. 
Monac.  14836  aus  dem  Jahrhundert,  in  das  Herimann's  Lebenszeit  füllt, 
und  zweitens  enthUlt  er  neben  dem  beregten  Manuscript  drei  andere  Manii- 

•  Thesdurus  iiuecdotorum  noTiaeimus.  T.  III,  p.  II.  Aiigiistae  Vindelicorum 
et  Graecii  1721,  p  ».'J-llO. 

**  lotoriio  ad  alcuni  scritti  inediti  relativ!  iil  calcolo  delT  iibaco  iro  Bullettino 
di  bibliograGa  e  di  storia  delle  Bcienze  mateiaaticbe  e  üeicLc.     T,  X,  p   643-647. 
•♦♦  SVPPLEMENTVM  Supplementi  Ohronicarum  ab  ipso  Mundi  Exordio  vsqne 
ad  xedeiiiptioois  Nostrae  Annum.    M.CCCCC.X.    Venetiia  1513.    Dl.  208. 

t  iatalogus  scriptorum  eccIesiasticoruDi.  Coloniae  1531,  p,  64.  —  Tritlie- 
ming  ist  wieder  der  Gewülirsuiann  für  Mezler  (De  virig  illustiiliug  tiionasterii 
S.  Galli  libri  II  bei  Pe«,  The»,  aoecdot.nov.  T.  I,  p.  III,  p.  682j,  Egon  (Liber  de 
viri»  ilhistribus  mouasterii  Augiae  maicris  bei  Pez,  Thes.  anecdot.  nov.  T.  J, 
p  HI,  p.  G88),  .löclier  (Allgemeince  Gelehrten-Lexicon.  Leipzig  17öO.  Zweiter 
Tbeil.  S.  lü'ää),  Fabriciiis  (Bibliotbeca  Latina  mediae  et  infiaiae  aetutig.  Pa- 
tuvii  1754.  T.  III,  p.  338)  und  Neugart  ^Episcopatng  Constimtieusis.  S.  Blaeii 
1803.    T.  I,  p.  1,  p.  514). 

Hiil.-lit.  AbtliU.  d.  ZelUehr.r.  Math.  n.  Phy».  XXXVII,  t.  1 


3  Historisch -literarische  Abtheilung. 

scripta,  die  sicherlich  H er i mann  gehören*.  Die  Schrift  De  conflictn 
rjthmimachiae  moss  ziemlich  verbreitet  gewesen  sein ,  da  sich  von  ihr  anch 
Handschriften  in  Paris,  Montpellier,  Ävrancbes  and  Rom  finden**.  Sie 
bat  jedenfalls  die  Grundlage  zu  einer  zweiten,  im  11.  Jahrhundert  ver- 
fassten  Rbythmomachie  gebildet.  Ein  Exemplar  davon  ist  enthalten  im 
cod.  Monac.  14836  und  zwar  von  Bl.  4'  —  6'.  Dieses  Exemplar  hat  den 
Titel :  ITE  DE  BIHTM  und  beginnt :  Quinque  genera  inequalitatis  ex  eqna- 
litate  procedere  manifestum  est.  ex  libris  arithmetice.  multiplex,  superpar- 
ticulare .  superparciens.  Sed  reiectis  duobus  compositis .  ex  tribus  simplici- 
bus  buinsmodi  conflictum .  quidam  ex  clero  Wir  biburgensi .  si  periii  iadi- 
cent  dabit  posteritati.  Andere  Exemplare  von  der  in  Rede  stehenden 
Rbythmomachie  werden  in  Paris,  Rom  und  Dresden  aufbewahrt***.  Cod. 
Paris.  7377  C,  dem  13.  Jahrhundert  angehörend,  fängt  so  an  (Bl.  17'): 
Quinque  genera  inequalitatis  ex  equalitate  procedere  manifestum  est  ex 
libris  arithmeticf  multiplex .  superparticnlare .  superpartiens .  multiplex  super- 
particularis.  multiplex  superpartiens.  Sed  reiectis.  duobus.  compositis.  ex 
tribus  simplicibus  buinsmodi  conflictum  .  quidam  ex  clero  Wirzeburgenai 
nomine  asilo.  si  periti  iudicentnr  dabit  posteritati.  Eine  Note,  die  auf  dem 
linken  Rande  von  Bl.  17'  steht,  enthält  gleichfalls  den  Namen  Asilo.  Da 
diese  Note  noch  nicht  genau  mitgetheilt  worden  istf,  so  lasse  ich  dieselbe 
vollständig  abdrucken.     Ihr  Wortlaut  ist  der  folgende: 


*  Von  Bl.  16'— 24  erstreckt  sich  der  Liber  Herimanni  de  mensnra  astro- 
labii;  auf  Bl.  14i'— 156'  und  1—2  befindet  sich  ein  Fragment  der  Libri  dao  Heri- 
manni de  utilitatibus  astrolabii;  Bl.  6'- 10'  uiofasst  die  RCGVLE  HERIMANNI. 
gVALlTEB  MVLTIPLICATIONES  FIANT  IN  ABACO,  denen  jedoch  der  Anfang 
(ABBACI  tabula  tuli  linearum  distinctione  diuisa  est  —  ipse  summam  ueraciter 
diffiniuit  multiplicationis)  fehlt  (vergl.  auch  Treutlein  a.  a.  0.  S.  591  und  592). 
Piese  ManuBcripte  sind  ebenfalls  ohne  Angabe  des  Verfassers. 

•♦  Vergl.  Perti  Archiv  Bd.  VUI,  S.  382—383  und  Bd.  XB,  S.  232—233  und 
307—298.  Der  cod.  Paris.  7185^  scheint  im  12.  Jahrhundert  gefertigt  zusein.  Die 
im  1$.  Jahrhundert  geschriebene  Handschrift  830  der  .-Vrsenalbibliothek  in  Paris 
hatte  früher  die  Signatur:  55  S.  A.  L.  Der  ehemals  als  Nr.  145  bezeichnete  Codex 
der  St^tdtbibliothek  iu  Avranches  trägt  jetzt  die  Nr.  235.  Die  Handschrift  366' 
der  Bibliothek  der  medicinischeo  Schule  in  Montpellier  entstammt  dem  14.  Jahr- 
hundert. 

*•*  Vergl.  Pertt  Archiv  Bd.  Vlll,  S.  382-383  und  Bd.  XII,  S.  232-23S.  Im 
cod.  Paris.  7186  schliesst  sich  an  die  Rbythmomachie  des  Herimann  die  wies 
\Yünburgir  Ueistlichen  an.  Beide  Stücke  sind  bis  jetzt  als  ein  einziges  aufgefasst 
worden.  Aeholich  dürfte  es  »ich  auch  verhalten  mit  cod.  $30^  der  Aisenalbiblio- 
thrk  iu  Paris  und  cod.  Chr.  598  der  Vatikauischen  Bibliothek  in  Rom.  Das  der 
Kdnigl.  iffentl.  Bibliothek  in  Dresden  gehörige  Exemplar  findet  sich  im  cod. 
C  80  •.  XV  Bl.  258  -258'. 

t  Vetjtl  Pertt  Archit  Bd.  VIU,  S  383  uni  Peiper,  FORTOLFI  RYTH- 
MIM.\CUIA  in  der  Zeitschrift  fSr  Mathematik  und  Physik.  Supplement  zor  histo- 
^■Lok.litenrischen  Abtheilong  des  XXV.  Jahigangs.    S.  215. 


Bemerkungen  zur  RUjibmomachie. 


cfsar 

Nomen   id   expelle .  quod   dicis  a  aselle.     Äsilo  dicor   ego.  cui   si  tria. 
«;rammuta  tollo  A.  remanebit  et.  0.  quid  erit  prestantius  illo. 
Die  Rbytbmomaubie  des  Asilo  bat  Odo  mit  geringen  Aenderungen  in  seine  Re- 
gulae  de  Rbylbmimacbia  aufgenommen*.    Um  dies  augenscheinlich  zu  machen, 
tbeile  ich  ein  paar  Stellen  aus  beiden  Schriften  mit.     Man  liest  in  der 

Rhytfamomacbie  des  Odo  {  Rbjtbmomacbie  des  Asilo 

Sit  tabula  ad  latitndinem  longitn-  I       Sit  tabala  ad  longitudinem  et  lati- 
dine  distincta  campis,  super  qua  ex      tudinem  distincta  campis.supra  quam 


alterutra  parte  disponantnr  in  ultlmis 
Incis  omnes  species  trium  geuerum, 
miiltiplicia ,  superparticularis  et  super- 
partientis ,  usque  ad  decuplam  pro- 
portionem  (Gerbert  I,  p.  285). 

Item  retro  minores  nigros  octo 
existant  maiores  albi  ex  genere  super- 
particulari,  ut  sesquiterlii  iuncti  sint 
triplis,  sesquiqninti  quincuplis,  ses- 
quiseptimi  septnplis,  sesquinoni  non- 
uplis  (p.  285). 

In  illa  parte,  ubi  ex  pari  babent 
deuominatas  proportionea ,  est  XCI. 
pjramis  (p.  286). 

Nemo  existimet,  me  inconfuse  et  in- 
ordinate  hos  calculos  posuisse(p,286). 

Qiii  qiiaerit  binariam  monadem,  si 
ternariam  triplicct,  si  quatwinariam 
quadruplicet,  si  quinariara  quintup- 
licet,  si  senariam  sescuplicet  (p.  286). 


ex  ulterntra  parte  disponantnr  usque 
ad  decuplam  .  proportionem .  omnes 
trium  genernm  predictorum  species 
(Cod.  Monac.  14836  Bl.  4'— 5). 

Item  retro  nigros  ex  eodem  genere 
.VIII.  maiores  existant  albi.ut  ses- 
quitercii  iuncti  sint  triplis.  sesqui- 
qninti qaincu''li3  .  sesquiseptimi  sep- 
tuplis .  sesquinoni  nonuplis  (Bl.  5). 

n 
In  illa  parte  nbi  denomitantur  pro- 

est 
portiones  omnes  ex  pari.posila  XCT. 

pyramis  perfecta  (Bl.  5'). 

Nemo  arbitretur  confuse  et  inordi- 
nate  nuraeros  hos  positos  esse  (Bl.  6'). 

Qui  desideratsuperficiera  binariam. 
duplitet  monadiam .  si  ternariam  .trip- 
licet.  si  quaternariam.  quadruplicet. 


si  quinariam  .  quindnplicet .  si  sena- 
riam. sescnplicet  (Bl.  6'). 
Da  Odo  die  Rhytbraomuchie  eine  novella  plantatio  nennt**,  so  kann  er 
nicht  lauge  nach  Asilo  geschrieben  haben.  Wenn  nun  dieser  die  Rhyth- 
momachie  vor  1077  bearbeitete***,  so  ist  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  die 
REGULAE  DOilNI  0DONI3  DE  RHYTHMIMACHIA  noch  dem  11.  Jahr- 


•  Odo'8  BEGULAE  DK  RHYTHMIMACHIA  wurden  von  Gerbert  (Scrip- 
tores  fcclcsiustici  de  iiiiisica.  T.  I.  S.in-Blaeianis  1781,  p.  285—295)  atiB  einem 
Wiener  Codex  s.  XUl  ediit.  -■  Dass  Odo  in  seine  Arbeit  die  eine«  anderen  Schrift- 
stellers aufgenommen,  hat  bereits  Friedleiu  (Das  Rechnen  mitColumnen  vor  dem 
10.  Jahrhundert  in  der  Zeitschrift  für  Mathematik  u.  Physik;  IX.  Jahrg.  S.  327)  erkannt. 
**  Verg).  Gerbort  T.  I.  p   2'j>. 

•♦•  Nach  Bethmaun  (Pertz  Archiv  Bd.  Xll,  S.  232)  ist  der  cod.  Val.  Lat. 
3101,  der  unter- andfrm  die  Rhylhmomachie  des  Asilo  enthalt,  „im  Jahre  1077 
KOn  Bencdictus  accolytus  nion   S.  Arsacii  in  ,Süddentschland  geschrieben." 

1« 


4  Historisoh  •  literarische  Abtheilnng. 

hundert  angehören.     Eine  weitere  Stutze  hierfOr  glaubte  ich  in  dem  Stack  za 

flnilon.  welches  cod.  Monac.  6369  s.  XI BI.  66—66'  enthalt.    Ich  bin  jedoch  in 

meiner  Erwartung  getttusoht  worden.  Das  fragliche  Stttck  ist  nicht,  wie  sich 

nach  Peiper*  annehmen  Iftsst,  ,eine  wörtliche  Abschrift  einiger  Capitel  von 

Udo's  Werk*.     Damit  ein  Jeder  die  Richtigkeit  meiner  Behanptang  prttfen 

kann,  sotse  ich  das  betreffende  Stttck  voIIstSndig  hierher.    Dasselbe  lautet: 

Kx  innumera  uarietate  nunierorum.pauci  et  numerabiles  innenti  saut. 

qui  sibi  ad  efficiendam  musicam  connenirent.     Sunt  antem  omnes  sez.Epi- 

tritu»  .  £mioli^8  .  Duplaris .  Triplaris  .  Quadruplaris  .  Epogdons  .  Est  epitritns 

cum,"*daobus  numeris.maior  habet  totum  minorem **.et  insnper  eins  tereiam 

partem.ttt  sunt. Uli  ad.  III;  nam  in. IUI. sunt. III. et  tercia  pars  triam. 

id   ««t.I.   et  hio  numerus   uocatur  epitritns.de  quo  nascitur  simphonia  quf 

apiwIUtur  diatessaron;   Emiolius  est  cum,'^^dnobns  numeris.maior   habet 

iotum  minorem***  et  insuper  eins  medietatem.ot  sunt   III.  ad.  II;   nam 

in.  IIl.  sunt.  II.  «t  media  pars  eorum.id  est.  I.  ex  quo  nascitnr  simphonia 

qn»    app«llat«r  diapent«;    Duplaris  numerus  est  cum  de  duoboa   nomeris 

ninor  bis  in  maiore  numeratur.ut  sunt.  IUI.  ad.  IL  et  ex  hoc  naseitai 

«impboaia  rai  nomen  est  dwpasoa. Triplaris  antem  com  de  doobns  nnmorit 

ttinor  qttat«r  in  maior«  nnmeiatur.ut  sunt.  IIL  ad.  I.  et  ex  hoe  proeedil 

kai 

«impliOBia    qu^    dtcitur    diapason   Kediapoite .  Quadruplaris    est    com    de 

dttobos   Bumeris  minor  quater  in  maiore  nnmetatur.nt  sunt.   Uli.   ad.  I 

qui  Bttm«rtt$  Ctcit  siwphoniam  quam  dicnnt  bis  diapason;  Epogdooa  est  qa 

iatr»  ««  baKrt  m-.nonm.et  insnper  «ins  ocuoam  partem.ct.VIIIL  ad.TIU 

qtt»  t«  VUll.VUI.  sunt. et  iasup«-  octaoa  pars  eorsm  id  est.  L  hie  anme 

r£$  «vVKBm  («rit .  quem  tcsnn  ■nudei  nceacemnu     Sunt  igitsr  simphoiÜM 

V|.:a  <(«$k     IHatiKS«!««  Dia^«eB«F. Diapason. Diapason  Kedäpeat«.     Bis  dia 

(«Sv-a  K^'^dotts.    $«d  hi«  a-.:aB«res  simphoBimm  ad  musieaB  pecacC.qoea 

Wv  ^«ss  ksmaa«»  iatmi«!«  t«1  eap«!«  i<«t«st  kacansi  aaditss.    Simpkoü 

'^i>*^KS<K^.*a  <«iB$tat  ex  <i3S>l«i  «wi«  «t  wsitCEic«;  fi  ex  epctrito.     Diapes^ 

«*VMr  *x  xrit^t  tcas»  «t  $«ar:K«:o  «S  £t  d«  «a£:.^I:v^    I>iip&i>r£  .:ca»?at  ex  q^ia 

^*»  w«5*  «<  i^"*«*  :S)»r:rcKi$  aÜ8Cc-b«ss  «  £s  «i  V?i*^-I>i^»äc»  Keda 

j«wt»  «.X  <W  V«if  «  »Ve  wiit:»tt-i$  »i»xibi=s  e:  1:  i-  tripükri.    Dskpuna 

^(■«CKC  X*axxi:  *»;»  s5  i«»  »ö«ä  ariWKäeil^  S-Ä:k  i*r  Eirai»rcjs»  Isss^Sseö 


•  "^Äy.   ;r«rl«r;   r         T-  £JT- SSS  ai'i  Öö 


Bemerkuni^en  zur  Rhythmotnachie. 


Im  12.  Jahrhundert  schrieb  Fortolfus  eine  „Rhythmimacbia".    Seine 


[Arbeit   hat   Peiper*   nach  der  Haadsi 


'  54  s.  XII  herausgegeben.     Port 
drei  Stellen  fast  wörtlich  überein**, 


i  der   Stadtbibliothek  zu  Breslau 
olfus  stimmt  mit  Odo  und   ÄEilo  in 
Man  vergleiche: 


Fortolfus 

Duobus  igitur  huic  ta- 
bnlae  assidentibus  legi- 
timi  ex  altenitra  parte 
alteruatim  fiant  tractns, 
ita  ut  mulliplices  tn\- 
hanturinsecundamcam- 
pum,  in  ante,  retro,  dex- 
trorsum  ,sin  istrorsum  gan- 
gulariter;  Buperpartieu- 
lares  eodem  modo  in  ter- 
cium,  superpartientes  in 
quartum(PeiperS.179). 

Quicumqne  ergo  nu- 
merus contrariae  partis 
uamerum  8uo  tegitimo 
traclii  offenderit,  aufe- 
rat  eura  (S.  180). 

Tali  praedae  subia- 
ceant  omues  pariter  pa- 
res  uel  pariter  impares, 
impariter  pares,  secnndi 
et  compositi.  Soli  primi 
et  incompoäiti  uagentur 
tuti,  nisi  ita  suntaduer- 
gariis  septi ,  ut  per  legi- 
timos  tractus  euadere 
non  possint  (S.  182). 


Odo 
His  ita  dispositis  legi- 
timi  fiant  tractus  ex 
alterutra  porte  altema- 
tim ,  ut  multiplices  tra- 
bantur  in  secundum  ante 
retro,  dextrorsum,  sinis- 
trorsum,  angulariter :  sn- 
perparticulares  iu  ter- 
ttum,  superpartientes  in 
qiiartum  (Gerbert  I, 
p.  285). 

Quioumque  numerus 
contrariae  partis  nurae- 
rum  in  suo  legitimo 
carsu  ofFendit,  illum,  qui 
sit  einsdem  quantitatis 
auferat  {p.  285—286). 

Tali  praedae  subia- 
cent  omnes  pariter  par- 
tes, aut  pariter  im- 
pares, vel  secundi  et 
compositi;  sed  primi  et 
compositi  vagentur  tuti, 
non  ita  sint  adverasriis 
circumsepti ,  ut  per  legi- 
timos  cursuB  non  pos- 
sint eradere  (p.  286). 


Äsilo 
His  ita  dispositiü  ex 
alterutra  parte  alterna- 
tim  trahuntur  omnes  spe- 
cies  multiplicis.in  ante, 
retro. dextro''8um  sinis- 
tro''sum  .  angulariter.  in 
campum  secundum.su- 
perparticularis  in  ter- 
cium  Buperparcientia  in 
quartum  (Cod.  Monac. 
14836  Bl.  5'). 

Quicnraqne  numerus 
in  suo  legitimo  tractu 
aliura  eiusdem  quanti- 
tatis offendat  auferat 
(Bl.  5'). 

Tali  prede  subiaceant 
omnes  pariter  pares. vel 
pariter  impares. vel  im- 
pariter pares .  vel  secundi 

et  compositi. soll    primi 

.■  .  com       ...  . 

et  in       positi  uagentur 

tuti  .  nisi     ita     imdiquo 

sint  circumsepti    adner- 

sariis.nt  per  legitimitm 

tractum  nou  possint  ena- 

dere  (Bl.  6). 


wäre,  80  fehlte  ea  sicher  nicht  in  dem  1483  zu  Venedig  gedruckten  über  etymo- 
logiarum  Isidori  hispalenBis  epiecopi.  Möglicherweise  ist  es  den  KEGULAE 
DüMNI  ODONIS  DE  KUYTHMIMACHI.^  entnommen  (vergl.  dazu  Gerbe rt  T.  I, 
p.  287—288).  Hierfür  spricht  besonders  seine  Uebetschrill.  Dieselbe  lautet:  Hoc 
excerptam  est  de  Ithythmimachia.  Aus  den  Khythmomachien  des  Herimjinn 
und  Asilo  kann  das  in  Hede  stehende  Stück  deshalb  nicht  entlehnt  sein,  weil  es 
sich  darin  nicht  findet.  Dasselbe  gilt  von  den  drei  Khythmomachien,  von  denen 
nun  im  Texte  zu  handeln  ist. 
•  A.  a.  O.  S.  169-197. 

**  Die  Uebereinstimmung  zwischen  Fortolfus  und  Odo  hat  schon  Peiper 
S.  17»,  180  und  182  bemerkt 
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Beniei'kuDgen  zur  Rhythmomachie. 


14.  Diuisio  imparis  numeri  et  de  primo  et  incomposito  (Bl.  2'). 

15.  De  Secundo  et  incomposito  (Bl.  2').  et  in 

16.  De    per    se     secundis     compositiä    ad    alioa    primis   '    compositis 
(Bl.  2'). 

17.  Qfiid    sit  qnod   parium   et  imparinm  species  in  tabnla  confuse  in- 
veniuntur  (Bl.  2'). 

18.  De  primis  et  incoinpositis  et  perfeotis  et  diminutis  et  saper&nia  (B1.2'). 

19.  Vnde  cognoscas  perfectos  (Bl.  3). 

20.  De  Dunieris  relatiuis  et  quid  multiplex  ael  saperparticalaria  (Bl.  3). 

21.  Qnid  Numeros  superparcieus  (Bl.  3). 

22.  Quid  alij  multiplices  superparticulares  et  maltiplices  superparcientes 
(Bl.  3).  ad 

23.  De  Natiuitate  numerorum  |   aliquid  (Bl.  3). 

24.  Regula  natiuitatis  ipsarum  (Bl.  3). 

25.  De  recte  positis  superparticularibus  et  superparercientibus  (Bl.  3'). 

26.  De  Keuocacione  numerorum  in  guam  originem  (Bl.  3'). 

27.  Regula  Reuocacionis  (Bl.  3'). 

28.  Racio  traciuum  in  tabula  (Bl.  4). 

29.  De  bis  qui  licite  in  orones  campos  euut  (Bl.  4). 

30.  Quomodo  eaat  piramides  (Bl.  4). 

31.  De  Trigonis  (Bl.  4). 

32.  Quomodo  trianguli  et  multanguli  fiaat  (Bl,  4). 

33.  Quomodo  ex  triangulis  formentur  omnes  (Bl.  4"). 

34.  De  Solidis  numeris  et  Piramide  (Bl,  4'). 

35.  Difiinicio  diuersorum  solidorum  numeroram  (Bl.  5). 

36.  De  Spericis  Numeris  (Bl.  Ö). 

37.  De  constitucione  Cubonim  (Bl.  5). 

38.  Regule  aufferendi  in  tabula, et  de  Armouiaca  inferendi  (Bl.  5). 

39.  Quod  nnllus  numerus  armoniara  ledere  potest  (Bl.  5). 

40.  Quid  sind  Medietales  (Bl.  5). 

41.  Quot  eint  Medietates  (Bl.  5'). 

42.  De  Aritbmetica  medietate  (Bl.  5'). 

43.  De  Geometrica  (Bl.  5'). 

44.  De  Armonica  (Bl.  5'). 

45.  Qui  ex  parte  parium  triam  medietatum  sint  numeri  (Bl.  5'). 

46.  Qni  ex  parte  Imparinm  (Bl.  5'). 

47.  Quarum   medietatum  numeri   magis  uel  minus  habundent  (Bl.  5') 

48.  De  consouancijs  que  sunt  in  armoniacis  medietatibus  (Bl.  5'). 
Die     Prelocucio     De     Ritbmachia  *     beginnt     mit    den    Worten     (Bl.   1) 
(Q)Vandoquidem   fortiter   in   tbeatro   pbilosopbii}   sudantcs  ardua.     Der  Ab- 


•  Libri's  Hnnd^chrift  n°  468  hatte  den  Titel:   Incipit  Rithmadiia.    Vergl. 
Pl.  XXIX. 


8  Historücb- literarische  Abtbeilang. 

schnitt  De  Nomine  et  materia  ladi  (Ingt  so  an  (Bl.  1):  (N)Omen  Indi  est 
Rithmachia:  Et  dicitnr  Ritbmachia  quasi  numeronun  pagna  Nam  Biih 
nomeros  macbia  pogna  interpretator  Pognat  qnippe  ibi  polcherrime  virtas 
nnmeri  Materia  est  par  et  impar  namems.  Der  Abschnitt  De  intencione 
et  fine  et  coi  parte  pbiloxopbie  snpponator  scbliesst  mit  den  Worten  (61. 1 ) : 
Non  aliter  litbmachia  presentat  opere  Arithmetice  —  et  astrolabij  solercia 
consistit  Der  Abschnitt  De  inventore  Indi  beginnt  (BL  l):  (I)Naentor 
ludi  Boecias  apnd  Romanos  fuit  cnios  petre  ac  tabale  pro  memoriali  adac 
seraantar  et  ostendantnr  in  palacio  Salostiano  Bom^.  Der  Abschnitt,  der 
die  üeberschrift  hat:  Regnle  anfferendi  in  tabnla.et  de  Armoniaea  inferendi, 
fingt  so  an  (BL  5):  (M)Odo  post  mnlta  dicendum  est  qnomodo  nnmeras 
nnmenim  anffert  Trabe  eos  sicot  trahendi  sunt  qnod  predizimns.et  istas 
sema  regnlas  Qnicamqne  namems  contrarie  portis  niunemm  eiosdem  qaan- 
titatis  in  sdo  legittimo  tracta  offendit  anffert  eam.  Der  letzte  Abschnitt 
beginnt  (Bl-Ö'):  (P)roponamDS  dnas  armonias  parem  et  imparem  und  scUiesst 
(BL  6):  Nam  par  armonia  propter  impares  partes  Impar  dieetar  et  econ- 
nerso*.  Auf  dem  rechten  Bande  von  Bl.  1  steht  Ton  der  Hand  Johann 
Widmann's  von  Eger**: 

Hie  habetur  qnod  nisiarte  maxima  compertus  Bithmachie  ladnm  non  attiogkt. 

Uic  ponit  nominis  Interpretationem. 

Hie  qne  sit  ladi  istins  materiam  ostendit 
Da  Widmann  auch  den  Abschnitten,  velche  betitelt  sind:  Regula 
natinitatis  ipsaram.  De  Solidis  nameris  et  Piramide  and  De  constitocione 
Cnboram  Figuren  hinzagefftgt  hat,  so  dOrfte  die  Annahme  nicht  onge- 
rechtfertigt  sein,  dass  das  Dresdner  Manuscript  C  19  Nr.  3  einst  ins  Be- 
sitze Widmann's  gewesen  ist. 

Der  cod.  Paris.  7377  C,  welcher,  wie  erwähnt,  dem  13.  Jahrhundert 
angehört,  enthält  anf  BL  16  — 17  auch  eine  anonyme  Rhjtbmomachie. 
Diese  beginnt  ohne  Titel:  Omnis  ineqaalitas  ex  eqaalitate  procedit.ut 
boetias  in  libris  arithmetice  .  dicit.  Ineqaalitatis  sftecies.  V.  sunt .  Multi- 
plex .  soperparticularis  Superparciens  .  Multiplex  .  superpartiealaris  .  Multiplex 
snperpareiens  Sed  tribas  primis  et  simpHcibus  assnmptis .  ex  bis  uero 
compoäitiä  dnabos  reiectis .  quidam  si  iudicio  placet  sapientium  .hniusmodi 
constitnit  nameronim  conflictum.  Vergleicht  man  damit  den  Anfang  der 
Asilo*schen  Rhrthmomachie  (s.  S.  2),  so  bemerkt  man  eine  grosse  Aehnlich- 


*  Libri*«  Uand^ichrift   ii*  483  endigte:  tur  Esplicit   libc-r  felidter.     Amen; 
VergL  pL  SXIX. 

**  Widmann's  Handschrift  kenue  ich  aus  dem  cod  Dresil.  C  SO.  In  diesem 
Codex  tind  mehrere  Stöcke  and  zahlreiche  Kotizen  von  Widiuacn  eif;enbändig 
geschrieben.  Vergl.  daxa  mein  Programm :  Zur  Geschichte  der  deutschen  .\lgebra 
im  15.  Jahrhundert.  Zwickau  1087  ood  meine  Abhandlong:  Beitrag  zur  Geschichte 
da  Mathematik  i*  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Pbjeik.  Supplement  aar 
hiatoriad-  ''^btheilong  des  XXXIV.  Jahrgangs. 


Bemerkungen  zur  Rliytlimntimchie, 
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keit.  Bl.  16'  endigt  mit  den  Worten:  Ex  impari  proportione  minimi  erunt 
nigri.VIII.  medii  albi .  VTII.  maximi  uiridis  coloris.  VIII.  nnd  B1.17  füngt  so 
an:  e  raedietates  armonic^.     Ex  pari  proportione  statnende  sunt 

tripli  dnpli  tripli  dopli  quincupli 

.n.UI.VI.vel.VI.VIlI.XII.yel.UlI.Vl.XII.vel.XV.XX.XXX.vel.VlIU.XV.X/V. 
Zwischen  maximi  uiridis  coloris.  Vlll.  und  ^  medietates  armonice  ist  meines 
Eracbtens  eine  kleine  Lücke.  Der  Scbluss  stimmt  mit  einer  Stelle  von  Odo's 
Regulae  de  Rhythmimacbia  fast  völlig  Uberein.  Er  lautet:  Ex  pari  proportione. 
II.  ab  hostibiia  undique  circumueutus  captiuatur.Vmis.  IUI.  cum  pyramide  cadit. 
alter. II Il.potest  ab  bostibas  obsideri.  non  tamen  aarerri.  VI.  per  ternarium 
in  secando  campo  cadit. VIII.  per  coniunctos.V.  et.  III.  —  .  CXXI.  per  XVI. 
in  septimo  .  remanente.  Villi,  vel.  C.XX.  per  .  XX.  in  sexto  .  CXXV.  per 
XXV.  in  nono.CCC/XI.  per  XiVIIII.  in  septimo. remanente.  XXV.*  Ausser 
der  in  Rede  stehenden  ist  mir  keine  Rbythraoinacbie  aus  dem  13.  Jahr- 
hundert aufge&tossen.  Peiper*"  irrt,  wenn  er  behauptet,  Jordanus 
Nemorarius  habe  eine  Rhythraomachie  verfasst.  Die  Schrift,  welche 
JacobuB  Faber  Stapulensis  unter  dem  Titel:  Rithmimacbie  Indus  qui 
et  pugna  numerorum  appellatur  edirt  hat***,  ist  nicht  von  Jordanus.  Wenn 
sie  von  ihm  wäre,  so  stKnde  sicher  am  Ende:  Rithmimacbie  Jordani  Finis 
und  nicht  blos  Rithmimacbie  Finis.  Die  drei  anderen  Schriften,  welche 
zusammen  mit  dem  Rithmimochie  ludus  qui  et  pugna  numerorum  appellatur 
gedruckt  worden  sind,  haben  am  Scbtuss;  Decimi  elementorum  Äritbmetices 
Jordani  finis,  Quarti  elementorum  Musicea  Jacobi  Stapulensis  finis  und  Epi- 
tomes  librorum  Ärithmeticornm  Boetij  finis. 

Im  14.  Jahrhundert  ist  nach  dem  Werke  von  Asilo  eine  siebente 
Rhythmomachie  verfasst  worden,  Von  derselben  kenne  ich  vier  Mannscripte j 
eins  findet  sich  im  cod.  Ampi.  Q  2  s.  XIV  Bl.  .37 — 37  t,  eins  im  cod. 
Ampi.  Q  325  s.  XIV  Bl.  45  und  46'tt,  eins  im  cod.  Dresd.  C  80  Bl. 
267' — 268  und  ein  viertes  im  Codex  830  der  Bibliotböque  de  I' Arsenal  in 


♦  Verg),  dazu  Gerbert  T.  I,  p.  286  und  2S7. 

»*  A.  a.  0.    S.  224. 

***  Ke  giebt  zwei  Ausgaben.    Beide  erschienen  in  Paris  (M96  und  l&ll).     Ich 
citire  nach  der  zweiten  Ausgabe. 

t  Zu  diesem  Manuscript  gehören  aoch  ein  Abschnitt  (Ita  tarnen  quod  sicat 
maximua  se  habet  ad  minimum  —  faiu  itaque  victorias  sen  armonias  eCudioai  lec- 
toris  ingenio  relinquimuH  assignandas)  von  Bl.  1  und  drei  Figuren  (die  Haupt- 
figur »teilt  die  Tafel  des  Spieles  dar)  auf  Bl.  1'. 

f+  Diese»  Manuscript  beginnt  ohne  Titel:  (T  quinque  sunt  gencra  inequalitatis 
ex  oqualit'.ite  procedere  secundum  nrisnietice  libros  est  miiuirestum  \  sunt  autem 
hec  genus  multiplex  genus  siiperparticulare  genus  «uperpartiens  genus  multiplex 
snperparticulare  genus  multiplex  auperpartiens  |  relictis  itaque  daobus  compositia 
eX  tribus  simplicibus  restat  diceiidum  ]  ...  ex  bijs  tribus  generibus  scilicrt  ex 
mulliplice  et  euperparticulari  et  superpartienti  nascitur  qaidam  contlictuB  qui  rioh- 
marchia  nuncupatur  id  est  numerorum  pungna  und  schlicsst:  has  itaque  victoriaa 
siue  annonias  atudiosi  lectoria  ingenio  relinquimaa  assignandas  qaus  super  pre* 


Abadoiftcs  vcc  der  BhTÜEKcandne  6ea  Thomai  Brmd vardiaat.  Anf 
Äeae  Tgmaihaag  habca  nidi  xwcä  Haadx&rif^ea  gccnei:,  weJeke  firllher 
ix  der  BibSa^ecs  AmploiräB*  la  Edim  TorfeftcicB  wmrtn**.  Die  eäe  dieser 
HasdKkrfäca  cmiäeh:  Item  über  prDfndi  aadieiBaäe:  Bneweröia  de 
k,  id  e^  de  po^aa  BaMcroraoi,  cptän».  Ca>ala*  Yictorii  de 
Tnetatai  Boeeii  de  Boaero,  pcwi««  et  Bescsn  totat  ■limm 
trie«*.  Tote  ■liiwilik  i  Boeci  cum  fizoris  es  nctb  at  ispra  sad  die 
aadere:  Itea  evmmemtam  ssper  tnetetaai  Bnewerdia  de  mbadmackia. 
Algori^ras  de  niaBcnB  per  totaa.  Libsr  de  proporöoaibu  boaai.  Prac- 
tica §iuanüjt.  Caaoaea  aetrolabii  com  ■eins  aliis.  Qacctioacs  soper 
spera  laitriTili  Comaumtzm  boaaa  fnper  compoto  cjiaaetzalL  Brerilo- 
qaian  Alaiiaimii  ia  astrologia***. 

Eia  AaaByaas,  der  !■  15.  Jahikoadert  gdebt,  hat  die  BbjtlnMMB»- 
^ie  des  Asilo  duck  Zsdtxe  erwdtert.  Seiae  Arbeit  üt  eathahcia  im 
cod.  Viadob.  5216  s.  XV  BL 59— €2.  Der  Titd  des  Guuea  botet:  De  Lirfo 
Bichoataekie  aad  der  Aafii^:  QTicqne  geana  laeqiialiüUä  ex  eqoalitate 
proeedoc  amaifestom  ett  ex  hhiii  aticmetnee  multiplex  saperpartieaJai«  S 
Saperpaicie^  '  Mahiplex  Evperparticiilare  Vidtjplex  nperparaeaS  S  räeetia 
daobcs . .  .compoctis  ex  tribas  simpüdbiu  kniasmodi  eoDfiäctam  qiiidam 
ex     elero    Wirtembergeasi'i'    Si    peritt     Ivdiceitt    dat    poeterioritati.      Die 

■I  wi  «reiM  ecrsk  oesjo  ccJUtecai  ig::onbit  et  hec  de  ritknuckia  iateUegenfi 
lectcs  £cta  coSeiu:!. 

*  X:ul«::=zne  tt«r  dieM>  MaaoKript  Terianke  idi  Hern!  Heari  Martin 
ia  Paö. 

**  Xa<£  PüKKCitf<eifiec.  vo  cä.m*  Aicplüniacitcc«  HiuidiccrifleB  ach 
:«irde».  sad  <äe  ia  Fr^^  f-theedia  äüt  gekocm«::  Bräfüdie  Xittkeüaiig 
TOB  Gzii.  T.  SehCsl  :-ra'i«l«n  DoslEecac:  ia  Poicz^enfrld^s . 

•~  T«T^  Sekas.  Be»ekreit*^dea  Veneiettia  der  AcpJcsiaaiicbeii  Haad- 
K^iiiteacucEilcEr  ia  Erfsl.  B^Hia  1S$T.  S.  TS»  -scd  T»».  —  Das  Stock,  velckei 
i=.  txA.  AcjL  vt  S  BL  Je— 30  —  ith  title  die  atgfteftetfi:  Z«t:ei.  auf  denen 
Graues  Tce  rvei:er  H»r«i  »t^ben.  aiüt  ait  Butter  —  -'-■^•'»■«  begiaat  oiuie 
Ti!«l:  Osdis«  4^  ^eücacpias  f^t  itq^e  poeu  nzi  b±.:es>::  Pccd«re  aieasara 
-zsan  qai  ezcu  cr«a^  Explidt  tTforica  £:=e;srs=.  M^giitr:  Iragverdin. 
A=f!;-i:-:f  Lu  «.  jtwcti  in  i::  0:*  Eijünaosaihie  iniJ  keinem  Worte 
vnr'kz.zi  •miri.  l«xec^<t  t!s:  über  =:etrirs  BitkziLrracbie  i  e.  de  pcgaa  anme- 
nrrzr.  cpti^-at  et  F=ttiiiKiiE3f  prcfcrdi  c:^t£<=and  Bnfverdin.  deMTriea* 
Taiäe    t4«mjMJi    ^fcri»  Oridii  de  xet-la  e:  irifccrrice    Ter?;.  Scfaam  a.  a    O. 

5.  "i\ .  Z-.T  Asfrse-ll:^^  dieses  :.iliebe=  Titelt  iii  Anp.c::^»  jedesfUl«  dsrek 
dea  Ixföix  tmzJktA  ■»cries.  Ia  ii-rael'KE  ":es:  ir.i-  V:.riers«:e  des  Votblattes): 
±*  hi«r  Eitcsizaüi«  :i  <«  de  p-gna  n^cer;— n:.pr:r::.d:  ^ailiesiaüci  trag- 
«cidiBJ  «  diaersi  ITrrJ  de  Teraia.ee-cttra  ifb-ir  de  Trt::"»  fpsi.  E»a  dt  n'S  okae 
Zveüci  da<  Steck  eeoeirt  itt.  »elties  rc-n  E'  '■-^- --.<<'  j::h  •erstreckt,  co  bat 
aack  der  SekiabR  ä»  Isdex  »iti:  geirrt 

t  Die  Bcieifk'aag  virtesL^igecäi  ftixcmt  nicht  ic  •ierVem.tiVi.ac^  Peiper's 

6.  Ik  O.  S.  XU  ^^.  da«  ELin  lei  dem  rielfaci:  ger.airtcg  A^:  ja  Adalbera, 
fiaim  m  ytta  Bisthd  tob  Wcrzb'::ig  vnide.  derkea  kdaae. 
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[ZnsStze  beginnen  (Bl  60'):  Seqnitnr  prima  regula  Ex  pari  proporcione 
binarius  ab  hoatibns  vndique  circnitiuentns  captinatur  vnus  quaternarius 
cnm    pirnmidc  91.   cadit  |  alter   potest  ab  bostibus  obsideri  non  tarnen  auf- 

I  ferri  {  trinarius  adaersarie  partis  senarius  In  campo.  Secundo  |  bis  In  tria 
6,  sunt  I  Douenarius  In  tercio  |  ter  quippe .  3  .  nouem  erunt  und  endigen 
(Bl.  Gl*):  Superoctiparciena  289  ad  153  Superana  eum  octo  partibns  id 
est  octieB  17  nonies  17  1.53  Sepcies  decies  17.289.Snpernoniparciens 
361  iid  190  Superans  eurn.9.pBrtibu8  id  est  nonies  19  361  Si  quis  hec 
plane  viderit  Richomacbiara  scire  valebit  et  cetera.  Den  Schluss  des  Ganzen 
bilden  drei  Figuren.  Hiervon  stellt  die  Hauptfigur  die  Tafel  des  Spieles  dar*. 
Dem  16.  Jahrhundert  gebort  die  erste  Bearbeitung  der  Rhytbmoma- 
cbie  in  deutscher  Sprache  an.  Sie  rührt  von  Abraham  Riese,  dem 
zweiten  Sohne  des  Rei henmeistera  Adam  Riese,  her.  Die  beiden  Theile, 
aus  denen  sie  besteht,  bilden  zusammen  den  cod.  Dresd.  C  433  s.  XVI. 
Der  erste  Tbeil  (Bl,  2  -  21')  ist  betitelt:  Arithmomachia  Durch  Abraham 
Riesen  und  der  zweite  (Bl.  26—44'):  Endliche  erclerung  ChurfurstHcher 
Sexischer  Arilhmomacbiae.  Durch  Abraham  Riesen  Anno  1562.  Der  Titel 
des  zweiten  Theils  lüsst  vermuthen,  dass  die  ganze  Arbeit  für  Kurfürst 
August  gemacht  worden  ist**.  Abraham  Riese  benutzte  entweder  das 
Werk  des  .\silo  oder  eine  Nachbildung  dieses  Werkes.  Dies  erhellt  schon 
aas  dem  Anfang  seiner  Äritbuionmchia.  Derselbe  lautet  folgendermassen 
(Bl.  2 — 2'):  Das  die  funff  genera  Froporlionis  inaequalitatis,  aus  der  Pro- 
portion aeqnalitatis  ihren  vrsprung  haben,  Daruon  ist  genugsam  in  Arith- 
metica  Speculatiua  gehandelt.  Die  funff  genera  aber  Proportionis  inaequa- 
litatis seind,  Multiplex,  Superparticulare,  Superpartiens ,  Multiplex  super- 
particulare,  vnd  Multiplex  Superpartiens.  Vnder  diesen  seind  Drey  genera, 
als  Multiplex,  Superparticulare,  vnd  superpartiens.  Zwischen  welchen  ein 
Kampf,  Schlacht  vnd  streich  ans  Zwiespaltt,  von  wegen  der  geraden  vnd  vnge- 
raden  tzalen  sich  ehrheben,  Vnd  dieser  karapff  wnrdt  Arithmomachia  genandt. 
Im  Anschluss  an  die  vorstehenden  Bemerkungen  erlaube  ich  mir,  den 
vollständigen  Text  der  Rhythmomachien  des  He ri mann  und  Äailo  aus 
der  MUnchener  Handschrift  n"  14836  mitzutbeilen. 


*  Die  Zusiltze  des  Anonymus  und  einiges  andere  ßndct  man  in  der  Dresdner 
nanJschrift  C  80  auf  Bl.  259— -265'.  Zur  Ausfüllung  des  leeren  Raumes  von 
lil.  260  und  260'  bat  Johann  Widmann  von  Eger  Bemerkungen  (sind  von 
Bl.  26S  abgeschrieben)  und  eine  Figur  (»teilt  die  Tafel  der  Rbytbmomachie  dar) 
beigefngt.  Bemerkt  sei  noch,  daas  Hl.  268-868'  (vergl.  dazu  Seite  2,  Note  ü) 
uud  Bl.  359—266'  zwei  verschiedene  Hände  geschrieben  haben. 

••  Eine  weitere  Stütze  hierfür  liegt  darin,  dass  Abraham  Riese  auf  Wunsch 
des  Kurfürsten  August  die  in  den  Dresdner  Handschriften  C  31  und  C  81i>  enthal- 
tenen „küoste"  verfaut  hat.  Die  von  Beriet  (Dober  Adam  Riese.  Programm 
der  Realschule  zu  Annaberg  fär  1855.  S.  XXXI)  ans  diesen  „kunsten"  mitge- 
tbeilten  Worte  habe  ich  mit  einigen  .\bweichungen  in  der  Handschrift  C  81  anf 
ß1.  76  gefunden. 


12  Historiseh-liteimrische  Abtheilnng. 


Bl-  »'•  |1  DE  CONPLICTU  BITHMIMACHIE. 

< 

Qni  peritus  aritbmeticf  hnins  inneotionis  noticiam  cnret  habere. certns  sit 
omnes  species  triam  genernm.mnltiplicis.snperparticalaris.superpartientis. 
nsqae   ad   decnplam  proportionem  in  boc  conflictn  repperiri.ita.at  consti- 

i  toaotor  ex  altera  parte  tabnif     q     deDominaotnr  ex  pari. ex  altera    q    ex 
inpari  .  Species  maltipHcis    legitimos    tractns    habeant   in  ante  .  retro  . 

giniütrorsam 
dextrosnm;    angnlariter    in    campum    secundum .  saperparticolaris    in    ter- 

ti 
cinm.     snperpartien8  in   qaartnm.      Qaicninqne    namems    ex    altera    parte 

alinin    nnmeram    einsdem    qoantitatis   per    hos   tractns    offendat .  anferat. 

>o  Et    si    nnmems    contraria     partis    circa mponatar     partibas    qae     malti- 

plicatf  aat  coninnctf  effic/ant  eiasdem  sannDain  auferatar.aat  si  qaantitas 

camporom   interiacentinm   alienam   et   propriam  com    proprio   mnltiplicata 

alieni  efficiant.snmmam  aaferatnr.     In  illa  parte  tabale  ubi  omnes  species 

ra 
denominantar  ex  pari . posita  est  py    mis.XCI.   Quam  si  offendat  saa  basis . 

15  XXXVI. ant   nameras   qni   cam   quantitate  interiacentium  camporam  basim 
Bl. 4. efficiant .     non  solum  pjramidem.sed  omnes  tetragonos  unde  existat  auferat. 
piramide  „ 

Idem   fiat  de  puranude   contrarij!  partis .  CXC .  cuius   basis  est  /XIIII .  Qai 

g vel  motis 

tendat  ad  ui  toriam  ex  alterutra  parte  omnibus;  modis  a  prime  positionis 

ti  ce 
locis.stndeat  in  part«  contraria  medietatis  efficere.armonicam  arithmedicam. 

2)  iDoentionis  corrigirt  aas  inaeoti.  —  13)  auferatur  corrigirt  aus  aafetat. 

1)   DE  CONFLICTU  RlTHMIMACHipj    LVDVS   QVI   DICITVE  RITHMl- 

MACHIA  P  (mitP  bezeichne  ich  den  cod.  Paris.  7186).  —  2)  arithmetic^]  arhime- 

ticf  P{  inuentionit]  inaenti  P;   curet]   curat  P.  —  3)  superpartientis]   saperpar- 

qve 

cientig  P.  —   4)  repperiri]   reperire  P.  —  6)  9]  qu?  P;  pari]  inpari  P;  ex  vor 

VC  EiDistrorsum 

altera  fehlt  in  P;  1]  qu?P.  —  6)  inpari]  pari  P.  —  7)  angulariterj  BiniRtrosum.angu- 

ti 
lanter  P.  —  8)  saperpartiens]  saperparcientis  P.  —  9)  eiusdetn]  einsqueP.  —  10)  quo] 

qu?  P.  —  10-11)  multiplicat^]  multiplicate  P.  —  11)  conianct?]  iunct^P;  efBc,*ant] 

faciant    P;    aut]    Aut    P.     —     13)    efficiant]     efficiat    P;    species]     denomi- 

ra 
natiui  P.  —   14)  pari]   inpari  P;  py  mis]  piramis  P;  XCI]  nonaginta  nnas  P.  — 

Ifi)  XXXVI]  triginta  sex  P;  interiacentium  camporum]   camporum  interiacentium 
P.  —    15-16}    basim  efficiant]  efBciat    basim  P.   —    16)    pyramidem]   piramidem 

piramide 
P;  vor  omnes  hat  P  noch:  et;  existat]  exiatit  P.  —  17)  puranude]  pira...eP; 
CXC]  ceotum  nonaginta  P;  /XIIII]  sexagiuta  quattuor  P.  —  18)  tendat]  tendit  P; 

vel  motis 
ni  toriam]  uictoriam  P;  modis]  modis  P;  prime]  prim^  P;  positionis]  posicionis  P. 
—  19)  contrarif]  contraria  P;  medietatis]  medietates  P;  hinter  armonicam  steht 

in  P  noch:  et;  arithic  ticam  P. 
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mininio 

Quarum    uti-aque   in    tribus   termi   eonstans  .  inaximo  .  raedio  .  tcSlIlIS^  .  tali 
diligentia   ponecda  est.ut  nullua  ex  alienis  terminis  poBsit  interrepere.     Et 

vel  ex  terminis  ulraque 

qni  primus  ex  terminns  ponitur  iudicetar  aduersario.    In  altera  parte  copia 

t 
eat  arithmedicam  cum  propriis  efficere.   Ad  armonicam  necesse  est  acquirere 

I 
uuum   per   predam.ut  cum   in  altera   parte  sint  arraonici    VIII  .  et   VI.es    & 

t 
altera  parte  XII. ait  ncquisitus.     Idem  ad   XV.  et  XX.  XXX.  ad  XXV.  et 

X/V.CC.XXV.ad  VII.  et  Xll.X/lf.ad  XC.et  XXX.  X/V.  Quorum  oranium 

proprietas  est.ut  sicnt  mnximus  est  ad  minimum.ita  differencia  sit  maximi 

t 
et  medii  ad  differenciam  medii  et  minimi .  Arithmedicorura  autera   quoniam 

facilior  inuentio   est.unum   pono  exomplum  .  ut /VI .  XXXVI .  XVI  .Quorum  lo 
proprietas   est  nt   diSerencia   que  est   inter  maxtmura.et  medium. sit  inter 

vel  get 
medium  et  minimum  .  II  Ceteros  inuestiger  ai  quem  bis  diligentiam  adbibereBl.4', 

test 
delectat   Qui  sie  non  possit  uenire  ad  uictoriaro  perfectam  .et  maximam  conetur 

ponere  armooiam.que.  IIILeiistens  terminis.  XII. Villi  .VIII.  VI.  teruas  in  se 

continet  medietales.et  insuper  omnium  musicarum proportiones  simphoniarum.  is 

1)  Nach  termi  findet  eiob  das  Zeichen  ,.    Unter  Wiederholung  dieses  Zeichens 
steht  Buf  dem  rechten  Rande:  nis. 


nuniiQO 
1)  termi]  terminis  P;  vor  eonstans  hatP  noch:  est;  tesv^SS]  minimo  F;  hinter 

vel  ex  terminis  utraque 

minimo  steht  in  Pnoch:  Et;  tali]  talis  i'.  —  8)  ex  terminus]  ez  terminis  P;  altera] 

t 
utraque  P.  —  4)  arithniedicnin]  arhimeticam  P;  cum  propriis  lehltin  P;  armonicam] 

armoniamP;  acquirere]  adquirereP,  —  5)  predamj  pr^damPiVlII]  nouemP;VJ)BeiP. 

—  6j  parte  fehlt  in  J';  XIIJ  dnodecim  1';  »it  acqnisitusj  adquirendi  sunt  J';  IdeniJ 
üem  P.  -  6-7)  XV. et  XX. XXX. ad  XXV. et  XHT  .  CC  .XXV.ad  VlJ.et  XU. 
Xjn.ad  XC.et  X.XX.XiV]  quiodecim.et  uiginti .  triginta.  Ad  uiginti  quinque. 
et  quadraginta  quinque .  duccntos  uiginti  quioqiie  Ad  septem  et  duodeuini.  quu- 
dragiuta  duo  Ad  nonaginta  .  et  triginta. quadraginta  quinque.  —  7)  vor  Quorum 
bat  1'  noch:  Ad  uiginti  v  .  et  ducentna  uiginti  quinque .  quadraginta  quinque. 
8)  differeacia]    differentia  P.  —   9J  differenciam]  differentiam  P;   medii]    maximi 

t 
J';  .\rithmedicoriimJ  Arhinieticoruin  /';  quoiiiam]  quiftJ'.— 10)  JVI.  XXXVI  XVIIquin- 
quaginta.sex.   triginta  sex.Bedecim  P;  Quorum]  qiioium  P.  —  U)  differeacia)  dif- 

vel  get 
ferentia  P;  que]  qu?  P.  —  12)  inuestiger)  jnuestiget  P.  —  13)  delectat]  delectetP; 
test 

pOBsit]    possit  P.  -   14)  mi]  quatuor  /';  XII .  VUII .  VlIT  .VI]  duodecim  .  noneip 
Septem. sex  P.  —  15)  continetj  recontinet  P;  proportiones  simphoninnim]  sympl 
niarum  proportiones  /'. 


14  Historisch -literarische  Abtheilung. 

Tt /XV.  Villi.  V./XXXI.  Villi.  etVllI.  XV.  111.  et  V  .  XC  .  VI .  et  XV. 
C  .XXV  .  et  IIIIXVI.IIII  .  et  lll^  .  C  .  XXVI  .et  XX  .  Villi  .  V  .  et 
HI .  XVI .  Villi  etVII./XXXl.m.XXXIIl.et  XX  .  XXVIII.XX  .et  VIII. 

a 
Pyramis  XCI.consttt  ex  teragoüis.XXXVl.XXV.XVI.VIIlI.III.I.et  uocat 

5  perfecta. cuias  basis  est  XXXVI.    Basi  latera  Villi  .et  111.    Pyramis. CXC. 

x/VIlII 
constat  ex  teragonis  X/llIl.^f93III.XXXVl.XXV.XVI.et  tercurta  nocatur. 

Cuius   basis  est  /Xllll.basi  latera. VIII. et  XVI. 

ITE  DE   RIHTM. 
Quinque  genera  in^qualitatis  ex  equalitate  procedere  manifestum  est .  ex 
10  librisarithmetice.mnltiplex.superparticulare.snperparciens.  Sed  reiectisduobus 

s 
compositis .  ex  tribus  simplicibus  huinsmodi  conflictam .  quidam  ex  cleroWirhi- 

burgensi .  si  periti  iudicent  dabit  posteritati.     Sit  tabula  ad  longitudinem  et 

BI.  5.  lati  I  tudinem  distincta  campis .  supra  quam  ex  ulterutra  parte  disponantur  usque 

ad  decuplam .  proportionem .  omnes  trium  generum  predictorum  species.  Hinc 

10  Nach  taperparciens  steht  das  Zeichen  'gd  and  auf  dem  unteren  Bande  steht 

sab  sub 

n  ich  dem  Zeichen  t)t)  Folgendes :  multiplex  snperparticulaie .  multiplex  superparliens, 

1-3)  Tt  fXV.VUfl  .V  .  aXXI .  VIIU  .  et  VIII  .  XV  .  111 .  et  V  .  XC  .  VI .  et  XV. 

C  .  XXV  .  et  UnXVI .  Uli .  et  Uli .  C .  XXVI .  et  XX .  VOU .  V  .  et  UI .  XVI .  VUII .  et 

VU  jXXXI.^Vl.XXXHI.et  XX  .  XXVUI.  XX.  et  VUl]  ut  quadraginta  quinque. 

nouem  .  et  quinque .  octoginta  unus  .  nouem.et  nouem.quiudecim.tres.et  quinque. 

nonagintji.sex.et  quindecim . centum   uiginti  v.et   quatuor.eedecim  .quatuor.qua- 

tuor.centnm    uiginti  .sex  .uiginti .  ducenti   uiginti  qaioque  .  nouem  .  duodecim  .  et 

i 
nouem . quinque. et  qnatuor .  sedccem . nouem . septem . octogmto  unus . quiaquagmta, 

BOX  .  et   uiginti  quinque  °  quinquaginta  sex.  et  uiginti  quinque  quinquaginta  sex. 

triginta  unus  .  uiginti. uiginti  octo. uiginti. et  nouem  F.  —  4)  PyramisJ  Piramis  I'; 

a 
XClj  nonaginta  i';  consttt]  constat  i';  teragonis]  tetragonis  F;   XXXVl.XXV. 

XVI ,  VUII .  Ul .  1]  triginta  sex. uiginti  quindecim. nouem. quatuor. unus  1';  uocat] 
uocatur  r.  —  6)  SXXVIJ  triginta  sex  1';  Basi]  basis  P;  Villi,  et  Ul]  nouem.et 
tres  1';   Pvramis]  Piramis  ]';  OXC]  ccntom  nonaginta  1'.  —  C)  teriigonis]   tetra- 

X(Vllll 
gonis  P;  /XllU.xiVira.  XXXVI.  XXV.  XVl]  sexasinta  nouem.  uiginti  VI.  uiginti 
quinque.  sedecim  P;  tercnrta]  tercurtata  1'.  —  7)  /XIllI]  sexagiuta  IUI  P;  basi] 
basis  i';   VIII.  et  XVI]  octo. et  sedecim  P.  -  8)  ITE  DE  RIUTM  ]REGVLA  DE 

na 
UITÜMACUIA  id  est  de   numeri  pvg  p  (mit  p  bezeichne   ich    den   cod.  Paris . 

7877  C).   —    9)    equalitate]    fqnalitate   p.    —     10)    arithmetice]    arithmetic^    p; 

superparciens]    superparticns  p;    vor  S:ed    bat  p   noch:    multiplex    superparticu- 

'  s 

laris .  multiplex  snperpartiens.  —  11-12)  Wir  hiburgensi]  Wirzeburgensi  ^.  —  12)  vor 

si  steht  in  p  noch:  nomine  asilo;  iudicent]  iudicentur  p;  ad]  in  p;  longitudinem 

longitudinc  p.  —  13)  latitudinem]  latitudine  p;  vor  distincta  hat  p  noch:  ut  cer- 

nitis;   ulterutra]  alterutra  p;'  nach  parte  steht  in  p  noch:   in  ultimis   campis.  — 

14)  trium  generum  predictorum]  predictorum  trivm  generum  p;   Hinc]  Hie  p.  — 
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YIII  .  albi  minores  ex  pari  denomiiiatai  habentes  propoitiones .  duplam  vt 
IUI. ad  II  .  qiiadrupliim  vt  XVI. ad  IUI  sescuplam  vt  XXXVI. ad  VI. 
octuplam  ut  /XIIII  .  ad  VIII.  His  opponantur  eiusdem  generis  VIII .  nigri. 
niinoris   ex   impari   denuminataa   habentes   proportiones  .  triplam  .  vi.   Villi . 

ad    III  .  qnincu'^lam  .  vt    XXV  .  ad    V  .  septnplam  .  vt   X/VIIII  .  ad   VII .    b 

Donu  )am  .  iit . /.XXXI  .  ad  Villi.  Retro  albos  .  VIII  .  cxiätant  rubri  ex 
geaere  superparticuluri .  ut  sesqualteri  iuncti  sint  duplis  .  sesquiqnarti  qua- 
druplis  .  sesquisexti  sescuplis  .  sesqaioctaui  octiiplis.  Item  rctro  nigrog  ex 
eodem  genere .  VIII .  majores  existant  albi.ut  sesquitercii  iuncti  sint  triplis. 
sesqiiiqninti  quiDCu"iis  .  aesquiseptimi  septuplis  .  sesquinrini  nnnuplis,  Retro  lo 
rubroa  .  Villi .  existant  maiores  nigri  ex  genere  superparcienti .  ut  superbi- 
parcienteä  seequiquartis  .  supersexpa'^cientes  sesquisextis  .  superoctoparoien- 
tes  sesquioc  I!  tauis.  Item  retro  albus  maiores  .  Vlll  .  existant  ex  eodem  111.: 
genere   coloris  et  uiridi.-< .  ut  supertriparcientes  iuucti  sint  sesquiterciis  .  su- 

quioque 
per,  partientes    üe&quiquintis  .  superseptemparcientes  sesquiseptimis  .  sesqoi-  15 
nonis.  super  Villi .  parcientes.     His  ita   dispositia   ex  alterutra  parte  alter- 
natim    trahuntur    omnes    species     multipHcis .  in     ante,  retro.  dextro^eum 
sinistro'^snm  .  angulariter  .  in  campum  secunduni ,  superparticularis  in  terctum 

V 

superparcientia   in   t)uartum.    Et  si  per  hos  legilimoä  tractns  aliqnem  con- 
11  121  Nach  suporbiparcientes  findet  sich  das  Zeichen  :.  und  unterWiederhoIimg 
dieses  Zeichens  steht  auf  dem  unteren  Rande  Folgendes:  iuncti  sint  eesqnalteris . 
sa))erquadripartiente8. 


1)  Vill]  octo;>;  minores]  minore  j);  hsibentes]  multiplices  ostendant  pj  vt]  ut 

p.  —  2)  vt]  ut|);  sescuplum]  Sescuplam />;  vt]  utp.  -  3)  oppoaaatur]  opponartar  p. — 

1> 
4)  minorisj  minores  p;  vt]  ut  p.  —  5)  quincu  lam]  Quineuplam  p;  vtj   ut  p;  sep 

P 
tupUm]  Septnplam  p;  vt]  nt  p.  —  6)  nonu  lam]  Nonuplam  p.  —  7)  superparticu- 
luri] siiperparticul'  p;  sesqutqarti]  Sexquiquarti  p.    -  8)  sesquisexti]  Sexqiii  VI  p; 
sesquioctaui]   Sexqui  VII 1  p.  —  9)  sesquitercii]  VI  qaitercii  p.  —  10)  sesquiquinti] 

P 
Sexquiquinti  p;  quincn  lia]  quintuplis  p;  sesquiseptimi]  Sexqui  VII  p;  sesquiooni] 

Sexqui  Villi  p.  —  11)  VIID]  VHIp;  superparcienti]  snperpartienti  p.  —  U-13)  snper- 
biparcientes  sesqviiquiirlis.supersexpa  eientes  seiquisextis.siiperoctoparcientcs  scs- 
quioctanis]  auperbipartientes  iuncti  eint  VI  qualteris.  Superquadripartienles.  VI 
quiquartis.  Super  VI.  partientes.  VI  quisextis  .  super  VIII  partientes .  VI  qui- 
octavis  p.  —  H)  et  fehlt  inp;  supertriparcientes]  supcrtripartientes^;;  sesquiterciisj 

quinque 
VI  quiterciis  p.  —  14-16)  super,  partientes]  Superquinispartientes  p.  —   15)  ses- 
quiquintis  .superseptemparcientes]  VI.  quiquintis.     Super  VIII    partientes   p.    — 
tä-16)  sesquinonis. super  VUII. parcientes]  Super  Villi  partieutea.sdsquiuonis  p.  — 

r  r 

ill  trahuntur  omnesj  -'-omnes-  •  trahuntp;  dextro  suni]  dextrorsvm  j/.—  18)  siuistro  • 

sum]  sinistrorsum  p;  terciam]  tercivm  p,  —   19)  saperparcientis]  superpartieuli*  *" 

v 
quartamj  qaartvm  p;  IractiisJ  Iractus  p. 
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trarif  partis  namerum  ita  offendant .  ut  quantitatis  interiacentium  camporum 
per  illos  dacta  enndem  efficiat*  auferant .  aut  si  contrarias  numerus  in  angu» 
lis  ant  in  lateribus  circumponatur  his  partibas  que  in  se  multiplicat^  aut 
iunctf  reddant  eiusdem  summam .  auferatur.  Quicumque  nunaerus  in  suo 
^  legitimo    tractu   alium  eiusdem   quantitatis   offendat  auferat.     In  illa  parte 

^  est 

ubi    denomitantur    proportiones    omnes    ex    pari  .  posita       XCI  .  pjramis 

perfecta.     Quam   si .  XXXVI .  offenderit  sua   basis  .  que  militat  in  aduersis 

Bi.  6.  castris .  per  lugitimos .  non   solnm   ipsam  II  piramidem  .  auferat  .  sed    omnes 

quibns  id  est 

tetragonos  quidSz  Idem  fiat    de   pyramide   CXC .  contrarie   partis    similiter 

.im. 

10  ex  tetragonis  composita .  et  tercnrta  nominata .  cuins  basis  est  /X.V.     Non 

d 
solum  modo  his  basibas  iXllU .  et  XXXVI .  pyramites  auferantur .  sed  qui- 
cumque numeri  cum  quantitate  spaciorum  multiplici  easdem  bases  efficiant . 
pyramides  auferant.  Tali  prede  snbiaceant  omnes  pariter  pares .  vel  pari- 
ter  impares  .  vel  impariter  pares .  vel  secundi  et  compositi .  soli  primi  et 
com 

IS  m  positi  uagentur  tuti .  nisi  ita  undique  sint  circumsepti  aduersariis .  ut  per 

legitimum  tractum  non  possint  euadere.  Quocies  hoc  eueniat .  tocies  aufer- 
antur. Tali  altercatione  aUemorum  tractuum  Omnibus  motis  a  primf  posi- 
cionis  locis .  qui  uictoriam  desiderat .  in  campis  aduersarii  festinet  medietates 

t 
ponere  .  aritbimedicam  .  armonicam  .  quarum  utraque  ex  tribus  terminis  con- 

io  stans .  maximo  .  medio  .  minimo  .  siue  fiat  per  angulos  .  siue  in  directum  .  non 
titnletur  nictorip .  dum   alieuus   aliquis   terminos  earnm   possit  interreperre. 

utrimque  vel  nee 

Qui    primus    utrumque    ponatur  .  indicetur    aduersario.       Illum    ne    liceat 

17)  motis  corrigirt  aus  modis. 

u 
1)  quantitatis]  quantitas  p;  interiacentium]  interiacentivm  p.  —  2)  aut]  Act 

n 
p.  —  3)  aut]  avt  p;  qne]  qu?  p.  —  6)  denomitantur]   denominantur  (aomiDantur 

steht  auf  dem   linken  Rande)  p;   vor  proportiones  steht  in  p  noch:  esse;   pari] 

impari^);  posita      XCI]  composita  est  XCI  p.  -  7)  que]  qii^p.  —  8)  legitimes]  legi- 

quibns  id  est 
timum  p;  piramidem]  pyramidem  p.       9)  tetragonos]  tetragonus  p;  quidez  Idem] 

quibus  consistat.  Idem  p;  pyramide]  piramide  p.  —  10)  iXV]  IXIUI  p.  —  II)  pyra- 

d 
mites]  pyramides  p;  sedj  Sed  p.      12)  multiplici]  multiplicati  p ;  etliciant]  efficiau- 

com 
tnr  p.  —  18)  prede]  pred«»  p.  —  14)  soli]  Soli  p.   —  15)  in  positi]  incompositi  p; 
nisi]  non  p.  -    16)  legitimum]  legitimvm  p;   tractum   dod]    tractavüp;  (jaocies] 
Quoties  p;  tocies]  totiens  p.  -  17-18)  posicionis]  positionis  p.  —  18)  desiderat]  de- 

v 

sideretp.—  19)  arithimedicam. armonicam]  armonicam. arithmcticam  p.—  19-20)  ter 

medio 
minis  constansl  constans  terminis p.— 20)  maximo. medio. minimo]  maximo  minutiop.— 

vel  nee 
'.  '■trumque  p;  indicetur]  iudicetur  p:  Illum]  illum  p;  ne]  nee  p. 
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Leser  überlassen.  Za  glauben ,  dass  aus  einer  solchen  condensirten  Dar- 
stellung, die  der  gereifte  Mathematiker  als  die  kürzeste  und  zugleich 
genügende  herausarbeitet,  der  noch  gänzlich  Unbewanderte  völlige  Klarheit 
schöpfen  könne,  hiesse  allerdings  sehr  optimistisch  vdn  menschlichen  Geiste 
denken;  aber  Jedem,  der  sich  daä  erste  Verständniss  des  Gegenütande«  aus 
einer  aasfUhrlicheren  Fassung  in  Schrift  oder  Wort  angeeignet  hat,  kann 
das  Hoppe'sche  Buch  zur  Weiterfuhrung,  zur  Orientirung  über  das  Wesent- 
liche, zur  geistigen  Trainirung,  die  das  UeberflUssige  wieder  abfallen  l&sst, 

aufs  Beste  empfohlen  werden. 

Hebhann  Brcmn. 

Yorleiungen   über  Geometrie,   unter   besonderer   Benutzung  der   Vorträge 
TOD    Alfred  Clebsoh   bearbeitet  von   Dr.   Ferdinand   Lindbmann, 
ordentlichen  Professor  an  der  Universität  Königsberg  i.  Pr,    Zweiten 
Bandes  erster  Theil:    Die  FIttchen  erster  und  zweiter  Ordnung  oder 
Classe    und    der    lineare    Complex.     Mit    vielen    Figuren   im   Text. 
Leipzig,  B.  G.  Teubner.     1891.     VIII  u.  650  S.  g.» 
Anderthalb  Decenuien  nach  der  Publication  des  ersten ,  die  ebene  Geo- 
metrie enthaltenden  Bandes,  welcher  in  dieser  Zeitschr.  Bd.  XXII,  bist-lit. 
Abth.  p.  72  vom  Referent  besprochen  worden  ist,  erscheint  der  erste  Theil  des 
zweiten  Bandes  der  Vorlesungen ,  der  Raumgeometrie.  Wenn  diese  Fortsetzung 
kanm  mehr  erhoEft  werden  konnte,    so   ist   sie  doch  auch  heute  noch  will- 
kommen,  da  das  Werk  seiner  ganzen  Anlage   nach,   die  Wissenschaft   bis 
zum   neuesten  Standpunkte  fortzuführen ,   ein  Veraltetsein  des  dargestellten 
Stoffes  ausschliesst.     Im  Gegentheil  ist  zu  erwarten ,   dass   um   so   Neueres 
und  dieses  in  um  so  reiferer  Form  geboten  wird. 

Als  Grund  für  die  lange  Verzögerung  wird  vom  Bearbeiter  ueben  Abhalt- 
ung durch  anderweitige Thütigkeit  angegeben,  dass  demselben  „die  Freude 
an  der  Arbeit  wesentlich  beeinträchtigt  war,  theils  durch 
mehrfach  ungünstige  Urtbeile  über  die  Art  und  Weise,  wie  er  im 
ersten  Bande  über  den  ursprünglichen  Inhalt  von  Clebsch's  Vorlesungen 
durch  Bearbeitung  neuerer  Untersuchungen  hinausgegangen  war,  theils 
durch  das  Bewusstsein,  in  der  That  nicht  immer  das  vorgesteckte  Ziel 
erreicht  zu  haben.  „Gleichwohl"  — •  fügt  er  hinzu  —  „konnte  kein  Zweifel 
darnber  entstehen,  dass  eine  Fortsetzung  des  Werkes  nur  anter  denselben 
Gesichtspunkten  geschehen  könne,  welche  für  die  Geometrie  der  Ebene 
massgebend  gewesen  waren;  doch  glaubte  er,  den  tbatsäcblichen  Verhält- 
nissen  mehr  als  beim  ersten  Bande  im  Titel  des  Werkes  Rechnung  tragen 
zu  sollen." 

Sollte  der^ erste  Theil  dieser ^Aeusserung  sich,  wie  es  scheint,  auch 
auf  die  in  dieser  Zeitschrift  erscliieneue  Recension  beziehen ,  üo  würde  hier- 
durch auf  jene  Besprechung  ein  so  falsches  Licht  geworfen,  dass  Refp'»"* 
nicht  umhin   kann,   darauf  zurückzukommen;   denn   in   derselben 


Recensionen. 


Heber  die  Orondlagen  der  Erkenntnis  in  den  exakten  Wissensoliaften, 
von  Paul  du  Bois-Bbthond.  Nach  einer  hinterlassenen  Handschrift. 
Mit  einem  Bildnis  des  Verfassers.  —  Tübingen  1890,  Verlag  der 
H.  Laupp'schen  Bixifahandlung.     VI,  130  S.     Preis  M.  3,60. 

Der  ans  dem  Nachlasse  Paul  du  Bois-Reymond's  verSffentlichten 
Schrift  schickt  der  Heraasgeber,  Guido  Hauck,  ein  Vorwort  voraas,  aus 
dem  zu  ersehen  ist,  dass  wir  es  in  der  vorliegenden  Arbeit  mit  dem  erkennt- 
nisstheoretischen Bekenntniss  des  Verfassers  zu  tbun  haben,  dass  „dau  wohl 
ausgereifte  Lebensresultat  eines  tiefen  Denkers  und  weitblickenden  Gelehrten* 
vor  uns  liegt.  Möge  das  folgende  Referat,  das  nur  einen  schwachen  Begriff 
von  der  Bedeutung  und  Reichhaltigkeit  des  Inhalts  geben  kann,  Veranlas- 
sung werden,  dass  recht  Viele  diesem  metaphysischen  Testament  ein  ein- 
gehendes Studium  widmen,  das  die  Arbeit  in  hervorragendem  Masse  verdient. 

Die  Schrift  zerföllt  in  acht  Abschnitte,  deren  Inhalt  kurz  wieder- 
gegeben werden  mSge. 

I.  Einleitung.  (S.  1—15.) 
Nach  einer  Unterscheidung  wissenschaftlicher  Probleme  in  solche ,  deren 
Dnlösbarkeit  bewiesen,  und  solche,  deren  Lösung  zur  Zeit  (mit  den  vor- 
handenen Mitteln,  Methoden,  Principien)  nicht  gelingt,  will  Verfasser  zu 
den  ersteren  gerechnet  wissen  die  letzten  Abstractionen ,  das  allgemeine 
Grenzproblem  der  ezacten  Wissenschaften,  die  Mechanik,  die  Einwirkungen 
der  Körper  aufeinander.  Das  Problem  wechselt  in  diesen  Bespielen  sein 
Gebiet,  es  wird  aus  einem  metaphysischen  ein  psychologisches.  Als 
specielle  Beispiele  werden  u.  A.  Darwin's  Princip,  der  Zusammenhang 
zwischen  organischer  und  anorganischer  Chemie,  schliesslich  das  Leben 
selbst,  das  Bewnsstsein  ausgeführt.  Doch  nicht  das  Seelische  im  Gegen- 
satz zu  den  Wbsenschaften  der  Naturkunde  will  Verfasser  behandeln,  son- 
dern das  Forschungsgebiet  der  ezacten  Wissenschaften,  z.  B.  Mathematik, 
Mechanik  untersuchen ;  er  will  bis  zu  den  letzten  Gründen  der  Erscheinungen 
vordringen.  Dieses  Streben  giebt  sich  in  einer  ganz  bestimmten  Denkform 
kund,  nSmlich  in  der  ZurDckfllhrung  auf  möglichst  wenige  und  einfache, 
gleichartige  Mechanismen ,  die  selbst  Rfithsel  sein  dürfen  und  wirklich  sind. 
Trotzdem  sagt  man  in  diesem  Falle,  dass  man  das  Problem  „erklärt"  habe, 
äair  greife",  „verstehe".     Und  doch  ist  es  keine  wirkliche  LO- 
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sung  der  Probleme ,  sondern  nur  eine  neae  Reibe  von  Problemen ,  die  Ver- 
fasser —  vielleicht  ohne  hier  auf  allgemeine  Zustimmung  reebnen  zu  dürfen 
—  als  für  immer  unlSsbar  bezeichnet.  Der  Scbluss  der  Einleitung  be- 
schäftigt sich  noch  eingebender  mit  dem  Begrifif  „  erklären ",  als  dessen  zum 
Tbeil  bessere  Synonjma  ,, darstellen,  beschreiben,  construiren"  aufgestellt 
werden. 

II.  Allgemeines  über  die  Ziele  der  Naturforscbung;   die 
drei  Richtungen.     (S.  16-22.) 

Die  drei  Richtungen,  die  Verfasser  für  die  Methoden  der  Naturfor- 
schung unterscheidet,  sind  die  empirische,  mechanische,  metamechanische. 
Die  empirische  stutzt  sich  auf  Beobachtung  und  Versuch  (hierher  gehören 
Experimentalphysik  und  Chemie).  Die  mechanische  ist  gekennzeichnet 
durch  das  Streben,  die  Erscheinungen  mechanisch  zu  construiren  (s.  Ein- 
leitung, Schluss),  d.  h.  sie  zurückzuführen  auf  mfiglichst  wenige  Grund- 
formen, als  deren  Gemeinsames  die  Naturgesetze  sich  darstellen;  die  mecha- 
nische Richtung  ist  der  empirischen  gewissermasseu  entgegengesetzt,  ihr 
Gebiet  sind  vorwiegend  die  Femkräfte  aller  Art  (hierher  gehört  die  theo- 
retische Physik).  Die  metamechanische  Richtang  endlich  strebt  nach 
vollem  Genügen,  sie  will  die  letzten  Gründe  aufdecken,  sie  fragt  nach 
Materie,  dem  Wesen  der  Fernkraft,  nach  Raum  und  Zeit  (Naturphilosophie, 
wie  sie  der  Verfasser  bezeichnet,  nach  allgemeinem  Sprachgebrauch  Meta- 
physik). 

Verfasser  geht  dann  noch  genauer  ein  auf  die  Unterscheidung  dieser 
drei  Richtungen,  indem  er  zugleich  die  Geometrie  in  ihrer  Entwickeinng 
zur  Vergleichung  heranzieht.  Wenn  Verfasser  glaubt,  dass  diese  Unter- 
scheidung nur  nach  Ziel  und  Inhalt  giltig  sei,  dass  sich  jedoch  dem- 
entsprechend keine  wissenschaftlichen  Epochen  unterscheiden  liessen,  so 
kann  dies  nur  bedingt  zugegeben  werden:  die  Reiben  folge  der  Epochen  war 
allerdings  weniger  glücklich. 

111.  Conti  n  ai  rl  iche  und  atomistische  RaumausfUlluug 
durch  die  Substanz.  (S.  23— 29.) 
Verfasser  spricht  sich  gegen  die  stetige  und  ununterbrochene  Raum- 
erfUllung  durch  die  Substanz  aus,  da  mit  der  stetigeu  RaumausfUlluug  unter 
Anderem  auch  die  Eigenschaften  der  Zusammendrückbarkeit  und  Ausdehn- 
barkeit in  offenem  Widerspruch  stehen.  Die  stetige  Substanz  —  eine  rein 
geometrische  und  höchst  unphysikalische  Vorstellung  —  mUtste  in  sich  un- 
beweglich, nndurchdringlicb,  also  auch  absolut  hart  sein.  Daher  ist  die 
Substanz  nicht  stetig,  sondern  porös,  und  zwar  —  nach  der  herrschenden 
Ansicht  —  staubartig  porös,  nicht  scbwaramartig  porös.  Den  hier- 
durch gewonnenen  Staubkörnern  legt  Verfasser  den  Namen  Korpuskel 
bei,  deren  Form  gleichgiltig  ist  und  die  nur  als  TrUger  der  Fernkr 
charakterisirt  sind.     Sie    sind    von   den  Körpern   unserer  Erscheinnngs 


so 
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ganz  verschieden  und  erbalten  unter  der  Voraassetzung,  dass  sie  unendlich 
klein  sind  und  nur  die  Eigenschaften  der  Kraft  und  Trägheit  haben,  den 
Namen  Atome. 


4 


sehe,      I 


IV.  Die  Pernkraft.     (S.30-52) 
Dieses  Capitel  scheint  ein  n'Qrllicher  Abdruck  der  bekannten  Abhand- 
lung zu  sein,  die  Verfasser  im  III.  Jahrgang  Nr.  14  der  Naturwissenschaft- 
lichen   Rundschau    veröffentlicht    bat    und    die    von    Isenkrabe    bekUmpft      i 
worden  ist  in  dessen  Schrift:    üeber  die  Fernkraft  etc.     Leipzig,  Teubner.^| 
1889.     Als  Resultat  kann  kurz  angegeben  werden,  dass  diese  Frage  in  das  ^ 
Gebiet  der  Erkenntnisstheorie  verwiesen  oder  dass  sie  nicht  als  mechanische, 
sondern  als  metamechanische  vom  Verfasser  gekennzeichnet  wird. 

V.  Einzelne  Synthesen.     (S.  53— 72.) 
Tbeils    das   durch   die  Deductionen   des  Capitels  IV  gewonnene   ,, 

wirkende  Atom"  wurde  zur  Construction  mechanischer  Erscheinungen  benutzt, 
theils  das  in  Capitel  III  cbarakterisirte  Korpuskel.  Es  kamen  nun  die 
sogenannten  Molekularkrüfte  hinzu;  zur  Construction  der  Veränderung  -ler 
Aggregatzustände  genügten  iiSulich  auch  die  feruwirkeuden  Atome  nicht; 
es  traten  in  Gegensatz  materielle  Substanz  und  Aetber.  mau  führte  das 
materielle  Atom  mit  seiner  AetberhUlle  ein.  Dies  das  Theorem  der  filteren 
Wörmetheorie,  die  Verfasser  als  „statische  Molekukrhypothese"  unter- 
scheidet von  der  „kinetischen  Molekulartbeorie",  wie  er  die  mechanische 
Wörmetheorie  bezeichnet.  Als  Hauptvoraussetzuiig  wurde  postulirt,  dass 
beim  Anprallen  kein  Verlust  an  Geschwindigkeit  oder  lebendiger  Kraft  statt- 
findet; es  handelt  sich  folglich  hier  um  eine  absolute  Eigenschaft,  näm- 
lich vollkommene  Elasticität.  Da  aber  auch  die  kinetische  Theorie  Öfter 
versagt  (Veründerung  der  Aggregatzustilnde) .  so  muss  eine  Verbindung  von 
statischer  und  kinetischer  Molekulartheorie  aushelfen.  Leider  ist  dieser 
Gedanke  nicht  weiter  ausgeführt.  Verfasser  giebt  dann  eine  Reihe  von 
Anwendungen  aus  dem  Gebiete  der  Optik  und  Elektricit&t  —  bei  denen 
man  mit  dem  Herausgeber  den  Schmerz  theilt,  dass  es  dem  Verfasser  nicht 
mehr  vergönnt  war,  die  Hertz'schen  Versuche  kennen  zu  lernen  — ,  kommt 
dann  auf  den  Unterschied  zwischen  Physik  und  Chemie  zu  sprechen ,  wobei 
er  sich  ausführlicher  über  die  Chemie  verbreitet  —  Referenten  will  es 
scheinen,  als  seien  z.  B.  Ostwald's  Arbeiten  nicht  genügend  gewürdigt  — , 
die  noch  nicht  reif  sei  für  mechanische  Synthese  und  für  die  das  fernwir- 
kende Atom  der  Physik  nicht  ausreiche,  weist  auf  die  Wichtigkeit  dea 
Pront'schen  ,, Gesetzes"  über  die  Atomgewichte  hin  und  postulirt  in  äusser- 
ster  Consequenz  den  Wasserstoff  als  unorganischen  Urstoff  (Analogie  mit  der 
Philosophie  der  Alten).  Bei  der  Synthese  des  Organischen  wird  es  gehen, 
wie  bei  der  Fernkraft;  das  Gebiet  wird  empiriscb  erweitert  und  vertieft 
werden,  es  werden  Elementarmechanismen  ersonnen  werden,  die  Construc- 
tionen  gest»<  schliesslich  wird  man  auf  unlösbare  Probleme  stosseo. 
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VI.  Dio  idealistische  und  empiristische  Weltanachaaung. 
(S  73  —  93.) 

Verfasser  stellt  zuerst  den  Begriff  der  Grenze  fest  (unter  Hinweis  auf 
seine  allgemeine  Fanctionentbeorie  1),  dann  denjenigen  der  „Tollkommenen 
Genauigkeit",  priicisirt  Vorstellung  und  Begriff  und  Idealismus.  Vorstel- 
hingbfremde,  Sasserste  Eigenschaften,  die  sonst  als  absolut  bezeichnet 
werden,  nennt  er  ideal  oder  idealistisch  und  giebt  hierfür  eine  Reibe 
von  Beispielen;  auf  den  unterschied  zwischen  unbegrenzt  gross  und  unend- 
lich wird  nUher  eingegangen :  das  unbegrenzt  Grosse  für  vorstellbar  erklürt, 
dus  Unendliche  als  nicht  vorstellbar.  Aus  der  Behandlung  der  Frage  nach 
dem  wirklichen  Vorhandensein  ergiebt  sich  das  Resultat:  „Der  Idealist 
glaubt  an  das  irgendwie  beschaffene  Vorhandensein  unwabrnehmbarer,  un- 
vorstellbarer, durch  unsern  Denkvorgang  erzeugter  Wortabschlüsse  von  Vor- 
stelUingsfolgen.  Der  Empirist  verwirft  dergleichen  nnvorstellbare  Ab- 
schlüsse und  nimmt  als  vorhanden  oder  Vorhandenem  entsprechend  nur  das 
in  sein  Denken  auf,  was  vorstellbar  ist." 

VII.  Atomistik    und    Fernkraft    in   Bezug   auf  Absolutes. 
(8.94-104.) 

Durch  eine  genauere  Beschreibung  und  Feststellung  der  Korpuskeln, 
die  nach  nllen  Richtungen  bin  ein  idealistischer  Abscbluss  von  Vorstellungs- 
folgen  körperlicher  Eigenschaften  sind  und  deshalb  einen  absoluten  Cha- 
rakter haben,  wird  ein  natürlicher  üebergang  gewounen  zur  idealistischen 
Atomtheorie,  für  die  sich  Verfasser  gegen  die  empiristische  entscheidet.  Es 
handelt  sich  nun  darum,  die  Fernkrüfte  selbst  der  idealistisch- empiristischen 
Kritik  zu  unterziehen :  das  KerQ])roblem  der  metamecbaniscben  Forschungs- 
richtung. Verfasser  kommt  zu  dem  Resultat,  dass  die  Fernkraft  etwas 
Gegebenes  sei,  was  wir  nicht  auf  einfachere  Vorstellnngen  von  irgendwel- 
chen Wirkungen  der  Substanz  zurückführen  können;  der  Trtiger  der  Fern- 
kraft verliert  an  Interesse,  an  seine  Stelle  tritt  die  Fernkraft  selbst,  die 
eine  immanente  Eigenschaft  der  Materie  ist,  ja  „Fernkraft  und  Ma- 
terie sind  Eins". 

VIII.  üeber  Weltanschauungen.  (S.  105  —  130.) 
Die  naive  Weltanschauung  lässt  die  Wahrnehmungen  auf  sich  wirken, 
,,wie  das  Kind  eine  Theatervorstellung,  das  nicht  darnach  fragt,  was  hinter 
den  Coulissen  vorgeht".  Diese  NaivetKt  wird  zerstört  durch  die  .mecha- 
nische Forschung;  schliesslich  gelangt  man  metamechanisch  zu  einem  Ge- 
sichtspunkte, von  dem  aus  alle  früheren  Anschauungsweisen  naiv  erscheinen. 
Verfasser  unterscheidet  das  ewig  Unvorstellbare,  das  physische  Jenseits  oder 
auch  die  extraphäuomenale  Welt  (AUes  ausser  uns)  und  die  Wirklichkeit 
(unser  Ich  eingeschlossen).  Das  Absolute  bildet  die  Grenze  unseres  '^ 
stellens,  ja  es  liefert  den  Beweis,   dass   die  Welt   mit   unserem  'S 


stellen  noch  nicht  zu  Ende  ist.  Doch  es  fehlt  nos  fOr  das  Wirklich 
das  Organ  und  wir  haben  daher  keine  Änssichten  auf  ein  Begreifen  des 
Wirklichen:  wir  sind  auf  die  Welt  der  reinen  Wahrnehmungen  und  auf 
die  Welt  der  Vorstellungen  und  Begriffe  beschränkt.  Deshalb  ist  im  Streben 
nach  gelungener  Synthese  das  erreichbare  Ziel  der  Forechang  zu  erblicken, 
niemals  giebt  es  eine  Erkenntnis  der  letzten  Dinge. 

Zum  Schloss  sei  dem  Herausgeber,  Herrn  Guido  Hauck,  der 
gebührende  Dank  ausgesprochen,  dass  er  uns  diese  schSne  erkenntnisstbeo- 
retische  Leistung  seines  allzufrUhe  der  Wissenschaft  entrissenen  FrenndM 
vermittelt  hat. 

Schmalkalden,  den  T.Mai  1891.  Dr.  H.  Scbottes 


Leit&den  der  darstellenden  Oeometrie.  Von  Franz  Dicknetber,  kgl. 
Keallehrer.  München  1890.  Verlag  der  J.  Lindauer' sehen  Buch- 
handlung.   Mit  108  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.    66  S.    8". 

Elemente   der   darstellenden   Oeometrie,    zum   Schulgebranche   zusammen- 
gestellt  von  Wemzeslaus  Pözl,  Professor  für  Mathematik  und  dar- 
stellende Geometrie  an  der  k.  Industrieschule  zu  München.    München, 
bei   Theodor   Ackermann,    k.    Hofbuchhändler.     1890.     116    in    dei 
Text  gedruckte  Abbildungen.     107  S.     8». 

Bisher  war  an  den  bayerischen  Realschulen  der  erste  Band  des  K 1  i  n 
genfeld'schen  Lehrbuchs  für  darstellende  Geometrie  in  Gebrauch.  Konnte 
einerseits  den  alteren  Auflagen  dieses  Buches  gegenüber,  so  anerkennens- 
werth  es  seiner  Zeit  war,  keinem  Lehrer  der  Wunsch  verdacht  werdeO) 
den  Stoff  kürzer,  anziehender  und  moderner  behandelt  zu  sehen,  so  bietet 
andererseits  die  verdienstvolle  Neubearbeitung  von  W.  Marx  schon  etwas 
zu  viel  des  Guten  ftlr  den  Zweck  einer  Mittelschule.  J 

Dieser  Sachlage  dürften  die  beiden  obigen  kurzen  Lehrbücher  ihre 
Entstehung  verdanken.  Sie  schliessen  sich  un  den  bestehenden  Lehrplan 
an  und  reflectiren  auf  Einführung  in  den  Mittelschulen;  ihre  Gestalt  ist 
daher  ziemlich  genau  vorgezeichoet,  und  man  darf  von  ihnen  keine  Neuer- 
ungen erwarten.  In  beiden  ist  die  Bezeichnnnggweise  der  Klingen feld* 
Marx'schen  nachgebildet,  mit  einigen  motivirbaren  Aenderuogen;  in  beiden 
läuft  neben  dem  theoretischen  Theile  ein  völlig  ausreichender  Apparat  von 
200—300  Aufgaben  resp.  Uebungsbeispielen  her,  welche  zum  Theil  gemein- 
samer Quelle  entstammen  (Joachim  Steiner's  Sammlung  von  MatnritSts- 
Aufgaben  österreichischer  Realschulen). 

Das  Dicknetber'scbe  Lehrbuch  enthält  pr&cis  den  für  bayerische 
Realschulen  vorgeächriebenen  Lehrstoff  und  behandelt  demgem&ss:  Punkte, 
Gerade,  Ebenen,  Dr*«iJr«nle,  Prismen,  Pyramiden  und  reguläre  Polyeder, 
sowie   Schnitte  f  mit  Ebenen   und  Geraden,   dargestellt  duro 


> 

in,      I 
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senkrechte  Projection  in  zwei  zu  einander  senkrechte  Tafeln.  Ohne  abstrus 
zu  wirken,  ist  es  möglichst  knapp  gefasst.  Trotzdem  wird  man  nichts 
Wesentliches  vermissen,  wenn  man  beachtet,  dass,  um  den  theoretischen 
Theil  möglichst  zu  entlasten,  einige  principiell  wichtige  Aufgaben,  wie 
z.  B. :  Uestimmnng  des  kürzesten  Abstandes  zweier  Geraden ,  Construction 
einer  Geraden,  die  mit  den  Tafeln  gegebene  Winkel  einjchliesst,  mit  an- 
gefügter Besprechung  unter  die  Uebungsbeispiele  verwiesen  sind.  Die 
Figuren,  dem  Formate  des  Buches  entsprechend  etwas  klein,  sind  übrigens, 
insbesondere  fOr  ein  billiges  Schulbuch,  ungemein  exaet  und  zierlich  aus- 
geführt. 

Das  Pözl'sche  Lehrbuch  ist  etwas  breiter  gehalten  als  das  vorige, 
enthält  die  ausführliche  Besprechung  einer  grösseren  Anzahl  von  Aufgaben 
und  beschränkt  sich  nicht  gnnz  auf  den  in  bayerischen  Realschulen  zu 
erledigenden  Lehrstoff.  Es  werden  über  die  oben  angeführten  Gegenstände 
hinaus  die  gegenseitigen  Durchdringungen  von  convexen  Polyedern  behau- 
delt,  ein  paar  Grundthatsacben  der  Centralprojection  gegeben  und  die  Be- 
griffe collinearcr  und  affiner  Figuren  nach  Vorgang  des  Marx'schen  Lehr- 
buches eingeführt;  letzteres  wie  bei  Marx  an  Beispielen,  die  insofern  ein- 
seitig sind ,  als  sie  stets  perspectivische  Lage  voraussetzen  und  auch  keine 
Anmerkung  auf  das  Allgemeinere  der  Begriffe  hinweist.  —  Die  Erweiterung 
des  Stoffes  gerade  nach  dieser  Richtung  vorzunehmen ,  entspricht  zweifellos 
dem  herrschenden  Geschmack  in  der  darstellenden  Geometrie.  Ob  es  fttr 
den  Zweck ,  dem  eifrigeren  Schüler  über  den  vorgeschriebenen  Rahmen 
hinaus  einige  nützliche  und  anregende  Anschauungen  mitzugeben ,  nicht  vor- 
theilhafter  wSre,  ohne  jede  Rücksicht  auf  theoretische  Vollständigkeit  Einiges 
über  Kegel,  Cylinder,  Kugel  und  Schraubenlinie  zu  bieten,  kfinnle  wohl 
disciitirt  werden.  Ein  paar  höchst  pinfache  Beispiele  aus  dem  angedeuteten 
Gebiet  geometrischer  Gestaltungen  wUrden  genügen ,  den  wichtigen  Begriff 
der  krummen  Fläche  und  Kaumcurve  zu  beleben,  das  ewige  Einerlei  von 
Geraden  und  Rhenen  zu  unterbrechen,  und  eine  richtige  Beurtheilung  einiger 
in  Architektur   und  Technik   stets   wiederkehrender  Formen    zu   vermitteln. 

Dem  Verfasser  eigentbümiicb  scheint  der  Ausdruck  „gelehnt"  für 
Gerade,  weiche  senkrecht,  und  für  Ebenen,  welche  parallel  zur  Achse  des 
Tafelsystems  laufen.  Wenn  es  in  §  19  beisst:  , Windschiefe  Gerade  haben 
keinen  Punkt  gemeinsam,  also  auch  ihre  Risse  nicht",  80  ist,  wie  aus  dem 
Zusammenhange  ersichtlich,  das  Richtige  zwar  gemeint,  gewiss  aber  bleibt 
der  höchst  zweideutige  Satz  mit  „also"  besser  ganz  weg.  Die  Bezeichnung: 
«wei  „erste'  resp.  „zweite''  Deckgerade  für  Gerade,  deren  erste  resp. 
zweite(n)  Risse  sich  decken,  scheint  mir  nicht  glücklich  (§  20).  Auch  die 
von  Marx  herUbergenommene  Bezeichnung  ,  räumlich  collinear  "  fUr  zwei 
nicht  in  einer  Ebene  liegende,  eollineare  ebene  Figuren  (§  88)  ist  ange- 
sichts  des    allgemein   angenoramenen    Ausdrucks    „räumliche    CoUineation' 


lind  „  räumlich    eollineare  Systeme "   im   Sinne  von    „  CoUineation  von  W« 
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stellen  noch  nicht  zn  Ende  ist.  Doch  es  fehlt  uns  für  das 
das  Organ  nnd  wir  haben  daher  keine  Aussichten  auf  ein  Begreifen  dei 
Wirklichen:  wir  sind  auf  die  Welt  der  reinen  Wahrnehmungen  nnd  aal 
die  Welt  der  Vorstellungen  und  Begriffe  beschränkt.  Deshalb  ist  im  Strebaj 
nach  gelungener  Synthese  das  erreichbare  Ziel  der  Forschnng  zu  erbL 
niemals  giebt  es  eine  Erkenntnis  der  letzten  Dinge. 

Zum    Schluss    sei    dem    Herausgeber,    Herrn    Guido    Uauck, 
gebührende  Dank  ausgesprochen,  dass  er  uns  diese  schöne  erkeontnisstlieo- 
retiscbe    Leistung   seines   allzufrQtie   der  Wissenschaft   entrissenen  Frenaltt 
vermittelt  hat. 

Schmalkalden,  den  7.  Mai  1891.  Dr.  H.  SoBorrf 
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Leitfoden  der  darstellenden  Oeometrie.     Von  Franz  Dicknethbr, 

Reallehrer.      Müncbeu    l!^90.     Verlag   der  J.    Lindauer'schen   Bnch- 
handlnng.    Mit  108  in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.    66  S.   8*. 

Elemente   der   darstellenden   Geometrie,    zum   Scbulgebrauche    zusammen- 
gestellt   von  Wenzeslau»  Pözl,  Professor  für  Mathematik  und  dar- 
stellende Geometrie  an  der  k.  Industrieschule  zu  Manchen.    MOuo 
bei   Theodor   Ackermann,    k.    Hofbucfahändler.     1890.     116 
Text  gedruckte  Abbildungen.     107  8.     8". 

Bisher  war  au  den  bayerischen  Realschulen  der  erste  Band  des 
gen  fei  d 'sehen  Lehrbuchs  für  darstellende  Geometrie  in  Gebrauch,  Konota 
einerseits  den  älteren  Auflagen  dieses  Buches  gegenQber,  so  anerkennens- 
werth  es  seiner  Zeit  war,  keinem  Lehrer  der  Wunsch  verdacht  werden, 
den  Stoff  kurzer,  anziehender  und  moderner  behandelt  zu  sehen,  so  bietet 
andererseits  die  verdienstvolle  Neubearbeitung  von  W.  Marx  schon  etwai 
zu  viel  des  Guten  für  den  Zweck  einer  Mittelschule. 

Dieser  Sachlage  dürften  die  beiden  obigen  kurzen  Lehrbücher  ihre 
Entstehung  verdanken.  Sie  schliessen  sich  an  den  bestehenden  Lebrplan 
an  und  reflectiren  auf  Einfuhrung  in  den  Mittelschulen;  ihre  Gestalt  ist 
daher  ziemlich  genau  vorgezeicbnet,  und  man  darf  von  ihnen  keine  Neuer- 
ungen erwarten.  In  beiden  ist  die  Bezeichnungsweise  der  Klingen feld^ 
Marx'schen  nachgebildet,  mit  einigen  motivirbaren  Aenderungen;  in  beidei 
lauft  neben  dem  theoretischen  Theile  ein  völlig  ausreichender  Apparat  voj 
200 — 300  Aufgaben  rcsp.  Uebungsbeispielen  her,  welche  z^^Bmü  gemdd 
samer  Quelle  entstammen  (Joachim  Steiner's  Samral^^^^MIaturit 
Aufgaben  österreichischer  Healschulen). 

Das    Dicknether'scLe    Lehrbuch    enthält    p' 
Realschulen  vorgeschriebenen  Lehrstoff  und  beb' 
Gerade,    Ebenen,    Dreikante,   Prismen,    Pyra' 
sowie   Schnitte   dieser  Körper   mit  Ebenen 


turitlQ 


Gelegenheit  mOge  btoierkt  werden ,  dass  die  Anschaaungen  von  Herrn  De- 
dekind,  wie  Herr  Weber  in  der  Einleitung  bemerkt,  fUr  die  Darstellung 
der  einzelnen  Theorien  sich  von  mannigfacher  Bedeutung  gezeigt  haben- 

Der  achte  Abschnitt  bringt  zunächst  eine  kurze  Theorie  der  MuUipli- 
cation  der  elliptischen  Functionen,  wobei  es  dem  Herrn  Verfasser  wesentlich 
ditniuf  ankommt,  die  Ausdrucksformen  fUr  snnv,  cnnv,  dn  n  v  in  ihrer 
allgemeinen  Gestalt  zu  erbalten.  In  ähnlicher  Weise  wird  die  Function  ff) 
behandelt.  Das  umgekehrte  Problem  ist  da:J  Divisionsproblem,  welches  zu- 
nächst für  den  Fall  n  =  2  gelöst  wird.  Hier  ergiebl  sich  das  Resultat, 
dass  die  Tbeilung  durch  2  nnd  mithin  durch  jede  Potenz  von  2  durch  eine 
Kette  von  Quadratwurzeln  ausgeführt  werden  kann,  üntor  solchen  um- 
ständen ergiebt  sich  die  Berechtigung,  sich  auf  die  Tbeilung  durch  ungerade 
Zahlen  zu  beschränken. 

Hier  ergeben  sich  zwei  Probleme.  Das  erste  besteht  in  der  Auflösung 
der  allgemeinen  Tbeilungsgleichung  vom  Grade  n^,  die  der  Herr  Verfasser 
in  die  Form  bringt: 

D{x*)sn  B  —  xA{^)  =0,     x=sn-- 

n 

Es  zeiget  sich  die  algebraische  Auflösbarkeit  dieser  Gleichungen,    wenn  der 

Kationaliltttsbereich  in  bestimmter  Weise  gewählt  wird. 

D&i   zweite  Problem    wird  kurz  al.H  Tbeilung  der  Perioden  bezeichnet 

und  besteht  in  der  Discussion  der  Gleichungen,  denen  die  Grössen: 

xnix'  =  sn 

Gentige  leisten.  Es  wird  die  Galois'scfae  Grappe  derselben  bestimmt  and 
zwar  unter  Zugrundelegung  zweier  Rationalitätsbereicbe.  Der  eine  besteht 
aus  rationalen  Zahlen  und  rationalen  Functionen  von  fc',  der  zweite  aus 
denselben  Grössen  und  n"°  Einheitswnrzeln.  Hierbei  zeigen  sich  die  so- 
genannten Abel'üchen  Relationen  von  Bedeutang. 

Die  Theilungsgleichungen  werden  in  eigentliche  und  uneigentliche  ein- 
getheilt.  Erstere  sind  solche,  bei  denen  die  Zahlen  (t,  ^t! ,  n  keinen  gi^mein- 
samen  Theiler  besitzen,  während  bei  den  letzteren  diese  Beschränkung  nicht 
besteht.  Au  dieser  Stelle  nun  findet  der  Uebergang  zu  den  Transforma- 
tionsgleichungen statt.  Schon  seit  längerer  Zeit  ist  es  bekannt,  dass  die 
Moduln .  resp.  gewisse  Wurzeln  derselben  und  die  Multiplicatoren ,  die  nach 
einer  Transformation  n"°  Grades  der  elliptischen  Functionen  sich  ergeben, 
gewissen  algebraischen  Gleichungen  GecUge  leisten,  die  als  Modiilar-  nnd 
Mnitiplicatorgleichungen  bezeichnet  wurden.  Daneben  wurden  auch  weitere 
Gleichungen  betrachtet,  denen  transformirte  Grössen  GenUge  leisten,  die 
durch  Product-  and  Quotientbildung  aus  den  transformirteu  Thetafunctionen 
resp.  gewissen  Wurzeln  derselben  entstanden  sind.  Der  Esistenzbeweis 
aller  dieser  Gleichungen  kann  auf  ein  gemeinsames  Princip  gebracht  werd 


Es  zeigt  sieb  nSmlich,  dass  die  Wurzeln  aller  dieser  Gleichungen  sich  in^ 
bestimmter  Weise  aus  den  Wurzeln  der  Theilungsgleichungen  zusammen- 
setzen  lassen.  Aus  dieser  Zusammensetzung  und  aus  den  Eigenschaften  der 
Tbeilungsgleicbung  folgt  dann  leicht  der  Existenzbeweis. 

In  Folge   dessen   ist  Herr  Weber  berechtigt,   in  der  folgenden  allge»       i 
meinen  Weise  vorzugeben.  ^M 

Er    denkt  sich    die  eigentliche   Tbeilungsgleicbung   vorgelegt   und  die  ^ 
Wurzeln   in    folgender   Weise   in    Reihen  geordnet.     Man    wähle   eine    nach 
Belieben  aus: 


*<«i. 


■  sti 


i^,E+4^\iK' 


=  5  /( Sl^ 
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und  bilde  die  Beihe  der  Grössen  snh  Sl,,  worin  h  ein  vollständiges  System 
iucougraenter  zu  n  tbeilerfremder  Zahlen  durchläuft.  Ist  sn  52,  eine  in 
dieser  Reihe  nicht  enthaltene  Wurzel,  so  bilde  man  die  zweite  Reibe  snhSl^ 
etc.  Man  erbKlt  auf  diese  Weise  eine  Anzahl  von  Reiben.  Wir  wollen 
dieselbe  durch  v  bezeichnen.  Nun  sei  |  eine  rationale  Function  der  Wur- 
zeln einer  Reihe,  so  lüsst  sie  sich  rational  durch  eine  derselben  darstellen, 
üeberdies  möge  ^  die  Eigenschaft  besitzen,  ungeäadert  zu  bleiben,  falls 
diese  eine  Wurzel  durch  eine  andere  derselben  Reihe  ersetzt  wird.  Es 
erhält  dann  ;  durch  Anwendung  der  Substitutionen  der  Gruppe  i'  Werthe 
ii,  $31  •-•$»'  Sind  dieselben  alle  von  einander  verschieden,  so  sind  »ie 
Wurzeln  einer  irreductibeln  rationalen  Gleichung  i/*""  Grades ,  welche  mit 
dem  Namen  einer  Trans formationsgleicbung  bezeichnet  wird.  Die 
Theorie  der  Theilungsgleichungen  kann  dann  auf  die  Theorie  dieser  Trans-  1 
formationsgleichungen  redncirt  werden.  ^M 

Als   besondere    Ausdrücke,    welche   als  Wurzeln    von  Transformations- 
gleichungen zu  Grunde  gelegt  werden  können,  werden  die  Prodnote  gewfthU:^i 

nq>{snhSl),  ^ 

wo  <p  eine  beliebige  rationale  Function  ist  und  h  die  Reihe  der  Zahlen 
dorchlSuft  1,  2,  ...  M— 1.  Wenn  dann  ip{x)  eine  gerade  Function  ist,  so 
zeigt  es  sich,  dass 


77(ß)=  n  if{KfthSl) 

1  — ' 


ä 


eine  Wurzel  einer  Transformationsgleichung  ist,  die  mit  dem  Namen  einer 
Modulargleichung  bezeichnet  wird.  Wenn  dagegen  qn  eine  nngerade 
Function  ist,  so  ist  Il{Sl]^  und  nur  j»-enn  n  eine  Quadratzahl  ist,  n(Sl)  selbst 
Wurzel  einer  Transformationügleichung,  die  als  Multiplicatorgleicbu&g 
bezeichnet  wird. 

Die  Aufgabe  der  Transformationsgleicbungen  ist  nun  eine  doppelte. 
Erstens  haudelt  es  sich  nm  die  Coefficienteueigenschaften  und  die  Con- 
fitruction    von    Transformationsgleicbungen,     zweitens    um    die    Anwendung 
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nuf   algebraische    Probleme.      Dem    ersten    Problem    ist    Abiichnitt   9    ge- 
'  widmet.     lu    demselben    betrachtet    Herr    Weber    eine    ganze    Reibe    von 
TraDstormatJonsgleicbungeu,  bei  denen  vor  Allem  die  im  ersten  Theile  ein- 
geführten  Functionen   »)(iö),  f{a>),  /"](«),  ftia),  Jfta)   eine   Rolle  spielen. 

Bei  Gelegenheit  der  Invariantengleichungen,  welchen  die  Functionen^jf 

Genüge  leisten,  wird  auf  einen  zweiten  Weg  hingedeutet,  anf  welchem  zu 
Trausformationsgleichnngen  gelaugt  werden  kann  und  zwar  mit  Hilfe  von 
Modulfuuctioneu.  Aus  dem  reichen  Inhalt  dieser  Untersuchungen,  in  welchen 
Arbeiten  von  Joubert,  Kiepert,  Klein,  SchlSfli  u.  a.  Verwendung 
finden ,  möge  §  78  besonders  herausgegriffen  werden.  Das  Problem  Trans- 
formationsgleichungen für  einen  allgemeinen  Werth  von  n  aufzustellen, 
ist  ein  tfnsserst  schwieriges  und  nur  die  Zukunft  kann  lehren,  wie  weit 
sich  dasselbe  für  die  eine  oder  die  andere  Art  von  Gleichungen  wird  lösen 
lassen.  Unter  solchen  umstünden  hat  mau  schon  seit  längerer  Zeit  ver- 
sucht, auf  anderem  Wege  vorwärts  zu  gelangen  und  zwar  durch  Betrach- 
tung der  sogeuanoteu  irrationalen  Modutargleichungen.  Im  Sinne  von 
Herrn  Weber  sind  das  Gleichungen,  denen  die  Functionen  f,  f^,  /j  zu 
gleicher  Zeit  Genüge  leisten,  indessen  kann  die  Definition  auch  anders  ge- 
fasst  werden.  Hier  zeigen  sich  theilweise  überraschend  einfache  Resultate, 
uud  es  ist  aniiuaehineu,  dass  sich  hier  noch  viele  wichtige  Untersuchungen 
ergeben  werden.  Diesen  Gleichungen  ist  der  vorhin  genannte  Paragraph 
gewidmet.  Es  mt>ge  sofort  hier  bemerkt  werden,  dass  dieselben  im  folgen- 
den Theile  auch  zu  der  Berechnung  von  Classeninvarianten  gebraucht  werden. 

Die  zweite  Aufgabe  der  Trausformationsgleichnngen,  die  im  zehnten 
Abschnitt  bebandelt  wird,  ist  rein  algebraischer  Natur.  Hierbei  wird  der 
Grad  als  ungerade  Primzahl  angenommen.  Die  Gruppe  wird  mit  und  ohne 
Adjunction  von  i^""  Einheitswurzeln  aufgestellt.  Die  Untersuchung  der 
Divisoren  der  Gruppe  führt  zu  der  Erledigung  der  wichtigen  und  viel  behan- 
delten Frage,  wann  eine  Modulargleichung  erniedrigt  werden  kann.  Es 
ergiebt  sich  das  bekannte  Resultat,  dass  eine  Erniedrigung  bis  p=\\  incl. 
möglich  ist,  darüber  unmöglich.  Der  Fall  p  =  5  führt  zu  der  Auflösung 
der  Gleichungen  b*'^  Grades. 

Blicken  wir  auf  die  Untersuchungen  des  ersten  und  zweiten  Theiles 
nochmals  zurück,  so  sehen  wir,  dass  die  Transformation  in  denselben  die 
Hanptrolle  spielt.  Es  wird  zunächst  das  Transformationsproblem  der  ellip- 
tischen Integrale  behandelt.  Schon  hier  tritt  der  Begriff  der  Modular-  und 
MulLiplicatorglcichungen  auf.  Dauu  wird  die  Transformationslbeorie  der 
T- Functionen  und  aus  ihr  die  der  mannigfachen  von  Herrn  Weber  ein- 
geführten Functionen  behandelt,  endlich  werden  die  Transformationsgleicb- 
ungen  im  Auschluss  an  die  Theilungsgleicbungen  in  allgemeiner  Weise  defi- 
nirt  und  untersucht.  Der  Zusammenhang,  der  zwischen  diesen  einzelnen 
Theorien  besteht,  wird  an  verschiedenen  Stellen,   so  pag.  17,   118  etc.  » 


angedeutet,  die  augfUbrlicbe  Darlegang  der  Einbeit  des  Transformationspro- 
blems  liegt  dagegen  leider  nicht  im  Rahmen  der  Weber'scben  Betrachtungen. 

Der  letzte,  der  zahlentbeoretische  Theil,  hat  die  complexe  Multiplica- 
tion  zum  Gegenstand.     Er  umfasst  die  Abschnitte  11  —  16.  ^M 

Schon  Abel  hat  die  Bemerkung  gemacht,  dass  die  Moduln  derjeniges^* 
elliptischen  Functionen,  fttr  welche  complexe  Multiplication  stattfindet, 
sttromtlich  durch  Wurzelzeichen  darstellbar  sind.  Ein  Beweis  findet  sich 
nicht  vor.  Erst  im  Jahre  1857  wurde  dieser  Satz  von  Herrn  Kronecker 
nebst  einer  Fülle  weiterer  Eigenschaften  der  Gleichungen  für  die  singulSren 
Moduln  in  einer  seiner  bedeutendsten  Arbeiten  eingebend  erörtert.  Bei  der 
Schwierigkeit  des  Stoffes  drang  aber  auch  diese  Arbeit  znnUchst  nur  in 
kleinere  Kreise,  bis  endlich  vor  wenigen  Jahren  durch  eine  Reibe  von  Ar- 
beiten der  Herren  Pick,  Weber,  Greenhill  u.  A.  der  genannte  Gegen- 
stand  weiteren  Kreisen  zuglinglicb  gemacht  wurde. 

Bei  der  grossen  Wichtigkeit  und  Schönheit  der  betreffenden  Theorien 
muss  es  Herrn  Weber  zu  besonderem  Verdienste  angerechnet  werden,  dass  er 
es  zum  ersten  Male  unternimmt,  dieselben  in  einem  Lehrbuche  zu  verarbeiten. 
Wie  in  der  Theorie  der  Transformationsgleichungen,  so  ist  auch  hier  das 
Fundament,  auf  welchem  Alles  beruht,  von  vornherein  ein  erweitertes.         fl 

Die  Moduln  a>,  fUr  welche  complexe  .Multiplication  stattfindet,  leisten 
einer  quadratischen  ganzzahligen  Gleichung: 

Genüge,  für  welche  B'  —  ^AC  negativ  ist  und  umgekehrt.  Die  dazu 
gehörenden  Werthe  der  Modnlfunctionen  nennt  Herr  Weber  singulare 
Werthe  derselben  und  betrachtet  zunächst  die  singnlSren  Werthe  der  Inva- 
riante J  [la).  Es  zeigt  sich ,  dass  dieselben  ganze  algebraische  Zahlen  sind, 
dass  sie  femer  nicht  nur  zu  einer  quadratischen  Form  mit  negativer  De- 
terminante gehören,  sondern  zu  einer  bestimmten  Pormenclasse,  die  sie  von 
allen  anderen  Classen  derselben  Determinante  unterscheidet.  Daher  wird 
,t(o>)  als  Classeninvariante  bezeichnet.  Die  Gleichung  von  .t(ca)  kann 
dann  so  zerlegt  werden,  dass  }{(it)  einer  ganzzahligen  Gleichung  GenUge 
leistet,  deren  Grad  gleich  der  Classenanzahl  der  entsprechenden  quadratischen 
Formen   ist.     Diese  Gleichungen    werden  als  Classengleichungeu  bezeichnet. 

Jede  Classenvariaule  ^(u)  giebt  Anlass  zu  einem  algebraischen  Zahl- 
körper.  Jede  primitive  Zahl  desselben  leistet  einer  analogen  Gleichung  von 
demielbeu  Grade  wie  j(co)  GenUge.  Durch  dieselbe  kann  duun,H<u)  rational 
dargestellt  werden.  Unter  solchen  Umstanden  wird  jede  primitive  Zahl 
des  soeben  definirten  Körpers  als  Classeninvariante  bezeichnet  und 
ebenso  unter  Classengleicbung  eine  jede  Gleichung  verstanden,  deren 
Wnrzeln  die  verschiedenen  Werthe  einer  Classeninvariante  sind. 

Hiermit  ist  eine  Grundlage  von  grosser  Allgeraeinheit  gefunden.  In 
^^  naeu   Reihe   von  Paragraphen  werden   Classeninvavianten   wirklich 
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berechnet,  wobei  sieb  die  Grössen  nud  Gleichungen  von  besonderer  Be- 
deutung zeigen ,  die  im  1.  und  2.  Tbeile  aufgestellt  worden  sind.  Dann 
wird  gezeigt,  wie  durch  Adjunction  von  Quadratwurzeln  die  Classcngleich- 
ung  in  Factoren  zerlegt  werden  kann,  welche  den  Geschlechtern  der  Formen- 
classen  entsprechen  und  unter  Zubilfenabme  der  Compositiou  der  quadra- 
tischen Formen  der  fundamentale  Satz  bewiesen,  dass  die  Classengleichung 
eine  Abel 'sehe  Gleichung  ist,  also  durch  Wurzelzeichen  aufgelöst  werden 
kann,  üeberdies  wird  die  IrreductibiiiUit  derselben  nachgewiesen  ,  der  Grad 
des  oben  erwähnten  Körpers  bestimmt  und  die  Gruppe  der  Gleichung  wirklich 
bestimmt. 

Die  Untersuchungen,  die  zu  den  genannten  Resultateu  führen,  sind 
Gberdiea  mit  einigen  Anwendungen  auf  Probleme  des  zweiten  Tiieiles  und 
auf  die  bekannten  Kronecker'schen  Classcnzabtrelationen  verwoben. 

Den  Schlnss  des  Werkes  bildet  die  Untersuchung  der  Normen  der 
Classenin Varianten  /"(u)  und  die  Theilung  der  elliptischen  Functionen  mit 
singulären  Moduln. 

Als  Anhang   wird  ein  Verzeichniss  von  Classeninvarianten  beigegeben. 

Dresden,  April  1891.  Martin  Krause. 


Johanne«  tfarcns  Harci  a  Grönland,  sein   Leben  und  gelehrtes  Wirken. 
Feslvoitrag,    gehalten    bei    der   am    31.  Jitnner    18^1    stattgehabten 
Jahresversammlung    der    königl.     Böhm.    Gesellschaft    der    Wissen- 
schaften von  Prof.  Dr.  F.  J.  Studnicka.     Prag   1891.     Verlag   der 
königl.  Böhm.  Gesellschaft  der  Wissenschaften.     XXXII  Seiten. 
Jobannes  Marcus  Marci,   der  seit  seiner  Adelung  1654   den    Bei- 
namen von  Grönland  führte,  ist  1595  geboren  und  1667  gestorben,  nach- 
dem  er   seit   einem  Jahre   erblindet    war.     Er  war  Leibarzt  zweier  Kaiser, 
Ferdinand  III.  and  Leopold  L,  und  Professor  der  Medicin   an  der  Univer- 
sität Prag.     Trug  seine  ärztliche  Thätigkeit  ihm  die  Bewunderung  der  Zeit- 
genossen und  reiche  Schutze  ein ,   so  weiss  die  Geschichte  der  Physik  zwei 
bleibende  Verdienste  des  Marci  zu  erzühlen.     Im  Jahre  1639  entdeckte  er 
die  Gesetze  des  Stosses  elastischer  Körper,  im  Jahre  1648  die  Dispersion 
des  Lichtes.     Herr  Stndniika  erörtert   namentlich    die  erstgenannte  Ent- 
deckung, welche  Huygens  zwar  1653  in  selbstitndiger  Weise  nachentdeckte, 
aber   dann  Kenntniss   erhielt,   dass   er  in  dem  böhmischen  Gelehrten  einen 
Vorgänger   besass.     Aus    den  Briefen  von  Huygens  geht  hervor,    dass  er 
die  Schrift  „De  proportions  motus"  im  Jahre  1654  gelesen,  aber  nicht  ganz 
80  gewürdigt  bat,  wie  dieses  Werk  es  verdiente.  „ 
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PSELLUS    SUR    DIOPHANTE. 

Pur 

Paul  Tannerv. 


Le  fragment  grec,  public  ci  apri^s  ponr  la  premii^re  fois,  se  trouve: 

1.  A  la  bibliotheque  de  l'Escorial,  dans  le  manußcrit  l  —  lll — 12, 
f'  73  suiv. ,  sous  le  titre:  'Ano  r»]s  Jiotpavtov  Jptd^Tjrixr/f ; 

2.  A  Florence,  dana  le  Laurentianus  LVIII,  29,  T  196  sui\r., 
oit  il  est  au  contraire  intitQl6:  llQDla^ßavöfifva  rt/t;  x«t'  agtx^nij- 
Tixjyi'  oiyvnitaK^g  (tt9odov  loü    'Pikkov. 

Ces  deiix  mauiiserits,  dont  je  dtsignerai  respectiveraent  las  leijons  au 
moyen  des  leltres  E  et  /'',  sont  ind6pendants  V\m  de  l'antre.  IIa  pa- 
raissent  provenir  d'nn  architype  relativement  faulif  et  difficile  i  lire  en 
certains  passages;  ils  serablent  ä  peu  prüs  du  mCiiiie  äge  (vers  le  XIV*  siöcle) 
et  aucuii  d'eux  ne  nirrite  uno  pri;f6rence  marquee  sur  l'autre. 

Je  dois  la  copie  du  texte  de  Florence  ii  robligeance  du  savaut  philo- 
logne  H.  Vitelli;  j'ai  pris  moi-nn''me  celle  du  mannscrit  de  l'Escorial. 

Ce  fragraent  fDrmt!  le  d6but  d'nn  extrait  d'une  lettre  adressue  ä  l'nn 
de  ses  correspondants  par  le  poljgrapbe  bynantin  Michel  Psellus 
(1020 — 1105?),  auquel  on  attribue*  d'ovdinaire  nn  lrait6  De  quatuor 
inathematicis  scieotiis,  plusieurs  fois  tdite  au  .WI*  si6cle.  Dans  la 
Buite  de  l'exlrait,  se  trouve  nne  copie  litti-rale  (avec  les  fautes  grossiöi'es 
des  nianuscrits  du  XVI'  sif'cle,  Parisini  (1642  et  2361)  de  divers  pro- 
bliimes  de  st^rtomitrie  du  recueil  Heronis  inensurae.**  Psellus  termine 
sa   lettre  en  refusHnt  au  contraire   de  renseiguer  tjon  correüpondant  »ur  les 


•  Cetle  attribution,  raise  en  doule  par  le  preraier  dditeur.    ArarSnius  do  Mo- 

nembaaie  (Venise,  1638),  ne  peut  guires  se  loutenir,  ce  traitö  etant  expressömciit 

datd,  Jana  la  partie  astronomitiiie,  de  l'an  du  tnonde  6516,  soit  1008  apres  J.-C- 

**  Heronis     Alexnndrini     üeometriconim     et     Stereouietricoriin) 

ßeliqaiae.     Ed.  HulUdi,  Berlin,  Weidmann,  18C4,  pages  188  et  sniv 

HliL-III.  Abtblg.  ■).  /.(Iltclir  f.  Math.  n.  I'li;i.  XXXVII,  2.  4 
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absurdes   procedus   divinatoires  de  la  lettre   de   Petosiris   ä  Necepso    et   du 
niiiv&idtov  de  Pythagore.* 

Dans   le   texte   que  je  publie,   on  reconnaltra    facilement   les  passages 
1itti;ralement   copi(--s   oa    fld^leoient  transcrits,  qnant  au  sens,   des  Arith- 
mütiqnes   de   Diophante   (Livre  I,  duf.  1,  2,  3).     J'ai   fait  d'antre    partj 
res»ortir,   en   espa^aat   les  caractisres,  certaines  additions  faites  par  Psellu^i 
et    dont   l'importance    pour   l'histoii'e    des  matb6matiques    est  coosidi-rable; 
je  consid^re  comme  tres  -  probable  que  Psellus  a  empiuntu  ces  additions  ä  des 
scbolies  marginales  de  l'exemplaire  de  Diophnnte  qu'il  avait  tous  les  yeux. 
L'aatear    de   ces   scholies   avait,    de   son  cöt^,   da   utiliser   sur   t-crit   surd 
l'arithm^tiqne    (ou    plutöt    la    logistii]ne)   d'Änatolius    d'AIexandrie,    leqnell 
vivait  dans  la  seconde  moitie  da  IIL  sii'cle  de  notre  üre.  *' 

L'ezistence  d'un  uiannscrit  de  Diophante  portant  de  pareilles  scbolies 
est  d'aillears  prouv^e  par  le  fait  qu'une  annotation  marginale,  derirant 
d'nne  nonienclature  due  i^  Anatolius,  a,  par  suite  d'une  confusion,  passe  dang 
le  texte  de  Diophante  et  entraine  nne  corruption  que  permet  de  corriger 
si'irement  l'estrait  de  Pselluä  (voir  les  notes  f  et  1  du  teste), 

FiaipvotoittTrjv  nagiiixai  ■j^giiav  rtj  xarä  xovg  aQi9iiovg  olxovoftla 
«al  ■^  xax'  Alyvrtxlovg  toJv  ägi^iiäv'^  fii9o5oi,  di  ys  oixovoftfttat  t«1 
xaxa  xjjv  oVoili'rixtJi''''  ngoßkrifiara.  Jet  di  at  ncpürov  itornvot/ö«»  lo  tmv  ] 
nag  avxolg  apif^ficJv  övöfiaxa  x«i  xivct  Siivafnv  fxoörov  xexxfjxai'  fori 
yao  nOQ  avxoig,  wg  ii  xa'i'^  nag'  tjitiv.,  fiovcr;  xa9'  ijv  i'xnoxov  T«r 
ovxcov  'it>  Kdyeiai''^'  agt9fi6g  di  nag  avtolg  iäialxtifov  Uytzai  6  ittjöiv  ftcv'' 
iSiuncc  xxtjadfiivosi  l/iav  ök  Iv  tavxco  :tkrj9og  juovadoii'  äögtaxov-^^'  xakilxat 
ii  avTotg'^  6  ägiSnos  ovxog  xat  nktvgd. 

dvvaiitg  di  laxtv  oxav  agidfiög  i<p  iavtov  noXkanXaaicta'>yyj'  xovto  di 
xoXnxttt  xat  xtxgayatvog  agi9(Aog'  tl  ovv  V7ii9i(ii&a  xov  ctgi9nov  (lovadtov 
ß,  1]   dvva^tig    iaxni  itovädcov  ä. 

Kvßog   di   laxiv   oxav    agi9fiög  inl  Tr;V  dvvaiiiv  noklardaaictadij '  olov 
vno9mixt9a    xov  agi9fiov  'noväitov  ß'  i]    dwayiig    avxov    xd  d    idv    i.r\  iijvj 
nkivgdv  xd  ß  nokka7ikaataa9ij,  yiviloixai  6  t;  dgi9fi()g''\  ös  äi]   xvßog  laxl.^ 

Jvvafiodvvaiitg  di  laxiv  orav  rj  dvvaiitg  icp  iaviijv  nukkankaaiaa9:g' 
olov  tJ  d  itp    iavtjj'i'''  xal  ylvixon  o'''   tj.  J 

dvvaiioxvßog    di    iartv*'  oxav    rj    dwafiig   ini  »vßov  nokkankaaittaSn't 
üaittg   0   i  in\   xov   f]   xal   }'/viTa(    Iß-  xol   xaktlxai  ukayog"^   ngürog 

*  Voir    ma    Notice    sur    des    fragmentg   d'onomatomancie    ari^h«! 
m^tiqiie  (Not.  et  Extr.  des  me».  XXXI,,  1886). 

**  Je  considi^re  comme  nn  nigme  personnngG  le  maitrede  lambliquc  et  l'ävgquede 
Laodic^e;  voir moD  ouTrage:  La  Göom.  grecqueetc.  (Paris, Gauthier- Villarg  1887). 

a)  xat    alyvntiove  xäv  cigi9iiäv  F  alyvnxiaxii  K      b)  dvdkveiv  !•'      e)  xal  F 
fni  E    d)  cf  Eiiclide,  VII  def.  1.  F  (Scrit  fxoor«  et  omct  S»  •  K oxnei  xäv  urro» 
(f>  (liv  om.  F      f)  Idot  du  texte  de  Diophaote,  auquel  ent  substituf  dana  les  ma>J 
nuscrits  de  cct  auteur  celui  d'aioyoj  (von  Note  l)      g)  oijrös  E     h)  a'gt9fibs  om  /q 

'uvant  iavr^v)  om,  F    j)  6  om   F     k)  iattv  om.  E     t)  F  a,  en  iiiarge  le  glos- 
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[ovit  yaQ  riTQayavög  iaxiv  ovii  niißos)  xnJ  ci(ft&fi6g  nifinxog'  «poj- 
TOff"  yop  o'jrXovff"*  dqi&fiög  '  itvxtQoq  Svvanig' tq  Itog  xtT^of" 
xixaQzog  dvvaiioivvanig'  xa'i  ntfinrog  ovTog  6  ivvofioxvßog. 

Kvßoxvßog  6i  iaxtv  oxav  xvßog  itp'  iavxov  nollankaaiaadilg  aQiQ^ov 
notr/ot). 

'Aloyog  6h  iivxiQog  ttqt&iAog  iaxivoxavövvafiig  ini  aXoyov 
tiQäxov  nokkaTtXctaina9i)'  xijg  yop  6vvüi*iug  ovaijg  fiovadiav  8,  «s 
{FpiiToi,  zov  de  ngtöxov  äköyov  fioväöiav  Iß,  rö  vti  avxäv  laxot  ftovädau 
Qxrj,  ontQ  xaldxai  akoyog  SevxiQog'  K  all  ix  ai  5i  o"'  avxug  y.aiagtdiiog 
eßSofi  og. 

TexQajiXfi  ie  övvttfiig  iattv  oxav  övrafiig  irt\  xvßüxvßov 
7tolXcenXaaiaa9ij. 

Kvßog  fii  l^tXixxö g  Iaxtv  oxctv  Svvafiig  Inl  aXoyov  8cv- 
zfffov  noXXanXaaiaa9^, 

Täv  ie  xoiovxiav  api&fi(av''^  xai  xa  oftmvvfia  ftögia  o/iolug  xovxoig 
xXri^Tjatxat'  xov  julc  agt^iiov  cigi9(ioaioV  itjg  de  Swäfieag  ivvcifioatövxov 
ie  xvßov  xvßoaiöv'xijg  ie  ivvafiodvvafiiag  Svvaiioivvafioaxdv' xov  ie  ivveifio- 
xvßov  ivvanoxvßoaxoV  xov  8i  xvßoxvßov  xvßoxvßoaxov. 

riiQi  ie  xijs  alyvjixiaxijg  ^le^oiov  xavxr/g  diotpavxog  fiev  SieXaßev  axQi- 
ßeaifgov,  6  de  Xoyiaxaxog  AvaxoXtog  xa  avvexxixtaxaxa  fiigt]  xrjs  xax 
Ixttvov  iniaxijfirjg  uTioXeiäfifvog,  itigo/g  diotpavxov^^  avvortxixcoiaxa')  ngoa- 
tfptavtjoe'xai  el'  x(g  xag  ivxtv9ev  fitöoiovs  elSilij,  xa  ngoßaXXofieva  Ivloig  Iv 
xoig  iftfiexfioig  intyQÜ^fiaaiv  aQi9fir)xixn  nQoßiitjfiata  oatpiaxaxa  iiakriatie' 
Ttt  fi\v  ya(f  xovxoav  iiaXvexai  jta  xovit  xov  Qeaqiqyiaxog  r^s  oi;^vnnax^ 
aviitili)ocoi);,  xd  ie  ii  etegoV  iii  yfp  ^ov  ngoßißXrjfievov  apiO/iov  iieXelv  ij 
iv  IxixQixm  Xöyo)  y  iv  ijiixexagxrp  i)  iv  etigm  xoiovxat'  xa'i  ano  xijf  xoiavxrjg 
itctigiaeag  evavvonxov  xo  ngoßeßXtjfAivov  yivr/aexai.  Kat-  rovTo  fiiv  ini 
ToOovxov  aot'K 

Je  crois  inutil»  de  doaner  une  traduction  de  ce  texte  träs-facile  h 
compreßdre.  Je  me  bornerai  donc  ü  quelques  remarques  sur  les  points 
essentiels. 

1.  Les  expressions  i]  xat'  AiyvTzxiovg  fteOoSog,  ■t\  alyvnxiaxri  dväkvatg, 
appliqaoes  ä.  ce  qiie  uons  appelons  la  motbode  algcbrique  de  Diophanto, 
Boulivent  un  probliime  d'autant  plus  grave  qu'on  ne  peut  gu^res  lea  croire 
forg6es  par  Psellus. 


gfeme  dvatrios.  m)  F a  jrpcorov  et  ensnite  iivxiQov,  tqIxov,  texufxov,  ntiinxov  (nal 
^tant  omis).  E  a  de  mtinie  xfixov  et  rf'rreprov  «)  airilms  EF  o)  d  om.  F  p)  täv 
di  Toiovrov  /'',  xtiv  di  xaxä  xiöv  F  q)  ixigto  <iioipavTm  FF,  comme  »i  Auatolius 
avait  dädid  aon  onvrage  k  nn  aecond  Diophante,  gen«  qae  je  crois  peu  admissible; 
niais  on  pourrait  peut  ßtre  conserver  JiotfdvTw,  en  faisant  r^gir  ce  mot  par  npoc, 
qui  marqucrait  iine  addition  (ä  Diophante)  r)  awtitxiHiöxata  F  (comme  ä  In 
ligne  präc^dentc      s)  ffo<  om.  F. 

*• 


Dans  la  scbolie  roatbematiqae  sur  1e  Charmide  de  Plston,  que  je 
crois  empruatue  ü  Anatolius*,  on  lit  sur  la  logistique:  (ti^r]  Si  avr^g 
al  'Ekkrivma)  xcri  AlYvnTittKai  naXovntvai  ni9oSoi  iv  noXXaTtXaatcafiote  xot 
litQiafiolg  x.x.e.  Mais  il  eemblerait  qu'il  s'agit  lu  de  tout  autre  cbose,  c'est- 
ii-dire  de  differents  proci-di'S  de  calcul  pour  lea  opiralions  cl^mentaires. 

Fant-il,  d'apr^s  le  fragment  de  Psellns,  enteudre  qua  la  methode 
i'gy ptienne  pour  les  multipHcations  et  divisions  de  la  scbolie 
du  Cbarmide  consiste  essentiell ement  dans  la  distinction  et  la  nomenclature 
des  diverses  puissances  auccessives  de  l'ioconnne  et  de  leurs  inverses,  et  dana 
les  relations  qui  subsistent  entre  elles  pour  leurs  produita  et  leurs  quo- 
tients?  Mais  on  peut  opposer  <\  cette  hypotbSse  le  gi-ave  temoignage 
d'un  auteur  certainement  anterieur  n  Anatolius  et  tres  probablement  h  Dio- 
pbante.  Les  Philo  so  pbumena**  attribaent  en  effet  ii  Pytbagore  la;j 
s^rie  des  sept  degri.'»  de  l'unit^  au  eubocube  (siziäme  puissance),  c'est  &] 
dire  la  seule  Serie  que  reconnaisse  Diophante. 

Je  suis  donc  port^  ik  croire  qne  le  coDimentateur  de  Diopbante  qui  aura] 
compilä  Anatolius,  a  fait  quelque  confuaion  sur  le  aens  dans  leqael  ceJ 
dernier  a  pvi  employer  Texpression  de  metbode  Ogyptieniie. 

2.  Quoiqu'il  en  soit  ä  cet  6gard,  le  fragment   de  Pselhis   nous  prouveJ 
clairement  que  la  s6rie  des  sept  degr6s  de  Pytbagore  et  de  Diopbaule  avait! 
btk  prolongee  jusqu'ä   dix   par   Anatolius   et    que    celui-ci   avait  soit   pro- 
pos{!   soit  an   moios   inentionni:   nne   uomenclatui'e   differant  essentiellement, 
sur  certains  points,  de  la  seule  que  nons  connaissious  d'aprcs  Diopbante. 

Cette  nomenclature,  incompliMement  rapport6e  par  Pselhis,  est  la  sui-1 
vante: 

AnatoliuB.  Diophante. 

0  Movag.  noväg. 

1  itQwtos    aftOitog  —  «pi^ftö?  (o^i^otJj)    —  nlivgö,  —  äßi9iiög, 

2  divTigog  ctQi&fidg — jiTgäyavog-övvafiig.  öi'vnpttg, 
ii  rglrog     agi^ixog    — Kvßog.  xvßog. 
4  jltagrog  ägid'fiog ,  —  Svvajiodvvafiig .                                   Swafiodwafiig 
y  Ttif^JiTog  ttgi9^og  —  äknyog  ngtüvog.                                    dvvafioxvßog 

6  fKTog   agi9(iog  .      —  ?  xvßoKvßog . 

7  (ßdofiog  ägt9fi6g . —  äkoyog  dtvrtgog 

8  {oyöoog  agt9fiog)  —  rngankrj  Svvai»ig. 

9  (^vvatog  agi9(t6t)  —  xt;j3og  i^tkixzög. 
Cette  nouvelle  nomenclature  est  d'ail leurs  elle-raöme  double-,  sousnnel 

forme,   eile   ezprime  aussi  nettement  que  possibte  la  notioo  des  puis.saucea 
successives.  classees  d'aprös  leur  degrü.     II  eiit  auffi  de  traduire  cette  notion] 
par  uu  Symbole  approprie  pour  obtenir  la  notation  eiponentielle. 


•  Voir  ma  G(?ometrie  Grecque,  p.  4,  8. 
••  Doxographi  Greeci  ed.  Diels,  p.  557,  4. 


PSELLÜS  SUR  DIOPHANTE. 


45 


[  Sous   ]a   seconde  forme,    la  nomenclatiire  d'Anatoliu«  n  une  singulit^re 

rclatioD  avec  celle  des  algi'bristes  Italiens  de  la  renaissance  qtii  dänommaient 
les  puiBsances  d'apn^s  la  compositiou  en  facteurs  de  lenrs  exposante  (et 
non,  comme  Diophante,  d'apres  la  compomtion  additive  de  ces  exposants). 
Le  nipprochement  s'impose  particulierenient  pour  la  d^notnioation  des 
puissances  ä  exposant  premier;  akoyog  tt^oIto;  =  relato  primo;  aioyog 
ötvztQos  =  Tela,to  secondo.  II  y  aurait  ^videment  k  rechercher  si  entre 
ces  deux  nomeuclatures,  il  n'j  a  pas  en  un  intenn6diaire  arabe,  encore 
inconna, 

3.  II  semble  ressortir  ineluctablement,  tant  da  t^^moignage  du  scho- 
liaste  copie  par  Psellus,  que  de  la  dilTi'rence  des  nomenclatures  dont  noaa 
venons  de  parier,  que  Diopbante  a  compos^  son  ouvrage  avant  qti'Anato- 
lius  ait  r^digi-  le  sien.  Le  fait  a  son  importauce,  paisquo  l'cpoijue  de 
Diopbante  n'est  determinC-e  par  des  preuves  süffisantes  qu'entre  Hypsidös 
(IL*  sit'cle  avant  notre  i-re)  et  Thüon  d'Alexandrie  (1V°  siicle  de  notre  ore). 

J'estime  d'ailleur»  que  si  Diopbaute  avait  v6cu  assez  longtemps  avant 
Anatolius  pour  que  sa  r6putation  ait  6t6  assise  comme  eile  l'ötait  par 
exemple  diis  le  temps  de  Th6on  d'Alexandrie  et  d'Hypatia,  les  frngnients 
8ur  la  logistique  que  nous  possedons  de  IV'Vöque  de  Laodicce  et  oii  il  est 
fait  mention  de  problemes  du  genre  de  ceux  que  traitent  les  Arith- 
ni6tiqaes,  contiendraient  une  allusion  plus  nette  it  cet  ouvrage.  Je 
cousid^rerais  donc  Diopbante  comme  u.  peu  prt'S  contemporain  d'AnatoliuB, 
mais  tandis  qu'avant  de  deconvrir  le  fragmeut  de  Psellas,  je  l'aurais  plutut 
regarde  comme  posterieur,  je  dois  aujourd'hui  affirmer  son  antirioi-iti'. 

4.  La  fin  du  fragment,  daiis  laqueUe  Psellus  explique,  comme  il  la 
con(;oit,  l'usage  que  Ten  peut  faire  de  la  metbode  de  Diopbante,  semble 
devoir  «Jtre  laissue  ä  son  compte  et  non  atiribuOe  au  scboliaste,  comme  ce 
qui  prt'cude.  II  ne  sV'leve  pas  de  fait  au  deli\  du  problume  1 , 2.  Nous 
savons  que  L6onard  de  Pise  a  trouv6  a  Constantinople  au  moins  uo  arith- 
mt^ticien  qui  gardait  encore  la  tradilion  des  problömes  d'analyse  indeter- 
minue.  L'ignorance  dont  fait  preuve  Psellus  n'6tait  donc  pas  generale 
parmi  ses  contemporains ,  quoique  le  mauvais  6tat  du  texte  de  Diopbante 
et  le  fait  que  les  manuscritä  actuels  d6rivent  tous  d'un  möme  exemplaire 
du  VIIl"  ou  IX'  sit'cle  tres-fautif,  prouvent  assez  que  cet  auteur  6tait  ab- 
solumeut  n6glig6  cbez  les  Byzantins. 

En  ri!sum6,  le  fragment  que  j'ai  publik  ei  dessus  me  pai°alt  soulever 
des  probli'mes  historiques  nouveaux  sur  lesquels  j'ai  indiquu  mon  opinion, 
mais  que  je  ne  pretends  nuellement  avoir  resolus  d6fioitivement.  Je  serais 
henrenx  que  leur  discussion  apportiit  quelqiie  nouvelle  lumiöre,  dont  je 
pourrais  profiter  jtour  l'fcdition  de  Diojihante  que  je  prtpare  et  dont,  je 
l'espcro,  l'apparttion  ne  sera  düsormais  plus  retard{>e. 


Zur  Erinnerung  an  Paul  Günther. 

Von 

A.    GUTZMEK. 


In  der  schönslen  und  hoffnnngsvnllslen  geistigen  Flntwicklimg  beg 
noch  bis  zum  letzten  Tage  mit  mathematiücheu  Problemen  beschäftigt,  i^t 
Paul  Güntlier  am  27.  September  1891  zu  Berlin  eiaem  hingen,  schweren 
Leiden  erlegen.  Wiewohl  ihm  nur  eine  sehr  kurze  Frist  zum  Forschen 
und  Wirken  bestimmt  war,  hat  er  doch  eine  Reihe  wichtiger  nnd  schwie- 
riger Untersuchungen  unternommen,  die  auch  Denen,  welche  ihn  nicht 
persönlich  kannten,  zu  erkennen  geben,  was  die  Wissenschaft  noch  von 
dem  Talent  und  dem  analytischen  tieschick  des  Dahingeschiedenen  zu  er- 
warteu  hatte.  Der  Erinnerung  au  den  uns  allzu  frtih  Entrissenen  und  au 
seine  Arbeiten  seien  die  folgenden,  von  Freundeshand  verfassten  Zeilen 
gewidmet. 

Paul  Günther  wurde  am  2.  April  1867  zu  Bernbnrg  als  der  jQngste 
Sohn  des  Gymnasialdirectors  Prof.  Dr.  Friedrich  Gtlnthcr  geboren  nnd 
empfing  seine  Schulbildung  auf  dem  vom  Vater  geleiteten  Gymnasium. 
Nach  dem  im  Jahre  1875  erfolgten  Tode  des  Vaters  tlborwachte  die  Mutter 
mit  grSsster  Sorgfalt  die  Erziehung  des  etwas  schw&chlicheu  Knaben.  Der 
Letztere  machte  geistig  so  schnelle  Fortschritte,  dass  er  bereits  Ostern 
1884  die  Reifeprüfung  auTs  Glänzendste  bestand.  Schon  als  Schüler  hatte 
er  sich  eigenen  mathematischen,  meteorologischen  nnd  astronomischen 
Studien  hingegeben,  und  zwar  in  durchaus  exacter  und  wissenschaftlicher 
Weise.  Als  er  zu  Ostern  1884  die  Berliner  Universität  bezog,  um  sich 
dem  Studium  der  Mathematik  und  Naturwissenschaften  zu  widmen,  war  er 
mit  der  Algebra  und  der  Lehre  von  den  Determinanten  bereits  in  hohem 
Masse  vertraut,  so  dass  er  in  seinem  zweiten  Semester  der  Kronecker- 
sehen  Vorlesung  Über  die  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  mit  Ver- 
ständuiss  und  Erfolg  zu  folgen  vermochte.  Neben  einer  sehr  grossen 
Zahl  mathematischer  Vorlesungen  hörte  er  astronoinische,  physikaliache 
meteorologische,  naturwissenschaftliche  und  philosophische  CoUegieu,  überall 
seinen  ausdauernden  Fleiss,  seine  schnelle  und  scharfe  Auffassungsgabe 
beweisend. 

Mit  der  ausgesprochen  wisseuschaftlichen  Begabung  waren  bei  Günther 
die  schönsten  menschlichen  Tugenden  vereinigt;  liebenswürdig,  gesellig  and 
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heiter,  dabei  bescheiden  und  im  höchsten  Masse  rücksichtsvoll,  war  er 
trotz  seiner  Jugend  eine  in  sich  abgeüchlassene  Persönlichiteit,  die,  frei  von 
allem  Streberthum,  in  der  wiasenscbaftlichen  Arbeit  ihre  innere  Befriedig- 
ung fand. 

Auf  die  matheiuatiscbe  Ausbildung  l'aul  GUnther'B  hatten,  ausser  den 
Vorlesungen  von  Fuchs,  Kronecker  und  Weierstrass,  namentlich 
seine  persönlicbeu  Beziehungen  zu  den  Herreu  Fuchs  und  Hamburger 
einen  nachhaltigen  Einfiuss.  Die  Fortschritte,  welche  UUuther  machte, 
waren  sichtbare;  er  reifte  geistig  ausserordentlich  schnell,  —  um  so  be- 
klagenswerther  ist  sein  frühes  Ende. 

Paul  Günther  hat  im  Ganzen  sieben  Arbeiten  druckfertig  hergestellt, 
Ton  denen  fünf  bereits  veriilfentlioht  sind,  wUhrend  sich  die  beiden  andern 
bei  der  Kedactiou  des  Journals  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik 
befinden.  Die  in  diesen  Arbeiten  niedergelegten  üntersuohungen ,  welche 
theils  der  Theorie  der  linearen  DiGferentialgleichungen,  theils  dem  Gebiete 
der  elliptischen  Functionen  und  theils  der  allgemeinen  Functionentheorie 
angehören,  mögen  im  Folgenden  kurz  charakterisirt  werden;  sie  zeigen  den 
Verfasser  in  verschiedenen  Gebieten  der  höheren  Mathematik  gleich  wohl 
bewandert  und  gleich  glücklich  in  seinen  Forschungen. 

In  seiner  Dissertation,  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathe- 
matik, Bd.  105,  auf  Grund  deren  er  nach  einer  mit  dem  PrSdicate 
„summa  cum  laude"  bestandenen  Prüfung  am  15.  März  1889  die  philo- 
sophische DoctorwUrde  erlangte,  beschäftigt  sich  Günther,  im  Anschluss 
an  eine  Arbeit  des  Herrn  Hamburger  (a.  a.  0.,  Bd.  103),  mit  linearen 
Differentialgleichungen,  deren  Integrale  nur  einen  singulUren  Punkt  im 
Endlichen  besitzen  und  sich  im  unendlichen  regulär  verhalten;  und  zwar 
bandelt  es  sich  dabei  om  die  Existenzbedingungen  und  die  Darstellung  der 
diesen  Differentialgleichungen  genügenden  Normalintegrale.  Bekanntlich 
kommt  es  dabei  auf  die  Bestimmung  des  sogenannten  determinirenden 
Factors  und  eines  gewissen  Exponenten  A  an.  Herr  Hamburger  hatte 
sich  bei  dem  genannten  Problem  darauf  beschränkt,  dass  die  algebraische 
Gleichung,  welche  zur  Bestimmung  des  höchsten  Coefficienten  der  im  Ex- 
ponenten des  determinirenden  Factors  auftretenden  ganzen  Function  dient, 
nur  einfache  Wurzeln  besitzt.  Hier  setzt  Günther'R  Arbeit  ein.  Mit  Hilfe 
eines  wofalbestimmten  Rechnungsverfabrens ,  das  in  allen  Fällen  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Operationen  zum  Ziele  führt,  erledigt  er  den  Fall 
gleicher  Wurzeln  vollkommen.  Dabei  erwies  es  sich  als  nothwendig,  dass 
man  sich  nicht  auf  den  grösst möglichen  Werth  des  Grades  des  Exponenten 
des  determinirenden  Factors  beschrlinkt,  sondern  gleich  allgemein  die  Fälle 
in  Betracht  zieht,  in  denen  der  Grad  dieses  Exponenten  alle  möglichen 
Werthe  annimmt.  Ist  der  determiuirende  Factor  ermittelt,  so  handelt  es 
sich  noch  um  die  Bestimmung  einer  Potenzreihe;  hierzu  muss  der  erwähnte 
Exponent  A   vermittelst  einer   gewissen,    von    Herrn   Hamburger   aogfla^ 
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gebenen  algebraibcben  Gleichung  bestimmt  werden.  Es  ist  nun  ein  senr 
betnerkeuswerthes  Resultat  der  Dissertatirm  GUuther's,  dass  er  die  beiden 
bisher  erforderlichen  algebraischen  Gleichungen  durch  eine  einzige  ersetzt, 
welehe  sowohl  den  determiuirenden  Factor,  als  auch  den  Exponenten  A  liefert. 

Die  beiden  nächsten  Publicationen,  auf  Grund  deren  sich  Paul  GQnther 
im  Sommer  1890  an  der  Universität  Berlin  habilitirte,  behandeln  die  Be- 
stimmung der  Fundamentalgleichungen  in  der  Theorie  der  Differential- 
gleichuDgen.  Die  Bestimiuiing  der  Coefficientcn  der  Fundamentalgleichung, 
welche  im  Falle  irregulärer  Integrale  bekanntlich  die  Ermittlung  transcen- 
denter  Grössen  erfordert,  war  von  Herrn  Hamburger  auf  die  Berech- 
nung gewisser  anderer  Grössen  zurückgeführt  worden.  Für  diese  Grössen,  und 
somit  für  die  Coefficienten  der  Fundamentalgleichung,  gelingt  es  Gtintber 
in  der  ersten  der  in  Rede  stehenden  Arbeiten  (Journal  fUr  Mathematik. 
Bd.  106)  cxplictte  Ausdrücke  durch  die  Coefficienten  der  Differentialgleich- 
ung in  finden  mittels  der  merkwürdigen,  von  Herrn  Fuchs  angegebenen 
Darstellung  der  Integrale  linearer  Differentialgleichungen  durch  iturirte 
Integrationen  (Annali  di  Materaalica  1870,  Bd.  IV).  In  der  zweiten  dieser 
Arbeiten  (a.  a.  0.,  Bd,  IU7)  behandelt  GUntber  dieselbe  Aufgabe  auf  Grnnd- 
lage  derselben  Darstellungsweise  der  Integrale  nach  einer  zweiten  Methode, 
die  zugleich  wichtige  Nebenresultate  liefert. 

Wie  in  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  so  hatte  Paul  Günther 
auch  in  der  Theorie  der  e1li)»tischen  Fanotionen  eindringende  Studien  gemacht; 
dies  bekunden  seine  nächsten  beiden  Schriften  (a.a.O.,  Bd.  108  und  109), 
zu  deren  Abfassung  er  durch  eine  kleine  Controverse  zwischen  den 
Herren  Humbert  und  Otto  Schlesinger  veranlasst  wurde.  Günther 
beschäftigt  sich  mit  der  Frage,  wie  man  auf  rein  algebraischem  Wege  ent- 
scheiden kann,  ob  die  zwischen  zwei  eindeutigen  elliptischen  Functionen 
mit  denselben  Perioden  bestehende  algebraische  Gleichung  vom  Kange  0 
oder  1  ist,  und  zwar  vor  der  wirklichen  Herstellung  derselben,  und  wie 
man,  falls  der  Rang  gleich  0  ist,  ohne  Kenntuiss  der  algebraischen  Gleich- 
ung auf  rein  algebraischem  Wege  eine  dritte  eindeutige  do))pelt- periodische 
Function  aufstellen  kann,  durch  welche  sich  die  beiden  ursprünglichen 
rational  ausdrücken.  Die  Untersuchung  wird  auf  zwei  Wegen  durch- 
geführt, von  denen  der  in  der  zweiten  Arbeit  befolgte  zugleich  die  zwischen 
den  doppelt -penodischen  Functionen  bestehende  algebraische  Gleichung  ohne 
fremden  Theiler  liefert. 

Von  den  beiden  noch  nicht  veröffentlichten  Arbeiten  Paul  Gllnther's, 
die  sich  bei  der  Redaction  des  Journals  für  Mathematik  befinden,  sei  — 
um  der  Veröffentlichung  derselben  nicht  vorzugreifen  —  nur  so  viel  be- 
merkt, dass  die  eine  im  Anscbluss  an  die  von  Abel  in  seinem  Prccis  ge- 
gebene Herleitung  Ober  das  Additionstheorem  der  elliptischen  Functionen 
handelt,  während  sich  die  zweite  mit  den  zu  einem  algebraischen  Gebilde 
(x,  y)  gehörenden  eindeutigen  Functionen  beschäftigt. 
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Ausser  diesen  bereits  veröffentlicbten ,  bezw.  fUr  den  Druck  bestimmten 
Arbeiten  Paul  GUntber's  siud  die  beiden  Vorlesungen  zu  erwliiinen,  die  er 
bei  seiner  Habilitation  gehalten  bat,  und  welche  vielleicht  noch  in  der 
einen  oder  andern  Form  zur  Veröffentlichnng  gelangen.  Beide  Arbeiten 
sind  historischer  Art.  An  der  öffentlichen  Rede,  die  er  am  6.  August  1890 
hielt,  und  «eiche  von  der  geschichtlichen  Eutwickhing  der  modernen 
Theorie  der  Difierentialgleichungen  handelt,  erscheint  beachtenswertb ,  dass 
sie  u.  a.  Zeugniss  ablegt  fUr  das  eingebende  Studium  der  Cauchy'schen 
Untersuchungen  über  Differentialgleichungen ,  sowie  fUr  den  historischen 
Sinn  des  Verfassers.  In  der  zweiten  dieser  Arbeiten,  der  vor  der  philo- 
so(ihischeu  Facultttt  gehaltenen  Vorlesung,  hat  Günther  seine  Studien  über 
die  Untersuchungen,  welche  Gauss  im  Gebiete  der  elliptischen  Functionen 
angestellt  bat,  niedergelegt.  Er  hat  sieh  in  dieser  Hede  bemUht,  die 
Quellen  aufzudecken,  aus  denen  die  im  Nachlasse  von  Gauss  in  zusammen- 
hangslosen Notizen  sich  vortindenden  Resultate  ihren  Ursprung  nehmen. 

Im  Laufe  des  Jahres  1891  war  Günther,  soweit  es  sein  Befinden  zu- 
liess,  mit  der  Abfassung  gewisser  Capitel  eines  Handbuchs  der  Theorie  der 
linearen  Difierentialgleichungen  beschUftigt ,  das  er  in  Gemeinschaft  mit 
Herrn  Ludwig  Schlesinger  herausgeben  wollte.  Auch  ausserdem  bat 
er  sich  während  seiner  Leidenszeit  noch  mit  weit  angelegten  Untersuchungen 
beschtiftigt -^  aus  seinen  mdndlichen  Mittbeilungen  war  zu  entnehmen,  dass 
er  Manches  nahezu  fertig  im  Kupfe  trug,  was  ihn  sein  Leiden  verhindert 
hat  aufzuzeichnen,  doch  lässt  sieb  aus  den  Andeutungen,  welche  er  seinen 
nlicbsten  Freunden  gab,  kein  bestimmter  Gedankengang  reconstruiren. 

Su  unvollkommen  auch  das  Bild  von  der  Persönlichkeit  Paul  GUntber's 
und  seinen  mathematischen  Leistungen  ist,  das  diese  wenigen  Zeilen  zu 
bieten  vermögen,  6<i  durfte  doch  auch  aus  den  unvollstUndigen  Angaben  zu 
erkennen  sein,  eine  wie  ausserordentlich  reich  begabte,  schöpferische  Natur 
der  Dahingeschiedene  war.  £r  war  durch  und  durch  eine  wissenschaftliche 
Persönlichkeit.  Obwohl  reich  an  originalen  Anschauungen,  suchte  er  doch 
niemals  mit  einer  hingeworfeneu  Idee  zu  gliinzen,  er  erkannte  vielmehr 
den  wahren  Fortschritt  der  Wissenschaft  in  der  Ausführung  der  Ge- 
danken, in  der  stetigen  Arbeit.* 


*  Es  werde  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  inzwischen,  nach  Abfassung 
obiger  Worte,  iiuch  die  lieiilen  S.  48  u.  erwiihuten  Arbeiten  Paul  Günthor's  im 
Journal  für  Mutbcmatik ,  Bd.  109,  zur  Vi-rfitfentlichuog  gelaugt  sind 


Theorie  des  Nombres.  Vou  Edouard  Lucas.  T.  I.  (XXXIV.  520).  Paris, 
Gautbier- Villars  et  tils,   1891. 

Wenngleich  eine  grosse  Anzahl  französischer  Mathematiker  nuans- 
gesetzt  ihre  Bemtthiiugen  <ler  Zahletitheorie  zugewandt  haben ,  so  ist  doch 
merkwürdiger  Weise  seit  dem  Erscheinen  (1830)  der  letzten  Auflage  von 
Legendre's  grossem  Werk  in  diesem  Heimathlande  klassischer  Lehr- 
bücher über  alle  Zweige  der  Mathematik  keine  zusammenfassende  Dar- 
stellung der  Zablectbeorie  TerötFentlicbt  worden. 

Diese  Lücke  schien  E.  Lucas  ansfüllen  zu  wollen,  und  ich  glaube, 
dass  der  erste  Band  seiner  Th6orie  des  Nombres  nicht  blos  in  Frank- 
reich freadig  begrUsst  worden  ist,  und  dass  man  mit  Spannung  dem  Er- 
scheinen des  zweiten  Bandes  entgegensah. 

Aber  der  Tod  hat  mit  ouerbittlicber  Hand  die  Hoffnungen,  die  aof 
dieses  Werk  gesetzt  wurden,  vereitelt,  indem  er  den  Verfasser  in  der 
BlUthe  der  Jahre  mitten  aas  der  Arbeit  abrief.  Lucas  hatte  an  dem  in 
Marseille  stattfindenden  Congress  der  Association  frani;atse  pour 
l'avancement  des  sciences  thcilgenommeu  und  den  Sectionen  für 
Mathematik  und  Astronomie  präsidirt.  Witbrend  des  Banketts,  das  den 
Tbeilnehmern  des  Congresses  gegeben  wurde,  Hess  ein  Diener,  kIs  er 
neben  Lucas  vorbeiging,  einen  Hänfen  Teller  fallen,  von  denen  einer 
Lucas  an  den  Kopf  traf  und  einige  Schrammen  in  der  NUhe  des  Ohres 
hervorrief.  Der  Verletzung  wurde  keine  Bedeutung  beigelegt,  aber  der 
Rotblauf  trat  ein,  und  nach  drei  Tagen  war  Lucas  todt. 

Wie  mir  der  Verleger  schreibt,  hat  die  Societe  mathcmstique 
de  France  auf  den  Wunsch  der  Familie  des  Verstorbenen  einige  ihrer  Mit- 
glieder bestimmt,  das  von  Lucas  hinterlassene  Manuscript  entgegen  zu 
nehmen,  um  zu  sehen,  ob  die  Veröftentlichung  des  zweiten  Bandes  der  Zahlen- 
theorie mOglich  sein  wird.  Eine  Entscheidung  hierüber  ist  noch  nicht  er- 
folgt. Inzwischen  möge  mir  gestattet  sein,  einer  Besprechung  des  ersten 
Bandes  einige  Worte  über  Lucas  selbst  und  seine  übrigen  mathematischeD 
Arbeiten  voranszuschicken. 

Edouard  Lucas,  geboren  zu  Amiens  im  .Jahre  1842,  wurde  1861 
in  die  Ecole  normale  sup6rieure  aufgenommen  und  1864  nach  ab- 
irelegtem   Eiaraen    Hitfsastronom    am   Observatorium    zu    Paris.     In    dem 
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Kriege  gegen  Deutschland  diente  er  als  Ärtillerieofticier  mit  Äuszoichniing. 
Seitdem  war  sein  ganzes  Leben  der  Wissenschaft  und  dem  Unterricht  ge- 
widmet. Zuletzt  war  er  Professor  der  Mathematik  am  Lyccie  Cbarlemagne 
in  Paris.  Er  beschränkte  sich  aber  nicht  anf  die  Belehrung  seiner  Schüler 
im  engeren  Sinne  des  Wortes,  sondern  suchte  auch  iu  weiteren  Kreisen 
das  Interesse  für  Mathematik  zu  wecken.  Zu  diesem  Zwecke  hielt  er  oft 
Sonntags  in  dem  grossen  Amphitheater  des  Conservatoire  des  Ärts  et 
Mutiers  Vorträge  über  unterhaltende  mathematische  Fragon.  Bei  solchen 
Gelegenheiten  war  der  Saal  regelmässig  zu  klein,  alle  Erschienenen  aufzu- 
nehmen. 

Die  wissenschaftlichen  Arbeiten,  die  Lucas  in  verschiedenen  Zeit- 
schriften veröfTentlichlo,  sind  so  zahlruicb,  dass  es  hier  unmöglich  ist,  auch 
nur  eine  Uebersicht  zu  geben.  Eine  von  Laisant  im  Juli  1880  verfasste 
Zusammenstellung  giebt  Titel  und  labalt  von  mehr  als  150  dieser  Arbeiten. 
Dieselben  beziehen  sich  auf  fast  alle  Zweige  der  Mathematik,  und  es  ist 
zu  wOnschen,  dass  uns  dieselben  bald  in  einer  Gesammtausgabe  zugUngliub 
gemacht  werden. 

Im  Jahre  1883  veröffentlichte  Lacas  ein  zweibändiges  Werk  „Ru- 
creations  mathOmatiques".  Der  erste  Band  ist  1891  in  zweiter 
Aaflage  erschienen.  In  diesem  Werke  wird  eine  grosse  Anzahl  mehr 
oder  weniger  bekannter  Spiele  und  unterbauender  Aufgaben  in  einer  Weise 
behandelt,  die  als  eine  glückliche  Vereiniguug  strenger  WissenBchafllichkeit 
nnd  fesselnder  Unterhaltung  bezeichnet  werden  muss.  Jedem  Capitel  ist 
eine  geschichtliche  Einleitung  gegeben;  auch  ist  dem  ersten  Band  in  seiner 
neuen  Auflage  eiu  ungemein  reichhaltiger  Indes  bibliographique  bei- 
gefügt. Lucas  bat  sich  Bachet'*  problumes  plaisants  zum  Vorbild 
genommen,  aber  natürlich  seinen  Vorgänger  an  Fülle  des  Inhalts  und  Klar- 
heit der  Darstellung  weit  UbertroSeu. 

In  der  Vorrede  zur  Theorie  des  Nombres,  zu  der  ich  mich  jetzt 
wende,  wird  der  Leser  gebeten,  etwaige  Bemerkungen ,  Berichtigungen  und 
Zusätze  dem  Verfasser  zur  Berücksichtigung  bei  einer  zweiten  Auflage  niit- 
zutheilen.  Da  es  für  mich  keinem  Zweifel  unterliegt,  dass  ein  so  trefflich 
angelegtes  Buch  von  irgend  einer  Seite  vollendet  und  durch  weitere  Auf- 
lagen noch  lange  Zeit  vor  dem  Untergange  bewahrt  bleiben  wird,  so  sei 
es  mir  gestattet,  bei  der  Musterung  des  Inhalts  der  einzelnen  Capitel  einige 
kleine  Wünsche  zu  äussern. 

Die  Einleitung  bildet  eine  kurze  Geschichte  der  Zahleolehre.  Nach 
pag.  XXVII  könnte  man  meinen,  Fibonacci's  Liber  quadratorum 
sei  statt  um  1225  schon  1202,  dem  Geburtsjahr  des  Liber  Abbaci,  ge- 
schrieben worden.  Auf  derselben  Seite  wird  das  Wesen  und  die  Bedeu- 
tung von  Diophant's  Arithmetik  durch  Ueberset/.ung  einer  Stelle  der 
Praefstio  von  Gauss'  Disqnisitiones  geschildert,  in  der  es  heisstt 
Diophant's  Werk  sei  ausschliesslich  unbestimmten  Aufgaben  gewidmet, 
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während  doch  ein  nicht  unbedeutender  Theil  desselben  in  noch  beut« 
mustergiltiger  Weise  bestimmte  Aufgaben  behandeli;.  Es  dürfte  sich 
empfehlen,  in  einer  zweiten  Auflage  Diophant's  Bedeutung  in  einer 
widerspruchsfreien  Fassung  zu  geben  und  jener  ohnehin  weit  verbreiteten 
irrigen  Meinung  nicht  noch  Vorschub  zu  leisten, 

Das  erste  der  drei  Bücher,  in  welche  der  erste  Band  zerfallt, 
giebt  in  8  Capiteln  die  Lehre  von  den  ganzen  Zahlen.  Der  Verfasser 
behandelt  die  2ablen)ehre  im  weitesten  Sinne  des  Wortes ,  erörtert  also 
auch  Gegenstände,  die  sonst  der  Algebra  zugewiesen  werden.  Die  Grenz- 
linien zwiicheu  Arithmetik  und  Algebra  liefert  ihm  der  Begriff  der  Con- 
tinuität:  Alle  Untersuchungen,  welche  die  Zahl  als  (continuirliche)  Grösse 
voraussetzen  (Irrationale  Zahlen,  Logarithmen  etc.),  gehören  in  die  Algebra,  da- 
gegen diejenigen,  bei  welchen  die  Zahl  einfach  als  Nummer  beim  Zählen  ange- 
sehen wird(Combination3lehre,  Wahrscheinlichkeitsrechnung)  in  die  Arithmetik. 

Die  vier  ersten  Capitel  des  ersten  Buches  sind  der  Reihe  nach  der 
Addition,  Subtraction,  Multiplicatiou  und  Division,  sowie  der  auf  letzterer 
beruhenden  ClassiHcatiou  der  ganzen  Zahlen  gewidmet.  Die  Behandlung 
ist  hier  wie  Überall  ein  klare,  lichtvolle.  Der  Verfasser  ist  ein  Führer, 
der  dem  Leser  Zeit  iSsst  zu  folgen,  der  nicht  ungeduldig  einem  Gipfel 
zustrebt,  sondern  auf  die  Schönheiten,  die  sich  uuterwegs  darbieten,  hin- 
weisst  und  so  die  Reise  zu  einer  genussreichen  macht.  Den  reichen 
Inhalt  zu  skizziren,  würde  zu  viel  Raum  in  Anspruch  nehmen.  Freunde 
der  Rechenkunst  Knden  interessante  Operationen  dargestellt,  auch  Bemer- 
kungen über  Uechenniaschinen,  über  Zahlensysteme  und  dergleichen.  Um 
nur  zwei  Beispiele  herauszugreifen,  erwühne  ich  erstens  das  schöne  Yer- 
fahren,  welches,  die  Kenntniss  des  Kinmaleins  bis  5 .  .'i  voraussetzend, 
die  übrigen  Producte  durch  Benutzung  je  eines  Fingers  der  beiden  H&nde 
liefert  (das  Verfahren  ist  übrigens  in  Stifel's  Arithmetica  integra, 
fol.  3  bescbriuben  und  begründet),  und  zweitens  die  Division  durch  9, 
welche  vermittels  der  Identität 
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a  +  6  +  c  +  ... 
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-f  10  [c  +  d +...]+  lO^d +  €+...]+... 
in  eine  Addition  verwandelt  wird. 

Das  5.  und  6.  Capitel  behandeln  in  klarer  und  durch  interessante 
Anwendungen  fesselnder  Weise  die  figurirten  Zahlen,  die  Combinationslehre 
und  einige  Probleme  der  Geometrie  der  Lage,  deren  Lösung  von  der 
Theorie  der  Combinationen  abhSngt.  Den  Scbluss  des  ersten  Buches  bildet 
ein  umfangreiches  Capitel  über  algebraische  Multiplication, 

Das  zweite  Buch,  welches  10  Capitel  cuthült.  ist  den  rationalen 
Zahlen  gewidmet.  Es  behandelt  die  Bruchrechnung  mit  den  Anwen- 
dungen auf  die  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  die  algebraische  Division, 
die  Interpolation  und  giebt  das  Wichtigste  tlber  die  abgeleiteten  I^olynome. 


In  sehr  ausgedehnter  Weise  wird  die  Summalion  der  Potenzen  gleichen  Grades 
der  ganzen  Zahlen  von  1  bis  n  dargestellt.  Wenn  es  pag.  224  heisst, 
dass  die  Formel  für  die  Summe  der  Quadrate  aller  Zahlen  von  1  bis  n 
sich  schon  in  Fibonacci's  Liber  quadraiorum  findet,  so  ist  zu  be- 
merken, dass  Fibonacci  diese  Formel  (Bd.  II,  p.  262)  zwar  in  seiner 
geometrisch  schwerniUigen  Weise,  aber  streng  herleitet.  Auch  die  pag.  227 
gemachte  Bemerkung  über  die  bisher  dunkel  gebliebene  Observatio 
Fermats  zu  Bachet's  Appendix  II,  27  ist  nach  Tannery  (Fermat's 
Werke,  I,  S.  241)  richtig  zu  stellen.  Weiter  sind  die  symmetrischen 
Functionen  imd  die  Determinanten  behandelt,  letztere  mit  besonders  schönen 
Uebungsaufgaben.  Eine  derselben,  von  der  wir  erfahren,  dass  sie  von 
Le  Verrier  ein  probleme  pÜ-ge  genannt  worden  ist,  findet  sich 
übrigens  schon  in  Fibonacci,  I,  pag.  277.  Darauf  folgt  noch  ein 
Capitel  über  lineare  recurrirende  Reihen  und  eins  über  numerische  Functionen 
zweiter  Ordnung. 

Das  dritte  Buch  handelt  in  H  Capiteln  von  der  arithmetischen 
Theilbarkei t.  Das  erste  Capitel  ist  der  Betrachtung  der  gemeinschaft- 
lichen Divisoren  und  der  gemeinschaftlichen  Vielfachen  der  Zahlen  gewidmet, 
das  zweite  den  Primzahlen  und  zusammengesetzten  Zahlen;  das  dritte  be- 
trachtet die  Divisoren  der  Zahlen,  besonders  Anzahl,  Suhime  und  Prodnct 
derselben.  Hier  wird  ancli  die  Theorie  der  vollkommenen  ond  die  der  be- 
freundeten Zahlen  gegeben,  die  der  Verfasser  zwar  für  veraltet  hält,  aber 
aufgenommen  hat,  weil  sie  diu  wichtigsten  Arbeiten  Fermats  veranlasst 
und  so  die  Zahlentheorie  ins  Leben  gerufen  haben.  Das  folgende  Capitel 
giebt  die  Eigenschaften  der  Function  ijp  (»»),  welche  nach  Cauchy  Indi- 
catenr  genannt  wird.  Es  schliesst  mit  den  Formeln  Legendre's,  die 
den  Zweck  hahen,  die  Anzahl  der  Zahlen  zwischen  1  und  «  zu  bestimmen, 
welche  durch  gegebene  Primzahlen  nicht  theilbar  sind,  und  mittels  welcher, 
wie  wir  erfahren,  es  Piarron  de  Mondi-sir  gelungen  ist,  die  Anzahl 
der  Primzahlen  zwischen  1  und  1  fXX)0OO  zu  bestimmen.  Die  viel  weiter 
gehende  schiine  Arbeit  Meis sei's  über  diesen  Gegenstand  (Mathe m. 
Annalen  11  u.  III)  scheint  der  Aufmerksamkeit  des  Verfassers  entgangen 
zu  sein.  Das  nächste  Capitel  betrachtet  die  Reste  der  Zahlen  für  gegebene 
Moduln,  die  Reste  der  arithmetischen  und  der  geometrischen  Reihe,  den 
Fermat'scben  und  den  Wilson'schen  Satz,  sowie  die  Verallgemeinerungen  der- 
selben. Das  letzte  Capitel  endlich  entfaillt  eine  ausführliche  Theorie  der 
KettenbrUche  nebet  Anwendungen  auf  die  Zerlegung  der  Zahlen  in  Quadrate 
und  die  Auflösung  der  Gleichung  ax  -{■  by  =  c  in  ganzen  Zahlen. 

Ehe  ich  die  Besprechung  des  schönen  Buches  schliesse,  s^ei  mir  ge- 
stattet, mich  gegen  einen  vom  Verfasser  gewühlten  Ausdruck  auszusprechen- 
Wenn  man  Begriffe  oder  Siitze  der  Mathematik  nach  verdienten  Mathe- 
matikern benennt,  so  will  man  nicht  blos  diesen  Münnern  eine  Huldigung 
erweisen,    sondern    auch   eine    Abkürzung   des  Ausdrucks   erzielen.     Es  ist 


also  Nichts  dagegen  zn  sagen,  dass  die  interessante  Reihe,  deren  Bildungs- 
gesetz u„^}  =  ((,,41 -|- u,  ist,  den  Namen  des  Fibonacci  trägt,  der  sich 
zwar  nicht  mit  derselben  beschäftigt  hat,  aber  in  I,  pag.  284  eine  Auf- 
gabe löst,  die  zu  dieser  Reihe  führt.  Wenn  dagegen  „der  Exponent,  zu 
welchem  die  Zahl  «  für  den  Modul  n  gehört",  der  „Gaussien  von  a  für  den 
Miidiil  n"  genannt  wird  (pag.  439),  so  ist  damit  keine  erhebliche  Ab- 
kürzung erreicht,  und  ich  wUrde  es  fUr  besser  halten,  den  alten  Ausdruck, 
der  das  Gedtlchtniss  weniger  belastet ,  beizubehalten ,  zumal  der  iu  Rede 
stehende  Begriff  wohl  nicht  wichtig  genug  ist,  den  Namen  des  Princeps 
Mathematicorum  zu  tragen. 

Frankfurt  a.  M..  den  31.  Deceraber  1891. 


6.  Webtheim. 


Verzeichniss  der  Programmbeilagen  der  sehn  elzerischeu  Mittelschnlea. 
Mit  einem  Anhang,  umfassend  die  Programmbeilagen  der  Acadi-mie 
de   Neufchatel   und   der    Eidgenössischen    Polytechnischen   Schule   in 
Zürich.       Zusammengestellt    von    0.    Büeler.       Frauenfeld     1890. 
J.  Huber's  Verlag.  68  S. 
Das   Verzeichniss    erstreckt    sich   über   die  Jahrgänge    1855   bis    1889 
und  ist  in  doppelter  Anordnung  vorhanden.    Zuerst  sind  die  Beilagen  nach 
der    alphabetischen    Reihenfolge    der  Schulanstalten,    von    welchen   sie  aus- 
gingen, angegeben  und  bei  jeder  einzelnen.  Anstalt  chronologisch  geordnet. 
Ein  zweites  Mal  findet  man  sie  nach  einzelnen  Fächern  geordnet,  unter  jeder 
FachUberschrift  alphabetisch  nach  den  Namen  der  Verfasser  aufeinanderfolgend. 
Endlich  ist  drittens  noch  ein  allgemeines  Namenregister  vorhanden.    Es  ist 
keine   Frage ,   dass   ein   solches  Verzeichniss   sich  in  verschiedener  Hinsicht 
als   zweckdienlich  erweisen  kann;    insbesondere  gewährt    es  einen  gewissen 
Einblick  in  die  da  und  dort  vorherrschende  wissenschaftliche  Richtung  der 
Verfas.ser    der    Programmbeilagen ,    aus    welcher    man    mitunter    zu    Rück- 
schlüssen   auf  die  Anstalten,    an   welchen   sie  thätig  waren,   geführt  wird. 
Von   den   48   mathematischen   Programmbeilagen   entstammen    9  aus  Basel, 
6  aus  Frauenfeld,  je  5  aus  Bern,  Schaffhausen,  Winterthur. 

Cantor. 


The  nnptial  nnmber  of  Flato:  its  Solution  and  significance  by  James  Adam, 
M.A.,  fellow  and  tutor  of  Emmanuel  College,  Cambridge.  London  1891. 
C.  J.  Clay  and  Sons,  Cambridge  üniversity  press  warehouse.     79  p. 
Die    geheimnissvollen   Zahlen   iu    Plato's  VIII.  Buche  vom  Staate,    so 
sagten    wir   angeführ  in    unseren  Vorlesungen   über  Geschiebte   der  Mathe- 
matik I,   191,    hat    eine   ganze   Literatur   hervorgerufen,    welche    unserem 
Gefühle  nach  noch  nicht  vermochte,  die  Schwierigkeiten  der  Stelle  endgiltig 
zu    lösen.     Versuche,    welche,    seit   wir   jene    Zeilen   niederschrieben,   voHi 
Derome,    Dupnis,    Gow,    Hultsch,    Tannery    veröffentlicht    wurden,] 


kounten  nuser  abweisendes  ürtheil  nnr  bestärken.  Jeder  neue  Erkllirer 
verstand  die  Stelle,  aber  jeder  verstand  sie  anders,  und  fand  bei  den  Mit- 
arbeitern am  Erklürangswerke  keine  Beislimmung.  Heute  liegt  abermals  ein 
Versuch  vor,  und  Tvir  gestehen  gern,  das«  er  uns  mehr  anmutbet,  als 
irgend  etwas,  was  wir  vordem  lasen.  Es  kommt  nur  auf  eine  Schwierig- 
keit hinaus:  kann  f|»;'xovro  rg'tg  av^rjdiv,  also  60  dreimal  multiplicirl  6ü* 
bedeuten?  H.  Adam  behauptet  es,  darauf  gestützt,  dass  drei  Multipli- 
cationen  zur  Bildung  erforderlich  seien,  von  welchen  60.60  =  60"  die 
erste,  mithin  60'  die  zweite,  60*  die  dritte  darstelle.  Wir  sind  des 
Griechischen  nicht  kundig  genug,  um  die  sprachliche  Möglichkeit  dieser 
Auffassung  zu  prüfen,  die  uns  sachlich  sehr  zusagt.  Dann  ist  des  Räthsels 
Lösung  in  zwei  Identitäten  enthalten,  welche  Plato  bekannt  gewesen  sein 
müssen:  3^  4- 4'' -4- 5' =  6' 

[{3  +  4  +  5)  5]*=  3600«  =  4800  .  2700 

Nach  jener  kabischen  Identität  haben  wir  leider  vergebens  Diophant 
durchmustert.  Hfitteu  wir  sie,  was  keineswegs  unmöglich  war,  dort  wieder- 
gefunden, so  wäre  diese  Begegnung  nicht  ohne  Wichtigkeit.  Nach  der 
Ad  am 'sehen  Auffassung  ist  die  Wortverbindung  nnö  ötafiitgwv  gtfrtäv 
nifinaSog,  deoftlvau  cvog  ixaatav,  ag^ij-ctov  de  övötv  seiner  Zeit  von  uns 
unrichtig  aufgefasst  worden.  Der  rationale  beziehungsweise  irrationale 
Diameter  von  5  ist  7  und  j/50;  deren  Quadrate  (lonno  iia^ixQüiv)  sind 
49  und  50;  diese  um  1,  beziehungsweise  um  2  vermindert  «ind  48,  für 
welche  Zahl  daher  überflüssiger  Weise  zwei  Entstehungsarten  angegeben  sind. 

Cantob. 


De  Enclidia  elementorum  übris  qui  feruntnr  XIV  et  XV.  Von  Gustav 
Kll'ge.  Leipzig  1891.  Doctordissertation.  47  S. 
Dass  von  den  beiden  Büchern  über  regelmässige  Vielflächner ,  welche 
als  XIV.  und  XV.  Buch  den  Euklidischen  Elementen  augefügt  äu  sein  pilegeu, 
nur  das  erste  von  Hypsikles  von  Alesandria  herrührt,  also  zwischen 
200  und  100  V.  Chr.  Geb.  entstanden  ist,  hat  Priedlein  1873  entdeckt, 
und  an  der  Wahrheit  dieser  Behauptung  zweifelt  Niemand  mehr.  Fraglicher 
ist  es,  wann  das  andere  Buch  geschrieben  wurde,  und  wen  es  zum  Ver- 
fasser hat,  Bald  hielt  man  für  Letzteren  Damascius  von  Damaskus 
am  Anfang  des  VI.  Jahrhunderts,  bald  einen  Schüler  des  Isidorus 
von  Milet  am  Schlüsse  des  gleichen  Jahrhunderts.  H.  Kluge  geht  um 
einen  grossen  Schritt  weiter  als  seine  Vorgänger.  Man  hatte  längst  die 
fünf  ersten  Sätze  des  Buches  vom  sechsten  und  vom  umfangreichen  siebenten 
Satze  unterschieden.  (Vergl.  des  Referenten  Vorles.  Gesch.  Math.  I,  3]0.) 
H.  Kluge  sucht  aus  den  sprachlichen  Unterschieden,  sowie  aus  der  bald 
grösseren,  bald  geringeren  Flüchtigkeit  der  Darstellung  nachzuweisen,  dass  hier 
Bruchstücke   von   drei   verschiedenen  Verfassern  vorliegen,    die  er  die  Ver- 


fasser  von  XV  A,  B,  C  nenat.  Der  Verfasser  von  XV  C  ist  der  Scböler 
des  Isidor,  wabrscheinlicb  des  Isidor  tou  Milet  und  den  boidec  Anderen 
weit  überlegen.  Zar  genauen  PrUfung  der  von  H.  Kluge  ausgesproebenen 
Meinung  gebricht  es  dem  Referenten  im  Augenblicke  an  Zeit,  doch  scheinen 
ihm  die  vorgebrachten  Gründe  ziemlich  schwerwiegend.  Cantor. 


Grnndzüge  des  jüdischen  Kalenders  und  leichtfassliche  Anleitung  zn  seiner 
Berechnung  bearbeitet  von  Dr.  Max  Simon,  Seminarlebrer  iu  Berlin. 
Berlin  1891.  Verlag  des  Bibliographischen  Bureaus,  Alexandor- 
strasse  2.  30  S. 
Das  jüdische  Jahr  ist  ein  Mondjahr,  dessen  zwölf  einzelne  Monat« 
jeweil  von  einem  Neumonde  bis  zum  nächsten  sich  erstrecken,  und  welfhes 
bei  der  auf  wenig  mehr  als  29 '^  Tage  sieh  bemcssendou  Liinge  dieser  Monate 
eine  Daner  von  356  Tagen  besitzen  würde,  wenn  nicht  der  Wunsch,  mit 
der  Jahresdauer  des  Sonnenjahres  in  Einklang  zn  stehen,  Einschaltungen 
eines  dreizehnten  Monates  sieben  Mal  innerhalb  neunzehn  Sonnenjahre  nötbig 
machte.  Ursprünglich  war  die  Regelung  den  im  Synhedrion  vereinigten 
Gelehrten  überlassen,  später  wurde  durch  HiUel  eine  bestimmte  Kalender- 
lehre geschaffen.  Wir  sind  nicht  im  Stande  zu  entscheiden,  ob  dieser 
Hillcl,  wie  H.  Simon  aunimmt,  der  zweite  seines  Namens  in  der  Mitte 
des  IV.  Jahrhunderts,  ob  er,  wie  uns  von  anderer  Seite  versichert  wird, 
der  ältere  Hiller  am  Anfang  der  jetzigen  bürgerlichen  Zeitrechnung  war. 
Der  jüdische  Kalender  ist  wesentlich  Festkalender,  und  steht  deshalb  unter 
dem  Einflüsse  religiöser  Vorschriften,  weicht-  nicht  gestatten,  dass  gewisse 
Feiertage  auf  gewisse  Tage  der  Woche  fallen,  und  welche  dieses  unzulässige 
Zusammentreffen  bald  durch  Einschiebung,  bald  durch  Weglassang  eines 
einzelnen  Tages  vermeiden,  so  das»  es  nicht  weniger  als  sechs  verschiedene 
Jahre  giebt:  regelmSscige,  übcrzühlige,  mangelhafte,  und  zwar  alle  diese 
Abarten  im  Jahre  von  zwJilf,  wie  in  dem  von  drer/.ehn  Monaten.  Eine 
mathematische  Formel  ähnlicher  Art,  wie  Gauss  and  Andere  sie  fUr  die 
christliehe  Osterrechnung  geschaffen  haben,  deren  Schwierigkeit  ebenfalls 
in  der  Vereinigung  von  Mond-  und  Sonnenzeit  besteht,  scheint  den  jü- 
dischen Kalenderkundigen  nicht  bekannt  zu  sein.  Wenigstens  gebt  die  vom 
Verfasser  gelehrte  Anleitung  nicht  Über  eine  gewisse  Empirie  hinaus,  welche 
jedesmal  aufs  Neue  Alles  das  beachtet,  was  beachtet  werden  .soll. 

Cantor. 

Dürer  als  Mathematiker   von  Professor  Dr.  U.  Staigmüllbr.     Programm 
des  Königlichen  Realgymnasiums  iu  Stuttgart  am  Schlüsse  des  Schul- 
jahres   1890191.   (Programm   Nr.   590.)   57  S.  4».    Stuttgart  1891.^ 
Herr  Staigmüllcr  ist  nicht  der  erste  Schriftsteller,  welcher  den  mathe- 
iächen  Lei.<itnngen  Albrecbt  DUrer's  seine  Aufmerksamkeit  zugewandt  hat. 


I 
I 

I 

I 
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In  dem  II.  Bande  uuserer  Vorlesungen  über  Geschiebte  der  Mathematik 
S.  421,  Note  3,  kounlen  wir  als  erwiihuenswerthe  Vorgänger  Kästner, 
Chaslea,   Gerhardt,   8.  Günther  anführen,    von    welchen  der  Letztgenannte 

1886  eine  Ansbacher  Programmabhandlung  unter  dem  Titel  „Die  geo- 
metrischen  Nilherungsconstructionen  Albrecht  Dürer's"    veröffentlichte   uiul 

1887  in  seiner  „Geschichte  des  mathematischen  Unterrichts  im  deutschen 
Mittelalter  bis  zum  Jahre  1525"  abermals  darauf  zurückkommen  rousste, 
U.  Staigmüller  hat  diese  Vorarbeiten  nebst  anderen  weniger  erheblichen 
durchaus  stndirt.  Er  hat  aber  insbesondere  DUrer's  eigene  Schriften  der 
sorgsamsten  Durcharbeitung  unterzogen  und  den  Beweis  geliefert,  dass  auch 
nach  so  vielen  und  tüchtigen  Vorgängern  noch  Manches  zu  linden  war.  Wir 
sind  weit  entfernt  davon ,  diesen  einen  Vorwarf  daraus  zu  machen.  Wer  als 
Historiker  ein  Werk  liest,  muss  ein  nach  vorwärts  und  nach  rückwärts 
gerichtetes  Gedüchtniss  besitzen ,  und  wie  leicht  bei  so  gespalteter  Auf- 
merksamkeit dem  Einen  entgehen  kann,  wati  dem  Anderen  auffUllt,  ist 
leicht  begreiflich.  Aber  was  Jenen  kein  Vorwurf  ist,  hört  dadurch  nicht 
auf,  diesem  zum  Lobe  zu  gereichen,  und  wir  sind  verpflichtet,  H.  Staig- 
müller unsere  Anerkennung  für  seine  schöne  geschichtliche  Leistung  in  vollem 
Masse  auszusprechen.  Sie  reiht  sich  seinen  in  dieser  Zeitschrift  veröffent- 
lichten Untersuchungen  Ober  Luca  Pacinoia  würdig  an.  Von  Einzelheiten, 
welche  H.  Staigmüller  zuerst  bemerklieb  gemacht  hat,  nennen  wir  (S.  16) 
Dürer's  Irrtbnm,  als  habe  die  Elipse  nur  die  grosse  Achse  als  Symmetrieachse, 
während  'sie,  an  dem  Kegel  selbst  betrachtet,  ein  spitzeres  und  ein 
stumpferes  Ende  besitze,  dieses  der  Orundebene  des  Kegels  näher  gelegen  als 
jenes.  Wir  erwähnen  ferner  (S.  18 — 20)  dio  Ableitung  und  Erörterung  der 
Gleichung  4.  Grades  derjenigen  Curve ,  welche  Dürer  Muschellinie  nannte. 
Wir  machen  auf  die  Besprechung  (S.  50)  von  Dürer's  Quellen  aufmerksam, 
wo  sein  persönliches  Verhältniss  zu  dem  Wiener  Baumeister  Johannes 
Tschertte  berücksichtigt  ist,  dessen  Beziehungen  zu  Grammateus  hervor- 
gehoben zu  werden  verdient  hätten.  Cantor. 


II  teorema  fundamentale  della  teoria  delle  eqnazioni  algebiiche.    Con- 
tribato  alla  Storia  critica  dell'  Algebra  di  Gino  Loria.    (Estratto 
dalla  Rivista  di  Matematica.  Anno  1891,  pag.  185—248.)  Torino  1891. 
64  pag. 
Als  eine  der  unangenehmsten  Schwierigkeiten  bei  geschichtlichen  Unter- 
suchungen  —   darin  dürfte  Jeder  einstimmen,    der  sich  einmal  mit  sulcheu 
beschäftigt  hat  —  erscheint  die  Wahl  eines  Anfangpunktes.    Mag  man  ihu 
durch  einen  Gewaltoct,  der  jedem  Forscher  frei  steht,  da  oder  dorthin  verlegen, 
es  wird  kaum  möglich  sein,  im  Laufe  der  Untersuchung  nicht  auch  einmal  jen- 
seits des  Anfangs  zurückgreifen  zu  müssen.    Eine  Ausnahme  von  dieser  Regel 
findet  kaum  dann  statt,  wenn  die  Forschung  einem  einzelnen  Lehrsatze  gilt 

Hl«t.-Ilt.  Alithlg.  d.  Zcllichr  L  M*lb.  a.  Pb^i.  XXX Vit,  }.  & 
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WoW  ist  er  irgendwann  zum  ersten  Male  ausgesprochen  worden ,  aBer 
meistens  waren  Abnnngen  desselben  früher  vorbanden,  welche  zu  vemach-^^ 
iSssigen  man  nicht  das  Recht  hat.  Herr  Loria  bat  in  der  vorzUglichei^H 
Abhandlung,  auf  welche  wir  unsere  Leser  aufmerksam  machen,  die  gleiche  ' 
Erfahrung  gemacht.  Er  bat  Spuren  des  Satzes  von  der  Anzahl  der  Wurzeln 
einer  algebraischen  Gleichung  jenseits  D'AIembert  nachgehen  mtissen,  wenn 
er  auch  vorzugsweise  über  diejenigen  Beweise  berichtet,  welche  in  anan- 
fechtbarer Weise  die  Wahrheit  des  Fundaraentalsatzes  sichern  und  deren 
erster  in  der  Gauss'schen  Doctordissertation  von  1799  enthalten  ist. 
H.  Loria  hat  inzwischen  in  Enström's  Bibliotbeca  Mathematica  1891, 
pag.  99 — 112  einen  Aufsatz  „Escame  di  alcttne  rii-erche  concemenfi 
l'esistenea  di  radici  neue  equatinni  oZ^eftricAe "  folgen  lassen,  der  als  Aus- 
zug aus  und  zugleich  als  ErgSnzung  zu  der  grösseren  Abhandlung  zu  be- 
trachten ist.  Aus  den  71  Schriften,  über  welche  jene  berichtete ,  sind  deren 
80  geworden,  und  in  dem  Abzüge,  welchen  wir  der  Liebenswürdigkeit  des 
Verfassers  verdanken,  ist  handschriftlich  noch  eine  81.  Bearbeitung  des 
Satzes  nachgetragen:  Murphy,  A  Treatise  on  the  Theory  of  algebraicai 
Eqnations.  London,  18.38  ('/).  Dass  81  von  einander  durchaus  verschie- 
dene Beweise  des  einen  Satzes  möglich  seien,  wird  Niemand  glauben  wollen, 
und  in  der  Tbat  ist  es  H.  Loria  gelungen,  dieselben  in  einige  wenige 
Gruppen  zu  sondern.  Gerade  diese  Groppenbildung  ergcheint  uns  als  wesent- 
lichster Vorzug  der  Abhandlung;  dem  Leser  erleichtert  sie  ungemein  die 
Uebersicbt,  dem  Verfasser  gestattete  sie,  seine  kritischen  Bemerkungen  im 
Zusammenhange  zu  mehreren  BeweiafUhrungen  gleichzeitig  auszusprechen, 
Schon  um  dieser  kritischen  Bemerkungen  willen  wird  die  Abhandlung  auf 
allgemeine  Berücksichtigung  rechnen  dürfen.  Cantor. 


Zar  Abbildung  des  Erdellipsoidei.    Von  E.  Hammer.     ErgKnzung  zu  de 
Verfassers  Schrift:    „Ueber  die  geographisch  wichtigsten  Kartenprc 
jectionen."    Stuttgart,  Verlag  von  K.  Wittwer.     1891.    40  S. 
Die  Schriften  des  Verfassers,  worin  er  sich  mit  den  durch  Tissot  in 
die  Kartenprojectionslehre  hineingetragenen  neuen  Principien  beschäftigt  und 
dieselben  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  weiter  ausbildet,  sind  bekannt; 
es   wird   darin   durchweg  von   der  für  die  Praxis  ja   in   der  Mehrzahl  der 
Fttlle  ausreichenden    Änuahme   ausgegangen,   dass   die  OberflSche  der  Erde 
sphttrisch   sei.     lu   der   vorliegenden  Abhandlung   wird   nun  die  Untersuch- 
ung um  einen  Schritt  weiter  geführt,    und  es  wird  gezeigt,   dass  und  wie 
der  Abplattung  der  Erde  Rechnung  getragen  werden  kann.  Das  haben  natürlich 
auch  schon  andere  Kartographen  gethan  und  thun  müssen,  aber  die  Art,  wie  es 
hier    geschieht,   erscheint    uns    als    eine   durchaus    originelle,    obgleich  der 
Verfasser  selbst  betont,  dass  eigentlich  nur  der  eine  der  beiden  Acte,   aus 
denen  sieb  seine  Lösung  der  Aufgabe  i\iattmm«iTiafe\.i\.,  \ow  \\vva  selber  her^ 
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rUbrt,  vrShrend  er  sieb  bezüglich  des  anderen  auf  die  Schultern  des  alten 
wackeren  Moll  weide  stellt,  dessen  Arbeiten  er  einer  unverschuldeten  Ver- 
gessenheit entrissen  hat.  Dass  blos  die  winkel-  und  Siichentreue  Abbildungen 
berücksichtigt  werden,  hat  seinen  Grand  darin,  doss  den  bekannten  An- 
schauungen der  neueren  Schule  auch  bei  der  wirklichen  Karteuzeichncng 
wesentlich  blos  Methoden ,  die  zu  der  einen  oder  anderen  dieser  beiden 
Classen  gehören,  Berücksichtigung  finden  sollen. 

Wie  man  von  der  Kugel  zur  Ebene  überzugehen  hat,  das  ist  bekannt, 
dafür  sind  die  Formeln  lUngst  aufgestellt,  so  dass  es  sich  also  eigentlich 
nur  darum  handelt,  das  ümdrehungsellipsoid  auf  einer  Kugel  abzubilden. 
Die  Kugel,  die  hier  gemeint  ist,  wird  aber  im  Allgemeinen  keine  willkürliche, 
sondern  eine  durch  die  Umstünde  geforderte  Lage  haben,  indem  dem  Punkte, 
in  welcher  die  Äufnuhmekugel  das  Sphüroid  berührt,  eine  bestimmte 
Mittelbreite  zukommt.  Um  nun  den  Process  möglichst  zu  vereinfachen, 
schiebt  der  Verfasser,  und  dies  ist  eben  die  neue  Idee,  von  welcher  wir 
vorhin  sprachen,  eine  Hilfs-  oder  Normalkugel  ein,  welcher  zur  Erde  con- 
centrisch  ist  und  deren  Aequntor  mit  demjenigen  der  Erde  übereinstimmt. 
Den  von  Mo II weide  aufgestellten  Vorschriften  entsprechend,  übertrügt 
raun  den  abzubildenden  Bezirk  alsdann  zunächst  von  der  sphBroidischen 
Oberfläche  auf  die  eingeschaltete  Kugel,  auf  welcher  die  Längen  völlig  die 
des  Originales  sind,  während  die  zur  EUipsoidbreite  <p  gehörige  Kugel- 
breite t|;,  wenn  e  die  Excentricität  der  Meridianellipsc  bedeutet,  mittelst 
der  eben  das  Wesen  der  Winkeltrene  ausdrückenden  Proportion 

(l-e')d<p           cos<pdk 
r  : T-=  d^  :  CüS(pdk 

(l-e'«n'<p)*     (l-e»*iw»(p)* 
ermittelt  wird.     Die  Integration  ist  leicht  und  ergiebt 

„(45--|)  =  «(4..-|).(l±i££-;)? 

Hieran»  ßndet  Moll  weide  die  Reihenentwickelung 

(l  5     \  5 

,^  e»  +  ^'^)  «*«'?V  +  75  e*8in4cp+... 

Um  diese  Reihe  zu  finden ,  war  Gebrauch  gemacht  von  dem  Gleichungspaare 

Es  wäre  vielleicht  am  Platze  gewesen,  gelegentlich  einen  Beweis  für  diese 
immerhin  weniger  bekannte  Formel  zu  geben,  nmsomehr,  da  die  in  Bruno  ws 
Lehrbuch  der  sphärischen  Astri>nomie  (Berlin  1862,  S.  15  ff.)  zu  findende 
Ableitung  an  Uebersichtlicbkeit  Manches  zu  wünschen  übrig  lässt. 

Jedenfalls  macht  von  Hammer  von  seinen  vorläufigen  Ergebnissen 
eine  Anwendung,  welche  des  allgemeinen  Interesses  sicher  sein  kann,  weil 
sie  auf  eine  anscheinend  unerwartete  Thatsache  führt.    Wenn  man  nämlich 
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die    sogenannte    geocentrische    Breite   tp    eines   Sphfiroidpunktes   durch 
geographische  oder  verbesserte  Breite  tp  desselben  Punktes  ausdrückt,  so  wir 

»'=  <P  —  (2"*  +  24*^/  "*'^''  +  48  "**'"'*<»'  +••• 

Zieht  man  mitbin  keine  höheren  Potenzen  von  f,  als  die  vierte  in  Betrach| 
so  wird  ^  1  1 

d.  b.  eine  unter  allen  Umständen  äusserst  kleine  Grösse.  Man  siebt  also, 
dass  fUr  wenig  abgeplattete  Rotationsellipsoide  die  winkeltrene  Abbildung 
auf  der  Normalkugel  ein  Dild  liefert,  fast  genau  Übereinstimmend  mit 
jenem,  welches  durch  centrale  Uebertragnng  auf  diese  Kugel  zu  Stande 
kommen  würde. 

Nunmehr  kommt  der  Uebergang  von  der  Normalkugel  auf  die  eigent- 
liche Bildkugel  in  Frage.  Jetzt  soll  die  Beziehung  ,,  Kugellänge  =  a  mal 
Eilipsoidlänge"  obwalten,  wobei  jedoch  a  nicht  etwa  constant  ist,  sondern, 
wie  die  mittleren  Krümmungshalbmesser,  von  91^  bis  qpgg  stetig  wächst.  Zu 
ganz  anderen,  nämlich  rein  geodätischen  Zwecken,  hat  dieses  Problem 
bereits  Gauss  gelöst  („Untersuchungen  über  Gegenstände  der  höheren  Geo- 
däsie"), und  an  dessen  Bebanülimg  lehnt  sich  natürlich  auch  die  vor- 
liegende an.  Der  Halbmesser  der  Bildkagel  wird  gleich  dem  mittleren 
Krümmungshalbmesser   der    Ellipsoidfläche ;   die    Längenreductionsconstante 


wird,  wenn  qPg  den  uns  bekannten  Werth  beibehült,  gleich  y   1 


1-r 


,«)SV„; 


zwischen   der   gegebenen  Mittelbreite  tp^  und  der  ihr  entsprechenden  Breite 


Ug  anf  der  neuen  Kugel 


besteht  die  Relation  sm  Uq  =  -  ün  ip^ 

et 


Dem  Sinne  nach  in  völlig  analoger  Weise  wird  vom  Verfasser  aui 
die  flächentreue  Projection  einer  sphäroidisehen  Figur  auf  einer  Kogel 
deren  Bestimmung  nach  strengen  Kegeln  erfolgt,  durchgeführt,  indem  eine 
Normalkugel  als  Zwischenglied  benützt  wird.  Der  Halbmesser  letzterer  ist 
hier  natürlich  kein  willkürlicher,  vielmehr  gilt  als  selbstverständliche  Be- 
dingung, dass  die  Oesammtoberftücbe  von  Kngel  und  Ellipsoid  einander 
gleich  sein  müssen.  Auch  diesmal  werden,  wenngleich  schon  diese  letztere 
Bedingung  auf  keine  ganz  einfache  Gleichung  führt,  die  Schlussausdrücke 
nicht  besonders  verwickelt.  Ueberraschend  mag  es  sein,  dass,  wie  wirk- 
liche Ausrechnung  zeigt,  die  Ganss'sche  Darstellung  einer  Ellipsoidzone 
gleichzeitig  fast  tlächen  -  und  winkeltreu  ausfallt  und  sonach  auch  als  an- 
nähernd längentreu  gelten  kann,  Dass  es  sich  hier  nur  um  eine  Annäher- 
ung, aber  von  merkwürdiger  Schärfe,  handeln  kann,  leuchtet  ein,  insofern 
das  Ellipsoid    nicht   zu  den  auf  einer  Kugel  abwickelbaren  Flächen  gehört. 

Ein    Hauptwerth    der    Hammer'schen  Schrift    liegt    in    den    mühsam 
berechneten  Tabellen.    Bei  denselben  wurden  neben  den  Bessel'scben  Erdi 


I 


Recenaionen. 


61 


dimensioDen  auch  diejenigen  von  Clarke  berücksichtigt,  welche  insbesondere 
in  England  als  vorzüglich  geeignet  dazu  erachtet  werden,  „die  Gestalt  der 
Erde  im  Ganzen  treu  darzustellen*'.  In  einem  Vorberichte  erörtert  der 
Verfasser  sehr  eingehend  die  Metboden  znr  Ermittelung  der  Erdabplattung 
sowie  der  jeweils  für  letztere  gefundenen  Zahlen.  Als  neuesten  Beitrag  zu 
diesen  noch  immer  weit  von  ihrem  Abschlüsse  entfernten  Arbeiten  möchten 
wir  derjenigen  des  Amerikaners  Harkness  Erwähnung  thnn,  durch  welche 
die  Abplattung  noch  mehr  verkleinert  wird,  als  man  gemeiniglich  annimmt; 

sie  soll  danach  nSmlicb  nur -^^^^  betragen. 

Sehr  dankenswerth  ist  die  allentbalben  hervortretende  ßOcksichtnahme 
auf  das  geschichtliche  Element.  So  wird  u. A.  bemerkt,  dass  die  Forderung, 
eine  Kugel  anzugeben ,  welche  sich  einem  Ellipsoide  an  gegebener  Stelle  am 
meisten  anschmiegt,  schon  vor  hundert  Jahren  die  Forscher  lebhaft  be- 
schäftigte und  V.  Liudenau,  v.  Zach  und  Prony  zu  Studien  hierüber 
anregte.  Der  Letztgenannte  kam  der  Wahrheit  am  nächsten,  indem  er, 
wenn  p,  nnd  p^  den  grössten  und  kleinsten  Krümmungsradius  des  betreffenden 

Punktes   bedeuten,  den  Halbmesser  der  gesuchten  Kugel  gleich  ^  (e,+  e,) 

setzte.     Solange    beide  Summanden    nur    wenig   von    einander   verschieden 

sind,  ist  bekanntlich  der  unterschied  von  arithmetischem  und  geometrischem 

Mittel  auch  kein  beträchtlicher. 

München. 


Dr.  S.  Günther. 


Voraohule  zur  Geometrie  von  F.  Roesb,  Oberlehrer  in  Wismar.  Wismar, 
Eberhardt'sche  Hof-  nnd  Raths  -  üuchdruckerei.  1890.  16  S.  2  Tafeln. 
Wenngleich  vorliegendes  Büchlein  der  Vorrede  entbehrt,  so  liegt  die 
Tendenz  desselben  zu  Tage.  Ein  propädeutischer  Unterricht  in  der  Geo- 
metrie, der  von  der  Anschauung  ausgeht,  ist  noth wendig.  Durch  ihn  sollen 
die  abstracten  Begriffe  des  wissenschaftlichen  Systems  dem  Schüler  näher 
gebracht  werden,  durch  ihn  soll  er  auf  die  Wahrnehmung  des  gestaltlichen 
Zusammenhanges  der  Eigenschaften  geometrischer  Gebilde  hingeführt  werden. 
Das  wichtigste  Mittel  hierzu  ist  das  Zeichnen  von  geometrischen  Figuren 
und  das  Beschreiben  ihrer  Eigenschaften.  Solche  interessante  und  schOne 
Figuren,  wie  sie  der  Verfasser  auf  2  Tafeln  beigefügt  bat,  und  die  zu- 
gleich decorative  Verwendung  finden  köuuen,  halten  wir  für  obigen  Zweck 
ganz  geeignet,  da  sie  im  Stande  sind,  Interesse  für  die  abstracto  Wissen- 
schaft zu  wecken.  Leider  nimmt  Verfasser  im  Verlaufe  des  Textes  gar 
keinen  Bezug  auf  diese  Figuren.  —  Inhalt  und  Umfang  des  Werkcbens 
sind  durchaus  ents'prechend.  Die  Beweise  für  die  Lehrsätze  und  die  Rich- 
tigkeit der  Constructionen  sind  mit  wenigen  Ausuabmen  fortgelassen.  Die 
Betrachtungen  über  das  n-Eck  miteammt  dem  höchst  mangelhaften  Beweise 
über    die    Anzahl  Diagonalen    eines    solchen,    und    den    beiden   sich  wider-j 


sprechenden  Nttherungsconstractionen ,  die  doch  kein  Zeichner  anwendet, 
wttren  ebenfalls  besser  fortgeblieben,  da  da^  fi-Eck  für  den  Quintaner  bezw. 
Quartaner  ein  viel  zn  abstracter  Begriff  ist.  Bei  der  Constrnctlou  des  regu- 
lären Zehnecks,  sowie  an  vielen  anderen  Stellen  dürfte  eine  Pignr  nicht 
fehlen.  Desgleichen  vermissen  wir  Erkllirungen  Ober  die  Messung  des  Win- 
kels, Gradeintheilung  und  den  Gebrauch  des  Transporteurs,  dann  die  vier 
Grundaafgaben  der  Dreiecksconstruction.  Hingegen  die  detaillirto  AufzShl- 
nug  der  sBmmtlichen  28  möglichen  Winkelpaare  bei  zwei  von  einer  dritten 
geschnittenen  Geraden  halten  wir  fUr  überflüssig.  Mehrfach  wird  von  End^^^ 
punkten  der  Schenkel  eines  Winkels  gesprochen ,  so  dass  der  Schüler  anj^f 
den  Irrthum  verfallen  kann,  daas  es  bei  der  Grösse  eines  Winkels  auf  die 
Lunge  der  Schenkel  ankomme.  Nachfolgend  geben  wir  noch  einige  Defini- 
tionen und  sprachliche  Wendungen,  von  denen  der  geneigte  Leser  selbst 
urtheilen  möge,  wie  glücklich  sie  gewUhlt  sind:  „Wenn  eine  Gerade  sich 
so  fortbewegt,  dass  jeder  Punkt  derselben  eine  geradlinige  Bahn  zurück- 
legt, 80  heisst  ihr  Weg  eine  Ebene".  „Die  Kreislinie  entsteht  durch  die 
Fortbewegung  eines  Punktes,  welcher  seine  Entfernung  von  einem  festa^f 
liegenden  Punkte  nicht  verändert".  „Ein  doppelter  Halbmesser  wird  Durch-^* 
messer  oder  Diameter  geuannt."  nUer  unterschied  in  den  Richtungen  zweier 
Ungleichlaufenden  heisst  Winkel."  „Man  zeichne  unterbrochene  Geraden 
mit  ] ,  2,  3  und  mehr  Punkten  in  den  ünterbrechungsstellen ;  man  con- 
struire  (schlage)  von  einem  Punkte  aus  mit  einer  Zirkelöfi'ninig  einen  Rogen 
etc.  Die  Synonyma  „Linie,  Gerade,  Strahl,  Strich,  Strecke",  ohne  unter- 
schied ganz  nach  Willkür  zu  gebrauchen,  ist  ebenfalls  eine  Eigenthümlich- 
keit  des  Verfassers.  F.  Schütte.    


Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie  nach   neuen  Grundsätzen   bearbeitet   von 
Karl  Koch,  Professor  am  Lyceum  in  Cannstatt.    Ravensburg.    Verlag 
der  Dorn'schen  Buchhandlung  (Otto  Maier).     Erster  Theil  104  Seiten 
mit  80  Figuren.     1889.     Preis  M.  1.20.     Zweiter  Theil  120  Seiten 
mit  47  Figuren.     1890.     Preis  M.  1.20. 
„Das  vorliegende  Lehrbuch  ist  nach  neuen  Grundsätzen  bearbeitet,  indem 
unter  Benutzung  des  Princips  der  Symmetrie  die  Lehre  vom  Kreise  in  den 
Vordergrund    gerückt   wurde."    —   Es   lässt   sich   nicht   leugnen,   dass   eine 
theilweise  Verschmelzung   der  Lehren  der  neueren  Geometrie  mit  der  alten 
Euklidischen   Schulgeometrie  manche  Vortheile  bietet  durch  die  Leichtigkeit 
und  Eleganz,   mit  welcher  sich  Sätze  aus.sprecben  und  beweisen  lassen.    So 
ist   in    diesem  Buche   besonders    das  Priocip  der  Symmetrie  mit  Erfolg  an- 
gewandt worden.     Die  Gegenüberstellung  der  dualen  Sätze,   ohne  dass  das 
Princip  der  Dualität   herangezogen    oder  bewiesen  wird,    ist   in  jeder  Hin- 
sicht   zu   billigen      Auch    die  Hinzufügung    der   Lehre   von   den   per^pecti- 
vischen  Gebilden   am  Ende  des  Buches  dürfte  manchem  Leser  willkommen 
Wenn   so  dieses  und  der  überaus  reiche  Inhalt  an  Lehrsätzen  und 
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Aufgaben  leicbt  befiiedigeD  kanu,  so  befriedigt  das  Formale  weniger.  Von 
einem  sjätematisclicn  Aufbau  des  Ganzen  ist  keine  Rede,  wie  man  sich  bei 
üebersicht  der  iDballsangube  leicht  überzeugen  kann.  Die  Congruenzülltze 
fUr  das  Dreieck  erscheinen  erst  auf  Seite  43,  das  Parallelen -Axiom  erst 
auf  Seite  53,  der  Satz  ttber  die  Winkelsumme  des  Dreiecks  Seite  52.  Da- 
gegen wird  gleich  zu  Anfange  dem  Schüler  die  Stetigkeit  und  Congmenz 
des  Raumes  vorgetragen  und  die  Vorstellung,  den  ganzen  Raum  in  sich  zu 
verschieben  und  ihn  um  zwei  feste  Punkte  zn  drehen,  sowie  das  VerstSnd- 
niss  der  Congruenz  unendlicher  Gebilde  ihm  zugemuthet.  Die  Definition 
der  Geraden,  noch  weniger  die  des  Winkels  als  , abgegrenztes  Stück  einer 
Ebene"  werden  den  Beifall  der  Leser  finden.  Auf  Seite  4  giebt  Verfasser 
eine  neue  Definition  von  Linie  und  Fläche  (wobei  auch  ein  bisher  noch 
nicht  entdeckter  Unterschied  zwischen  Fläche  und  Oberfläche  zu  Tage  kommt), 
um  derselben  sofort  auf  Seite  5  und  6  untreu  zu  werden.  Dass  er  dem 
Seite  18  ausgesprochenen  Vorhaben,  im  Folgenden  nur  solche  Vielecke  zu 
behandeln,  „deren  Seiten  sich  nicht  schneiden",  untreu  wird,  wollen  wir 
ihm  nicht  verargen,  wohl  aber,  dass  er  den  Winkelhalbirer  „Mediane" 
nennt,  die  Mittellinie  „Transversale",  während  er  Seite  74,  IL  erklärt: 
„Mit  Transversale  pflegt  man  jede  Gerade  zu  bezeichnen,  die  durch  eine 
Ecke  des  Dreiecks  gezogen  ist."  Nnn  siebt  er  sich  veranlasst,  die  früheren 
Transversalen  in  „Schwerlinieü"  umzulaufen.  Auf  Seite  58,  IL  wird  der 
Schuler  darauf  aufmerksam  gemacht,  dass  die  Dimension  der -beiden  Seiten 
einer  Gleichung  dieselbe  sein  muss.  Seite  59  sündigt  der  Verfasser  da- 
gegen, indem  er  das  Product  zweier  Strecken  mit  c  bezeichnet  und  an  einer 
anderen.  Stelle  wird  die  Längeneinheit  mit  2c  bezeichnet,  als  wäre  sie  ein 
Prodact.  Auf  derselben  Seite  59,  sowie  noch  auf  mancher  andern,  finden 
wir  auch  das  Wort  „Sehne"  in  einem  Sinne  gebraucht,  der  gar  nicht  mit 
der  Seite  21 ,  I.  gegebenen  Erklärung  übereinstimmt.  Die  Fassung  mancher 
Sätze  und  Aufgaben  lässt  in  Bezug  auf  Klarheit  und  Präcision  des  Aus- 
druckes viel  zu  wünschen  übrig,  EigenthUmlich  ist  die  Scheu  des  Verfas- 
sers vor  dem  bestimmten  Artikel  und  dem  Subjecte  Man  und  Ich.  So 
heisst  es  z.  B. :  „Zweiter  Schnittpunkt  ist  unnSthig",  „Um  M  beschreibe 
K  mit  r  statt:  Der  zweite  Schnittp..,  um  M  beschreibe  ich  den 
Kreis..."  Nebenbei  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  dieser  Kreis  gleich 
darauf  mit  QM  bezeichnet  wird,  obschou  in  der  Figur  3  Kreise  um  M 
vorkommen,  später  mit  0  3fr!  Varielas  delectat !  Der  Genitiv  scheint 
auch  nicht  mehr  beliebt  zu  sein;  Seite  23  steht:  „Der  Schnittpunkt  von 
zwei  Senkrechten  heisst  Fusspnnkt".  Seite  86,  II.  Die  drei  Potenzlinien 
von  drei  Kreisen  etc.  —  Wir  könnten  noch  eine  grosse  Menge  sachlicher 
und  sprachlicher  Incorrectheiten ,  Druckfehler  etc.  anfuhren;  die  wenigen, 
die  wir  angeführt  haben,  mOgen  zeigen,  wie  sehr  das  Buch  noch  den 
Stempel  der  ersten  Auflage  trägt.  Noch  wollen  wir  hinzufügen,  dass  die 
vom  Verfasser  erfundenen  Abkürzungen,  wodurch  die  Aufgaben  in  Rebusse 


verwandelt  werden,  auch  abgesehen  davon,  dass  sie  nicht  consequent  sind, 
wohl  kaum  Beifall  finden  werden.  Atisserdem  klingen  manche  Abkürzungen 
derartig  komisch,  dass  sieb  unsere  norddeutschen  ScbUler  dieselben  als  Ob- 
ject  derber  Schulwitze  nicht  entgehen  lassen  wUrden.  Vielleicht  sind  di» 
sOddeutschen  harmloser.  F.  Schütte. 
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Trigonometrie.     78  Seiten,  |  Lehrbuch  und  Aufgabensanimlnng  fttr  Schulen. 

Stereometrie.      115       „       ((Zwei  separate  Händchen)  von  Wilh.  Winter, 

Professor  für  Mathematik  und  Physik  am  kgl.  aiteu  Gymnasium  in       i 
Regensburg.  München,  Theodor  Ackermann,  kgl,  Hofbucbhäudler.  1890.  ^H 

Das  erste  der  angeführten  Lehrbücher  behandelt  die  wichtigsten  Lehren  ' 
der  Goniometrie,  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  kurz,  klar,  einfach 
und  übei-sichtiich.  Ferner  enthält  dasselbe  eine  reiche  Zahl  von  Aufgaben, 
an  welchen  wir  Folgendes  anerkennen  wollen:  1.  sie  sind  nicht  zu  schwer 
und  nicht  zu  verwickelt,  sondern  einfach  und  kOnnen  vom  Schüler  ohne 
Anstrengung  verstanden  und  selbständig  gelöst  werden;  2.  die  Aufgaben 
sind  interessant,  indem  sie  vielfach  einen  praktischen  Hintergrund  haben 
—  Triangulations -  und  astronomische  Aufgaben;  3.  sie  sind  nicht  planlos 
hintenan  gefügt,  sondern  in  das  System  eingefügt  und  zwar  gleich  von 
Anfang  an  und  beleben,  Oben  ein  und  befestigen  das  Gelernte.  An  Dm 
fang  nnd  Inhalt  weicht  vorliegendes  Werkchen  von  ähnlichen  kaum  ab; 
lobend  hervorheben  wollen  wir  jedoch  die  Darstellung  der  Sinus  •,  Cosinus-, 
Tangenten-  und  Cotangenten - Curve.  Das  Papier  ist  gut,  der  Druck  sauber 
und  correct.  Nur  die  Figuren  entsprechen  nicht  den  verwöhnten  Anfor 
derungen  unserer  Zeit.  Ihr  Mangel  scheint  jedoch  weniger  an  der  gewählten 
billigen  Herstellungsweise,  als  an  den  unschönen  Origiualzcichnungen  zu  Hegen. 

Was  Ober  die  zweckmässige  Anlage,  die  trefflichen  Aufgaben  nnd  die 
Figuren  der  „Trigonometrie"  gesagt  ist,  gilt  ebenfalls  von  desselben  Ver- 
fassers ,,  Stereometrie  ".  Ausser  dem  üblichen  Pensum  enthält  dieselbe  A 
schnitte  über  das  Prismatoid  uud  Obelisk,  den  schiefen  Cylinder,  über 
Cylinderdreiecke  und  die  Guldin'sche  Regel.  Bei  dem  Capitel  über  die 
regulären  Polyeder  dürfte  man  Zeichnungen  derselben  oder  ihre  Netze  wohl 
vermissen.  Auch  die  Aufgaben  sind  ohne  alle  Figuren.  Jedoch  steht  der 
Verfasser  mit  diesem  Mangel  in  Deutschland  nicht  allein  da;  auch  anders- 
wo scheint  man  es  leider  nicht  zu  lieben,  auch  die  Aufgaben  mit  Figuren 
zu  versehen.     Leider! 


ler  ^> 


P.  Schütte. 


4 


Sammlung  planimetrischer  Aufgaben  für  den  Gebrauch  an  höheren  Schulen 

von  Dr.  phil.  E.  Schilke,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Saarbnrg  i.  L. 

Leipzig,   Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubner,     1890.    54  Seiten. 

Preis  kart.  M.  1. 

Das  Büchlein   enthält  890  leichte  oder  massig  schwere  planimetrische 

.\urgaben    ohne  Andeutungen   zur  Lösung   oder  irgend  welche  Erklärungen 
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der  AuflösuDgsmetboden  und  ohne  Figuren.  Einige  Inhaltsaurgaben  erscheinen 
in  der  Form  von  Berechnungsaufgabeii.  Die  wichtigsten  Aufgaben,  etwa  60, 
sind  durch  besondern  Druck  hervorgebobeu.  Das  Inhaltsverzeichniss  beginnt 
folgendermassen : 

1.  Aufgaben   Aber  gerade  Linien   und  Winkel;  einfache   Dreiecksanf- 
gaben. 

2.  Aufgaben  über  das  Viereck. 

3.  Aufgaben,   in   denen   Summen    und   Differenzen    von  Strecken   und 
Winkeln  als  gegebene  Grössen  vorkommen. 

4.  Aufgaben  über  Linien  und  Winkel  beim  Kreise  etc. 
Das  nennt  der  Verfasser  methodisch  geordnet!! 

Das  Werkchen  kann  nur,  aber  auch  nur  dazu  dienen  ,  üebungsmaterinl 
zu  liefern,  und  wie  alle  derartigen  Sammlungen,  so  ragt  auch  diese  durch 
die  grosse  Zahl  der  Aufgaben  hervor.  —  Ausstattung,  Druck  und  Papier 
sind,  wie  man  es  bei  Teubner  gewohnt  ist,  gut. 

F.  Schütte, 


Leitfaden  für  den  trigonometrischen  und  Btereometrischen  Unterricht 
an  höheren  Bürger-  uud  Realschulen  von  Dr.  Karl  Schulze,  Lehrer 
an  der  Biber'schen  Realschule  in  Hamburg.  Erstes  Heft:  Trigono- 
metrie. 72  S.  Zweites  Heft:  Stereometrie.  60  8.  Preis  kart.  je 
M.  1,20.     Leipzig,  Verlag  von  B.  G.  Teubner  1890. 

Der  vorliegende  Leitfaden  will  den  besonderen  Bedürfnissen  der  hSheren 
Bürgerschulen  Rechnung  tragen.  Ihre  Schüler  sollen  die  Elemente  der 
Trigonometrie  und  Stereometrie  in  verbültnissmBssig  frühem  Alter  lernen. 
Daher  geht  der  Verfasser  sehr  zweckmSssig  von  Vorstellungen  aus,  die  dem 
Schüler  schon  bekannt  sind  (Berechnung  der  regulBren  Vielecke)  und 
berechnet  zuerst  die  trigonometrischen  Functionen  von  30°,  60",  45",  12^ 
etc.  Alle  Formeln  werden  zunUchst  aur  für  spitze  Winkel  abgeleitet,  auch 
das  Additionstheorem.  Erst  die  Entwickelnng  des  Sinus-  nnd  Cosinus- 
Satzes  giebt  dem  Verfasser  Veranlassung,  auch  von  den  Functionen  stumpfer 
Winkel  zu  sprechen.  —  Eine  Tafel  der  natürlichen  trigonometrischen  Zahlen 
ist  beigefügt.  Der  zweite  Theil  enthält  Aufgaben,  wohlgeordnet  und  mit 
entsprechenden  Vorbemerkungen  versehen ,  von  denen  wir  insbesondere  auf 
die  über  die  vier  Berührungskreise  eines  Dreiecks  aufmerksam  machen.  Mit 
Hilfe  dieser  gelangt  man  oft  zu  höchst  eleganten  Lösungen,  was  hBufig 
nicht  genügend  gewürdigt  wird;  auch  hier  scheinen  uns  diese  Beziehungen 
nicht  weit  genug  ausgenützt. 

Ebenso  geschickt  wie  die  Einleitung  in  die  Trigonometrie,  ist  die  in 
die  Stereometrie.  Hier  beginnt  der  Verfasser  mit  der  Zergliederung 
des  Würfels.  Diese  Zergliederung  liefert  die  Bausteine  zu  dem  ersten 
Theile,  welcher  von  der  Lage  der  Geraden  und  Ebenen  etc.  handelt.  Der 
zweite  Abschnitt  handelt  von   den  Körpern.     (In  Cavalieri's  Grundsatze 
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Seite  19  befindet  sieb  ein  sinnslörender  Fehler.)  Dann  folgen  Aufgaben, 
der  Anlage  des  zweiten  Tbeiles  entsprechend  geordnet.  Anerkennend  her- 
vorheben wollen  wir  noch  das  Capitel  Über  die  Kartographie  und  die 
geschichtlichen  Notizen,  welche  auch  der  Trigonometrie  beigefügt  sind. 

Die  Ausstattung  ist  eine  vorzügliche,  cur  würden  wir  empfehlen,  die 
wichtigsten  Formeln  nicht  durch  Unterstreichen,  sondern  durch  Fettdruck 
hervorzuheben.  Die  Ausführung  der  Figuren  ist  tadellos;  schade,  dass 
einige,  z.  B.  Fig.  31,  so  nachltissig  gezeichnet  sind.  Scharfe  Rüge  verdient 
auch  der  Umstand,  duss  überall  die  Projcclion  eines  Kreises  nicht  als 
Ellipse,  sondern  als  von  Kreisbögen  gebildetes  Zweieck  dargestellt  ist. 

F.  Schütte. 


Leitfaden  der  Stereometrie  für  den  Schulunterricht  von  Fkamz  Lücke, 
Gymnasiallehrer  in  Zerbst.  Mit  9  lithographirten  Tafeln.  Leipiiig, 
Verlag  von  B.  G.  Teubner  1890.     Preis  M.  2.  80.    204  S.    9  Tafeln. 

Die  Figuren  zu  diesem  Buche  sind  der  Billigkeit  halber  auf  lithogra- 
phirten Tafeln  hinten  angefügt,  was  fUr  den  Gebrauch  nicht  sehr  bequem 
ist  Dafür  wird  man  aber  reichlich  durch  die  saubere  Ausführung  der 
mnstergiltigen  und  sehr  anschaulichen  Figuren  entschädigt.  Der  erste 
Tbeil  handelt  von  den  ungeschlossenen  stereometrischen  Gebilden ,  Ebenen 
iu  Verbindung  mit  Geraden  und  unter  sich  etc.,  und  ist  verhSltnissmässig 
kurz.  Der  zweite  Tbeil  handelt  von  den  geschlossenen  Gebilden  und  ist 
sehr  umfangreich.  Es  werden  nicht  nnr  die  gewöhnlichen  stereometrischen 
KSrper  behandelt,  sondern  alle  Oberhaupt  möglichen  Gebilde,  deren  Ober- 
fläche oder  Inhalt  auf  elementarem  Wege  ermittelt  werden  kann ,  auch  solche 
mit  windschiefen  Seitenflächen:  Paraprisma,  Interprisma,  Antiprisma  und 
Pyramide,  sowie  die  durch  Abstutzung  erhaUenen  Körper,  Ponton,  Obelisk, 
Keil,  gedrehter  Kegelstutz,  Cylinder,  Wanne,  Glocke.  Cylinderhufej  ferner 
die  sogenannten  sphärischen  Körper,  Kugel,  Kugelabschnitt,  Kugeltonne, 
Kreis-  und  Ellipsenkant,  Pyramidoid,  Pyramidoidstutz,  Frismoid.  Die  regu- 
lären Polyeder  sind  gebührend  berücksichtigt.  Der  hier  gegebene  Beweis 
des  Euler'schen  Lehrsatzes  ist  fiusserst  elegant  und  verdient  wegen  seiner 
Einfachheit  vor  anderen  den  Vorzug.  Er  lautet:  Man  kann  jedes  Polyeder 
in  Tetra{!der  zerlegen.  Baut  man  umgekehrt  das  Polyeder  aus  Tetrai-dem 
auf,  80  hat  man  offenbar  für  das  erste  Tetraeder  E  -\-  F^  K  -\-2.  Legt 
man  nun  an  dieses  das  zweite,  dann  das  dritte,  vierte  u.  s.  w.  mit  der 
deckenden  Flltche  an,  so  vermehrt  sich  jedesmal  E  um  1,  F  um  3  —  1, 
dagegen  li  um  3;  die  beiden  Summen  bleiben  also  stets  gleich.  —  In  den 
zweiten  Theil  sind  entsprechende  Aufgaben  nebst  ihren  Lösungen  eingeflochten. 

Der  dritte  Theil  enthält  Uebungssto£f  und  zwar  vorzugsweise  Con- 
structionsaufgaben  (ohne  Lösung) ,  Berechaungsaufgabeu  und  zu  beweisende 
Sätze.  Die  Auswahl  ist  eine  sehr  gute  und  die  Aufgaben  sind  durchweg 
interessant.   —  Nach  Angabe   des  Verfassers   soll   das  Buch    nicht    für   den 
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SelbstiiDterricbt,  sondern  nnr  fBr  die  Schule  dienen.  Ausgezeichnet  ist 
dasselbe  darch  die  Ingischo  Eot Wickelung  des  Systems,  die  zweckmässige 
Anfeinauderfolge  der  Sätze,  wodurch  die  üebersicbtlichkeit  sehr  gefördert 
wird;  femer  durch  die  grosse  AnsfOhrlichkeit,  die  jedoch  nicht  selten  in 
Breite  ausartet.  Wegen  letzterer  Eigenücbaft  kann  das  Buch,  namentlich 
auf  Gymnasien,  nnr  mit  Auswahl  gebraucht  werden, 

F.  Schütte. 


Die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  des  Raamet  «um  Gebrauche 
an  höheren  Lehranstalten,  technischen  Hochschulen,  sowie  znm 
Selbststudium  dargestellt  und  mit  zahlreichen  üebungsbeispielen 
versehen  TOn  Dr.  F.  Rcdio,  Professor  am  Polytechnikum  in  Zürich. 
Mit  12  in  den  Text  gedruckten  Figuren.  Leipzig  1891  bei  B.  0.  Teubner. 
X,  156  Seiten. 
Im  XXXV.  Bande  dieser  Zeitschrift,  historisch -literarische  Abtheilung 
Seite  37 — 38  haben  wir  die  Elemente  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene 
besprochen,  zu  deren  Abfassung  Herr  Rudio  sich  mit  Herrn  Ganter  ver- 
einigte. Konnten  wir  jenem  Buche  ein  uneingeschränktes  Lob  aussprechen, 
so  gebührt  mindestens  die  gleiche  Anerkennung  der  heute  uns  vorliegenden 
Fortsetzung,  der  von  H.  Rudio  allein  verfassten  Raumgeometrie.  Analy- 
tische Geometrien  des  Raumes  giebt  es  in  beträchtlich  gerirgerer  Anzahl, 
als  solche  der  Ebene,  eine  naturgemässe  Folge  des  Ombtandes,  dass  letz- 
tere an  sehr  vielen,  erstere  an  sehr  wenigen  Anstalten  gelehrt  wird,  kaum 
irgendwo  sonst  als  an  Universitäten  und  Polytechniken.  Zöglingen  dieser 
Anstalten  pflegt  man  aber  meistens  die  Ranmgeometrie  als  Lehre  von  den 
Carven  im  Räume  und  von  den  OberflSchen  unter  Anwendung,  um  nicht 
zu  sagen  als  Anwendung  das  InfinitesimalcalcUls  vorzutragen,  und  wenn 
Elemente  der  höheren  Behandlungsweise  vorausgeschickt  werden ,  so  be- 
schränken dieselben  sich  meistens  auf  das  NothdOrftigste.  Ein  Tadel  will 
damit  so  wenig  ausgesprochen  werden,  dass  Referent  selbst  seine  vierstündige 
Sommervorlesnng  über  analytische  Geometrie  der  Ebene  und  des  Raumes 
n8M;h  diesem  Plane  zu  halten  gewohnt  ist.  Vielleicht  wird  darin  eine  Aen- 
deriing  eintreten,  seit  Herr  Rudio  auf  noch  nicht  10  Druckbogen,  von 
welchen  überdies  ein  gar  nicht  unbeträchtlicher  Raum  durch  Aufgaben  in 
Anspruch  genommen  ist,  gezeigt  hat,  dass  man  mit  sehr  elementaren  Be- 
trachtungen recht  weit  kommen  kann,  ohne  an  Zeit  zuzusetzen,  was  an 
Mitteln  erspart  wurde.  Ein  wesentliches  Merkmal  der  Unterscheidung  des 
neuen  Buches  von  allen  älteren  Elementarschriften  Ober  analytische  Geo- 
metrie des  Raumes  be-steht  in  der  Anwendung  der  Ganss'schen  Einheits- 
kngel ,  welche  schon  auf  Seite  19  auftritt  und  auf  Seite  22  es  gestattet, 
sSmmtliche  Richtungen  des  Raumes  durch  die  Punkte  der  Oberflncbe  der 
Einheitskugel  abzubilden.  Gegen  Ende  des  Buches,  Seite  133,  sind  dann 
sogar  die  Ganss'schen  Flächencoordianten  u,  r  eingefülirt.     Wie  die  Ei'" 
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heiUkngel  za  sebr  einfacher  Darstellung  mancher  Dinge  fuhrt,  mag  die  in 

§  13,   Seite  27 — 29    bebandelte   Aufgabe   der   Bestimoiung   einer  za   zwei 

gegebenen  Richtungen    normalen  Geraden  zeigen.     Die  Punkte,    welche  die 

gegebenen  Richtungen  abbilden,  werden  durch  einen  Grösstenkreis  der  Ein- 

beitskugel    verbunden    und    dann   die  Endpunkte   des   auf  diesem  Grössten- 

kreise  senkrechten  Durchmessers  gesucht.    Unter  den  in  elementaren  Schriften 

sonst  nicht  regelmKssig  auftretenden  Gegenständen  erwähnen  wir  das  Ebnen - 

büschel    (Seite  69)    und  Ebnenbündel   (Seite  72).     Wir  erwähnen  auch  die 

Kreislinie  im  Räume  (Seite   103),  die  Vereinigung  von  Kugel  und  Geraden 

(Seite   106),  ohne  damit  die   Dinge  erschOpft  zn   haben,   welche  wir  als 

bemerkenswerthe  empfehlen  möchten.     Dem  einen  Leser  wird  wahrscheinlich 

der  eine,  dem  anderen  der  andere  Absebnitt  besser  gefallen,  sicherlich  wird 

aber  das  ganze  Buch  so  viele  Prennde  als  Leser  gewinnen.  „ 

Cantor. 


Die  Brocard'schen  Gebilde  und  ihre  Beziehungen  zu  den  verwandten 
merkwürdigen  Punkten  und  Kreisen  des  Dreiecks.  Von  Dr.  A.  Emkb- 
RICH,  Gymnasiallehrer  zu  Mtilbeim  a,  d.  Rnfar.  Mit  50  Figuren  im 
Text  nnd  einer  lithographischen  Tafel.  Berlin,  1891  bei  Georg 
Reimer.  XIV,  154  Seiten. 
Im  XXXV.  Bande  dieser  Zeitschrift,  historisch •  literarische  Abtheilung, 
Seite  34 — 35,  ist  ein  Programm  des  gleichen  Verfassers  angezeigt,  welches 
mit  dem  Brocard'schen  Winkel  sich  beschäftigte.  Das  heute  zur  Be- 
sprechung gelangende  Buch  ist  eine  Fortsetzung  und  Erweiterung  jener 
Programmabhandlung.  Herr  Emmerich  hat  nämlich  nicht  nur  die  Winkel  ai, 
sondern  alle  elemeutargeometrische  Gebilde  der  neuesten  Dreiecksgeoroetrie, 
die  Punkte,  die  Geraden,  die  Kreise,  durch  welche  vereinte  Bemühungen 
räumlich  und  national  getrennter  Forseber  die  Wissenschaft  bereichert  haben, 
im  Zusammenhange  betrachtet,  ohne  anderer  Hilfsmittel  sich  zn  bedienen, 
als  der  der  Planimetrie  und  der  ebenen  Trigonometrie.  Nur  anhangsweise 
sind  die  auf  ein  rechtwinklig  geradliniges  Coordinatensystem  bezogenen 
Coordinaten  von  24  Punkten  angegeben,  eine  ganz  bequeme  Hilfslabelle 
für  Anwendung  der  analytischen  Geometrie  auf  die  in  Rede  stehenden  Ge- 
bilde. Die  Kegelschnittbeziehungen,  welche  gleichfalls  einen  keineswegs 
geringfügigen  Bestandtbeil  der  Dreiecksgeometrie  ausmachen,  hat  Herr  Em- 
merich ans  seiner  Zusammenstellung  ausgeschlossen.  Ihre  Aufnahme 
würde,  meint  er,  die  einheitlich  elementare  Anordnung  zerstört  haben  nnd 
verhindert  haben,  einzelne  Abschnitte  als  zusammenhängende  Beispielgruppen 
dem  Unterrichte  in  Oberclassen  zu  Grunde  zu  legen.  So  gewiss  jeder  Ver- 
fasser selbst  zu  bestimmen  bat,  welche  Grenzen  er  seinen  Veröffentlichungen 
zu  stecken  wünscht,  so  möchten  wir  jener  Begründung  der  geübten  Ent- 
haltsamkeit doch  nicht  beipflichten.  Fttr  den  Schüler  ist  das  Buch  doch 
nicht  geschrieben.     Dass  dieser  es  benutze,  ist  schon  durch  die  mehrfachen 
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Beweise  der  meisten  SUtze  ausgeschlossen.  Wenn  aber  der  Lehrer  das  Bnch 
benutzen  soll  und  es  gewiss  mit  Erfolg  benutzen  wird,  um  ohne  allzugrossen, 
durch  Nachschlagen  in  zahlreichen  Zeitschriften  und  Programmen  verursachten 
Zeitverlust  sich  mit  den  behandelten  Theorien  bekannt  zu  machen,  so  sehen 
wir  nicht  ein,  warum  für  ibu  nicht  einige  weitere  Capitel  beigefügt  werden 
konnten ,  allerdings  andere  Vorkenntnisse  voraussetzend ,  aber  doch  nicht 
solche,  über  welche  nicht  jeder  Lehrer  verfügt.  Vielleicht  holt  Herr  Em- 
merich in  einem  Nachtrage  oder  in  einer  Programmabban dl ung  nach,  was 
gleich  uns  gewiss  viele  Leser  vermissen.  Dem  eigentlichen  Buche  ist  ein 
drei  Seiten  langes  chronologisch  geordnetes  Veizeichniss  sBmmtlicher  Quellen 
vorausgeschickt.  Bei  dessen  Durchsicht  fiel  uns  auf,  dass  auch  nicht  ein 
einziger  italienischer  Namen  unter  den  Schriftstellern,  welche  zu  erwShnen 
waren,  vorkommt.  Sollten  wirklich  die  Italiener  keinen  Geschmack  an  der 
Dreieoksgeometrie  finden,  oder  ist  die  Lücke  durch  die  Schwierigkeit,  elemen- 
tar-mathematische  Sammelschriften  zu  erhalten,  zu  erklären? 

Cantob. 


A  treatise  on  plane  trigonometry  bei  E.  W.  Hobson,  M.  Ä.,  fellow  and 
assistent-tutor  of  Christ's  College,  Cambridge,  and  «niversity-lec- 
turer  in  mathemalics.  Cambridge  1891  at  the  üniversity  pre8S 
XV ,  356  pag. 
Wenn  eine  ebene  Trigonometrie  sich  auf  mehr  als  22  Druckbogen  aus- 
dehnt, so  kann  man  erwarten,  dass  der  Inhalt  dem  Titel  mehr  als  nar 
entspricht,  dass  ausser  denjenigen  Dingeu,  welchen  man  gewohnt  ist  in 
ttbnlich  benannten  Werken  zu  begegnen,  auch  noch  vieles  Andere  behandelt 
sein  wird.  Diese  Erwartung  wird  durch  Herrn  Hobson 's  Werk  reichlich 
erfüllt.  Es  bat  so  Vieles  in  sich  aufgenommen,  dass  man  fast  an  der  Be- 
rechtigung jenes  Titels  zweifeln  möchte.  Wer  z.  B  wird  in  einer  ebenen 
Trigonometrie  ein  voUstUndiges,  ausführliches  Capitel  über  Reihenconver- 
genz,  ein  anderes  über  unendliche  Pioducte,  ein  drittes  Ubur  die  Anfangs- 
gründe der  Lehre  von  den  complexen  Zahlen  erwarten?  Sic  finden  sich 
aber  vor  und  zwar  in  einer  Ausdehnung  und  zugleich  einer  Strenge  der 
Entwiokelnng ,  welche  sie  auch  für  andere  Zwecke  eines  jugendlichen  Lesers 
ausreichend  macht,  als  nur  zum  Versttlndniss  der  in  einer  ebenen  Trigono- 
metrie auftretenden  Anwendungen  dieser  Lehren.  Wenn  wir  von  einem 
jugendlichen  Leser  reden,  so  ist  dieses  im  Sinne  des  Verfassers  gesprochen, 
der  die  Benutzer  seinem  Buches  als  solche  sich  denkt,  welche  in  ihm  mit 
der  Trigonometrie  sich  bekannt  zu  machen,  zugleich  aber  die  weitere  Ab- 
sicht haben,  bei  der  Trigonometrie  nicht  stehen  zu  bleiben,  sondern  von 
ihr  aus  zu  den  höheren  Theilen  der  Mathematik  zn  gelangen.  Nicht  gar 
selten'sieht  es  übrigens  so  aus,  als  denke  Herr  Hobson  sich  jenen  höheren 
Standpunkt  schon  erreicht,  wenn  er  Siltze  einflicht,  wie  z.  B.  „fUr  solche 
Leser,   die   mit  dem  Taylor'schen  Lehrsatze  schon  bekannt  sind"  u.  s. 
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An  Beispielen  ist  eine  sehr  stattliche  Auswahl  vorhanden  nnd  es  ist  beson- 
ders anzuerkennen,  dass  dieselben  nach  zwei  Riebtungen  zur  Uebung  dienen 
können.  Die  eine  Gruppe  von  Beispielen  fordert  das  Heimischsein  in  den 
vorgetragenen  Sätzen  und  entwickelten  Formeln,  die  andere  die  praktische 
Anwendung  jener  Formeln  auf  bestimmte  ZahlenwerÜie.  Dem  entsprechend 
ist  auch  von  der  Herstellung  von  trigonometrischen  Tafeln  in  einem  beson- 
deren IX.  Capitel  weit  ausführlicher  die  Rede,  als  man  es  in  anderen  Tri- 
gonometrien findet.  Uns  persönlich  hat  gerade  dieses  Capitel  besonders 
gut  gefallen.  Wenn  wir  ans  gestatten  sollen,  auch  zwei  kleine  Fragen  au 
Herrn  Hobson  zu  stellen,  so  gebt  die  eine  dahin,  warum  er  fortwährend 
Hypothenuse  mit  th  drucken  lässt,  die  andere,  wie  er  dazu  kommt,  auf 
einer  und  derselben  Seite  31  einen  solchen  Widerspruch  dem  SchQler  zu 
bieten  wie  der  in  den  Bezeichnungen  sin '^ x=  aresin  x,  roi*A={colAY 
enthaltene':'  Wird  der  leider  viel  verbreitete  Misabraucb  der  Potenzirung 
des  Functionalzeicbens,  wo  Potenzirung  der  Function  gemeint  ist,  geduldet, 

so    kann   sin~^    nichts    Anderes    bedeuten    als    (sinx)~^  =—. — ,    und   ist 

smx 

5in~'z  wirklich  arcsiux,  womit  wir  ans  gern  befreunden,  so  kann  col'/t 
nur  cot  {cot  A)  bedeuten.  Cantob. 


The  onmber  -  System  of  algebra  Ireated  theoretically  and  historically  by 
Henbv  B.  FiNE,  Ph.  D.,  Professor  of  mathematics  in  Princeton 
College.  Leach,  Shewell  k  Sanborn.  Boston  and  New- York  1891. 
IX,  131  pag. 

Die  elementare  Arithmetik  nach  Strenge  und  Folgerichtigkeit  der  Ent- 
wickeluDg  der  Lehren  der  Fnnctionentbeorie  nahe  zu  bringen,  mit  welchen 
sie  ohnedies  in  dem  Augenblicke  zusammentrifft,  wo  eiue  negative  Basis 
auf  eine  Potenz  mit  gebrochenen  Exponenten  geradzahligen  Nenner  erhoben 
werden  soll,  ist  ein  Bestreben,  welchem  deutsche  Schriftsteller  seit  etwa 
40  Jahren  sich  zuwandten.  Referent  darf  vielleicht  auf  seine  Elementar- 
arithmetik von  18ö5  als  einen  der  ersten  Versuche  dieser  Art  hinweisen. 
Herr  Fine  scheint,  seinem  Vorworte  nach,  der  erste  amerikanische  Schrift- 
steller ähnlicher  Richtung  zu  sein,  und  wie  der  allgemeine  Stand  mathe- 
matischen Denkens  und  Wissens  in  den  letzten  Jahrzehnten  sich  in  kaum 
zu  sagender  Weise  gehoben  hat,  so  auch  diese  höhere  Elementararithmetik, 
wenn  man  die  widersprechenden  Wörter  in  Verbindung  bringen  darf.  Herr 
Fine  hat  kein  sog.  „Textbook"  verfasst,  noch  verfassen  wollen.  Rechnen 
lernen  wird  Niemand  aus  seiner  knappeu  Darstellung,  wohl  aber  die  ver- 
schiedenen Zahlenarlen ,  die  Nothwendigkeit  ihrer  Einfuhrung  zur  allgemeinen 
Giltigkeit  der  Regeln  für  die  verschiedenen  Recbnungsverfahren  begreifen 
lernen.  Wie  weit  man  in  einem  solchen  Buche  zu  gehen  hat,  ist  wesentlich 
Geschmackssache    de»    Verfassers.     Herr    Fine    bat   auch    das   Gauss 'sehe 
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[FundameDtallheorem  der  Algebra  und  das  Noth wendigste  aus  der  Lehre 
Ton  der  Convergenz  reeller  und  complexer  Reihen  mit  eingeschlossen,  ohne 
natürlich  eine  vollständige  Reibenlehre  zu  geben.  So  der  Inhalt  der  ersten 
80  Seiten.  Die  noch  folgenden  50  Seiten  enthalten  einen  Abriss  der  Ge- 
schichte der  Arithmetik  nnd  Algebra,  der  ganz  gut  gemacht  ist.  Wesent- 
liche IrrthUmer  sind  uns  darin  nicht  aufgestosäen.  Eine  Vollstündigkeit 
konnte  selbstverstSudlich  auch  hier  nicht  angestrebt,  geschweige  denn  erreicht 


werden. 


Cantoh. 


Die  Sirenen.  Ein  Beitrag  zur  Entwicklang.igeschichte  der  Akustik,  Theil  I, 
von  Dr.  Ernst  Robel,  Oberlehrer.  Wissenschaftliche  Beilage  zum 
Programm  des  Luisenstfidtischen  Realgymnasiums  zu  Berlin.  Ostern 
1891.  [1891.  Programm  Nr.  98]  Berlin  1891.  R.  GBrtner's  Ver- 
lag (Hermann  Heyfelder).  29  Seiten. 
Im  Sommer  1681  zeigte  Robert  Hooke,  der  geniale  Erfinder  so 
vieler  Versuche,  die  Erzeugung  ¥on  Tönen  durch  schnelle  ümdrehuDg 
gez&hnter  MessingrSder.  Der  Italiener  Stancari  machte  1706  Sbnlicbe 
Versuche  mit  Von'ichtungen  von  grösseren  Abmessungen.  Er  bediente  sich 
eines  mit  200  Nägeln  besetzten  hölzernen  Rades  von  3  Fuss  Durchmesser. 
Der  dritte  Physiker,  welcher  Bfanliche  Versuche  anstellte,  war  wieder  ein 
Engländer  John  Kobison,  der  in  dem  letzten  Jahrzelint  des  XVIII.  Jahr- 
hunderts eine  Art  von  Theorie  gab,  in  welcher  als  Hauptsatz  hervortrat, 
dass  ein  Ton  nicht  nur  durch  die  regelmässigen  Schwingungen  elastischer 
Körper,  sondern  auch  durch  getrennte  Schläge  hervorgebracht  werden  kann, 
sofern  dieselben  uur  in  regelmässiger  Wiederkehr  und  mit  genügender  Qe- 
schwindigkeit  erfolgen.  Die  Leistungen  der  genannten  drei  Physiker  bilden 
die  Vorarbeiten  zur  eigentlichen  Erfindung  der  Sireneu,  mit  welcher  Cag- 
niard  de  la  Tour  1819  in  die  Oeffentlicbkeit  trat,  und  welche  er  bis 
1840  fortwährend  erweiterte  und  vervollkommnete,  so  sein  Erfinderrecht 
wahrend,  auch  nachdem  es  ihm  zu  Gunsten  Robison's  streitig  gemacht 
worden  war.  Felix  Savart  hat  gleichzeitig  mit  den  späteren  Arbeiten 
von  Cagniard  de  la  Tour  die  Zahnradsireue,  welche  gegen  die  Locb- 
sireue  in  den  Hintergrund  getreten  war,  vervollkommnet  und  mit  ihrer 
Hilfe  die  Frage  nach  den  Grenzen  der  Hörbarkeit  gebildeter  Töne  zu  beant- 
worten gesucht.  Das  durfte  als  Inbaltsverzeichniss  der  auf  Studium  der 
Originalarbeiten  sich  gründenden  Abhandlung  von  Hrn.  Robel  zu  betrachten 
sein.  Ein  II.  Theil ,  vermuthlich  der  DächstjShrigen  Programmbeilage  vor- 
behalten, verspricht  die  späteren  Untersuchungen  von  Ohm.  von  Helm- 
holtz,  von  König  in  ähnlicher  Weise  zasammenzufassen, 

Cantor. 


TopologiBche  Stadien  Aber  die  am  rin^Ormi^  gesohlosBenen  B&ndern 
durch  gewisse  Schnitte  erzeagbaren  Gebilde.     Von  Dr.  Friedrich 
DiMOELDEY,    Privatdocent  an  der  technischen  Uochschnle  zn  Darm- 
Stadt.     Mit    37    Figuren    im   Text    und    5   lithographischen   Tafeln. 
Leipzig,  bei  B.  G.  Teubner  1890.     8".     VII,  54, 
Die  vorliegende  Schrift  gehört  der  Bichtung  an,  welche  von  0.  Simony 
dnrch  seine  originellen  Aufsatze  über  verschlungene  und  verknotete  Gebilde  in 
die  Wissenschaft  eingeführt  wurde.  Sie  zerfallt  in  4  Abschnitte.  Der  erste  giebt 
einen    dankenswerthen   üeberblick    über    die   historische   Entwickelung   der 
geometrischen  Discipliu,   welche  man  als  Topologie  oder  Analysis  Situs   zu 
bezeichnen   pflegt.     Den  einschlagigen  Untersuchungen  von  Leibnitz   und 
Listing,   von  Tait,   von  Simony   und    von  Dyck  ist  je  ein  Paragraph 
gewidmet.     Entsprechend   der  Simony 'sehen  Geschmacksrichtung  sind  die 
für    die   analytische    Formuliiung   tupologischer   Probleme    wichtigen    Hilfs- 
mittel, wie  der  Sturm'scbe  Satz,  das  Gauss'sche  Verschlingungsintegral, 
die   Kronecker'scheD    Charakteristiken    weniger   stark    betont,   als    es  bei 
anderer  Auffassungsweise   der  Fall    sein  würde.     Die  Untersuchungen  über 
den  Zusammenhang  von  Flüchen  —  im  Anschluss  an  Riemann  —  sind 
wohl    deswegen    weniger    ausführlich   besprochen,    weil    es    dem   Verfasser 
schliesslich    mehr    auf   die    topologische   Cur  v  entbeorie   ankommt.     Doch 
vermisst  man    ungern   die  ErwKhnung  des  schönen  Aufsatzes  von  Möbias 
über  die   Elementarverwandtschaft,*   der  auch   anf  die   Weiterentwicklang 
der  Disciplin  anregend  eingewirkt  hat.** 

Der  2.  Abscboitt  behandelt  Gebilde,  welche  aus  einem  beliebig 
oft  tordirten,  geschlossenen  Bande  durch  Führung  von  in  sich  zurück- 
laufenden LUngsscbnitteu  entstehen;  er  ist  ohne  Aenderuug  mit  Zustim- 
mung Simony's  einer  Abhandlung***  desselben  entnommen.  Es  ist  daher 
auch  die  Angabe  der  Art,  wie  man  die  Torsion  eines  verknoteten  Banden 
bestimmt  (S.  20),  sowie  die  Angabe  der  Aequivalenz  einer  „üeberkreuz- 
ung"  zweier  Streifentheile  rait  einer  Torsion  von  +  2^  (8.  22)  ganz  so 
gefasst.  wie  bei  Simony.  An  diesen  Stellen  bütte  der  Verfasser  gut  ge- 
than,  die  populär  gehaltenen  und  nicht  einwurfsfreien  Ausführungen  Si- 
mony's durch  eine  exactcre  und  wenn  nicht  erschöpfende,  so  doch  die 
Schwierigkeiten  nicht  verdeckende  Darstellung  zu  ersetzen,  oder  wenigstens 
die  auf  die  Torsionsbestimmung  bezügliche  Anmerkung  5)   bei  Simony^ 


I 


4 


*  Theorie  der  elementaren  Verwandtschaft.    Ber.  der  k   s&chs.  Ges.  d.  Wiw. 
-phys.  CloBse  1803,  Bd.  Ift.     In  den  ges.  Werken  II.  Bd.,  S.  433. 


1.  Mittb.    Ber.  d.  k.  »Ocbs. 


matb. 

*•  Vergl.  W.  Djck,  Beiträge  zur  Analysis  situs. 
Ges.  J.  Wiss.  math.-phys.  Kluäee  1886,    S.  314. 

***  Gemeinfnssliche,  leicht  cuntrolirbare  LOsung  der  Aufgabe,  in  ein  ringfSrmig  I 
geachlossenes  Band  einen  Knoten  zu  machen  eto.    Wien  1881.    '^.  Aufl.    Gerold  u.  Co. 
t  ,,  Dieser  Sali  hat  lediglich  drn  Werth  einer  empirischen  Kegel,  welche  zwar 
speciell    für    die    hier   in   Betracht   kommenden    KiiDtenfornien    richtige   Kesoltate 
liefert,  im  Allgemeinen  jedoch  keine  unbedingte  Uiitigkeit  besitzt." 
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mit  abzudrucken.  Der  Unterzeichaete  bat  versucht,  zur  KlBrung  der  hier 
vorliegenden  Unklarheiten  durch  einen  Aufsatz  beizutragen ,  auf  den  hier- 
mit verwiesen  sei.* 

Der  dritte  und  vierte  Abschnitt  bringen  eigene  Untersuchungen  des 
Uerrn  Dingeide 7.  Im  dritten  werden  geschlossene  Blinder  in  folgender 
Weise  behandelt:  Zwei  Fluchenelemente  des  Bandes  werden  durch  Zusammen- 
biegen   und    Drehen   irgendwie   zur   Deckung   gebracht,    um   eine   zu    ihrer 

fr 

Fläche  senkrechte  Achse  ein  gerades  Vielfache  von  »  gegen  einander  ver- 
dreht, hierauf  in  dieser  verdrehten  Lage  mit  einander  verbunden  (cnsammen- 
geleimt)  und  schliesslich  wird  an  der  Verbindungsstelle  ein  Querschnitt 
gefuhrt.  Herr  Dingeldej  zeigt,  dass,  abgesehen  von  der  grSsseren 
Mannigfaltigkeit  bezüglich  der  in  den  Bindern  schliesslich  tibrig  bleibenden 
Torsionen,  diese  Operation  nur  eine  Abänderung  des  im  vorigen  Abschnitte 
besprochenen  Simon j'schen  Processes  darstellt.  Das  Verfahren  führt 
daher  auch  zu  keinen  neuen  Knoten  oder  Verbindungen. 

Wenn    man   die    Rotationen    nicht   zu   geraden ,    sondern  zu  ungeraden 

Vielfachen  von   „  ausftlhrt,  und  statt  des  Querschnittes  oben  den  ,  Mittel- 

scbnitt"  anwendet,  ergeben  sich  Gebilde,  die  unter  den  von  Simon j  aus 
Kreisringen  erhaltenen**  sich  befinden.  Herr  Dingeldey  bat  keine  Er- 
klärung  fQr  diese  ihm  auffttUige  Thatsacbe;  wir  wollen  zur  Ergänzung  hier 
eine  solche  geben. 

Beschreibt  man  Herrn  Oingeldey's  Operation  in  folgender  Weise: 
Man  denke  sich  ein  geschlossenes  untordirtes  Band  in  Form 
zweier  sich  deckenden  Rechtecke  R,  R'  gebracht  —  vergl,  Fig.  5 
bei  Dingeldey  —  und  die  Mittellinien  dieser  Rechtecke  kreuz- 
weise gezogen.  Dadurch  wird  das  ganze  Band  in  vier  andere 
Rechtecke  r, ,  r,,  fj,  r^  getbeilt,  deren  jedes  zur  Hälfte  in  li,  zur 
Hfilfte  in  R'  liegt,  and  die  alle  vier  in  zwei  sich  deckenden 
Punkten  zusammenstossen ,  den  \fittelpunktea  m.  m'  der  ursprüng- 
lichen  Rechtecke  R,  R'.     Eine    Rotation   dss  Streifentheiles  R  um 

m  im  Betrage  von  (2»-f-l)  n-  hat  eine  cjklisnhe  Vertauschung  der 

in  m  zusammenstossenden  Rechtecksecken  zur  Folge.  Diese  Ecken 
sind  nach  der  Rotation  mit  den  von  ihnen  bedeckten  des  nicht 
rotirten  Streifentheiles  R'  zusammenzuleimen  und  die  Mittellinien 
sind  als  Schnitte  zu  denken, 
so  wird  man  unschwer  deren  topologische  Identität  mit  einem  speciellen 
Fall  eines  Simon jT 'sehen  Knotenbildungs Verfahrens***  einsehen,  das  seiner- 

*  Vergl,  S.  106  des  vorliegeDdeo  Hefte«  der  Zeitschrift. 

•*  Sitzb.  d.  Kais.  Ac.  U.  Wis«.  in  Wien.    Bd.  85,  Abth.  2,  S.  907  n.  ff.  oder 
Math.  Ann.  Bd.  24,  S.  253  flf. 

•»•  Wiener  Sitzb.  II.  Abth.  J887,  S.  193  u.  ff. 

Blti-Ilt  Abthl;.  d  ZeiUohr.  f.  Mtlh.  o.  Phyt.  XXXVII,  ?.  6 


Hiatorif^h  -  litemiAche  AMheilwig. 


■Bt   den  aaf  KreUringe  aiig«iraa<lten  topologüch  BquTakat  it*  and 
ao  beadurieben  werden  kmon: 

Man    deake    sich    xaent    die    Seitenkaoten    eisea    regnllrea 
«•aeit^Mi  seokrecht  abgescbnittenen  Priama's  ab  Fldeo,  dana  die 


Deckpolygone  ein  Vielfaches  Ton  —   am  die   Priameaadne  gtgem 

K  verdreht,  wodurch  eich  die  F&den  in  einer  beatiiiunten 
Weiae  za  einem  Zwirn  Z  zusammendrehen,  and  hierauf  die  nun 
correspondirenden  Fadenenden  mit  einander  verbanden  darch 
Rblen,  die  in  der  neaeu  Lage  der  Polygone  Prif^menkanten  ent- 
sprechen. In  Anbetracht  des  Folgenden  iüt  es  zweckmAssig ,  sieb 
den  Zwirn  nie  ganz  ztuammengedreht ,  sondern  stets  in  Form 
einer  Röhre  za  decken. 
Die  Tier  Rechtecksecken  nm  m  und  die  vier  nm  m'  im  ersten  Ver- 
fahren sind  den  Ecken  zweier  r^aadratiscben  Prismenschnitte,  die  4  Recht- 
ecke r, ,  r,,  r,,  r^  den  4  Fadenkanten  des  Prisma'a  Stjuivalent.  an  Stelle 
der  VerbindangsfBden  entsprechender  Ecken  der  verdrehten  Qaadrate  tritt 
die  directe  Verbindung  (durch  den  Leim). 

ZunKchst  zwar  ist  das  Dingeldey'scbe  Erzeugniss  J  noch  nicht  ganz 
congruent  mit  dem  Simony'scben  £;  diese  Congruenz  würde  vielmehr 
dann  eintreten,  wenn  man  die  Verbindung  der  verdrehten  Polygonecken 
bei  letzterem  nicht  iSngs  der  Anssenseite  wie  oben,  sondern  durch  den 
Innenraam  der  ZwirnrShre  ausführte;  aber  es  ist  offenbar,  dass  ein  so 
erhaltenes  Gebilde  £'  sich  durch  einfache  ümstdlpung  in  ein  Gebilde  £ 
verwandelt.  Dabei  ist  nur  noch  zu  beachten,  dass  zwei  durch  UmstQlpnng 
aus  einander  entstehende  Gebilde  £  und  X'  eine  entgegengesetzte  Ver- 
drehung der  Deckpolygone  gegen  einander  aufweisen. 

Im  4.  Abschnitt  knüpft  Herr  Dingeldey  an  andere  Untersuchungen 
von  Simony*  und  Schuster**  an.  Es  handelt  sich  um  Gebilde,  die 
aus  beliebig  vielen  von  einer  Stelle  ausgehenden,  an  einer  andern  Stelle 
wieder  zusammenlaufenden,  beliebig  tordirten  Streifen  bestehen.  Ist  bei 
Besprechung  derselben  der  Ausdruck  ,, Fläche"  kaum  ganz  zu  umgehen,  so 
dürfte  doch  die  Bezeichnung  ,, geschlossene  Fläche"  besser  für  randlose 
Flächen  reservirt  bleiben,  da  man  bei  der  Simony-Dingeldey'schen 
Redeweise  zu  der  Sonderbarkeit  kommt,  ein  einrandiges  FIfichenstück  ohne 
Loch  als  nicht  geschlossen,  ein  Flächenstück  mit  L{5chern  dagegen  als 
geschlossen  zu  bezeichnen. 

Herr  Dingeldey  untersucht  speciell,  welche  Torsionen  in  den  Streifen 
angebracht  sein  müssen,  damit  —  nach  Simony 'scher  Terminologie  — 
eine    einfache    Verbindung    oder   Verknotung    entsteht,    wenn    die 

•  Sitsb.  d.  Kiü».  Ac.  d.  Wias.  in  Wien  Bd.  84,  Abth.  2,  S.  -255  u.  ff.;  Math- 
A"      "'    t»,  S.  II«  u.  ff. 

d,  Kui«.  Ac.  d   Wi88.  in  Wien  Bd.  97,  Abtb.  2,  S.  217  »,  ff. 
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Mitteläcbnilte  ausgeführt  werden,  und  giebt  eine  graphische  Darstellung 
seiner  Resultate  im  Anscbluss  an  Schuster 's  Abhandlung,  die  Übrigens 
ohne  LectOre  der  letzteren  nicht  verständlich  ist. 

Ob  und  warum  der  Verfasser  seine  Aufzählung  für  voUstöndig  hillt, 
wird  nicht  angegeben,  ebensowenig  Anzahl  und  Ausdehnung  der  Experi- 
mente, aus  denen  indactiv  auf  gewisse  Allgemeingiltigkeiten  geschlossen 
wurde. 

Die  experimentwlle  Auffindung  der  anf  Seite  46 — 51  niedergelegten 
Resultate  erheischte  gewiss  viel  Mühe,  Umsicht  und  Gescbiclclicbkeit  und 
gab  wobl  auch  manche  Einblicke  in  dos  Wie  und  Warum.  Schade,  dass 
davon  der  Leser  durch  die  Leetüre  so  gar  nichts  erlernen  kann. 

München,  Juli  1891.  Heruann  Brunn. 

Arithmetik  und  Algebra  für  höhere  Schulen  und  Lehrerseminare,  beson- 
ders zum  Selbstunterricht.  In  engster  Verbindung  mit  der  Geo- 
metrie zur  Versinnlichung  der  Zahlbegriffe,  Theorien,  Operationen, 
Lehrsätze  und  Auflösung  von  Aufgaben  systematisch  bearbeitet  von 
Werner  Jos.  Sciiüllgr,  Seminarlehrer  in  Boppard  a.  Rh.  Leipzig 
1891,  bei  B.  G.  Teubner.  XIX,  452  S. 
Der  Verfasser  hat  seinem  Bande  ein  ziemlich  umfangreiches  Vorwort 
vorausgeschickt,  in  welchem  er  sein  ptfdagogisches  Glauben^ibekeiintniss  da- 
bin ablegt,  es  müsse  auch  im  arithmetisch -algebraischen  Unterrichte  lihnlich 
wie  in  den  meisten  anderen  FScbem  der  Lehrer  indnctiv  verfahren.  Er 
solle  von  bestimmten  Zahlenbei:<pielen  ausgehen,  solle  an  diesen  die  ihnen 
gemeinschaftlichen  Eigenschaften,  beziehungsweise  Lehrsätze,  bemerklioh 
machen  und  dann  erst  eine  Beweisführung  anschliessen.  Nur  so  gewinne 
die  allgemeine  Arithmetik  den  Vortheil,  welchen  die  Geometrie  vermöge 
der  Anachaulichkeit  ihrer  Figuren  von  vornherein  besitze,  dass  der  Inhalt 
der  Lehrsfitze  sofort  klar  werde  nnd  nur  deren  Beweis  noch  Schwierigkeit 
mache.  Ein  zweites  Dogma  für  den  Verfasser  ist  das  Vorangehen  der 
Geometrie  vor  der  allgemeinen  Arithmetik  im  unterrichte,  so  dass  die 
Geometrie  innerhalb  der  Arithmetik  zur  Versinnlichung  und  Verdeutlichung 
benutzt  werden  könne.  Herr  SchUller  stimmt  in  beiden  Behauptungen 
mit  zu  gewiegten  SchulmKnnern  Uberein ,  als  dass  wir  unsere ,  der  zweiten 
Auüicbt  durchaus  widersprechende  Meinung  ihm  entgegenhalten  möchten. 
Nur  um  unsere  wiederholt  ausgesprochene  Ueberzeugnng  nicht  zu  ver- 
leugnen, bemerken  wir,  dass  unseres  Dafürhaltens  die  ersten  AuTtlnge  des 
Bucbstabenrechnens  gleichzeitig  mit  dem  Zahlenrechnen  vor  der  Geometrie 
gelehrt  werden  müssen,  was  Versinnlichungen  an  geraden  Linien  keines- 
wegs ausschliesst.  Herr  SchUller  ist  in  dem  ganzen  Verlaufe  seines 
Buches  seinem  Programm  treu  geblieben  und  hat  dadurch  einen  innerlich 
und  Sasserlicb  einheitlichen  Lehrgang  hergestellt.  Zwei  Kleinigkeiten  müssen 
wir  bemängeln,  welche  formell  erscheinen  mögen,  aber  wesentlich  sind  da 


wo  die  Form  zum  Wesen  gehört.  Klammern  dürfen  bei  Proportionen 
nicht  weggelassen  werden.  Es  ist  durchaus  anzulSssig  zn  drncken.  wie  e.s 
S.  210,  214  and  häufiger  geschah: 

a  +  b:c±d=h:d 
usUU 


,1 

»Dien 


{a  ±b}:{e+d)  —  b:d. 
Gleichb«>itäzeichen  ferner  dUrfen  niemals  unvermittelt  zwischen  zwei  Za 
erscheinen,    ausser    um   anzudeuten,   dass   dieselben    einander    gleich    sind. 
Es  ist  mithin  unzulBssig  (S.   189)  zu  drucken; 
So  ist  z.  B.  die  Quersumme  von 

79584  =7  +  9  +  5  +  8  +  4  =  33 

anstatt:  Die  Qaersummc  von  79584  z.  B.  ist 

7  +  9^.5  +  8  +  4  =  ;)3. 

Vernachlftssigung   dieser  beiden  wichtigen  Regeln  im  Lehrbuch«  kann 
schlimme    Angewohnheiten    und    daraus    entstammende    Rechenfehler    der 
Schiller  zur  Folge  haben.  Cantor. 
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Lehrbuch  der   anbestiiamten   Oleichnngen   des   ersten   Orades    (Diophan-      . 
tische  Gleichungen).    Sammlung  von  374  Zahlen  — ,  Buchstaben  — ^H 
und  Teitaufgaben  in  vollätündig  gelöster  Form  und  zahlreichen  Er-^i 
kltirungen   und  Erläuterungen   nebst  den    Abhandlungen  des  Baches 
de    M6ziriac    im    französischen   Originale   mit   beigefügter   deutscher 
Uebersetzung.     Für  das  Selbststudium  und  zum  Gebrauche  an  Lehr- 
anstalten     bearbeitet     zum      Theil      nach      System     Klcyer      von 
W.   Fr.  Schüler.     L    Buch.     Stuttgart    1891.     Verlag   von  Julias 
Maier,  VIIl,  176  S. 
Der  Verfasser  erklUrt   sich   in   der   Vorrede   als  Feind    der  Schablon 
Br  geht  in  dem  an  sich  li>benswerthen  Bestreben ,  eine  solche  zu  vermeideq 
aber  doch  wohl  zu  weit,  indem  er  die  Darstellung  der  Methoden,  welche  zur 
Auflösung  der  unbestimmten  Gleichnngeu  ersten  Grades  angegeben  worden 
aiad,   gleichfalls   vermeidet.     Sie  sollen    erst   in   einem   zweiten    Buche   er- 
(«beinen,   nnd   dadurch    wird   der   Inhalt  des  ersten  Buches  für  elf  Druck- 
bogen etwas  sehr  dtlrftig.     Wer  damit  sich  begnügen  will  und  kann,    was 
ite  hier  geboten  wird,  sich  anzueignen,  wird  bei  der  grossen  Anzahl  von 
Ihüpislo»   ganz   gewiss  ohne   sonderliche  Geistesanstrengung ,   dagegen  mit 
Kckt  bedeutendem  Zeitaufwand   sein    Ziel   erreichen.     Auf  S,  8  finden  wir 
MAlsr  einigen  geschichtlichen  Bemerkungen  den  Satz:    ,, Merkwürdigerweise 
Hl^t   sich   in  dem  Werke  Diophant's  keine  einzige  unbestimmte  Gleich- 
«^  des   ersten  Grades   behandelt."     Die  Tbatsacbe  ist  wahr,    merkwürdig 
:jB  daran  gar  nichts,  denn  Diophant  konnte  das,  was  heute  mit  grossem 
kt  Diophantische  Gleichung  des  ersten  Grades  genannt  wird,  nicht 
>phant  dachte  nur  an  rationale  Auflösungen  unbestimmter 


Gleichungen,  nicht  an  gauzzahligo.  Eine  anbestimmte  Gleichnng 
zweiten .  dritten  Grades  mittels  rationaler  Zahlen  zu  erfüllen ,  war  daher 
für  ihn  eine  verlockende  Aufgabe,  aber  was  hfttte  ihn  bestimmen  kOnnen, 
mit  ax-\-by^e  sieb  zu  beschäftigen,  wo  jedem  rationalen  z  ein  ttbnliches 
1/  zur  Seite  steht  und  umgekehrt?  Höchstens  darauf  hätte  er  sein  Augen- 
merk richten  können ,  den  Diorismns  anzugeben ,  welcher  die  Erfüllbarkeit 
der  Gleichnng  in  Grenzen  scbliesst,  da  negative  Wurzeln  für  ihn  nicht 
vorbanden  waren.  Dieser  Diorisraus  aber  liegt,  sowohl  wenn  a  und  b 
beide  positiv  sind,  als  auch  wenn  sie  verschiedene  Vorzeichen  besitzen,  so 
nahe,  dass  der  geistreiche  Diophant  seine  Leser  damit  nicht  langweilte. 
Vielleicht  mag  er  wenige  Worte  darüber  in  einer  Anmerkung  gesagt  haben, 
welche  dann,  gleich  manchem  Anderen,  z.  B.  der  Lehre  von  den  bestimmten 
quadratischen  Gleichungen,  verloren  ging. 

Camtor. 

Bilder    ans    der  Geschichte  der  Physik    Klr   Freunde    der  Naturwissen- 
^^^^  Schäften   und   für  Stndirende  an  höheren  Schulen.     Von  Dr.  Euobn 

^^H  Netoliczka,    kaiserl.  Rath,    Professor    der   Physik    i.  R.    in   Graz, 

^^^P  Ritter  des  k.   k.  österr.  Franz -Josef- Ordens,  Besitzer  der  goldenen 

^^H  Medaille  fUr  Kunst  und  Wissenschaft  und  des    Verdienstkreuzes  des 

^^^V  groäsherz.    Mecklenb,    Ordens    der    wendischen    Krone.      Nach    des 

^^^»  Verfassers   Tode    forlgesetzt   und   durchgesehen   von   Dr.    A,  Wacr- 

^^H  L0W8KI,  k.  k.  Gytnnasialprofessor.     Wien  und  Leipzig  1891.     Ver- 

^^^H  lag    von   A.    Pichler's  Wittwo   und    Sohn,   Buchhandlung   fQr  päda- 

^^H  gogische  Literatur.     263  S. 

^^P         Wenn  Uerr  Wacblowski  in  der  Vorrede  dem  physikalischen  ünter- 

■  richte  mehr  als  dem  in  irgend  einem  anderen  Gymnasialgegenstande  das 
B  Verdienst  eingerilumt  wissen  will,  den  Schtller  zu  einer  bestimmten  Welt- 
I  anschauung  fuhren  zu  können,  und  wenn  er  Damentlicb  dann  dieses  Ziel 
I         fUr   erreichbar   hüU,   wenn   der   Unterricht   in   geschichtlicher  Zeitfolge   er- 

■  theilt  wird,  wenn  er  das  allmtllige  Entstehen  der  heutigen  Ansichten  ans 
f  nach  uud  nach  verlassenen  IrrthUmeru  erkennen  iSsst,  so  sind  wir  voll- 
kommen mit  ihm  einverstanden.  Eine  ganz  andere  Frage  ist  es,  ob  die 
von  Herrn  Netoliczka  begonnenen,  von  Herrn  Wacblowski  zu  Ende 
geftlhrten  Bilder  aus  der  Geschichte  der  Physik  dem  Schüler  in  die  HauJ 
gegeben  werden  sollen ,  damit  er  in  ihnen  das  in  der  Schule  Gehörte  im 
Zusammenhange  nachlesen  könne.  Das  ßUcbelchen  ist  in  seinen  einzelnen 
Capiteln  allzu  ungleich,  als  dass  eine  Empfehlung  desselben  nicht  ungemein 
vorsichtig  erfolgen  dürfte.  In  manchen  Abschnitten,  und  insbesondere  in 
den  älteren,  sind  so  wesentlich  neue  Dinge  vorgetragen,  dass  wir  ohne 
besondere  Begründung  derselben,  welche  Verfasser  und  Fortsetzer  sich 
geschenkt  haben,  ihnen  Glauben  beizumessen  Anstand  nehmen.  Wenn 
8.8  von  Arcfaimed  gesagt  ist,  „er  bestimmte  bereits  die  Dichte  verschie- 


dener  FlOssigkeiten  mittelst  eines  aus  Blech  Terfeiiigten  und  mit  einer 
Scala  vergebenen  GefB^ses",  wenn  S.  9  Heron  den  Heronsbaü  erfand, 
wenn  S.  1 1 ,  nnd  damit  übereinstimmend  im  Namenregister,  von  einem 
Kleomenes  die  Rede  ist,  der  Ober  Lichtbrechnng  geschrieben  habe, 
während  tiberall  unter  den  Gelehrten  dieser  Schriftsteller  Kleomedes 
beisst,  80  verlangen  wir,  und  mit  uns  wohl  noch  andere  Facbgenossen, 
die  Beweise.  Weniger  wichtig  sind  biographische  Neuerungen.  Pto- 
lemneus  hat  nach  S.  16  von  70 — 147  gelebt.  Bisher  kannte  man  weder 
sein  Geburts-,  noch  sein  Todesjahr.  Auffallend  ist,  dass  er  im  Jahre  15C), 
also  drei  Jahre  nach  seinem  Tode,  lant  S.  121,  Untersuchungen  über  Höbe 
und  Tiefe  von  Tönen  anstellte.  Coppernicns  (8,  72)  soll  Sohn  eines 
Wundarztes  gewesen  sein  und  soll  in  Wien  den  Unterricht  von  Purbach 
nnd  Regiomontan  genossen  haben.  Wie  das  möglich  war,  da  Parfaach 
1461  und  Regiomontan  1476  starb,  w&hrend  Coppernicus  1473  ge- 
boren ist,  möchten  wir  wissen.  S.  116  glaubt  der  Verfasser  nicht  an  die 
vorübergehende  Geisteskrankheit  New  ton 's,  welche  doch  nachgewiesene 
Thatsache  ist.  Wir  legen  auf  diese  Fehler  nur  soweit  Gewicht,  als  sie 
sehr  leicht  zu  vermeiden  gewesen  wBren.  Die  Darstellung  selbst  ist  stj- 
listisch  recht  gewandt.  Einen  vollstlindig  erkennbaren  Geistesfaden  aber 
zu  finden,  welcher  das  Ganze  durchziehend,  die  Anordnung  beherrscht, 
wuen  wir  nicht  im  Stande.  Es  ist  nicht  mehr  als  gerecht,  anzuerkennen, 
dass  die  von  Herrn  Wachlowski  selbständig  bearbeiteten  letzten  Capitel 
vor  vielen  ihnen  vorhergehenden  den  Vorzog  verdienen. 

Cantor. 
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Die  von  Willielin  von  Moerbek  benutzten  Handsohriften. 

Von 

J.  L.  ÜEinERG 
(aus  einem  Briefe  au  M.  Cantor). 

Ich  benatze  die  Gelegenheit  am  Ihnen  mitzutheilen ,  dass  meine  Ver- 
muthuug  (Abhandlungen  zur  Gesch.  d.  Math.  V,  8.  80)  Über  die  zwei  von 
Wilhelm  von  Moerbek  bei  seiner Ärcfatmedes-Uebersetzung  1269 benutzten 
griechischen  Handschriften  neuerdings  eine  unerwai'tete  urkundliche  Be- 
stätigung gefunden  bat.  In  dem  neuen  Werk  von  Ehrle,  Historia  Biblio- 
thecae  Romanorum  Pontificum  I  Rom  1890,  finden  sich  nämlich  Seite  95  ff. 
in  einem  1311  verfa^sten  Verzeichniss  der  pUbstlicben  Bibliothek  unter  an* 
deren  griechischen  H^dschriften  anch  folgende  zwei  aufgeführt: 

608  item  unde  cim  quaternos  mediocris  forme  scriptos  de  lictera  greca 
in  cartis  pecudinis,  in  qiiibus  est  libcr  Tholomei  de  resomptione,  perspectina 
ipsius,  perspectina  Euclidis  et  quedam  figure  Arcimenidis. 

612  item  alium  librum  de  lictera  greca  scriptum  in  cartis  pecudinis, 
in  quo  continetur  über  Arcimenidis  de  spera  et  scilindro,  antiquum  et  non 
habet  coperturam. 

612  ist  derjenige  codex,  der  später  Georg  V all a  geborte;  es  standen 
darin  die  BUcher  ne^l  arpalQag  xai  xvXlvigov  voran,  und  die  erste  Seite 
war  spKter  abgerieben  und  fast  unleserlich,  was  sehr  gut  dazu  stimmt,  dass 
die  Handschrift  hier  als  „ohne  Einband"  bezeichnet  wird.  608  entspricht  genau 
der  Vorstellung,  die  ich  mir  von  der  zweiten  Handschrift  Wilhelms  gebildet 
hatte.  Tholomei  de  resnmptione  ist  tic^i  {Ivaktju^aTos,  die  perspectiua  nicht 
seine  grosse  Optik,  die  ja  längst  nnr  arabisch  existirte,  sondern  die  von 
Rose  herausgegebene  Katoptrik  des  „Ptolemaeus"  (Heron);  beide  sind 
von  Wilhelm  im  cod.  Oltobon.  1850,  der  die  Archimedes-Uebersetznng  ent- 
hält, mit  übersetzt.  Ueberfaanpt  ist  es  klar,  dass  die  hier  verzeichnete 
Sammlung  die  Grundlage  der  üebersetzungsthäligkeit  im  13,  Jahrhundert 
bildete.  Näheres  darüber  werde  ich  bald  in  den  Publicationen  der  dänischen 
Gesellschaft  der  Wissenschaften  (franzGsisch)  mittheiten. 


H<*t.-Ut.  Abth.  d.  Z«it«ehr.  f.  H»th.  n.  Phy«.  XXXVH,  3. 


Recensioneii. 


VorleBnngen  ttber  die  Theorie  der  elliptisclien  Modnlfanctionen.     Von 
Felix   Klein.     Ausgearbeitet   nnd   vervoUstäudigt   von    Dr.  Robert 
Frickb.    Erster  Baud:  Grundlegung  der  Theorie,    Leipzig  18U0.    8'. 
(Antwort  auf  die  Recension  des  Herrn  Schlesinger.) 
Das  sechste  Heft  des  36.  Jahrganges  der  vorliegenden  Zeitschrift  bringt 
eine  Recension   des   vorbezeichneten  Werkes,   welche   nicht   eben    besonders 
anerkennend    gesehrieben    ist,    sondern    der    Einwürfe    und    tadelnden    Be- 
merkungen  eine   grosse  Menge   enthält,   während   sie   über   eine  Reihe  von 
Punkten,   auf  die   wir    besonders   Gewicht   legen   machten,    stillschweigend 
hinweggeht.     Nun    will    ich    hierüber    mit    dem    Herrn    Recensenten    nicht 
rechten ,   ich    möchte  auch  in  dieser  Hinsicht  meinem  geehrten  Mitarbeiter, 
Herrn  Dr.  Fricke,  nicht  vorgreifen.    In  der  T hat  hat  letzlerer,  wie  schon 
der  Titel  unseres  Werkes  andeutet  und  übrigens  im  Texte  genauer  ausgeführt 
ist,  viel  mehr  als  die  blosse  Süssere  Rudaction  unseres  Werkes  übernommen; 
er  bat  sehr  vielfach  die  von  mir  cur  angedeuteten  GedankengKnge  selbst- 
sttindig  ausgestaltet  und  ist  darum  berechtigt,  ein  gut  Theil  des  Verdienstes, 
welches  unsere  Darstellung  besitzen  mag,  wie  auch  der  Verantwortung  für 
sich   zu  beanspruchen;   —   sei  es  mir  gestattet,  demselben  auch  an  dieser 
Stelle  für  die  grosse  UnterstOtzuug,  die  er  mir  durch  seine  nie  ermfidende 
Arbeitskraft   hat   zu  Tbcil   werden   lassen    und   die  er  mir  eben  wieder  bei 
Fertigstellung  des  zweiten  Bandes  unseres  Werkes  gewShrt,  den  allerbesten 
Dank  auszusprechen.    Was  mich  bewegt,  hier  selber  zu  antworten,  ist  ein 
Vorwurf  des    Herrn  Recensenten,   für  den  ich  allein  einzutreten  habe,   der 
Vorwurf  nämlich,   als  seien  wir  bei  unseren  Quellenangaben  nicht  objeetiv 
verfuhren  und  haben  insbesondere  einen  Brief  an  Herrn  Hermite,  der  im 
83.  Bunde    von  Borchardt's   Journal   abgedruckt  ist   (1876    resp.    1877) 
nicht    nach    seiner   sachlichen   Bedeutung  anerkannt.      Nun    ist  zwar  alles 
Wesentliche    hierüber    von    mir   bereits    im  21.  Bande   der  mathematischen 
Annalen   (18^2   resp.  1883)   gesagt   (cf.  p.  215  daselbst),   und   ich   könnte 
kurzweg   auf  meine  damaligen  Bemerkungen  verweisen,  die  ich  angeSndert 
aufrecht  erhalte;  ich  will  aber  doch  etwas  näher  auf  die  hierbei  in  Betracht 
kommenden  mathematischen  Momente  eingehen,  als  bezüglich  derselben  bei 
dem  Herrn  Recensenten  ein  principieller  Irrthum  vorzuliegen  scheint.     Auf 
Seite  20Ö  (oben)  der  Recension  findet  sich  oSmlich  die  Bemerkung:    ndaas 


die  Emdeutigkeit,  der  Modulfuactionen  durch  die  Dreieckätbeilung  eigentlich 
nur  anscbaalich  gemacht  wird,  scharfe  analytische  Beweise  fUr  die  letztere 
EigenachaFt    dUaken    uns   nur   der   aus   der   DiSerentialgleicbung   fliessende 
Fuehs'sche   (Borchardt's   Journal  Bd.  83)  und  der  Poincarfe'sche  mit 
Hilfe    der   functions   th^.'tafachaieniies.''     Das   ist  dud  genau  das  Gegentheil 
von    dem    richtigen    Sachverhalt:    die    Eindeutigkeit,   kann    nur  durch   die 
Dreieckstheilung,  d.  h.  durch  das  Studium  der  äquivalenten  Gebiete,  welche 
ihre   klarste   Beschreibung   durch    die  Kreisbogendreiecke   finden,    erwiesen 
werden,   und   die   Arbeiten   der  Herren   Fuchs   und   Poincarä   erbringen 
den  Eindeutigkeitsbeweis   in   der  That  nur,   so  weit  sie  mehr  oder  minder 
explicite  auf  die  Dreieckstheilung  eingehen;  sie  enthalten  in  dieser  Hinsicht 
keinerlei  Fortschritt  über  die  von  Herrn  Schwarz  1871 — 1872  im  75.  Bande 
von   Borchardt's  Journal   gegebene   Darstellung.      Bei  Herrn  Poincari 
liegt  dies   ohne  Weiteres  zu  Tage,   indem  er  seine  (übrigens  ja  viel  allge- 
meineren)  Entwickelungen    mit  den  Kreisbogenfiguren    beginnt,    mit   deren 
Hilfe  er  dann  erat  die  Bedeutung  seiner  Thetareiheu  untersucht;   es  mtlsste 
auch    merkwürdig    zugehen,    wenn    man    die   Eindeutigkeit   einer  Function 
blos  aud  dem  umstände  sollte  erweisen  können,  dass  man  für  dieselbe  eine 
allerdings  eindeutige,  aber  nur  in  einem  Tbeil  der  Ebene  convergente  Reiben- 
entwickelung aufstellen   kann.     Woher   weiss   man  oder  erführt  man,    dasa 
die    Grenze    des    Convergenzbereiches    dieser   Entwickelung    zugleich   eine 
Grenze   der  Function   istV     Nur  aus  der  Discusston  der  Kreisbogendreiecke 
bez.  der  Fnndamentalbereiche.     Nun  ist  ja  richtig,  dass  letztere  bei  Herrn 
Fachs   in  Band  83   nur  in  ganz  allgemeinen  Zügen  gegeben  wird.     Aber 
eben  hierin  liegt  die  UnvoUkommenbeit  der  Arbeit,  die  ihren  Verfasser  zu 
den    Ungenauigkeiten    und    Widersprüchen    hinführt,    welche    schon    Herr 
Dedekind  in  demselben  Bande  83  des  Borchardt'schen  Journals  gerügt 
hat  (1877).  Ich  kann  in  dieser  Hinsicht  nur  wiederholen,  was  ich  1.  c.  (p.  215 
des   21.  Bandes)    in    den   mathematischen   Annalen   schrieb:    „doss  Fncbs' 
Brief  an   Hermite   von   den   hier  in  Betracht  kommenden  Ideenbildungen 
nichts   enthalt,    was   nicht  aus   früheren  Arbeiten  zugleich  correcter  und 
vollstündiger   bekannt  gewesen  würe."     und  hier  liegt  nun  der  Grund, 
—  wenn  es   durchaus  verlangt  wird,    dass  ich  noch  einmal  sage,    was  ich 
in   Band   21  aussprach   —    weshalb   ich   die  Arbeit  von  Herrn  Fuchs  aus 
Band  83  des  Borchardt'schen  Journals  in  meinen  Veröffentliihungen  lieber 
nicht   nenne:    ich    würde   die   Arbeit   nur   so  citiren  können,    dass  ich  die 
kritischen  Bemerkungen,  die  ich  gerade  andeutete,  ansfUhrlich  entwickelte, 
und   ich   glaube   nicht,    dass    ich   damit  irgend  Jemandem  einen  Dienst  er- 
weisen würde,    weder  dem  Autor,   noch  auch  dem  Leser,   der  positive  Be- 
lehrung sucht  und  polemische  Auseinandersetzungen,  die  als  erledigt  gelten 
können,  nicht  unnöthig  wiederholt  wünschen  kann.  --  Aber  freilich  scheint 
der  Herr  Recensent  für  die  Leistungea  des  Herrn  Fuchs,  die  in  ihrem 
eigenen    Gebiete    von    mir    uiemuls    in  Frage    gestellt   worden 


^  Hutorisch-litenuische  AbtheQnng. 

i=2i.   ^:zii.  i.-i:k  in  den  yorliegenden  ^Vorlesangen'  anerkannt 
-•^^r-Hz.    eneB   ganz  besonderen  Maassstab   zu  besitzen.     Es  tritt  das  an 
JLiuiL  ?iiw]«i  der  Beeension  zn  Tage;  ich  verweise  hier  nur  auf  folgendes 
in  das  Legendre'sche  Normalintegral : 
dx 


A 


yi-a^A-K'x' 
:-=7r.   äa  otiteht,  von  dem  Zahlenfactor  *|,  abgesehen: 

dz 


h 


ytA-zA-h*e 

~~  ?eie  ^,  ä5  unserer  .Vorlesangen"  benennen  wir  nnn  dieses  letztere 
ü    yBiemann'sGbes*    Normalintegral,    „eine   Benennung,    die 


Jim  Grcnd  hat,  weil  man  die  bei  Jacobi  n.  A.  vorkommenden 
SipvttämixxgeB  immer  anf  dieses  Integral  als  Normalform  beziehen  mnss, 
-MBS  aan  <iea  allgemeinen  von  Biemann  in  der  Theorie  der  Abel'scben 
^ — .^emwni  gegebenen  Definitionen  gerecht  werden  will."  Dieser  Benennung 
2«  äca«B*  nicht  von  mir  herrührt;  ich  habe  dieselbe  von  einem  Siteren 
Z^iaeat-  ibenommen)  steht  hSchstens  entgegen,  dass  man  selbstverstAndlich 
tsswa.  TOT  Biemann  zwischendurch  immer  wieder  mit  der  bezeichneten 
jHi^jsiSm  operirt  hat  (wie  wir  übrigens  nicht  verfehlen,  1.  c,  Seite  25 
■  ■■»IT  ,Tocle8nngen*,  selber  anzudeuten).  Aber  was  bemerkt  hierzu  unser 
3e*.«cs«n;  Seite  203  der  Becension ,  oben)  ?  Er  verlangt  alles  Ernstes ,  dass 
ner  ätacs  Biemann  vielmehr  Herr  Fuchs  citirt  werden  müsse,  weil  dieser 
a  ien.  BSsden  71  and  83  des  Borchar  dt 'sehen  Journals  besagte  Normal- 
ORB  ä»  elliptischen  Integrals  „eingeführt*  habe  (also  1869  —  70,  bez. 
•.<<nj — TT)!  Controlirt  man  diese  Angabe,  so  findet  man,  dass  Herr  Fuchs 
«B  i«t  bezeichneten  Stellen  an  dem  Legend re'schen  Normalintegral  die 
^üstibttioa  x  =  ye  genau  so  beiläufig  vollzieht,  wie  das  Hunderte  von 
^jKhwmatifceni  vor  ihm,  und  ich  wiederhole:  auch  vor  Riemann,  gethan 

(53«tiBgen,  im  April  1892.  P.  Klein. 


IjMi»  4M1>  integrabilitä  delle  fonzioni  e  dei  massimi  e  minimi  degli 

iatagrali  deflniti  di  L.  Babbbra.  Bologna.  Gamberini  e  Parmeggiani. 

IS90.    215  S.    8". 

D«r  erste  Abschnitt  dieses  Werkes,  welches  der  Aufsuchung  der  Inte- 

mqatheitsbedingnngen   der  DifferentialansdrUcke  gewidmet  ist,   zerf&llt  in 

.^^  Jjbcfceilnngen ,    deren  Inhalt   der  Hauptsache   nach   im  Folgenden   zu- 

.^MBMi^fi^^^  werden  kann: 

L  Abtheilnng.  —  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
;«»  Vis  ein  ezactes  Differential  ut,  wenn  F  ausser  x  die  Function  y  und 
A  ",  2«",  3'«',  ...Ordnung  p,  q,  r, ...  enthält,  ist: 


Recensionen. 
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p= 


<'=^:- 


dr 


ist  (Enler'scher  Satz). 


dy'  '       dp 

Die  m  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür,  dass  Vdx'^ 
ein  exactes  Differential  »i"^''  Ordnung  ist,  sind: 

ß)      jr-P'+(;'"-B"'  +  ...=  0,  P-2^'+3ir'-4S"'  +  ...=  0, 

C-o2i'+6S"-  10T"'  +  ...=  0,  ... 

Enthält  F  ausser  der  abhängigen  Veränderlichen  y  noch  andere  ab- 
hängige Veränderlichen  r,  u,  ...,  so  Bollen  noch  die  zu  a)  oder  ß)  analogen, 
auf  0,  u...  bezUglichea  Gleichungen  erfüllt  sein. 

11.  Abtheilnog.  —  EnthlUt  V  zwei  unabhängige  Veränderlichen  x,  y  und 
eine  Function  e  von  x,  y,  sowie  deren  Ableitungen,  das  ist: 

t     p     Q      r  ... 


P     Q 


s      t 
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wo  jede  Function  die  Ableitung  der  vorhergehenden  nach  x  und  der  oben- 
stehenden  nach  y  ist,  so  gilt  der  folgende  Satz: 

Ist  y  eine  exacte  Derivirte  nach  x  und  ebenso  nach  y ,  so  existirt  eine 

dm 


solche  Function  U,  dass  7= 


dxdy 


Hieraus  ergeben  sich  die  Bedingusgea  dafür,  dass  Vdxdy  ein  exactes 
Differential  ist,  das  ist  dafür,  dass  eine  Function  ü  existirt,  für  welche 
U-=l j  Vdxdy \  diese  Bedingungen  sind: 


y) 


^       dx^  dx*      dj?^"         ' 


dF"     d'Q"    d'Ä'" 
dy  ^  dy^      dy"  ^ 


p^_dl    d^_d_^        =0     p-l^  +  ^'. 

dx^  dx»       dx»^""       •  dy^  dy'      dy 


^^1  , 

3      ■■• 


.  =  0. 


.=  0, 


wo  J^,  P,  P" ...  die  Ableitungen  von  V  nach  «,  j),  /)'...  bedeuten.  Diese 
Gleichungen  sind  aber,  wie  wir  nebenbei  bemerken,  nicht  sämmtlich  von 
einander  unabhüngig. 

III.  Abtheiluug.  —  Bestimmung  der  Bedingungen  dafür,  dass  eine  Function 
Z7  existirt,  für  welche  U=J  f  fVdxdyde  ist,  wenn  F  drei  unabhängige  Ver- 
änderlichen enthält. 

IV.  Abtbeilung.  —  Es  sei  e  eine  Function  der  zwei  unabhängigen  Ver- 
änderlichen X,  y,  und  man  setze  wie  gewöhnlich: 

de=pdx  +  qdy,      dp  =  rdx  +  sdy,    dq  =  sdx  +  tdy,  ... 


I 


Historisoh- literarische  Abtheiliing. 


Ist  nan  ein  Differentialausdruck: 

fix,  dx,  y,  dy,  t,  pdx,  qily,  p,  rdx,  sdy,  q,  »dx,  tdy,  ...) 

vorhanden,  dessen  Ableitungen  nach  s,p,  q,  .. .  dorch  N,  P,  Q,  ...  bezeichnet 
werden  mögen,  so  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  f  t\n  exactes  Differential  sei: 

rfP     dQ  .   d*R  .     WS 
dx* 


i) 


iv-^=-- 


dy"^  dx*"^  dxdy 


d*T 


dx  dy  '  dx*  '  dxdy  '  dy* 
Die  Hauptergebnisse  der  drei  ersten  Abtheilungen  sind,  wie  der  Ver- 
fasser augiebt,  schon  von  Ä.  J.  Lexell  (De  criteriis  integrabilitatisl 
formularum  dif feren tialium,  Novi  Comm.  Ac.  Scientiarum  Imp.  Petro- 
politanae,  T.  XV,  1770)  und  zwar  gleichfalls  ohne  Anwendung  des  Variations- 
begriffes, ermittelt  worden.  Was  den  angeführten  Satz  aus  der  vierten  Ab- 
theilung betrifft,  so  kann  er  leicht  aus  bekannten  Sätzen  abgeleitet  werden. 
Wird   nämlich  f  auf  die  Form  Xdx-\-  Ydy  gebracht,   so  soll,  wenn  f  ein 


exactes  Differential  d  ü  ist, 


^     dU    ^    tu 

•X  =  -;r-  •    y=-7r~    Sein , 


woraus    bekanntlich 


dx  dy 

folgt,  dass  ffXdxdy  nndJjYdxdy  auf  einfache,  über  die  Begrenzung 
der  TntegrationsflBche  erstreckte  Integrale  reducirbar  sind;  dazu  ist  aber 
(siehe  z.  B.  Moigno,  Calcul  des  variationa,  Paris  1861,  §  41)  noth- 
wendig  und  hinreichend,  daas  die  Gleichung  ö)  (ür  X  und  Y,  folglich  auch 
für  Xdx  +  Ydy,  erfüllt  sei. 

Bei   der   Gelegenheit   der  Aufstellung    von    Gleichung  y)    bemerkt   der 
Verfasser,    dass   die   gewöhnliche,    vermittelst   der    Variationsrechnung    ge- 


n 
4 


dP     dO 


fundene  Integrirbarkeits-Bedingung  fiXvFdxdy,  nSmlichJV— "-  — '7^'+...=0,  ^B 

nnricbtig  ist.  Es  ist  aber  zu  beachten,  dass  Fü;i'(Iy  nach  der  gewöhulichrn 
Aiisdrucksweise  „integrirbar"  ist,  wenn  jCVilxdy  sich  auf  ein  einfaches 
Integral  reducirt,  wBhrend  Herr  Barbera  nur  solche  Ausdrücke  Ydxdy  als 
„integrirbar"  bezeichnet,  für  welche  die  JniegTB.Üon  f  iVdxdy  nnabhllngig 
Jon  der  Form  der  in  V  vorkommenden  Functionen  ausführbar  ist.  Die  be- ; 
sprochenu  Bemerkung  ist  also  hinfUllig. 

Schon  aus  dem  soeben  Gesagten  ist  zu  ersehen,  dass  Herr  Barbera  ein 
entschiedener  Gegner  der  Variationsrechunng  ist.  Er  hat  sich  in  früheren 
Schriften  gegen  diesen  Theil  der  Infinitesimalrechnung  sehr  scharf  ausge- 
sprochen, und  bietet  jetzt  im  zweiten  uud  dritten  Abschnitte  des  vorliegen- 
den Werkes  einen  Ersatz  für  denselben  dar.  Diese  zwei  Abschnitte  sind 
der  Analysis  des  Maximums-  und  Miuimutnsbegriffes  und  der  Theorie  der 
Maxima  und  Minima  der  bestimmten  Integrale  gewidmet.  Die  Schluss- 
folgernngen  des  Verfassers  sind  aber  leider  grOsstentheits  nichts  weniger 
als  verstllndlich,  und  sind  auch  ohne  Zweifel  mit  manchen  Fehlern  be- 
haftet ;  es  werden  z.  R.  S  1 67- 1 68  nus  Af -f  Np+ Pq  +  ...=  M-\-N+Pq +... 
die  Identititten  M  =  ^'  "'  V,  P=P...,  abgeleitet,  ohne  zu  beachten, 
dass  M,  N.  P,  ...  ,..  die  Functionen  p,  17.,.,  enthalten.    Es  ist 


bier  uomöglicb,  auf  eine  auäfUhrliche  Besprechung  und  Kritik  der  vorge- 
trugenen  Theorie  einzugehen;  und  wir  begnügen  uns  damit,  eine  curiose 
Folgerung  derselben  anzufübreu,  welcbe  dem  Leser  einen  Begriff  von 
ihrem  Werthe  geben  kann.  Wird  das  Problem  vorgelegt,  welche  Linie 
y  =  f{x)  den  FlKcheninbalt  p/ffx  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  macht, 
ao  findet  man  durch  Anwendung  der  Barbera'schen  Theorie,  dass  diese 
Linie  eine  Gerade  ist.  Aber  noch  merkwürdiger  ist  das  zur  Rechtfertigung 
dieses  Resultates  beigefügte  Riii?on)iement:  die  durch  die  Gerade  bestimmte 
Fl&che  ist  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  in  Bezng  auf  die  den  concaven 
bezw.  convexen  Linien  entsprechenden  FlKcben. 

Was  den  polemischen  Theil  des  Werkes  betriflFt,  welcher  fast  die  ganze 
Vorrede  ausmacht,  so  halten  wir  es  für  nutzlos,  darauf  einzugehen. 

Mantua,  den  7.  Juli  1891.  G.  Vivanti.      ' 


Nnovi  Stndi  Oallileiani  per  Antonio  Favaro.    Venezia  1891,    Tipografia 
Antouelli.    430  pag. 

Hat  Herr  Favaro  seit  geraumer  Zeit  erfolgreiche  Mdhe  auf  Einzel- 
forschungen zur  Lebensgeschichte  Galilei 's  verwandt,  so  ist  selbstver- 
ständlich sein  diesen  Bestrebungen  gewidmeter  Eifer  cur  gewachsen,  seit 
ihm  die  Leitung  der  neuen  Ausgabe  von  Galilei'»  Werken  übertragen 
worden.  Sollte  er  die  neuen  Ergebnisse  aufsparen,  bis  sie  innerhalb  jener 
Ausgabe  zur  Veröffentlichung  gelangen  konnten,  sollte  er  sie  vorzeitig  dem 
Drucke  übergeben?  Für  das  Eine  wie  für  das  Andere  Hessen  Grtlnde  sich 
angeben.  Herr  Favaro  hat  zum  Letzteren  sich  entschlossen,  hauptsächlich 
deshalb,  weil  das  Erscheinen  der  neuen  Ausgabe  sich  Ober  viele  Jahre 
ausdehnen  wird,  weil  kein  zwingender  Grund  vorhanden  ist.  die  für 
Galilei  sich  interessirenden  Gelehrten  so  lange  Zeit  auf  gefundene  Er- 
gebnisse warten  zu  lassen,  weil  endlich  auch  andere  Schriftsteller  nach  HeiTn 
Favaro  die  von  ihm  entdeckten  Dinge  nunmehr  leicht  in  Erfahrung  bringen 
könnten  und  vielleicht  nicht  gleiche  Enthaltsamkeit  üben  wUrden,  wodurch 
ihm  der  ihm  in  der  öffentlichen  Meinung  gebUrende  Finderlohn  verenthalten 
werden  könnte.  Fünfzehn  einzelne  Abhandlungen  sind  deshalb  hier  in  einem 
Bande  der  Oeffentlicfakeit  übergeben,  deren  Inhalt  wir  in  knappster  Form 
kennzeichuen  wollen. 

1.  Giovanni  Battista  Ricasoli  Qaroni  war  ein  Freund  Galilei 's. 
Er  hatte  eine  bedeutende  Schenkung  an  einen  entfernten  Verwandten  ge- 
macht, deren  Giltigkeit  von  näheren  Verwandten  wegen  Geistesstörung  des 
Schenkers  gerichtlich  angegriffen  wurde.  Galilei  gehörte  zu  den  wich- 
tigsten in  dieser  Frage  vernommenen  Zeugen,  und  alle  seine  Aussagen 
sind  actenmUssig  abgedruckt.  Jener  Process  fand  15S9  statt.  FürGalilei'i 
eigenes  Leben  ist  er  ohne  Erheblichkeit,  es  sei  denn,  dass  aus  seinen  \mA 


;r-  .iii-i 

'        ■' .r.^ri»ä 
,.t.-i.r-r    ■  rii-  r  ".  - 

•    '  ..-■  ■.r.::^-ÄfTir. 


t 


::    I  uirK 


■"•'■■-  ■  -■••     /.;    :.-—  ..  ■    -iz.  —rem- 

'■"■-'■•'  -  .-•-^•-      "     ■  •.  ;ic.i:jünr:it 

•  •■     •    •  -      ••.»':.• -..rr-cuir.    jsrorierr 

■•••-'',.       T  .     -  •       'f.»-    Je- 

,  .    •...-.  .,       t    -ri-..    ,;-  :  :    ~  \    - :    •.;:.-    liimivri. 

''         *'*■-      -  '     •-•.-•-r:;-.-     •,. •     .  T..  ..-.-,  .    .,.     !.-'>;    Tar. 

■'      '    •  ■       •  V.-,.  ,■    s,  :•:••:.--:..•;?.      l>-r  y.ime 

'  ■-■■■       -■      .*'■■•:■•.;     T  — .-;•       ;:..>;tr-:OIl- 

■    ■'-       '-      ■   '■-    ■ '•    --••---.■•-.' V.-:    rrrimüi.-:    iir  2.ii:e. 

■-    '         .'.■■►■•'  -.  ■.     -  -.-     -■X-Z.-.'lr'L     i  "UMP., 

,...,...       ■     .•,-.•     «     ■-  i    j      r     •  .-  ;. 

■    '  ■  ..-  ....     ',  ,  ■  ■..\  :.'.■■■":.    -ii-    ;..»    i"i^-.-.er- 

'.'    ••.*/'>  •  •.»•»,-•-.»-  -.:i-v     i::  :*=  '"/-»'iacken 

■•' '  ■•■■-.  ..•.•.•,•.»<, -..,c  •..-..;.>    .-. •.■;:.x..;;-..^»a  A^ifgabe 
'     /•."•;,•   ■' t.'f,    f.ir,;/»,  «.,.'.»,<  ^i:~.f.:  .z  Ai'i^^siiing  zn 

*'{,'A«.-.'f    l*,l/{  '!,«!*<:   !(<»..'.%  r.»;»  M-ithode  dem 

'•     '■ "   I.'--..     Ni'i.'.  ^^.ifar.r.^.  7ra.-"ir.  ab'i/  'üe  nüheren 

'  ■■■ '     1.«  <  •    A  i,>  it.i' I' ri ,    (l«r«;ri    A'.U-.n    Herr   Fararo    im 

ii  r>ii»    fi'ili"  liiiif|>  II    hiil.     Aiüi    <l«-n.'.»;iben    geht    hervor, 

"  ■iii>.  II  '.iiiimiIm  iii,ii.iiiiiir|ii-ii ,   iiltriiril.i  wieder  aufgenommen 


I  I.     ,1.     Im  . 


I     I.        I    . 


M'.i  '  liiiii'i|;i  II,    rill  /i'il|iiiiikt.,  der  allzuiiahe  bei 
"'ilili.li.  Iii.|ii ,  iil.i  iliiuii  iliiiiiiil»  rill  iirfiilgrcicher  Abscbluss 

'■'<•"'''    • "     •  "•'•       l'M     lililii-iii  Niililiiifiil/:    i:,|,   Ihoilweisc    in    dem 

"  "    ^i''ii Iiiiiiliiii    ili.i    lli>iliii|>iiii|iiii,    wi'lrlii«    (tiililui    stellte,    von 

'■ I''    i|»itil-i|ii.    Hill    lii.nilliiiMii    wnllln,    l>i<f{inmlrt.. 

H     Ml   Im    liiltiK   Inin   ill«  M<<i-<lliilii<   tJi'ni'blsImrkoil    mit  dem  Werke 
<li  '  l<ii|i|it<tlll||k  ili<li  ItKw'liNniM»  tiiid  Cituivluto»  «lossflbon  aiibofoblen  hatte, 


Becensioneo. 


89 


suchte  lugoli,  ein  damals  in  fretmdscliafüicben  Beziebimgen  za  Galilei 
stehender  Ädvocat  aus  Raveuna,  das  gauze  copcrnikaniscbe  System  auf 
Grundlage  astronomiscber,  philosophischer  und  theologischer  Widersprüche 
zu  widerlegen,  Galilei  fertigte  erst  1624,  nachdem  ürban  VIII.  den 
päpstlichen  Thron  bestiegen,  eine  Antwort  ans,  welche  nicht  vor  1814 
im  Druck  erschienen  ist,  indem  Galilei  selbst  und  nicht  minder  die  ersten 
Heiausgeber  seiner  Werke  es  für  gefUhrtich  hielten,  die  kirchlich  als  ver- 
wegen (temerario)  bezeichnete  Lehre  so  unverbtlllt  und  öffentlich  zu  ver- 
theidigen.  Die  Schrift  Ingoli'a  selbst  war  niemals  gedruckt.  Herr 
Favaro  bat  nur  diese  sowie  auch  eine  handschriftliche  Entgegnung  Kapler 'b 
aufgefunden  und  beide  Schriftstücke  veröfiFentlicht,  wofür  man  ihm  ebenso, 
wie  für  die  geschickt  zusammengestellte  Einleitung  entschiciüen  zu  Danke 
verpflichtet  ist, 

7.  Fürst  Bald.  Bi)ncompagnie  besitzt  in  seiner  auch  an  werthvollen 
Handschriften  überreichen  Bibliothek  einen  Band  Briefe,  welche  von  -Mitgliedern 
der  Acadomie  des  Lincei  an  den  Fürsten  Fed.  Cesi,  den  Präsidenten  jener 
Acadetnie  gerichtet  sind.  Darunter  befinden  sich  Briefe  von  Galilei  selbst, 
andere  in  denen  von  Galilei  wenigstens  die  Hede  ist.  Hier  ist  ein  ge- 
naues Verzeichniss  aller  Briefe  zum  Abdrucke  gebracht  und  aus  den  nicht 
von  Galilei  herrührenden  Briefen  sind  die  auf  ihn  bezüglichen  Stellen 
ausgezogen. 

8.  Die  Streitigkeiten  zwischen  dem  Jesuiten  Grassi  und  Galilei, 
welcher  gegen  Jenen  den  Snggiatore  verfasste,  sind  in  nahezn  allen  Einzel- 
heiten lüogst  bekannt.  HerrFavaro  hat  dieselben  hübsch  dargestellt  und 
einen  noch  nicht  bekannten  Brief  Grassi's  vom  September  1633  veröffent- 
licht. Will  man  demselben  vollen  Glauben  schenken,  wozn  Herr  Favaro 
geneigter  scheint,  als  wir  es  von  uns  behaupten  können,  so  hätte  Grassi 
sich  während  des  Galilei 'sehen  Processes  alle  Mühe  gegeben,  zu  seinen 
Gunsten  zu  wirken,  so  dasa  ihn  der  Vorwurf  nicht  treffen, dürfte,  gemein- 
sam mit  Scheiner  im  entgegengesetzten  Sinne  damals  tbätig  gewesen 
zu  sein. 

9.  Der  in  zahlreichen  Bänden  handschriftlich  in  der  Pariser  Natioual- 
bibliothek  erhaltene  und  erst  zum  gering-sten  Theil  gedruckte  Briefwechsel 
von  Peiresc  scbliesst  auch  solche  Briefe  in  sich,  in  welchen  von  Galilei 
die  Rede  ist,  und  welche  hier  gesammelt  sind. 

lU,  Ein  Briefwechsel,  welcher  schätzbare  Aufschlüsse  über  die  Zeit  der 
halben  Gefangenschaft  Galiloi's  in  seiner  Villa  in  Arcetri  gewährt,  ist 
der  mit  Elia  Dtodati.  Zu  diesen  gehört  der  bekannte,  allerdings  nicht 
allgemein  als  echt  anerkannte  Brief  Galilei 's,  in  welchem  dns  Wort  des 
Patei's  Grienberger  enthalten  ist,  Galilei  hätte  über  die  Bewegung 
der  Erde  schreiben  dürfen,  was  er  wollte,  wenn  er  »ich  nur  das  Wohl- 
wollen der  Jesuiten  zu  bewahren  verstanden  hätte,  und  welcher  zuerst  von 
Libri  veröffentlicht  wurde.     Viele  dieser  Briefe  sind  leider  verloren,    und 
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wenn  auch  Herr  Favaro  ans  den  erhaltenen  Schreiben  den  Nachweis  des 
einstmaligen  Vorhandenseins  der  verloren  gegangenen  und  meistens  auch 
deren  Datum  wiederherzustellen  gewusst  hat,  fo  ist  damit  doch  nur 
geringfügiger  Ersatz  geboten. 

11.  In  der  fünften  Abhandlung  war,  wie  wir  oben  sahen,  von  den 
Verhandlungen  Galilei's  mit  dem  spanischen  Hofe  bezüglich  seiner 
Methode  die  geographische  Lfinge  eines  Ortes  zu  finden  die  Rede.  Noch 
während  jene  Verhandlungen  im  Gange  waren,  wurde  Galilei  angeregt 
über  die  gleiche  Erfindung  mit  den  Generalstaaten  von  Holland  in  Ver- 
bindung zu  treten,  welche,  nm  ihren  Platz  an  der  Spitze  der  seefahrenden 
Nationen  zu  sichern,  auf  die  Längenermittetung  einen  Preis  gesetzt  hatten, 
dessen  Höhe  allerdings  nicht  genau  feststeht,  und  durch  das  Gerücht  über- 
trieben worden  zu  sein  scheint.  Inzwischen  wurde  der  Process  gegen 
Galilei  geführt.  War  derselbe  für  den  spanischen  Hof  mehr  als  genügend, 
nm  zu  verhindern,  jemals  wieder  an  Belohnung  eines  in  Glaubenssachen 
immerhin  Verdächtigen  zu  denken,  so  war  die  Wirkung  auf  Holland,  wo 
die  Reformation  längst  gesiegt  halte,  die  geradezu  entgegensetzte.  Jetzt 
wuchs  dort  nur  die  Begierde,  in  erster  Linie  Galilei  selbst  zu  gewinnen, 
d.  h.  ihn  aus  seiner  halben  Gefangenschaft  in  Arcetri  zu  befreien ,  in  zweiter 
Linie  von  seiner  Erfindung  für  die  SchiGTfahrt  Nutzen  zu  ziehen.  Galilei 
weigerte  sich  jene  üebersiedeliing  zu  vollziehen,  der  allerdings  so  grosse 
Schwierigkeiten,  Mühen  und  Gefahren  entgegenstanden,  dass  man  sehr 
begreiflich  findet,  dass  der  schon  alte  und  gebrechliche  Mann  Scheu  trug, 
diesen  zw  trotzen,  wenn  man  gar  nicht  beachtet,  dass  Galilei  stets  ein 
guter  Katholik  blieb,  und  dass  ihm  als  solchem  Nichtunterwerfung  nnter 
päpstlich  verhängte  Haft  undenkbar  war.  Dagegen  war  er  erbötig  seine 
Methode  zur  Längenauffindung  an  Holland  zu  verkaufen.  Daiilber  wurden 
schliesslich  erfolglose  Unterhandlungen  bis  zum  Jahre  1040  geführt,  und 
das  ganze  zomqist  in  Holland  aufbewahrte  Actenmaterial  derselben  ist  hier 
zum  ersten  Male  verCffenllicht. 

12.  Unter  Mittheilung  einiger  neuen  Docuniente  berichtet  Herr  Favaro 
Ober  einen  Jahresgehalt,  welcher  seit  dem  20.  März  lt)27  durch  Urban  VlIL 
für  einen  Neffen  Galilei's  ausgesetzt  war,  und  über  einen  ähnlichen,  der 
auf  Galilei  selbst  ausgefertigt  wurde.  Die  Erzählung  ist  lehrreich  genug, 
indem  man  aus  ihr  erkeunt,  mit  welchen  Umstunden  es  verbunden  war, 
die  Auszahlung  eines  solchen  zugesicherten  Jahreseinkommens  durchzusetzen, 
wenn  es  überhaupt  gelang. 

13.  Hier  sind  drei  Gutachten  vereinigt,  welche  zu  verschiedenen  Zeiten 
über  Galilei'sche  Angelegenheiten  erhoben  worden  sind.  Im  ersten  Gut- 
achten wird  begründet,  dass  Galilei,  obwohl  er  nicht  in  Pi'sa  wohne,  den 
Gehalt  eines  pisaner  Professors  beziehen  könne,  da  jener  freie  Wohnsitz 
zu  dp-  ~  '"  "ungen  seiner  Berufung  gehörte,  und  ds  er  der  UniversitAt 
8cl  Glanz  seines  blossen  Namens  Nutzen  bringe.     Im  zweiten 
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Gutachten  iat  die  Fähigkeit  Galilei 's,  ein  Testament  rechtsgiltig  zn  machen, 
anerkannt,  weil  er  nicht  eigentlicher  Ketzerei  überführt  worden  sei.  Im 
dritten  Gutachten  ist  mit  ähnlicher  Begründung  bejaht,  das»  dem  ver- 
storbenen Galilei  ein  Grabmal  errichtet  werden  dUrfe. 

14.  Die  Erfindung  der  Pendeluhren  ist  in  den  letzten  Jahrzehnten 
wiederholt  dargestellt  und  die  Frage,  ob  Galilei,  ob  Hnygens  als  der 
Eitinder  zu  betrachten  sei,  meistens  dahin  beantwortet  worden,  dass  beide 
unabhängig  von  einander  zu  dem  gleichen  Gedanken  kamen,  dass  Galilei 
ihn  früher  als  Huygens  hatte,  dass  Huygens  aber  ihn  zweckmässiger 
als  Galilei  zur  Ausführung  brachte  und  ihn  dadurch  erst  für  die 
Wissenschaft  wie  für  das  Ifigliche  Leben  fruchtbringend  machte,  Herr 
Favaro,  welcher  das  auch  Anderen  bekannte  Material  wiederholt  prüft, 
kommt  auch  zu  keinem  anderen  Ergebnisse.  Auffallend  erscheirt  uns, 
dass  weder  von  denen,  welche  Galilei's  Ersllingsrecht  so  laut  betonen, 
noch  von  denen,  welche  Huygens  das  meiste  Lob  spenden,  der  Ver- 
such gemacht  wird,  sich  mit  der  Thatsache  ahzuiiadeu,  welche  aus  der 
neuen  Ausgabe  von  Huygens  Briefwechsel  [Bd.  II,  pag.  533  u.  535]  zu 
entnehmen  ist,  mit  der  Thatsache,  dass  1615  oder  1616,  mithin  lange 
Zeit  vor  Galilei  wie  vor  Huygens,  durch  einen  Deutscheu  eine  Pendel- 
uhr hergestellt  worden  war,  welche  1659  noch  in  Angoulöme  gesehen  wer- 
den konnte. 

15.  Seit  dem  25.  September  1822  ist  die  pBpstliche  Erlaubniss  vor- 
banden, die  copernikanische  Lehre  zu  vcrtheidigen  und  zu  verbreiten. 
Schon  vorher  wurde  dieselbe  stillschweigend  geduldet,  aber  noch  1820,  als 
es  um  den  Druck  eines  Lehrbuches  der  Optik  und  Astronomie  des  Pater 
Ginseppe  Settele  in  Rom  i>ich  bandelte,  brach  das  unter  der  Asche 
glimmende  Fener  des  Hasses  gegen  die  Lehre  von  der  Bewegung  der 
Erde  in  helle  Flammen  ans.  Herr  Pavaro  erzählt  auf  Grundlage  ihm  zur 
Verfügung  gestellter  Auszüge  aus  Settele's  Tagebuch  diese  letzten  kultur- 
geschichtlich merkwürdigen  Kümpfe. 

Wir  haben,  so  denken  wir,  unseren  Lesern  durch  diese  knrzen  Aus- 
züge den  Hauptinhalt  des  stattlichen,  schön  ausgestalteten  Bandes  kennt- 
lich gemacht.  Uns  persönlich  hat,  wie  wir  auch  einfliessen  liesen,  die 
6.  Abhandlung  am  meisten  befriedigt,  doch  werden  auch  die  anderen  von 
Niemand  ohne  Belehrung  gelesen  werden.  Camtor. 


Die  Qeichichte  der  Bechenkanst  vom  Alterlhnme  bis  zum  XVIII.  Jahr- 
hundert mit  besonderer  Rücksicht  auf  Deutschland  und  Oesterreich. 
Von  Franz  Villicus,  kaiserl.  Rath,  emer.  k.  k.  Professor  etc.  etc. 
Mit  Illustrationen  und  einer  tabellarischen  Zusammenstelinng  von 
Zahl  Wörtern    ans    72   Sprachen,    nebst    Zitbinngssystemen    von    ali 
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amerikanischen  VölkerstUmmen.  Zweite  verbesserte  und  vermehrte 
Auflage.  Wien  1891  bei  Carl  Gerold'g  Sohn.  VIII,  108  8. 
Referent  steht  allen  geschichtlichen  Bestrebungen  in  den  exacten 
Wissenschaften  zu  freundlich  gegenüber,  als  dass  es  ihn  nicht  frenen  sollt«, 
wenn  eine  Schrift  geschichtlichen  Inhaltes  eine  zweite  Auflage  erlebt.  Sind 
doch  Verbesaerungen  und  Vermehrungen  in  unserer  schnell  fortschreitenden 
Gegenwart  recht  bald  einem  jedem  Werke  unerlUsslich  und  machen  Neu- 
bearbeitungen wOnschenswerth,  sobidd  die  Gunst  des  kaufenden  Publikums 
solche  ermöglicht  Herrn  Villicus  ist  diese  Möglichkeit  zu  theil  gewor- 
den. Wir  können  die  neue  Auflage  nicht  mit  der  früheren  von  1883  im 
Einzelnen  vergleichen,  um  zu  prüfen,  welcherlei  Aenderungen  er  traf ,  aber 
jedenfalls  hat  er  die  Zahl  der  möglichen  Verbesserungen  nicht  erschöpft. 
Es  sind  sinnentstellende  Druckfehler  in  Menge  stehen  geblieben,  es  sind 
auch  andere  Mängel  vorhanden,  welche  vielfach  darauf  zurückzuführen  sind, 
dass  der  Verfasser  neuere  und  neueste  Snbriften  zu  wenig  beachtet  hat. 
Güuther's  Geschichte  des  mathematischen  Unterrichts  im  deutschen  Mittel- 
alter (1887),  ünger's  Methoden  der  praktischen  Arithmetik  in  historischer 
Entwickelung  vom  Ausgange  des  Mittelalters  bis  auf  die  Gegenwart  (1888) 
scheinen  für  ihn  nicht  vorhanden  gewesen  zu  sein,  wenigstens  haben  wir 
deren  Anführung  oder  deren  Benutzong  nicht  bemerken  können ,  aber  auch 
die  filteren  Arbeiten  von  Treutlein  sind  nicht  genügend  verwerthet.  Wir 
scbliesen  Solches  nicht  allein  aus  den  mangelnden  Berufungen  auf  diese 
Schriftsteller  —  von  einem  populären  Buche  verlangen  wir  keine  er- 
schöpfenden Citate  —  aber  der  Inhalt  ihrer  Forschungen  ist  nicht  ge- 
nügend berücksichtigt,  und  gerade  von  dem  Verfasser  einer  popuIUren  Dar- 
stellung, dessen  Lesern  nicht  die  Beweisstücke  für  jede  einzelne  Behauptung 
geliefert  werden,  dürfen  und  müsscu  wir  fordern,  dass  er  auf  dem  Lau- 
fenden der  neusten  und  zuverliissigsten  Forschungen  auf  seinem  Gebiete  sei. 
Diese  üeberzeugung  haben  wir  aber  aus  dem  uns  vorliegenden  Büchlein 
keineswegs  zu  gewinnen  vermocht.  Castob. 


Handbuch  der  angewandten  Optik.    Von  Ad.  Steinheil  und  Ernst  Voit. 

1.  Band:   Voraussetzung  für  die  Berechnung  optischer  Systeme  und 

Anwendung  auf  einfache   und    achromatische  Linsen.    Mit  Figuren 

und  7  Tafeln.     Leipzig  1891.     Verlag  von  B.  G.  Teubner. 

Das    ganze  Werk,    von    welchem  jetzt   der   erste  Band  erschienen  ist, 

Boll    drei    Bände    umfassen    und    ein  Handbuch    bilden    für    den   praktisch 

arbeitenden  Optiker,    dass  dieser  Zweck  so  gnt  wie  möglich  erreicht  wird, 

dafür   spricht    schon    der   Name    Steinheil,    dessen  Firma    sich   auf  dem 

Gebiet   der   praktischen    Optik   eines   ausgezeichneten  Rufes   von  Alters  her 

zu   erfre  'ie  Methoden  zur  Berechnung   der   optischen   Systeme, 

welche  Firma  seit  vielen  Jahren  als  die  besten  erprobt  hat, 
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Eollen  Duamebr  veröffeutlicht  und  daher  zum  Gemeingut  werden,  um  aber 
keinen  einseitigen  Charakter  dem  Werke  zu  geben  und  die  Ergebnisse  der 
rein  theoretischen  Optik,  soweit  sie  für  die  Praxis  nutzbringend  sind,  zu 
verwerthen,  hat  sich  der  Praktiker  mit  einem  Mann  der  Wissenschaft  zu 
der  Herausgabe  vereinigt.  Die  Anforderungen  an  mathematische  Kenntnisse 
werden  dadurch  nicht  erhSht,  sondern  bleiben  auf  die  Elementarmathematik 
beschrtinkt.  —  Der  erste  Band,  welcher  gleichsam  das  wissenschaftliche 
Werkzeug  für  den  Gebrauch  der  beiden  folgenden  Bftnde  liefert,  zerfallt  in 
fünf  Capitel ,  wovon  das  erste  die  Reflexion  und  Brechung  des  Lichtes  be- 
handelt mit  specieller  Berücksichtigung  der  Glassorten.  Während  das  zweite 
Capitel  sich  ausschliesslich  mit  den  Fundamentaleigenschaften  eines  diop- 
triscben  Systems  beschäftigt  und  die  Construction  der  Bilder  umfasst  bei 
specieller  Lage  der  FundamenUlpunkte,  so  sind  in  dem  dritten  Capitel  die 
Anforderungen  zasam mengestellt,  die  an  ein  wirkliches  Linsensystem  zu 
stellen  sind,  unter  Aufzühlung  der  zu  bebenden  Fehler.  Die  beiden  letzten 
umfangreicheren  Capitel  sind  der  wirklichen  Berechnung  gewidmet,  und 
zwar  znnächst  der  trigonometrischen  Berechnung  einer  Linse  mit  ein- 
gehender Discussion  ihrer  Bildfehler,  sodanu  derjenigen  von  achromatischen 
zweilinsigen  Objectiven.  Besonders  hervorzuheben  ist,  dass  wirkliche  Be- 
rechnungen durchgeführt  und  tabellarisch  zusammengestellt  sind,  um  den 
praktischen  Nutzen  des  Werkes  noch  zu  erhöhen,  sind  in  der  Beilage  l 
die  den  verschiedenen  Fällen  entsprechenden  Fürmein  Übersichtlich  geordnet. 
Die  Beilagen  2  und  3  sind  Abdrücke  aus  den  Sitzungsberichten  der  bay- 
rischen Academie  der  Wissenschaften,  es  sind  die  Arbeiten:  Ueber  die  Be- 
stimmung des  Brechungs-  und  Zerstreuungsverhültnisses  verschiedener  Medien 
von  C.  A.  v.  Steinheil  und  L.  v.  Seidel,  und  Trigonometrische  Formeln 
für  den  allgemeinsten  Fall  der  Brechung  des  Lichtes  an  centrirten  sphä- 
rischen Flächen  von  L.  v.  Seidel.  —  Beilage  4  enthält  die  unterschiede 
zwischen  Sinus  und  Bogen  von  10  zu  lü  Secunden  von  0*  bis  30".  — 
Liessen  sich  bei  den  folgenden  BSuden  die  Berichtigungen  am  Schlnss  nicht 
vermeiden?  —  Druck  und  äussere  Ausstattung  machen  der  Verlagsfirma 
alle  Ehre.  —  Es  wöre  zu  wünschen,  dass  die  beiden  letzten  Bände  nicht 
zu  lange  auf  sich  warten  lassen.  Der  zweite  soll  die  Verwerthung  der  im 
ersten  Band  gewonnenen  Resultate  zur  Berechnung  optischer  Constructionen 
enthalten,  während  der  dritte  Band  die  Prüfung  des  optischen  Effectes  an 
ausgeführten  Instrumenten  behandeln  wird.  B,  Nebel, 


Dr.  J. 


Frick's  PhysikaÜBche  Technik,  specielle  Anleitung  zur  Ausfuhrung 
physikalischer  Demonstrationen  und  zur  Herstellung  von  physikalischen 
Demonstratious  -  Apparaten  mit  möglichst  einfachen  Mitteln.  Von 
0.  Lehmann.  Sechste  umgearbeitete  und  vermehrte  Auflage.  1.  Band 
mit  708  Holzstichen.  725  S.  Braunschweig.  Verlag  von  Friedrich 
Vieweg  &  Sohn.    1890.     Preis  15  Mk. 
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Prick's  Physikalische  Technik  ist  durch  die  neue  Bearbeitung  derart 
bereichert  worden,  doss  eine  Tbeilung  des  Stoffes  in  zwei  Bände  nöthig  wurde. 
Aach  die  £intheilung  wurde  wesentlich  ge&udert.  Der  erste  Theil  des 
ersten  Bandes  hat  die  Behandlung  der  Apparate  im  Allgemeinen  und  die 
Anleitung  zu  einigen  häufiger  vorkommenden  Arbeiten  zum  Gegenstände. 
Dabei  bespricht  der  Verfasser  die  Ausstattung  und  Einrichtung  der  ver- 
schiedenen Räumlichkeiten  eines  physikalischen  Institats  and  geht  auf  die 
von  ihm  getroffenen  Aeuderungen  an  dem  Institut  der  Karlsruher  Tech- 
nischen Hochschule  näher  ein.  Das  Capitel  über  das  Beinigen,  Bepariren 
und  Aufstellen  der  Apparate  ist  für  die  Lehrer  an  unseren  Mittelschulen 
von  ganz  besonderer  Wichtigkeit,  da  sie  während  ihrer  Studienzeit  meistens 
nicht  die  nöthige  Zeit  finden,  sich  damit  gründlich  vertraut  zu  machen. 
Der  zweite  Theil  enthält  die  Anleitung  zu  einzelnen  physikalischen  Ver- 
suchen, die  derartig  eingetheilt  sind,  dass  zuerst  die  Versuche  über  das 
Gleichgewicht  der  Kräfte  bei  festen,  flüssigen  und  gasförmigen  Körpern 
cur  Erledigung  kommen.  Darauf  folgen  die  Versuche  über  Wärme,  woran 
sich  dann  das  grosse  Capitel  über  Dynamik  und  Thermorynamik  anschliesst. 
—  Viele  der  Abbildungen  sind  MU  Uer-Pouillet's  Lehrbuch  der  Physik, 
9.  Auflage,  bearbeitet  von  Pfaundler,  entlehnt,  am  den  Preis  des  vor- 
liegenden Werkes  herabzudrQcken.  Bei  den  Illustrationen,  die  aus  den 
Catalogen  von  Mechanikern  entnommen  sind,  wurde  auch  Firma  und  Preis 
des  Apparates  in  Klammern  beigefügt,  um  bei  Neuan^^chaffungen  auch  in 
dieser  Hinsicht  zu  orientiren.  —  Es  ist  sicher,  dass  diese  erweiterte  Auf- 
lage von  Frick's  Physikalischer  Technik  für  den  praktischen  Theil  des 
physikalischen  Unterrichts  von  wesentlichem  Nutzen  sein  wird. 

B.  Nebbl. 


Handbuch  der  Yermessungskande.  Von  W.  Jokdan.  3.  Band:  Landes- 
vermessung und  tirunduufgaben  der  Erd- Messung,  Dritte  ver- 
besserte und  erweiterte  Auflage.  Stuttgart  1890.  Verlag  der 
J.  B.  Metzler'schen  Buchhandlung.  Ö49  S.  und  48  8.  Anbang. 
Der  Schluss  des  ganzen  Werkes  wird  durch  den  vorliegenden  dritten 
Band  gebildet,  der  den  interessantesten  Theil  der  Vermessungskunde,  näm- 
lich die  Landesvermessung  und  die  Erdmessung,  enthält.  Nach  einem  ge- 
schichtlichen Ueberblick  über  Erdmessungen  gebt  der  Verfasser  zur  Trian- 
gulirung  erster  Ordnung  über,  wobei  die  technischen  Hilfsmittel  eingehend 
besprochen  werden.  Die  Beti'achtung  des  ErJ-Ellipsoides  bedingt  neue 
mathematische  Studien,  so  die  sphärische  Dreiecksberechnung,  die  sphft- 
rischen  Coordioateu,  und  führt  zu  der  sphäroidischen  Geodäsie  mit  Normal* 
schnitten  und  KrUmmungshalbmeseern.  Die  Theorie  der  geodätischen 
Linie  wurde  auf  geometrischem  Wege  erheblich  vereinfacht  nnd  somit  die 
Theorie  dieser  Linie  um  einen  weiteren  für  den  Praktiker  besonders  wich- 
tigea    Beitrag    vermehrt.      Daran    schliessen    sich    weitere    mathematische 


Theorien  aa,  insbesoadere  die  allgemeine  Theorie  der  geodätischen  Drei- 
ecke. Den  Anhang  bilden  eine  Reihe  wichtiger  Uiirjtafeln,  die  fUr  den 
praktischen  Gebrauch  des  Buches  von  ganz  besonderem  Werthe  sind.  Hervor- 
zuheben sind  ebenfalls  die  zahlreichen  Literaturvermerke  und  die  üic- 
weisung  auf  die  Originalabhandlungen  in  speciellen  Fällen.  Ein  solches 
Handbuch  wird  Überall  sich  leicht  Eingang  verschaffen. 

B.  Nebel. 

Gmndrifls  der  Festigkeitslehre.      Zum  Gebrauch   an   Hand  werkerschalen, 
insbesondere    Bangewerk  -     und    Maschinenbauschulen ,    sowie    zum 
Selbstunterricht   bearbeitet   von   E.  Glinzer.     Mit   91    in   den  Text 
gedruckten    Figuren    uud    mehreren    Tafeln,    sowie   mit  zahlreichen 
Uebuugsbeispielen    und    Aufgaben.       Dresden    1890.      Verlag    von 
Gerhard  Kahtmann.     123  S. 
DicAer   Grnndriss    der   Festigkeitslehre    ist    ganz    dem    BedQrfnisa   der 
Schule  für  Banhand  werker  angepasst,  an  welcher  der  Verfasser  den  Unter- 
richt  auf  diesem  Gebiete  seit   einer  Reihe   von  Jahren  erlheilt.     Die  zahl- 
reichen  Beispiele   und  Tabellen  tragen  dazu  bei,  dass  das  Buch  auch  noch 
nach  ÄbsolviruDg  der  Schale  hUufig  zu  Rathe  gezogen  wird. 

B.  Nebel. 

BerichtigungBtafel  zur  Umwandlung  des   mit  der  Lnx'achen   Oaswage 
gefundenen    scheinbaren    in   das  wirkliche   specifische  Gewicht; 
nebst   einem    Uegleitwort.     Von  R.  Mehmkb.     Ludwigshafen  a.  Rh. 
Verlag  von  Friedrich  Lux. 
Da  sich   die   Aichung   der   Lux'schen   Gaswage   auf   15"  Celsius   und 
760  mm   Quecksilberdrack   bezieht,    so    ist    das    bei   i"   Celäius   und   beim 
Quecksilberdruck  gefundene  specifische  Gewicht  du  noch  zu  corrigircn,  um 
das  wirkliche  specifische  Gewicht  ä  zu  erhalten.     Um   nun  der  öfteren  Be- 
rechnung des  specifischen  Gewichts  nach  der  Formel 


a  =  l- 


283 


2Td  +  t  760 

enthoben  zu  werden,  sollte  ein  Hilfsmittel  geschaffen  werden,  um  ebenso 
schnell  und  leicht  das  wiikticho  specifische  Gewicht  zu  finden.  Dass  an 
eine  Berechnung  von  Ililfstabellen  nicht  gedacht  werden  konute,  zeigt 
schon  die  nähere  Betrachtung  der  Formel.  Verfasser  hat  daher  graphische 
Tiibeilen  entworfen  nach  Art  der  Rechenschieber,  wonach  man  auf  der 
einen  Theilung  eine  durch  die  Beobachtungsdaten  gegebene  Strecke  mit  dem 
Zirkel  abgreift  und  dieselbe  nun  in  bestimmter  Weise  in  einer  weiteren 
Theilung  bei  dem  gefundenen  specifischen  Gewicht  abtrügt,  so  dass  der 
andere  Endpunkt  der  Strecke  das  wirkliche  specifische  Gewicht  abzulesen 
gestattet.     Die  Theilung   wurde   mit  der   grössten  Vorsicht  auf  Stein  aus- 
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gefuhrt,  und  sodanQ  durch  ein  Trockendrack -  Verfahren  vervielfRltigt,  nm 
die  sonst  unvermeidlichen  Längenänderungen  zu  umgehen.  Die  Herstellung 
dieser  Berichtiguugstafel  ist  für  den  häufigen  Gebrauch  der  Lux 'sehen 
Gaswage  von  grossem  Vortbeil  und  wird  daher  von  allen  Betheiligten  aufs 
Lebbafte«te  begrllsst  werden.  B.  Nebel. 

Handbuch  flir  Spectroscopiker  im  Cabinet  und  am  Fernrohr.     Praktische 
Winke    für    Anfänger    auf   dem   Gebiete   der   Spectralanalyse.     Von 
N.  von  KoNKOLY.    335  Holzschnitte.    568  Seiten.    Halle  a.  S.  1890. 
Verlag  von  Wilhelm  Knapp.     Preis  18  Mk. 
Ein  merkwürdiges  Buch !  —  Aebnlicb    mag   auch  der  Verfasser  selbst ' 
gedacht  haben ,  da  er  nach  eigener  Aussage  wenig  Muth  hatte ,   das  Werk 
zu  Stande  zu  bringen.     Nach  dem   Vorwort  ist  uBmlibh  das  Buch  für  An« 
Tanger   in   der  Spectralanalyse   oder  Mittelschullehrer   aus  der  Provinz,   die' 
mit   weniger    Mitteln    dotirt    sind,    als    z.   B.    die  Laboratorien    von  Hoch- 
schulen,   bestimmt,   während   der  Inhalt  eine  Reihe  von  Instrumenten  am- 
fasst,    wie   sie,    der  grossen  Kosten  wegen,   nur  auf  den  Sternwarten  oder 
verwandten  Instituten  zu  finden  sind.     Dann  sind  wieder  Dinge  beschrieben, 
die  der  Betreffende   schon   aus   der  Physik    wissen  sollte.     Wirkliche  Fort- 
schritte   sind    manchmal    ganz   übersehen,    wie    z.    B.    die    G  flieh  er 'sehe 
ThermosHule,  die  Verbesserung  der  Leclancht: -Elemente  u.  s.  w. 

Die  Illustrationen  erinnern  nur  zu  oft  an  die  Preisverzeichnisse  von 
Krdss,  Hartmunn  und  Braun,  Schmidt  und  HSnsch  (Linnemann). 
Der  wiederholt  vorkommende  Name  „Mayer  stein"  statt  „Meyerstein" 
dürfte  nicht  unter  die  zahlreichen  Druckfehler  gerechnet  werden.  Abbild- 
ungen, wie  z.  B.  Fig.  83,  S.  127,  Observaterium  mit  Sideroatat,  haben 
in  einem  derartigen  Werke  gar  keinen  Nutzen.  —  Die  Schreibweise  dürfte 
vielfach  kürzer  sein.  —  Für  welche  Sorte  Menschen  der  Verfasser  das  Buch 
sozusagen  auf  den  Leib  geschnitten  hat,  iSsst  sich  bei  Berücksichtigung 
der  deutschen  Schulverhältnisse  nicht  sa^en.  B.  Nebbl. 


Der  Betrieb  und  die  Schaltangen  der  elektrischen  Telegraphen.  Von] 
Zbtxbcrb.  Bearbeitet  unter  Mitwirkung  von  mehreren  Fachmän- 
nern. Zugleich  als  zweite  Hälfte  deb  3.  Bandes  des  Handbuchs  der 
elektrischen  Telegraphie.  Heft  2.  Dritte  Abtheilung:  Die  Ein- 
richtungen und  Schaltungen  für  die  mehrfache  Telegraphie,  bear- 
beitet von  A.  ToBLER  und  E.  Zetzscbe.  Mit  89  in  den  Text  ge- 
druckten Abbildungen.  1575.  Halle  a.  S.  1890.  Verlag  voi 
W.  Knapp. 
Das    vorliegende  Heft    enthält    das    ungemein    reiche  Capitel    der  ver» 

schiedensten  Einrichtungen  nnd  Schaltungen  für  die  mehrfache  Telegraphie. 

Was  bei  der  Besprechung  des  ersten  Heftes  gesagt  wurde,   wird  auch  vobi 

ilem  «freiten  Hefte  im  vollen  Umfiinge  bcstütigt.  B.  NKiiRt.. 
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Lehrbaoh  der  Vermessangikunde.     Von  Anton  Baule,     Mit  244  in  den 

Text  gedruckten  Figuren.    Leipzig  1890.    Verlag  von  B.  G.  Tenbner, 

404  Seiten. 

Dieses    Lehrbnch    der    niederen   Geodäsie    soll    in   knapper   Form   nur 

Dasjenige,   was   ftlr   den   Landmesser ,   Techniker,   Forstmann,   Militär   zur 

Ausfahrung   von  Vermessungen   nothwendig  ist,   bieten.     Zu  diesem  Zweck 

war   es   eine  Hauptaufgabe    des  Verfassers,  aus  dem  reichlich  vorhandenen 

Stoff  geschickt   auszuwählen   und   das  Gewählte   einheitlich   zu  verarbeiten. 

Bei    der    Anordnung    des    Stoffes    hat   sich    der  Verfasser    derjenigen    von 

Bauern feind   angeschlossen.     Geeignete   Zahlenbeispiele   zeigen,    wie   die 

vorgetragenen   Messmethoden  anzuwenden   sind.     Dos  Buch   darf  den  oben 

genannten  Kreisen  bestens  empfohlen  werden.  B,  Nebel. 


üebersichtliche  DarsteUang  der  mathematischen  Theorien  über  die  Dis- 
persion des  Lichtes.     Von  Breuer.    I.  Tbeil.    Normale  Dispersion. 
Mit   einer   Pigurentafel.     Hannover  1890.     55  Seiten.     Preis  1  Mk. 
Verfasser  beabsichtigt  durch  die  Übersichtliche  Darstellung  der  mathe- 
matischen Theorien   über   die  Dispersion   des  Lichtes   einmal  eine  Form  zu 
geben,   in    welcher   man    den  geistigen  Inhalt   der  Originalarbeiten  der  be- 
kanntesten Forscher  den  Lehrbüchern  tlber  theoretische  Physik  einverleiben 
könnte,    sodann  diese  Forschungen,   deren  Studium    in    den  Quellenwerken 
oft  mit  grossen  Schwierigkeiten  verbunden  ist,   einem   weiteren  Kreise   zu- 
gänglich   zu    machen,    damit   dadurch   die   Ideen  Anderer   befruchtet,    und 
somit  neue  Fortschritte  erzielt  werden.     Durch  diese  Arbeit  wird  sich  der 
Verfasser  den  Dank  Vieler  erwerben.  B.  Nebel. 


Zar  Reformation  der  Hasik.     Kurze  Broschüre  zur  weiteren  Bekräftigung 
der  neuen   Ton -Theorie.     Von  Ch.  A.  B.  Hutb.     8  Seiten.    Preis 
30  Pf.     Selbstverlag  des  Verfassers  (Hamburg.    I.    Vorsetzen  15/17) 
und: 
Offener  Brief  an  alle   Mathematiker.    Von  Cii.  A.  B.  Huth.    4  Seiten. 
Preis  25  Pf.  Selbstverlagdes  Verfassers  (Hamburg.  I.  Vorsetzen  15/17). 
Der  von  dem  Verfasser  aufgestellten  neuen  Ton -Theorie  liegt  die  An- 
legung  des   sogenannten   goldenen  Schnitts   als  Maasstab    fttr  die  Tonleiter 
zu   Grunde.      Es   ist  dies  eine   ganz  geniale   Idee,  jedoch   dürfen   wir   auf 
dieselbe   nur   vom   wissenschaftlichen   Standpunkte   unser   Interesse   lenken. 
Erst  wenn  dieselbe,  an  musikalischen  Instrumenten  durchgeführt,  auch  die 
praktische  akustische  Probe  bestanden   hat,    kann   an  eine  allgemeine  Ein- 
führung gedacht  werden.     Im  Interesse  des  Verfassers  liegt  es   demnach, 
die  Praxis  zur  weiteren  Prüfung  der  Theorie  heranzuziehen. 


B.  Nebel. 


BUt.-lit.  Abthlg.  d.  ZciticLr.  f  H>lh.  n.  Phyi.  XXXm,  3. 


Allgemeine  Hechanik  der  Punkte  nnd  starren  Systeme.    Ein  Lehrbnd 
für  Hochschuleu.     Von  E.  Budde.     I.  Baud:  Mechanik  der  Punkte 
und  Punktsysteme.     1890.     418  Seiten.     Preis  10  Mk.  —  11.  Band 
Mechanische  Summen  und  starre  Gebilde.     550  Seiten.     Preis  13  Mk. 
1891.     Berlin,  Verlag  von  Georg  Reimer. 
Verfasser  ist  von  dem  gewöhnlichen  Brauche,  die  Mechanik  darzustellen, 
abgewichen,    indem    er  die  Eintbeilung   nicht   nach  Principien  durchführte, 
sondern   nach   den  zu  behandelnden  Objecten.     Dadurch  ist  es  ihm  ermög- 
licht, vom  Leichteren  zum  Schwereren  aufzusteigen,  was  für  den  Lernenden 
von  ganz  besonderem  Werthe  ist.     Dabei  ordnen  sich  die  betreffenden  Sätze 
wie  von  selbst  ein,  so  dass  deren  Anwendung  bei  entsprechenden  Problemen 
dadurch  wesentlich  Vorschub  geleistet  ist.     Der  Verfasser  hat  es  somit  ver- 
standen, dem  Stndirenden  den  Weg  zwischen  Theorie  und  Praxis  zu  ebnen, 
was   leider  so   selten   zutrifft.   —   Den  Ausgang  bildet  die  Bewegung  eines 
einzelnen  Punktes,    ihr  folgen  diejenigen  von  zwei  und  mehreren  Punkten. 
Letztere  führen  zn  den  starren  Körpern,  den  deformirbaren  Linien,  Flüchen 
und   Körpern.     Beispiele   sind    nur   in    bescheidener  Menge   eingestreut,    so 
dass  die  vorhandenen  Aufgabensammlnngen  keineswegs  überflüssig  erscheinen. 
—  Durch   die   klare  Darstellung  wird  das  Buch  sich  sicherlich  eine  grosse 
Zahl  von  Freunden  erwerben.  B.  Nebel. 


4 


4 


A  Treatise  on  analytical  statics  with  namerous  examples.  On  Routh. 
Volume  1.  Cambridge,  at  Ihe  University  Press  1891.  407  Seiten. 
Das  vorliegende  Werk  ist  den  Vorlesungen  des  Verfassers  entsprungen, 
die  theilweise  hier  noch  Ergänzungen  erfahren  haben,  um  die  Darstel- 
lungsweise nicht  allzusehr  kürzen  zu  müssen,  sind  nun  einzelne  Abschnitte 
zurückgestellt,  die  in  einem  zweiten  Bande  vereinigt  werden  sollen.  Ver- 
fasser legt  grossen  Werth  darauf,  dass  der  Studirende  das  Vorgetragene 
sofort  an  zahlreichen  Beispielen  einübe,  weshalb  er  dieselben,  durch  klei- 
neren Druck  kenntlich  gemacht,  sofort  einstreute.  Einzelne  der  Aufgaben 
haben  den  Heransgeber  zum  Verfasser,  weitaus  die  meisten  aber  sind 
PrUfungsaufgaben,  wie  sie  an  der  Universität  Cambridge  gestellt  worden 
sind.  —  Die  ganze  Anordnung  ist  sehr  sauber  und  tibersichtlich  durch- 
geführt, so  dass  die  Orientirung  sehr  erleichtert  wird.  B.  Nebel. 


Haxima,  Minima  nnd  Oeconomie.  Inaugural- Dissertation,  vorgelegt  der 
philosophischen  Facultfit  der  Universität  Göttingen.  Von  Pbtzoldt. 
Sonderabdruck  aus  der  Vierteljahrsschrift  für  wissenschaftliche 
Philosophie.  Altenburg  1891.  In  Commission  der  Schnuphase- 
schen  Hofbuchhandlung  (Max  Lippold).  78  Seiten. 
Der  Inhalt,  welcher  rein  philosophischer  Natur  ist,  wird  in  fünf  Theile 

gegliedert:    mech>  limumprincipien,   Oeconomieprincipien  der  £nt- 


Becenaionen. 


99 


Wickelung,  der  StabilitStsbegriff  auf  rein  geistigem  Gebiet  im  Allgemeinen 
und  der  Stabilitätsbegriff  fUr  Ethik  und  Aestbetik.  Der  Verfasser  spricht 
das  Resultat  seiner  Untersuchungen  in  dem  Schlusssatz  aas:  .Nicht  Ma- 
xima,  Minima  und  Oeconomie,  sondern  Eindeutigkeit  und  Stabilität  heben 
die  Seiten  der  Wirklichkeit  hervor,  die  für  uns  im  Vordergründe  des  In- 
teresses stehen  mtlssen."  B.  Nebel. 

Die  Photographie  im  Dienste  des  Ingenieurs.  Ein  Lehrbuch  der  Photo- 
grammetrie.  Von  Fr.  Steiner.  1.  Lieferung  mit  25  Textfigaren  und 
zwei  Tafeln,  Wien  1891.  R.  Lechner's  Buchhandlung  (Wilhelm 
Müller).  56  Seiten. 
Verfasser  wird  sich  durch  Herausgabe  dieses  Lehrbuchs  der  Photo- 
grnmmetrie  allerseits  viele  Freunde  erwerben.  Bisher  fehlte  es  den  Ama- 
teuren an  einfachen  Methoden ,  um  die  photographischen  Aufnahmen  karto- 
graphisch verwenden  zu  können;  dabei  sei  insbesondere  der  Officiere  ge- 
dacht, die  durch  Aufnahme  unzugäuglicher  Festungswerke  in  den  Stand J 
gesetzt  werden,  sich  hierüber  zu  orientiren.  Welchen  Nutzen  das  Buch 
dem  GeodUten  und  Ingenieur,  namentlich  bei  Reiseaufnahmen,  bietet,  dar- 
auf hinzuweisen  dürfte  überflüssig  sein.  — •  Die  erste  der  drei  Lieferungen, 
welche  nunmehr  vorliegt,  umfasst  die  grundlegenden  Principien  und  allge- 
meinen geometrischen  Verfahrungsweisen  der  Photogrammetrie.  Die  zweite 
soll  das  photographische  Objectiv  und  die  Photogrammeter  behaudeln, 
während  die  dritte,  den  Schlnss  bildende  Lieferung  die  praktischen  Durch- 
führungsarbeiten und  eine  geschichtliche  üebersicht  über  dieses  Grenzgebiet 
der  Photographie,  darstellenden  Geometrie  und  GeodSsie  enthalten  wird.  — 
Von  grossem  Werthe  wird  es  sein,  wenn  die  beiden  noch  ausstehenden 
Lieferungen  möglichst  rasch  erscheinen.  B.  Nebel. 


ITeber    das    Galilei'sche    Princip,     Von    Lf.ohbabd    Weber.     Kiel    1891. 

Verlag    der    Haeseler'schen    Buchhandlung   (Eckardt  &    Breymann), 

40  Seiten. 
Verfasser  sucht  die  Newton'sche  Fassung  des  zuerst  von  Galilei 
ausgesprochenen  Triigheitsprincips  durch  eine  neue  Formulirung  einwands- 
frei  zu  machen.  Zu  diesem  Zweck  werden  in  dem  ersten  Abschnitt  die- 
jenigen BeobachtuDgaelcmente  und  Denkoperatiouen,  welche  der  Aufstellung 
des  Trägheiteprincips  zu  Grunde  liegen,  der  Analyse  unterworfen,  wührend 
der  zweite  Abschnitt   lediglich  der  Formulirung  des  Princips  gewidmet  ist. 

B,  Nebel. 

Die  Hydraalik  auf  neuen  Grundlagen.     Von  Schrffler.    Leipzig  1891. 
Verlag  von  Friedrich  Förster.     225  Seiten. 
Nach    einem    kleineren    Capitel    über    GleitungswiderstSnde    folgt    das 
weitaus  grösste  über  die  hydraulischen  Grundgesetze,  daran  schliessen  sio* 
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die  Capitel  Ober  dos  Princip  des  kleinsten  Widerstandes  nnd  Aber  das 
Princip  des  grössten  Effectes  an.  Das  Schlusscapitel  enthült  die  Anwend- 
ungen auf  die  Hydraulik.  Statt  der  Hypothese  der  Bewegung  in  parallelen 
Schichten  legt  der  Verfasser  seiner  neuen  Theorie  das  Fliessen  in  Strom- 
fSden  zu  Grunde  und  kommt  natürlich  zum  Theil  zu  ganz  anderen  Resul- 
taten, die  er  in  einem  Rückblick  am  Schluss  des  Buches  den  bisherigen 
gegenüberstellt.  B.  Nebeu 


ITeber  die  partielle  Differentialgleiohnng  Ju-{-]^u  =  0  und  deren  Aaf- 
treten  in  der  mathematischen  Physik.  Von  Fr.  Pockf.ls.  Mit 
einem  Vorwort  von  F.  Kleiu.  Leipzig,  B.  G.  Teubner  1891.  339  S. 
8Mk. 
Die  bisherigen  Untersuchungen  im  Gebiete  der  mathematischen  Physik 
rechtfertigen  die  Aufstellung  des  Postulats,  dass  es  gelingen  müsse,  alle 
Resultate  der  Physik  als  Folgerungen  von  lillgemeineu  Sätze»  der  Analysis, 
denen  noch  die  physikalischen  Bedinguugsgleichungen  beizufügen  siad,  dar- 
zustellen. So  lassen  sieb  zwei  Classen  mechanischer  Probleme,  die  mit  dem 
Jacobi 'sehen  Rolationsproblem  und  dem  Problem  der  Bewegung  eines  festen 
Körpers  in  einer  Flüssigkeit  zusammenhängen  und  in  den  Anwendungen 
der  elliptischen  bezw.  hyperelliptiscben  Functionen  auf  die  Mechanik  auf- 
treten ,  je  auf  dasselbe  System  von  Differentialgleichungen  zurückführen. 
Wie  Herr  Caspary  gezeigt  hat  (vergl,  Comptes  rendus  1S91),  lassen 
sich  diese  Probleme  vollständig  Itiseu  durch  die  „Elemente  eines  Orlfao- 
gonalsystems",  ausgedrückt  mit  Hülfe  der  Jacobi 'sehen  Theta-  oder  den 
Weierstrass'achen  Sigmafunctionen,  wenn  man  noch  die  willkürlichen 
Argumente  und  eine  willkürlich  gebliebene  Function  vermittelst  der  durch 
das  vorgelegte  Problem  gegebenen  Constanten  bestimmt.  (Vergl.  auch  Bulletin 
d.  8.  M.  t.  1.3.) 

Bei  einer  anderen  ausgedehnten  Classe  mechanischer  Probleme  ist  man 
noch  nicht  zu  einem  so  einfachen  Resultat  gelaugt,  dazu  gehören  die 
Probleme  der  schwingenden  Saite,  der  transversalen  Schwingungen  einer 
gespannten  Membran,  der  freien  Schwingungen  dünner  Luftschichten,  der 
Schwingungen  elastischer  fester  Körper,  der  transversalen  Schwingungen 
elastischer  Platten,  der  WUrmeleitung  in  isotropen  und  crystallinischeu 
Körpern  und  verwandte.  Die  Probleme  dieser  Classe  verlangen  die  Lösnng 
der  Differentialgleichung 

wo  Je  reell  und  imagin&r  sein  kann  und  f  eine  beliebige  Function  der 
nnabhüngigen  Variablen  bezeichnet.  Die  mathematischen  Untersnohungen, 
welche  über  diese  Differentialgleichung  vorliegen,  lassen  noch  viele  wich- 
tige Fragen   offen,   einmal   wegen  der  Schwierigkeit  des  Gegenstandes  und 
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noch  fast  voUaUindig  das  IntereHse  der  mathematischen  Physiker  io  An- 
Bpruch  nimmt.  Von  hohem  Werthe  muss  unter  diesen  Umständen  eine 
Arbeit  erscheinen,  die,  ilbnlicb  der  Bach  ar  ach 'sehen  im  Gebiete  der  Po- 
tential theorie,  eine  einheitliche  Darstellung  der  auf  die  genannte  Differen- 
tialgleiohuDg  bezüglichen  Untersuchungen  liefert,  eine  Darstcllnng,  welche 
die  bestehenden  LUcken  und  die  noch  zu  überwindenden  Schwierigkeiten 
klar  zu  Tage  treten  l&sst.  Bei  dem  gegenwärtigen  Stande  dieser  Unter- 
enchungen  empfiehlt  es  sich,  die  physikalische  Erfahrung  als  leitenden  Ge- 
sicbUpunkt  aufzustellen,  denn  die  mathemalischen  Beweise  für  die  Sätze, 
welche  Über  die  Lösungen  der  genannten  Differentialgleichung  aufgestellt 
worden  sind,  müssen  in  den  meisten  FSllen  noch  erbracht  werden. 

Wir  geben  eine  kurze  Uebersicht  des  mit  grossem  Fleiss  und  Geschick 
gesammelten  Materials,  welches  eine  Reibe  noch  wenig  bekannter,  voa 
Herrn  Klein  herrührender  Untersuchungen,  sowie  an  einzelnen  Stellen 
eigene  Entwickelungen  des  Verfassers  bringt. 

Auf  ein  einleitendes  Capitol  über  das  Vorkommen  der  Differential- 
gleichung, wobei  auf  die  bezüglichen  Arbeiten  von  Sturm,  Liouville, 
P.  du  Bois-Reymond  und  der  Herren  H.  Ä.  Schwarz,  Biancbi  und 
Picard  eingegangen  wird,  iSsst  der  Verfasser  zunächst  die  Betrachtung 
der  „ausgezeichneten"  Lösungen,  welche  sich  bei  den  wichtigsten  physi- 
kalischen Problemen  darbieten,  folgen.  Man  überzeugt  sich  nämlich  leicht, 
dass  eä  nur  ganz  bestimmte  Werthe  von  k^  giebt,  fUr  die  eine  reguläre 
Lösung  der  Differentialgleichung  auftreten  kann.  Diese  speciellen  Werthe 
von  k*  nennt  der  Verfasser  die  ausgezeichneten  Werthe,  die  ihnen  ent- 
sprechenden Lösungen  u  ausgezeichnete  Lösungen.  Die  Kenntniss  dieser 
ausgezeichneten  Lösungen  ist  für  die  später  folgende  Untersuchung  all- 
gemeiner Integrale  der  Differentialgleichung  erforderlich.  Man  kann  nun 
durch  eine  Art  von  Grenzübergang,  das  schon  J.  und  D.  Bernouilli 
und  Lagrauge  bekannte,  neuerdings  wieder  von  englischen  Physikern  in 
Anwendung  gebrachte  „Rayleigh'sche  Princip",  zu  dem  Existenztheorem 
gelangen,  wie  der  Verfasser  nachweist;  dies  ist  indessen  nicht  als  wirk- 
licher Existenzbeweis  anzusehen,  so  lange  nicht,  wie  der  Verfasser  gleich- 
falls hervorbebt,  die  Zulassung  des  Grenzübergangs  zu  n  =  oo  streng  be- 
wiesen ist.  Dabei  wird  durch  Einführung  von  Normalcoordinaten  nach 
dem  Vorgange  englischer  Physiker  (Routb,  Rayleigh)  ein  Zusammen- 
hang mit  dem  Problem  der  simultanen  Transformation  zweier  quadratischen 
Formen  gewonnen. 

Es  sind  eine  Reihe  lösbarer  Speoialfälle  bekannt,   wo  es  gelungen  ist, 
sämmtliche    ,,Normalfunctionen"    wirklieb    herzustellen.      Es    handelt    sieb 
dabei  ausschliesslich  nm  ausgezeichnete  Lösungen  der  einfachen  Differentii 
gleichung  "     | 


und  solcher  Gleichangen,  welche  durch  Einführung  anderer  oribogomüs 
Coordinaten  aus  derselben  hervorgehen.  So  werden  die  Fälle  de»  Recht 
ecks  und  rechtwinkligen  Parallelepipedons,  wo  die  Normalfanctionen  tri^ 
nometrisch  sind,  die  Fälle  der  Kreis-  und  Kngelfläche,  der  Vollkugel  aod 
Kugelschale,  wo  Bessel'sche  und  Kugelfunctionen  zur  Anwendung  kommen, 
behandelt,  ferner  die  Gebiete  in  der  Ebene  und  auf  der  Kugel,  welche  tob 
ebenen  bezw.  sphärischen  confocalen  Kegelschnitten  begrenzt  werden,  woW 
die  bezüglichen  Arbeiten  von  H.Weber,  Malhieu,  Heine,  Linde- 
mann, BruDB,  Klein,  Callandrean,  Hartenstein,  Baer  Erwlhn- 
ung  finden,  während  Referent  vergebens  nach  den  Namen  Wangerin 
(üeber  die  Reduction  der  Gleichung  ^  F=  0  auf  gewöhnliche  Differential' 
gleichungen)  und  Haentzschel  (Beitrüge  zur  Theorie  der  Functionen  da 
elliptischen  Cylinders)  gesucht  hat  Ausser  den  genannten  Bereichen  werda 
noch  solche  erörtert,  welche  aliquote  Theile  schon  behandelter  sind  (Lam«, 
Rajleigh,  Ronth,  Klein).  Auch  auf  den  von  Herrn  Mathieu  in  An- 
griff genommenen  Fall  eines  von  zwei  excen Irischen  Kreisen  oder  von  iwä 
confocalen  Cassini'schen  Curven  begrenzten  Bereiches  wird  hingewiesen. 
Während  die  Auffindung  sämmtlicber  ausgezeichneten  Lösungen  bisher 
nur  für  eine  Anzahl  von  Specialf^llen  gelungen  ist,  besitzt  man  ein  Ver- 
fahren, dos  gestattet,  fUr  einen  beliebigen  ebenen  Bereich  diejenige  ans- 
gezeichnete  Lösung  der  Differentialgleichung 

zu  finden,  welche  innerhalb  des  Bereiches  nirgends  verschwindet,  d.  L 
dem  kleinsten  ausgezeichneten  Werthe  von  %'  entspricht.  Dieses  von 
Herrn  H,  A.  Schwarz  berrUbrende  Verfahren  liefert  auch  den  eben 
bezeichneten  Werth  von  /f',  sowie  die  entsprechende  Lösung  der  obigen  in 
krummlinige  Coordinaten  transformirten  Differentialgleichung  für  irgend 
welche  Bereiche  auf  krummen  Flächen.  Dagegen  fehlt  immer  noch  der 
Ezistenzbeweis  für  die  höheren  ausgezeicbneteu  Lösungen.  Andererseits 
stösst  die  wirkliche  Herstellung  der  Lösungen  nach  der  Schwarz'schen 
Methode  in  den  meisten  Fällen  auf  untlberwindbare  Hindernisse,  da  sie  die 
Bestimmung  einer  unendlichen  Reihe  von  Functionen  voraussetzt,  die  durch 
complicirte  Doppelintegrale  gegeben  sind.  Hiernach  geht  der  Verfasser 
noch  auf  die  Abhängigkeit  der  ausgezeichneten  Werthe  1^  von  der  Dimen- 
sion und  der  Gestalt  des  Bereiches,  sowie  von  den  Constanten  der  Grenz- 
bedingung  ein.     (Rayleigh,  Foincar6.) 

Ein  dritter  Theil  enthält  allgemeine  Sätze  über  die  Functionen,  welche 
der  partiellen  Differentialgleichung 

genügen,  ohne  Berücksichtigung  be^ond  ^M  Sätze 

verallgemeinern    die    entsprechendo' 


gestellt  worden  sind.  Dabei  stellt  sich  in  dem  Verbalten  im  Uoendlicben 
ein  wesentlicher  unterschied  zwischen  den  Lösnngen  der  genannten  Diffe- 
rentialgleichung und  den  Potentialfunctionen  heraus,  im  Gegensatz  zu  dem 
UbereinstimmeudeD  Verbalten  an  singulSren  Stellen  im  Endlichen.  In  der 
That,  es  werde  untersucht,  wie  sieb  die  betrachteten  Functionen  bezw.  die 
zugehörigen  DiOerentialgleichungcu  bei  der  Inversion  verhalten.  Durch 
eine  Betrachtungsweise,  die  von  Herrn  Darboux  herrührt  und  die  Herr 
Klein  in  seinen  Vorlesungen  (durch  Einführung  polysphürischcr  Coordi- 
naten)  verallgemeinert  hat,  zeigt  sich,  dass  für  die  Potentialfunctionen  das 
unendlich  Weite  keine  wesentlich  ausgezeichnete  Rolle  spielt:  Zerlegt  man 
nämlich  ein  Potential  des  Itaumes  von  n  Dimensionen  unter  Anwendung 
polysphärischer  homogener  Coordinaten  durch  Abtrennung  eines  algebra- 
ischen Factors,  so  bleibt  eine  von  Herrn  Klein  Potentialform  genannte 
Function  zurück,  die  ihren  Charakter  bei  allen  Inversionen  des  ü«  behält. 
Anders  bei  den  Functionen  u;  hier  bewahrt  der  entsprechende  Factor  bei 
einer  Inversion  seinen  Character  nicht,  folglich  ist  der  unendlich  ferne 
Punkt  ein  singulSrer  Punkt  der  zugehörigen  Differentialgleichung.  Dieses 
Ergebniss  ist  von  weittragender  Bedeutung.  In  der  Potentialtheorie  ist 
man  gewOhnt,  dass  Sätze,  die  für  gauz  im  Endlichen  liegende  Bereiche 
hergeleitet  sind,  auch  fUr  Gebiete,  die  sich  in's  Onendliche  erstrecken,  ent- 
weder direct  oder  doch  nach  geringer  Modification  noch  Giltigkeit  behalten ; 
hier  ist  indessen  eine  solche  Uebertragung  nicht  mehr  zu  erwarten. 
Auf  Grund  des  Green 'sehen  Satzes  ergiebt  sich  sodann  (nach  v.  Helm- 
holtz,  Weber,  Mathieu,  Poincare)  eine  Darstellung  von  m  durch  ein 
Rand-  bezw.  Oberflöcheninlegral.  Ein  weiteres  Analogon  zur  Potential- 
theorie ist  das  Analogon  zum  Gauss'schen  Mittelwerth^atze.  Dabei  tritt 
ein  anderer  wesentlicher  Unterschied  der  Fiiuctionen  u  gegenüber  den  Po- 
tentialfunctionen uud  eine  klare  Analogie  zu  den  periodischen  Functionen  zu  Tage. 

Den  Abschlusä  bildet  die  Darlegung  allgemeiner  Integrationsmethoden, 
die  Bestimmung  der  Functionen  u  aus  gegebenen  Randwerthen  und  ver- 
wandten Bedingungen.  War  der  dritte  Theil  von  mehr  mathematischem 
Interesse,  so  tritt  hier  die  physikalische  Erfahrung  bezw.  die  physikalische 
Evidenz  als  Leitprincip  wieder  in  den  Vordergrund,  Nachdem  die  physi- 
kalischen Probleme  aufgezählt  worden  sind,  welche  auf  die  drei  Bandwerth- 
aufgaben  hinführen,  folgt  ein  Excnrs  über  die  entsprechenden  Racdwerth- 
aufgaben  in  der  Potentialtheorie,  wo  zunächst  das  Dirichlet'sche  Princip 
in  seiner  Bedeutung  als  Ezistenzbeweis  beleuchtet  wird.  Sodann  bespricht 
der  Verfasser  die  Methoden,  welche  man  zur  wirklichen  Herstellung  der 
Lösungen  angewendet  hat: 

1.  Die  Methode  der  Green 'sehen  Functionen,  mit  deren  Hilfe  F.  Neu  mann 
und  Herr  F.  Klein  die  Lösung  der  drei  Randwerthaufgaben  gegeben  haben. 
Dabei  treten  eine  erste,  zweite  und  dritte  Green'sche  Function  auf,  dere 
Existenz  vom  physikalischen  Standpunkte  aas  als  sicher  gestellt  gelten  da 


2.  Die  Combinationsmethode  von  Herrn  C.  Nenmann,  welche  im 
Princip  mit  dem  gleichzeitig  von  Herrn  H.  A.  Schwarz  aufgefundenen 
Verfahren  übereinstimmt.  Mittelst  dieser  Methode  kann  man,  wenn  die 
(erste)  Randwerthaufgabe  für  specielle  Bereiche  gelöst  ist,  die  Lösung  anch 
für  solche  Bereiche  herstellen,  die  aus  jenen  so  zusammengesetzt  sind,  daas 
dieselben  tbeilweise  über  einander  greifen. 

3.  Die  Methode  des  arithmetischen  Mittels  von  Herrn  C.  Neumann, 
das  ist  ein  Verfahren,  welches  die  Lösung  der  ersten  Randwerthaufgabe 
direct  für  gewisse  sehr  allgemeine,  ebene  oder  räumliche  Bereiche  liefert. 
Diesem  verwandt  ist  ein  neuerdings  von  Herrn  Poincar6  angegebenes  Ver- 
fahren. Während  aber  Herr  C.  Neumann  die  Randwertbe  einer  anf  be- 
stimmte Weise  gebildeten  Lösung  von  JV=^0  snccessive  corrig^irt,  bis  sie 
in  die  gegebenen  übergehen,  wBhlt  Herr  Poincart  eine  Function,  welche 
bereits  die  vorgeschriebenen  Randwertbe  besitzt,  doch  nicht  der  Differential- 
gleichung JV=  0  genügt,  und  bringt  nun  durch  ein  Approximationsver- 
fahren den  zweiten  Differentialparameter  jener  Function  successive  im  ganzen 
Bereiche  zum  Verschwinden. 

4.  Die  Methode  der  Reihenentwicklungen,  welche  Herr  F.  Klein  znr 
Lösung  der  Randwerthaufgaben  fUr  einen  Bereich  angewendet  hat,  der  von 
sechs  confocalen  Flüchen  zweiten  Grades  oder  noch  allgemeiner  von  sechs 
confocalen  Cycliden  begrenzt  ist. 

Analoge   Methoden    sind    für    die    Theorie  der   partiellen  Differential- ' 
gleichung  ^u  +  Ä«u  =  0 

noch  nicht  aufgestellt  worden,  wenn  man  von  einem  Falle  absieht.  Das  oben 
erörterte  Approximationsverfahren  von  Herrn  H.A.  Schwarz,  welches  zur  Be- 
stimmung des  kleinsten  ausgezeichneten  Werthes  von  k*  und  der  zugehörigen 
Lösung  u  dient,  lässt  sich  nämlich  auch  znr  Bestimmung  von  u  aus  gegebenen 
Randwerthen  anwenden.  Indessen  hat  diese  Methode  nur  für  ebene  Be- 
reiche ond  anch  da  nur  unter  gewissen  Beschränkungen  Giltigkeit.  Ent- 
sprechend der  vorhin  erwähnten  Methode  1.  ans  der  Potentialtheorie  sind 
die  Randwerthaufgaben  für  die  Functionen  u  von  Herrn  F.  Klein  mit 
Hilfe  verallgemeinerter  Green'scher  Functionen  gelöst  worden,  wobei  die 
Existenz  dieser  Functionen  wieder  durch  physikalische  Erwägungen  begrün- 
det wird.  Der  Verfaaser  geht  noch  auf  die  Unbestimmtheit  der  Randwerth- 
aufgaben für  Gebiete  ein,  die  sich  ins  Unendliche  erstrecken,  und  beweist 
femer,  in  Analogie  mit  der  Potentialtheorie,  den  Satz,  wonach  man  das 
Geschwindigkeitspotential  u  beliebiger  Erregungspunkt«,  die  innerhalb  einer 
geschlossenen  Fläche  liegen,  für  den  Aussenraum  durch  das  von  einer  ein- 
fachen oder  Doppel  -  Belegung  jener  Fläche  mit  Erregnngspunkten  aus- 
gehende Qeschwindigkeitspotential  ersetzen  kann,  während  es  dahingestellt 
Moih»,  ob  es  möglich  ist,  einen  Erregungspunkt  bezüglich  seiner  Wirkung 
I  ra  einer  geacblossenm  Fläche  oder  Curve ,  die  ihn  nicht  omschliesst. 
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durch  eine  einfache  oder  Doppelbelegung  jenes  Gebildes  zu  ersetzen.  Ans 
diesem  Grunde  können  auch,  wie  der  Verfasser  nachweisst,  die  SBtze, 
welche  Herr  Mathieu  über  die  Darstellbarkeit  jeder  beliebigen,  innerhalb 
einer  geschlossenen  Flüche  bezw.  Curve  endlichen  und  stetigen  Lösung  von 
/fu  +  k*u  =  0  aufgestellt  hat,  in  ihrer  allgemeinen  Fassung  nicht  richtig 
sein  (vergl.  E.  Mathieu,  Theorie  des  Potentials.  Deutsch  von  H.  Maser. 
Berlin  1890.  Cap.  3,  §  9  —  12  —  sowie  meine  Besprechung  dieses  Werkes 
im  35.  Bande  dieser  Zeitschrift,  Seite  214,  215).  E.  Jahnke. 


Zur  Integration  der  Bifferentialgleichnng    -  =  Po  +  PiV  +  /'i^*  +  PaV'' 
Inaugural- Dissertation  von  R.  Güntschb.     Jena  1891. 

Laguerre  und  Brioachi  haben  zuerst  auf  eine  Classe  von  Diffe- 
rentialgleichungen aufmerksam  gemacht,  die  bei  einer  VerSnderung  der 
abhängigen  und  unabhängigen  Variablen  ihre  Form  bewahren.  Bei  dieser 
Substitution  bleiben  auch  gewisse  Functionen  der  Coefficienten  der  Differential- 
gleichung und  ihrer  Ableitungen  unverändert,  welche  Laguerre  die  In- 
varianten der  Differentialgleichung  genannt  hat.  Die  Bedeutung  dieser 
Invarianten  für  die  Integration  der  zugehörigen  Differentialgleichung  ist 
ausführlich  von  Halphen  dargelegt  worden,  welchem  es  durch  Benutzung 
des  Invariante nbegrtffs  gelang,  eine  Classe  linearer  Differentialgleichungen 
auf  integrable  Formen  zu  reduciren.  Weitere  Classen  von  Differential- 
gleichungen hat  Herr  Appell  in  Bezug  auf  ihre  Invarianten  und  Inte- 
grabilitSt  eingehend  studirt,  wobei  sich  die  schon  früher  von  Herrn  Roger 
Liottville  gewonnenen  Resultate  durch  Specialisirung  ergaben.  DerLiou- 
ville'sche  Specialfall  bildet  auch  den  Gegenstand  der  vorliegenden  Inangural- 
dissertation.   (Vergl.  Darboux ,  Le^ons  sur  la  th6orie  g^niirale  des  surfaces.) 

Zunächst  wird  unter  Benutzung  analoger  Untersuchungen  von  Herrn 
El  Hot  für  den  Fall  constanter  Coefficienten  p,  wo  die  Invarianten  einfache 
charakteristische  Formen  haben,  die  Integralgleichung  in  der  Form 


U  {A,  +  y)'^cB 


aufgestellt,  dabei  bedeutet  B  eine  Function  von  e  und  die  j^i,  ht,  C  Con- 
stanten. Der  Herr  Verfasser  bat  nun  den  gltlcklicben  Gedanken  gehabt, 
auch  die  Af  als  Functionen  von  z  vorauszusetzen  und  das  umgekehrte  Problem 
zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  die  so  deünirte  Function  y 
dann  noch  einer  Differentialgleichung  der  betrachteten  Form  genügt,  In 
dem  besonderen  Falle  .^-, 

überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  zugehörige  Differentialgleichung  v 
einer    gewissen    Annahme    auf  den    Fall    constanter   Coefficienten    rc 
werden  kann.     Wird  die  Integralgleichung  I 
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lJ[AM  +  yr  =  cB{z) 


zu  Grande  gelegt,  so  stellt  der  Herr  Verfasser  wieder  anter  der  nicht  aas> ' 
gesprochenen  Bedingung  i 

bei  gewissen  Annahmen  die  zagehörige  DilTerentialgleicbung  auf,  deren 
Coefßcienten  und  Invarianten  bei  besonderen  Wertben  der  Exponenten  /»,•  in 
besonders  ansprechender  Form  dargestellt  werden.    Als  Bedingungsgleichung 

tritt  (wie  auch  im  allgemeinen  Falle)  ^  ä,-  =  0  auf. 

Wie  der  Herr  Verfasser  die  Güte  hatte,  mir  mitzutheiten,  steht  er  im 
BegritT,  seine  Untersuchungen,  die  sich  auf  den  allgemeinen  Fall  i  =  3,  4 
beziehen,  zu  veröffentlichen.  E.  Jahnkb. 


Grossen  and  Zahlen.     Rede  von  Prof.  Dr.  0.  Stolz.  Leipzig  1891. 

In  neuerer  Zeit  haben  es  sich  die  ersten  Mathematiker  angelegen  sein 
lassen,  eine  neue  nnd  eingehende  PrUfuug  der  Grundbegriffe  der  Mathe- 
matik gegenüber  einer  beinahe  zweihnndertjahrigen  Praxis  vorzunehmen. 
So  haben  die  Herren  Weierstrass,  Dedekind,  G.  Cantor  nene 
Theorien  der  irrationalen  Zahlen  aufgestellt;  zu  einer  anderen  Ansicht  ist 
Herr  Kronecker  gelangt,  welcher  die  irrationalen  und  imagioSren  Zahlen 
aus  der  Analysis  ganz  entfernt  und  in  die  Geometrie  und  Mechanik  ver- 
wiesen wissen  will;  und  auch  sonst  bemerken  wir  in  Abhandlungen  wie  in 
Lehrbüchern  das  Bestreben,  die  Fundamente  der  Mathematik  mit  bisher 
nicht  geübter  Schfirfe  zu  fixiren.  Die  vorliegende,  an  der  üniversitfit 
Innsbruck  bei  Gelelegenheit  der  feierlichen  Kundmachung  der  gelösten  Preis- 
aufgaben gehaltene  Bede  führt  nns  die  Elemente  der  mathematischen  Dar- 
stellung in  vergleichender,  auch  weiteren  Kreisen  verstftndlicher  Betrachtung 
vor.  Es  werden  die  Grössenarten  der  Alten  beleuchtet,  die  Verdienste  von 
Descartes,  Fermat  und  Stifel  um  Einfuhrung  der  negativen  und 
irrationalen  Zahlen  hervorgehoben  und  die  Missverständnisse  und  Wider- 
sprüche kurz  geschildert,  von  denen  die  Geschichte  der  neuen,  von  Leibniz 
nnd  Newton  erfundenen  Wissenschaft  zu  erzählen  weiss.  Dann  folgt 
eine  längere  Betrachtung  der  von  Gauss  complex  genannten  Zahlen. 
Zum  Scbluss  finden  die  von  Hamilton  eingeführten  Quiiternionen  ein- 
gehende Besprechung,  wo  auch  auf  die  vou  Herrn  Frobenius  gegebene 
Darlegung  verwiesen  wird.  Dagegen  vermisst  Referent  einen  Hinweis  aaf 
die  Bedeutung  Grassmann's,  anf  die  Stellung  der  Quaternionen  in  der 
All' '  "'«lehre.     Mathematiker   der   verschiedensten  Nationen    haben   an 

nn'schen   Untersuchungen   angeknüpft  (vergl.  W.  Gibbs,  An 
70.  Amer.  Assoc,  V.  35).     In  neuerer  Zeit  hat  auf  derselben 


I 


Recensionen.     Bibltogrtipbie. 


107 


Grundlage  Herr  Caspar;  eine  allgeineine  Methode  aufgebant,  die  zar  Lösung 
zweier  vielumworbenen  Probleme  geführt  bat  (1.  Caspary,  Construction 
des  achten  Schnittpunktes  dreier  Oberflächen  zweiten  Grades,  die  durch 
sieben  gegebene  Punkte  gehen,  Cielle's  J.  B.  99;  2.  Caspary,  Sur  les  deax 
formea  sous  lesquelles  s'ezpriment,  au  moyen  des  fonctions  th(^ta  de  dem 
argumenta,  les  coordonn^es  de  la  sarface  du  quatriOme  degr6,  dScrite  par 
les  sommeta  des  cönes  du  second  ordre  qui  passent  par  six  points  donnes, 
C.E.juinl891).  E.JAHNK.. 
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94.  Ueber   lineare  Mannigfaltigkeiten  projectirer  EbenenbüBchel  nnd  collineareri 

Bündel  oder  Mume.    Tb.  Reve.    Grelle  CVU,  162.    GVni.  89.    [VergL 
Bd.  XXXVl,  Nr.  82.]  ' 

96.  Ueber  einen  orthogonalen  Reve'scben  Gomplex.    H.  Thieme.    Zeitechr.  Math. 
Phys.  XXXVl,  349. 

96.  Ueber  einige  Gruadgebilde  der  projectiven  Geometrie.    C.  Juel.    Acta  math. 

XIV,  1. 

97.  Zur  Erzeagung  der  ebenen  rationalen  Curven.    W.  Stahl.    Mathem.  Annal. 

XXX Vm,  661. 

98.  Ueber  projective  involutarische  Gebilde.    W.  Stahl.     Grelle  UVII,  179. 

99.  Theorie  der  trilinearen  Verwandtechalt  ebener  Systeme.    G.  üauok.    Grelle 

GVIIl.  26. 

100.  Ueber  eine  begondere  Transformation  algebraischer  Curven  und  damit  in  Ver- 

bindung   itehende    Sätze    Jacob    Steiner's.      B.    Sporer.      Zeitscbr. 
Math.  Phys.  XXXVI,  339. 

101.  Ueber  die  involutoriscben  Gebilde,  welche  eine  ebene  Gremona- Transforma- 

tion,   speciell    die    rjundratiscbe,    enthalten    kann.     E.    Doehlemann. 
Zeitachv.  Math  Phys.  XXXVI,  356. 

102.  Sur  la  r^vieion  de  la  theorie  des  caractäriatiquea  de  M.  Study.  H.  G.  Zeuthen. 

Mathem.  Annal.  XXXVII,  461. 

103.  Etüde   tntrinaeque    dca   coniquea   et  dea   casainoidea.     E.  Ceaaro.    Matbeeia 

Ser.  2,  1,  51. 

104.  Lieu  du  point  de  coutact  de  deax  a^riea  de  circoof^rcnces.    D^prez,  DaBo- 

z6ky,  Decamps.     Mathesie  Ser.  2,  I,  120.  —  Jt'fabek  ibid.  122. 
10&.  Ueber    emo   einfache   plauure   Daratelluiigsweiae    der   Qeatalten    der    ebenen 
Curven  dritter  Ordnung.    M.  Disteli.    Zeitechr.  Math.  Phya.  XXXVI,  138. 

106.  Einige  Hauptsiltze  aus  der  Lehre  von  den  Curven  dritter  Ordnung.     E.  Kötter. 

Mathem.  Annal.  XXXVUI,  287. 

107.  Ueber    die    Schröter'ache  Conatruction    der  ebenen   Curven    dritter  Ordnung. 

A,  Hurwitz.    Grelle  CVU,  141. 

108.  Ueber    absolute   Elementenayateme   auf  ebenen   Univeraalcurven    vierter   und 

dritter  Ordnung,     W.  Binder,    Zeitschr.  Math.  Phya.  XXXVI,  78. 

109.  Ueber    die    Berührungakegelachnitte    und   Doppeltangenteu    der  allgemeinen 

Curven  vierter  Ordnung.    Guat.  Kohn.    Grelle  CVII,  1. 

110.  Snr  les  courbea  du  quatrieme  ordre  qui  ont  trois  pointa  doublea  d'inüezion 

et  en  particulier  aur  la  Ereuzcurve  £,  o.  _  =  i,     Balitran d.     Matheais 
Ser.  2,  I,  241.  **      y' 

111.  Ueber  die  bicircularco  Curven  Tierter  Ordnung.    0.  Richter.    Zeitachr.  Math, 

Phya.  XXXVI,  191. 

112.  Die  Hesse'ache  Configuration  (124,  IGj)-    H.  Schroeter.     Grelle  CVIII,  209. 

Vergl.  Abaolute  Geometrie.  Abzählende  Geometrie.  Formen  85,  Geachichte 
der  Mathematik  121.  Kegelschnitte,  Krümmung.  Mechanik  188.  Optik  807. 
Singularitäten.     Topologie. 

Oeichiehte  der  Mathematik. 

113.  Programme  du  cours  de  rhiatoire  des  math^matiques  ä  runiveraitä  de  Moskwa. 

V.  V.  Bobynin.     Bibliotb.  math.  1891,  79. 

114.  Od  the  teaching  of  the  history  of  mathematics  in  the  University  of  Texas. 

G.  B.  Halsted.    Biblioth.  math.  1891,  63. 
116.  Hiatorical  sketcb  of  tbe  study  of  mathematics  in  the  United  States.    F.  CajorL 

Biblioth    roaÜi.  1891,  74. 
116,  Bibliographie    de    Tbistoire    dea    scieuces    math^matiquea    auz    Paya-Biw. 

D.  Bierena  De  Haan.     Biblioth    matli.  1891,  13. 

BU(.-Ut.  Abtblg.  J.  Zoitichr.  (.  tUOt.  a.  Vhj».  XXXYU,  X  9 
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117. 

118. 

119. 

120. 

121. 

133. 

123. 

134. 

135. 

136. 

137. 
138. 

139 

130. 

ISl. 

1.13. 
13.1. 

181. 

13&. 

1S6. 

137. 
138. 
139. 

140.  Si 


141. 
143. 


Ueber   die   mathematiechcn    Handechriften    der   amplouianischen  Sammlung. 

M.  Steinschneider.    Biblioth.  math.  1891,  41,  65,    [Vergl.  Bd.  XXXVl, 

Nr.  100) 
Miecellen  zur  Geschichte  der  Mathematik.    M.  Steinschneider.     Biblioth. 

math.  1891,  113. 
Commentar   zu    dem   Tractatus   de  numeris  datia  des  .lordnnus  Nemororiu«, 

Max  Curtze.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  hist.-iit,  Abth.  1,41,81,  181. 
Notizia    sUirica    salle    applicaziüni    della    spirale    logarilmica.    A.  Favaro. 

Biblioth.  math.  1891,  23. 
Newton's    Classification    of   cubic    curves.     W.  W,  Ronie    Ball.     Biblioth. 

math.  1891,  35. 
SuT  une  classe  de  grandeurs  iufinimeDt  petites  consid^rt.^  par  Newton.    H.  Vi  - 

vanti.     Biblioth.  math.  1891,  97. 
Oodefroid  Wendelin    nn   astroiiome   beige   da   XVli*  aiecle.    L.  Le  Paige. 

Mathesis  Ser.  3,  1,  SupplfSment  LI. 
Note  hjstoririue  sar   Icb  sjmbolea  qai  serreot  ä  däsigper  des  fooctions  quel- 

Cüiiques  de  variables  donn^ei.     O.  Eneström.     Biblioth.  math.  1891,  89. 
Rsaiire   di    uloune    ricerche    coucernenti  l'ceisteaza  di  radici  uellc   eqiiazioni 

algebriche.    Qino  Loria     Biblioth.  math    1891,  99 
Deber  die  Zeit  aud  die  Art  der  Entstehung  der  Jacobi'scbca  Thetaformelu 

L    Kronecker.    Crelle  CVUI,  325. 
Gumersiodo  Vicuüa  (1840  — 1890).    G   EnestrOm.    Biblioth.  roath.  1891 ,  83. 
Cenni  iotorno  a  la  vitae  le  opere  di  Feiice  Casorati  (17.  XU.  1835  —  11.  IX.  1890). 

Gino  Loria.    Biblioth    math.  l'?91,  1. 
John  Casey  t  3  1.1891.    P.  Mansion  et  J.  Neubcrg      Mathesis  Ser. 2,  1,13. 
Sophie  von  Kowalevsky  (16.  1.  1851-10.   II.  1891).    L.  Kronecker     Crelle 

CVUI    88. 
Edouiird  Lucas  (1843—1891). 

1,  217. 

Oleiehnngen. 

Ueber  eine  Stelle  in  Jacobi's  Aufsatz  „Übgervationculiie  ad  theoriam  aequa- 

tionum  pertinentes".    L.  Kronecker.    Crelle  CVII,  319. 
Praktische  Methode  zur  Berechnung  der  reellen  Wurzeln  reeller  algebraischer 

oder   transcendenter   numerischer   Gleichuntten    mit   einer  Unbekannten. 

U.  Mebmke.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXX Vi,  158. 
Eine    Methode    zur    numerischen    AuBüsung   einer   algebraischen   Gleichung, 

Th.  Lohnstein.     Zeitschr  Math  Phys  XXXVI,  88:». 
Ueber  den  Casus  irreducibilis  bei  der  Gleichung  dritten  Grades.    0.  Holder. 

Malhem.  Aunal.  XXXVUl,  307. 
Problfeme   des   h^ritages.    E.   Gelin     Mathesis   Ser.  2,    I,    111.  —  Mister' 

ibid.  136.   -    Finck  ibid.  187. 
Probleme  du  puits     E    Gelin.    Mathesis  Ser.  2,  1,  llt.  — 
Thöorime  de  Choquet     Matrot.     Mathesis  Ser.  2,  I,  218. 
Snr  itnc  identit<S,  qui  n'cst  vraie  qii'en  supposant  une  certaine  relation,     De- 

prez.    Mathesis  Ser.  2,  1,  268. 

*-+i  +  l  =  0  on  a  fcgalement  .S'  °'~^''  .  S  -i±i_  -  J     S  o«.      Mdlle. 
a     0     c  b  +  c  o'— CO     abc 

de  Haas  etc.    Mathesis  Ser.  3,  I,  150. 
Equation  du  degrd  m  uo  poovant  avoir  que  2  racines  reelles     Ä.  Laisnnt 

M.ithesis  Ser   2,  1,  98. 
R^soudre  nn  systime  de  3  ^qnations  da  troisi^me  degrd.     Mandnrt,  Em- 
merich Uöprez,  Cristesco,  Hrocard.     Mathesis  Ser.  2,  I,  210. 
Vergl.  Determinanten.    Geschichte  der  Mathematik  119.  126. 
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P.  Hansion  et  J.  Neuberg.    Mathesis  Ser.  3, 


Hyperbel.  

l43.  Thöorime  Bur  l'hyperbole  ^quilatere  et  le  quadrilat&re  forma  par  les  tangen- 

tes    auz    pomts    d'incidencc    des    normales    issues    d'uu    ininiB    point. 

Lieuard.     M»»''«»;»  Ser.  2,  I.  206. 
llk  Sar  deux  hyp  circonscrite,  l'antre  conjuga^e  k  uo  triangle  donn^. 

Kluyve  1er.  2,  I,  100. 


AbhandluDgaregister. 


IIS 


Hjrperelliptitohe  TmuMcendentsn. 
14&.  UnterauchnDj^en    aus    dem    Gebiete    der    hvperelliptiGchen    Modiilfunctionen, 
H.  Burkhardt.    Mathem.  Annal.  XXXVUI,  lOJ.     (Vergl.  Bd.  XXXVl. 
Nr.   123.] 


I. 

Imaginlrai. 

146.  Ueber  die  Anwendung  der  Methode  der  laiaginären  auf  Problemo  des  Gleich- 
gewichts und  der  Bewegung  in  einer  Ebene.  A.  Gleichen.  Zeitaohr. 
Math,  l'hyt.  XXXVJ,  243. 

Interpolation. 

147.  Ob  ihe  reduction  of  the  reiults  of  experiments.  Sydn.  Lupton.  Phil.  Mag. 
Ser.  6,  XXX!,  418. 

InTariantenttaeorie. 

148.  Eine  besondere  Art  von  Covarianten  bildender  Operation.    Ed.  Wilthei««. 

Mathem.  Annal.  XXXVII,  228.    [Vcrgl.  Bd.  XXXVI,  Nr    126] 

149.  Deber  InTariantentbcorie.     L.  Maurer,     Grelle  CVII,  89. 

150.  Zur  Invariantentheorie  der  Liiiicngeometric.    E.  Waoisch.     Mathem.  Annal. 

XXXVU,  41. 

151.  Sur  lee  opi-rationg  dans  la  tb^orie  des  formes  alg^briqnes.    Capelli.    Mathem. 

Annal.  XXXVII,  1. 
15S.  Ueber  Invariantensysteme,  welche  zur  Chararaktorisirung  der  verBcbiedenen 
Claesen  bilinearer  Formen  dienen.     H.  liosenow.    Grelle  GVIll,  1. 
Vergl.  Differeutialgleichangen  46.  47.    Formen. 


Kegelichnitte. 
163.  Propri^täs  des  coniques.    S'oUertinsky.     Matheiis  Ser.  S,  I,  177. 
104.  Sur   le   rapport  anhannoniqac  de  4  pointa  d'nne  coniqne.    Li^nard.    Ma- 
thesi»  Ser.  2,  I,  08. 

155.  Dcux  points  aatisfaisants  ä  une  trunsformation  birationelle  reversible.    J.  Neii- 

berg.    Matbesis  Ser.  2,  I,  275. 

156.  8nr  les  foyers  des  coniques.    P.  U.  Schonte.     Matbesis  Ser.  S,  I,  129. 

157.  Ueber   den   Durchschnitt   einer  Geraden    und    einer   Gurve  eweiter  Ordnung, 

q.  Schlömilch.     ZeiUchr.  Math.  Phys.  XXXVl,  190. 

158.  Propridtö  de  la  corde  d'une  conique  qui  est  vue  de  deux  points  de  la  mäme 

coniqne  sons  des  augles  droits.     Klnyvor.     Matbesis  Ser.  2,  I.  17t. 
169.  Ort   der    KegeUchnittssehnen,    die    von    emem   gegebenen  Pankte  aus   unter 

rechtem  Winkel  erscheinen.  0.  Richter.  Zeitsehr.  Math.  Phys  XXXVl,  49. 
160.  Propri^t^s   du  cercle  tangent  iL  une  conique,   dont  le  rayon   soit  Jouble  du 

rayon  de  courbare  en  ce  point.  Ddprez  et  Donys.  Matbesis  Ser.2, 1, 4S. — 

Lalisse  ibid.  43: 
ICJ,  Coniques  tangentes  ii  une  circonfereuce  doun^e  qu'elles  coupent  dans  deoz 

autres  points  donnes  egalement.    J.  Neuberg.    Matbesis  Ser.2,  I,  !67. 
1C2.  Conique  oacnlatrice  ä  un  cercle  dounä.    Gl.  Servals.    Matbesis  Ser.  2,  I,  96.  — 

A.  Demoulin  ibid.  97. 
168.  Coniques   tangentcs   ^  une  circonfdrenee  et  osculatrioes  A,  nne  autre  en  an 

point  donnä.     D^prez,    Matbesis  Ser.  2,  I,  144. 
IG4.  Conique  osoulatrice  ä  deux  circouf^rences.    Anderson.    Matbesis  Ser.  2, 1,41, 
VergL  Ellipse.    Geometrie  (höhere)  109.     Hyperbel.    Krc-is.    Normalen.    Pa- 
rabel. 

K»tt«nbräoli». 
Vergl.  Formen  86. 

Krsi*. 
1(15.  Circonference  piissant  par  six  points.     J.  Nenberg.    Mnthcsis  Ser.2,  I,  164. 
166.  Par  deux  points  donu6s  A,  Ji  l'aire  pavser  nne  circonference  rc  qui  loit  vne 

d'un  point  donn^  <S'  sons  nn  angle  donnö  et,    Sollertiniky.    Malhesis 

Ser.  3,  l,  158. 

167  Bar   un    rcctangle   insrrit  dans   une  circonfdrence.     Cristeaco,    Mandnrt, 

Donruz      Matbesi«  .Sor.  2,  I,  203. 

168  Six   cercles  se   coupiint  mutuellement.     Emmerich.     Mathen«  ä«x.1.Ax^^'^ 
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169.  Einige  Sätze  fiber  die  räumliche  Collineatioii   ond  Affinität,  welche  «ich  aof 

die    Krümmung    von    Curven    und    Flächen    bezichen.      R.    Mehmke. 
ZeitBchr.  Math.  Phy».  XXXVI,  56. 

170.  Ueber  zyrei  die  Krümmung  von  Curven  und  das  Gauss'sche  KrürainDng'smafM 

von   Flüchen    betreS'ende    charakteriBtische    Eigenschaften    der    linearen 
Punkt -Transformationen.  R.  Mehmke.  Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  806. 

171.  Hesure   de    la   courbure   des   aurfaces  suivaot  l'id^e  commune;   ses  rapport« 

avec   les   uesures  de  courbure  gauasienne  et  moyenne.    F.   Casorati. 

Acta  math    XIV,  95. 
178.  Snr  les  cercles  osculateurs  et  lea  sphärea  oscutatricea.     V.  Jamet.    Matheaia 

8er.  2,  I,  168. 
178.  Note  sur  le  rayon  de  courbnre     C.  Wasteels.    Mathesis  Ser.  8,  I,  268. 
174.  Zur  Krümmungstheorie  der  Curvenschaaren,     R.   v.  Lilienthal.    Matbem 

Ännal.  XXXVllI,  429. 

176.  üeber  die  Krümmungsmittelpunkte  der  Bahncnrven  in  ebenen  ähnlich -vcr- 

änderlicheo  Systemen.     R.  Müller.     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI.  129. 
176   Ueber    die    Krümmung    der    Bahnevoluten    bei    starren    ebenen    Systemen. 
R.  Müller.    ZoiUchr.  Math.  Phys.  XXXVI.  193. 

177.  Construction  der  Krümmungsmittelpunkte  der  Hüllbahnevoluten   bei   starren 

ebenen  Syatemen.    R.  Müller.    ZeiUcbr.  Math.  Phys.  XXXVI,  257 

178.  Sar  la  courbure  de  la  podaire  et  de  1a  polaire  r*!ciproque  d'une  courbe  donn^, 

Cl.  Servais.    Matheais  Ser.  2,  I,  84.  —  M.  d'Ocagne  ibid.  110. 

Kngelfanotionsn, 

179.  Zor  Theorie  der  Kugelfunctionen.    J.  Frischauf.    Grelle  CVII,  87. 

180.  8or  lea  polynömes  de  Legendre.    Ch.  Hermite.    Crelle  CVII,  80. 

181.  Sur    quelques   formales   relatives   aox   fonctions   sph^riques.      F.    CasparT. 

Crelle  CVII,  137. 
188.  Znr   Aufstellung    arithmetischer    Identitäten.     G.  Vivanti.    Zeitschr.  Math. 
Phys.  XXXVl,  1. 
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Hagnetinnas. 

188.  The  solutifin   of  a  geometrical  problem   in  magnetism,     T.  H.  Dlakeslev 
Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXXI.  281. 

Kaxiaa  und  Minima. 

184.  Minimum  de  la  bisaectrice  d'un  des  auglcs  aigus  d'un  triangle  rectangle  dont ' 
la  hauteur  relative  i^  l'hypot^uuBe  est  doun^e,    Decampsetc.    Mathesis 
Ser.  2,  1,  26.  —    Vladimirescu  ibid.  27. 

Keohanik. 
186.  Sar  uiie  propriiH^   du  ayateme  d'equationa  diff^rentielles  qui  defiuit  la  rota- 
tiOD   d'un    Corps   soUde   autour   d'un  point  ii.\e.    Soph.  KowaleTski, 
Acta  math.  XIV,  81.     (Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  230.1 

186.  Deber  die   DitTereotialgleicbuDgeD  der  Dynamik   und  den  Begriff  der  analy- 

tischen Aequiv.tleaz  dynamischer  Probleme.     8t&ckel.     Crelle  XVII,  319. 

187.  Ueber  die  Euler'scben  Bcwegungsgleichungen  und  über  eine  neue  particul&re 

Losung   des  Problems    der  Bewegung   eines   starren  Körpers  nm   einen 
feiten  Punkt.    W.  Hess.    Matbem.  Ännal.  XXXVU,  153. 
186.  Ueber   die   Gestaltung   der   Koppelcurven   für   besondere   Fälle   des   Kurbel- 

getriebea.    R.  Müller.    ZeiUchr.  Math.  Phys.  XXXVI,   11,  65.    [VergL 
Id.  XXXV,  Nr.  107.] 
tS9.  Beitrag  zur  kinematischen  Theorie  der  Oclenkmechaniimcn.    Job.  Kleiber. 

Zeitschr   Math.  Phys.  XXXVl.  296,  328. 
190.  Die  Bestimmung  der  Kreispunktcurven  eines  ebenen  Gelenk  viereeitä.  C.  Roden - 

berg.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  267. 
191.  Die  Wendepole  der  absoluten  und  der  relativen  Bewegung.    F.  Witten- 
baner.    Zeitschr.  Math.  Phvs.  XXXVl,  231.    fVergl.  Bd.  XXXIV,  Nr.  167.J 
in.  Sut  Im  bgncs  de  forte.    C.  E.  Wasteels     Mathesis  Ser.  2,  I,  253. 
in.  6«  ks  iiinwini<i  d^iMrtJe.    }.  N'  Mathesis  »er.  2,  I,  226. 

\m^Ut^6fäiaL   KUUhoil'  Magnetismus.    Üptik.    Poten- 
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Mehrdlmanilonal«  Oaometrie. 
19i.  Beiträge  Eor  Analysia  Bilus.    Mannigfaltigkeiten  von  nDimensionen.    W.  Dyck. 

Mathem.  Anual.  XXXVII.  27S. 
195.  ClasBiGcatiou  der  algebraiäcben  Strahlensysteme.    B.Schumacher.   Mathem. 
Annal.  XXXVlf,  100. 

Mittalgrbtsen. 
196    lieber    den    Vergleich    des    arithmetiecben    und   des   geometrischen    Mittels. 
A.  Hurwitz.    Crulle  CVIII,  2G6. 


Kormalen. 

197.  Siir  le  theoreme  de  Joachimstbal.    V.  Jamet.    Mathesis  Ser.  2,  I,  105. 

198.  Siir  trois  points  d'une  paraliole  tela,  que  les  normales  concourent  en  un  möme 

I>oint.    Döprez.     Mathesis  Ser.  2,  I,  173. 

O. 

Oberfl&cIiBD. 

199.  Znr    Kenntniss    der    algebraiecbcn    Flüchen    mit    Mittelpunkt.      E.    Stoltz. 

Zeitschr.  Math.  Phye.  XXXVl,  308. 
800.  Probl^mes  sur  des  surfuces.     Mdmc.  Prim      Mathesis  Ser.  2,  \,  15. 

201.  Sur  une  Burface  du  quatriäme  ordre.    Dcnys  et  Lalisae.    Matthesis  Ser. 2,1,99. 

202.  Bemerkung  zur  vollständigen  Darstellung  algebraischer  Kaumcurven.    K.  Th. 

Vablen.    Crelle  CVIII,  .S46. 
Vorgl.  Krümmung  169.  170.  171.  172. 

ObarflAcben  i weiter  Ordnong. 

203.  Ueber  die  8  Schnittpunkte  dreier  OberQiithen  zweiter  Ordnung.    H.  Schroeter. 

Acta  math.  XIV,  207.     [Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  249.] 

204.  Ueber  constructive  Probleme  aus  der  Theorie  der  reciproken  Verwantltsciiaft 

und    der    Flöehen    zweiter    Ordnung.     Fr.    London.     Mathem.    Annal, 
XXX VUI,  334. 

Optik. 
206.  Anwendung    der    Theorie    der   Modulsysteme    auf   ein    Problem    der    Optik. 
K.  Hensel.     Crelle  CVIII,  HO. 

206.  The  element.arytrentiiientof  Problems  on  the  dift'raction  of  light.  A.Scbuster. 

Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXXI.  77.  ^ 

207.  Analytische  Untersiiehungon   über  die  Constitution  der  in  krummen  Filichen 

gebrochenen    a  priori   astigmatiscbcn  StrahlenbOndel   mit  Anwendungen 
der  neueren  Geometrie.     A.  Ahrendt.     Zeitschr.  Math.  Phye.  XXXVI,  99. 

208.  Visibility  of  interference-fringes  in  the  focus  of  a  telescope.     A.  A.  Michel- 

son.    Pbil.  Mag.  Ser.  6,  XXXI,  266. 

209.  On   the    application   of  interference- methods  to  spectroscopic  measurements. 

A.  A.  Michelson.     Phil    Mag.  Ser.  U,  XXXI,  338. 
SlO.  On  pin-bole  photography.     Lord  Rayleigh.     Phil.  Mag.  Ser.  ö,  X.XXI,  87. 


P. 

Parabel. 

211.  Deui   nouvolles  paraboles  d^duitea   d'une   parabole   donnee.    J.   Nenberg. 

Mathesis  Ser.  2,  I,  196. 
Vergl.  Analytische  tJeometrie  der  Ebene  16.    Normalen  198. 

Planimetrie. 

212.  Endlich- gleiche  Flächen.    M.  R^thy.    Mathem.  Annal,  XXXVIII,  405. 

213.  Construction  d'nne  troisitme  proportionelle.   Cl.  Thiry.  MathesisSer. 2,  1,254. 
814.  Sur    quatre    points  situ^s  en  ligne  droite.     Mdme.  de  Haas  etc.    Mathesis 

Ser.  2,  1,  76. 
816.  Thäoröme   sur   deux   series  projectives  de  points  superposees.     Ver 
Mathesis  Ser.  2,  I,  239. 


IVt  Blaig>nadk 


ÜA.  fjwfsr.   iiiwnd»   m  ■«Ott  A  A  wm  Mfi*  CBD,  :r-.arf«r  nnr  BC,  BD  la 
yvnu  ':,  D  «mmtmimt»  4^  A  et  vom  'j»  Taa^  CAD  aeit  4e 

'     ■  -  -    -  -     iTf;  TT. 


«fear  ^jmM.    Lxtrti*  «te.    MMtmi  in. 
2X'  CowCnir*   s»   tRMf(le   reebsgf«  ss  ■07«»  <fe   dcss  ko^acan 

ICIat   P«*BiIi»ft«,  Fr»K;4iia,  TlkdtKireseB  etc.    HaThrrfr  Scr.  2. 
I.  «7, 

nttr»  «aC  teU  ii  I»  MMve  4e  ea  toM  tavaea.  LcMOiae  «te.  "-^ 

3!*r.  *.  I,  «6. 

MO  gnr  tw  yi'wtinigli't  asw^tieU    J.  5«aberg    MadK»  Scr.  S.  L  33.  C7.  81. 1». 
SO    P4nuU«  nistiT««  anx  pbiygVMS  icgoäea.  E.  GetiaL  Wadiwät  Scr.  X,  I,  ICO.  — 

H.  Br«eard  0»^  tu. 


39t  Daa  P«itaüMl  cäes  he««cc»«a  Bfa^Sncn  Kit  düptiKfceB  QwnehBitt. 
Zfige.    Cr«Ue  CTU.  14&    {V«^  BilXIT,  Sr.  «8] 

jSS  Bevüsa  der  Eziitcnx  <lca  Potestiala,  daa  u  der  Gtcaae  des  betradtetea 
iUmMa  g^eiicae  W«ttlie  hat,  f9r  des  Fall,  daaa  dieae  Gicnze  eine 
ftbera-l  eoarexe  FOdi«  iat.    Gast  Kirchhofe.    AeU  Bath.  XIT,  17». 


Sa  Aire  de  reHipae  nicroipb^raiae.  C.  E.  Wasteela.    Matbeaia  Ser.  S,  I,  83. 


iSX.  iau^Sntüon  de  nombres  &aclioaaaiiea.    E.  Gelin.    Mathesia  Ser.  2, 1,  92.  — 
C.  Bergmans  ibid.  110. 


S&  Zar  Theorie  der  Diricblet'adien  Reiben.   A.Pring»beini.   Mathem.  Annal. 

XXXTU,  M.    [VergL  Bd.  XXXV.  Sr.  680.: 
■JSSI.  Ciser  analjrtMcfae  Dantellang  anendUcher  Beihen,  die  dareb  GUederinrer- 

donen  ana  einer  gegebenen  berrorgeheD.    A.   Pringtheim.    Hatbon. 

Anoal.  XXX VIII,  \i3. 
■HS'.  C«fa«r  beatändig  convergirende  Potenzreiben  mit  rationalen  ZablencoefBdenten 

and  TorgMcbriebenen  Nullatellen.    A.  Horvitz.    Acta  matb.  XIV,  211. 
HS.  Ceber  die  NoIUtellen  der  bjrpergeometriacben  Beibe.   A.  Hatwitz.    Matbem. 

Ajual.  XXXVIII.  462. 
39   Cebcr    einen    Specialfall    der    bypergeometiiKben    Reibe    dritter    Ordnung. 

L.  Saalachfitz.     Zeitacbr.    Matb.    Pbji.   XXXVl,    27d,  321.      [Vergl. 

Bd.  XXXVl,  Sr.  201.] 
30.  Sor  le  tcrme  compUnientaire  de  la  a^rie  de  Taylor.    M.  d'Ocagne.    Ma- 

theab  Ser.  2,  I.  19- 
V«rgi.  Beatimmte  Integrale  23.     BinomialcoefEcienteD.    Differentialgleicb- 

BBgen  62,  63.    KagelfoDctionen  182. 

8. 

Sabwarpinkt, 
3t.  viodqiMa  tb^orimea  aar  le  centre  dei  moyennea  distances  d'un  Systeme  de 

Cinta.    H.  Van  Anbei.     Matheiis  Ser.  2,  1,  365. 
ge  des  Scbwerpanktei  eines  Rotationskörpers.    F.  Kos  ob.    Zeitacbr. 
V&.  Phya.  XXX^I,  188. 

Singnlarittten. 
•»B  Ueöer  Discriminanten  und  Resaltunten  der  Gleichungen  für  die  Singularitäten 
der  ebenen  algebraischen  Curven.  Fr.  Meyer.   Math  Annal. XXXVII1,369. 
IMk  Zar  Eintbeilung  der  Str.ihlencongriicnzen   zweiter  Ordnung  mit  Brenn  -  oder 
aingn*'*  ■  Ebenenbflscbel  zweiter  Ordnung  in  perspectiver  Lage 

ZU'  n.    Bob.  Scbumacber.    Matbem.  AnnaL  XXXVIil, 

2»  (XVI,  Nr.  204.] 
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Sph&rik. 

235.  Sur    les    formules    do    la    trigonomutrie    iphärique.    Ed.    Lucae.    Matbeais 

Ser.  2,  I,  187. 

236.  Des  triaogles  spberiques,  in«  criU  ä  un  meme  petit  cercle,  ayant  iin  sommet 

fixe  A  et  dana  leaqueU  la  somme  eosAB  +  eotACa  ane  valear  coDBtante. 
B.  Soüertiusk;.    Mathesis  Ser.  2,  I.  149. 

SabititDtlonan. 

237.  üeber  eine  besondere  Classc  dieontinuirlicher  Gruppen  reeller  linearer  Sub- 

stitutionen.    R.  Fricke.     Mathem.  Annal.  XXXVIII,  .50,  401. 

238.  GeoDietriscbc   Darstellung   der  Gruppen   linearer  Substitutionen   mit  ganzen 

couiplexen    CoelBcientcn    nebst    Anwendungen    auf    die    Zablentibeorie. 
L.  Biauclii.    Mathem.  Ännal.  XXXVIII,  313. 

Symmetrische  Functionen. 

239.  Die  Relationen,  welche  zwisrheu  den  elementaren  eymmetriachen  Functionen 

bestehen.    F   Jiiuker.    Mathem.  Annal.  XXXVIII,  91. 


T. 
Tetraeder. 

240.  Sur  denx  t<5tra&dre8  gymetriquenient  ^ga\ix.    Ddpre«.    Matbe«is  Ser.  2,  l,  126. 

Thet&fDnctionen. 

241.  Zur  Definition  des  S^^stems  der  4^  geraden  und  ungeraden  Thetafunctionen. 

F.  Schüttky.    Grelle  CVn,  117. 

242.  Theorie    der   elliptiBch-hyperelliptischen    Functionen    von    vier   Argumenten. 

F.  Schottky.    Crelle  CVIII,  147,  103. 

248.  Ueber  Thetafuuctioueu,   dereu  Argumente  einem  System  von  Drittelperioden 
gleich  sind.     J.  Thomae.     Zeitachr.  Math.  Phya.  XXXVI,  41. 

244.  Ueber  Gruppen  von  /j -reihigen  Charakteristiken,  die  aus  n-telu  ganzer  Zahlen 
gebildet  sind,  und  die  Relationen  sugehöriger  Thetafunctionen  n"' Ord- 
nung.   A.  V.  ÜrauDuiülil.     Mathem.  Annal.  XXXVli,  61. 
Vergl.  Abel'sche  Transcendenten  7.     Geschichte  der  Mathematik  126. 

Topologle. 
246.  Ueber  die  reellen  Züge  algebraischer  Curven.    D.  Hubert.    Mathem.  Annul. 

xxxvni,  116. 

246.  Ueber    da»    Problem    der    Nachbargebiete.     L.    Heffter.    Mathem.    Annal, 

XXXVUI,  477. 

TrAnsfonoAttontgrappes. 

247.  Zur  Theorie  der  endlichen  Tmnslorrnutionsgruppeu.     Fr.  Schur.     Mathem. 

Annal.  XXXVUl,  263.     (Vergl.  bd.  XXXV,  Nr.  705.J 

248.  Bestimmung  einer  Classe  von  Bernhrungstransformationsgruppcu  des  dreifach 

ausgedehnten  Uaumce.    0.  Scheffers.    Acta  math.  XlV,  111. 

Trigonometrie. 

249.  Relation»  entre  les  cötes  d'un  triangle  et  les  rayous  des  cercles  iuscrils  et 

exinscrita.     Delahaye.     Mathesis    Ser.  2,   1,    146.   —    Franfois,  De- 

camps,    RusBo    ibid.    147.   —    Mandart,    Sollertiuski,    Liemoine 

ibid.  148. 
SiVO.  Relation  entre  les  fonctioos  tri^onomdtriques  des  angles  d'un  triangle.    L  e  - 

moine.  Däprez.     Mathesis  Ser.  2,  I,  211. 
251.  Systeme  de  deux  equations  entre  des  fonctions  trigononiätriques.    Joachi- 

mescu  etc.     Mathesis  Ser.  2,  I,  25.  —  Denya,  Laisant  ibid.  26. 
262.  Snr  on  Systeme  de  3  äqnations  de  ibnctions  trigonometriques  de  deux  angles. 

Delahaye  etc.     Ntathesia  Ser.  2,  I,  213. 
Vergl.  Determinanten  35.    Sphärik. 

w. 

Wlrmelehre. 
253.  Ou  tbe  Variation  of  aurface-tension  with  temperature.    A.  L.  Selby.    PhiL 

Mag.  Ser.  5,  XXXI,  430. 
264.  Od  the  beating  of  conductors  by  electric  currents  and  on  the  electric  distri- 

bation  in  conductors  soheated.  J.M'Cowan.  Phil.  Mag.  Ser.  6,  XXXI, 8|l 
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Wahricheisliehkeitsrcolmaiig. 
ombre  2  a  itanl  decninpose  ea  dem  partiea  positives  x  et  y,  quelle  i 
la  probabiliW  que  m'x*  +  n'y'  soit  coinpris  entre  /)»a'  et  «y'o'i"    Kl  u 


2S&.  La  nombre  ia  (-tant  decninpose  ea  dem  partiea  positives  x  et  ^,  quelle  est 

.'  .  '         '    '"   y- 

Ter.    Matbesis  Ser.  2,  I,  117. 
256.  Snr  deux  thäoremes  relalirs  mix  probabilitäs.    P.  Tchebycheff.    Acta  math^i 

XIV,  305. 
267.  Od  a  funicular  sulution  of  Buffon's  problem  of  the  needle  in  its  most  general 

form.    .1,  .1.  Sylvester.     Acta  math.  XIV,  185. 
Vergl.  InterpolutioD. 


Oietrickkeit.    Zeitschr. 


Zahlentheoria. 
S68.  Kriterien    der  Theilbnrkeit   dekadischer    Zahtea 

Math.  Phya.  XXXVl,  64,  254,  316. 
269.  Divisibilitö  de  a '•  —  x'"  +  a;'"  -  a"  +1  par  x*  —  x'  +  x*  —  x  +  l  toutefois  que  n 

est   iuipair   et   premier   avec   6.    Emmerich,   Greenstreet,    Soon>. 

Matbesis  Ser.  2,  I,  208.  —  Joachimescu  ibid.  809.  —  Catalan  ibid.  246. 
360.  Criteriuiu  de  divisibilite  par  131  et  par  107  de  certains  nombrea.    E.  Qelin. 

Mathesis  Ser.  2,  1,  124.  —  Emmerich  ibid.  126    —  ibid.  138 

261.  Divisibilite  de  «"  — n  par  2730.    E.  Lemoiue,  Denys  etc.    Mathesis  Ser. 

I,  175. 

262.  Arithmetischer  Satz.    Bach  mann     Zeitschr.  Math.  Phys.  XXXVI,  381. 

263.  Döcompositionendeux  facteur6enüer8dexi/5{xHy'+«'+3«y*)+ic'y*+y'*'+;*x*, 

Kl  UVV  er  etc.    Mathesis  Ser.  2,  1,  49. 

A        B        r* 

264.  Sur    les    conditions    ndcesaaires    et    saffisantes  afin  qne  —i^ — | -  + 

x—a     x—b 

{X-  o)'     {X-  6)«     (*  -  c)' 
le«  constantes  a,  b,  c  eont  suppos^es  ditiereotes. 
sin  et  Vladimirescu.     Mathesis  Ser.  2,  I,  23. 

265.  Nombre»  triangalaires  premiers  avecn  et  infüricurs  &  2n(ti  +1).    Emmerich. 

Mathesis  Ser   2,  I,  94 

266.  Propri^t«?  de  3   nombres  de  sorame  uositive  combiu^s  avec  les  3  cöt^s  d'uo 

triungle     C.  J.  Krauv'Ois.    Mathesis  Ser.  2,  1,  262. 

267.  Snr  les  th^or^mes   enonc^s  par  Fermat,  Euler,   Wilson,  Staudt  et  Clauscn 

Ed.  Lucas.    Mathesis  Ser.  2,  1,9. 

268.  Einige  Anwendungen  der  Function  [x].    J.'Haoks.    Acta  math.  XIV,  3i9. 

269.  Versuch   über  die  Oleichung  xp  +  y  =  tf ,    A.  Rieke.    Zeitschr.  Math.  Phys, 

XXXVI,  249.     [Vergl.  Bd    XXXV,  Nr.  .»40.] 

270.  üeber  die  Classenzahl  der  zu  einer  negativen  üeterminante  D  =  —  q  gehörigen 

eigentlich  primitiven  quadratischen  Furtnen.  wo  n  eine  Primzahl  von  der 
Form  4« +  3  ist.    J.  Hacks.     Acta  math.  XIV,  .S2l. 

271.  Ueber  eine  Verallgemeinerung  der  Kreistheilung.    L.  Stickelberger.    Math. 

Anual.  XXXVIl,  321. 
Vergi.  Substitutionen  238. 


Boit  le  carr^  d'une  fonction  rationelle  en  x; 
Ch.  Lavallöe-Pons- 
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Anmerkungen  zu  Diophant. 

Von 
G.  H.  F.  Nesselmann, 

waiUnd  Profuior  In   KOnlgiberg  i.  Pr 


In  einem  Exemplare  der  deatscben  üebersetzung  des  Diopbantus  von 
Otto  Schulz,  das  eich  im  Besitze  G.  H.  F.  Nesselmann'a  befunden  hat, 
und  jetzt  mein  Eigenibum  ist,  bat  der  berühmte  Verfasser  der  Geschichte 
der  Algebra  auf  eigens  eingeklebten  Blättern  und  den  RUndern  des  Buches 
eine  Fülle  von  Bemerkungen  geschrieben ,  die  es  wohl  werth  sind ,  der 
Vergessenheit  entrissen  zu  werden.  Ich  erlaube  mir  daher  im  Nachfolgenden 
diese  Anmerkungen  zu  veröffentlichen.  Wie  aus  denselben  hervorgeht, 
stammen  sie  zum  Theil  aus  der  Zeit  nach  der  Herausgabe  der  Geschichte 
der  Algebra. 

Thorn,  13.  März  1892.  M,  Curtze. 

I.  Buch. 
Aufgabe  25.     Man  soll   drei  Zahlen  von  der  BeschaifeDbeit  suchen, 
dass,    wenn   jede  an  die  nächstfolgende  einen  vorgeschriebenen  Theil  ihres 
Wertbes  abgiebt,  die  Zahlen  zuletzt  unter  einander  gleich  werden,  Vgl.  II,  18. 


Se[A  =  dx,   B  =  4y,  C=bt, 
giebt  ab  x,  y,  f, 

empfängt  «,  x,  y, 

2x  +  e^3y  +  x  =  4e  +  y, 
x=3y  —  g  =  4e~2y, 

bts=5y, 

e  =  y, 

x  =  2s  =  2y. 


In  ganzen  Zahlen 


Sei  A=mx,   B  =  ny,   C='pe, 
Verlust      —  X.  —  y,         —  e, 

Gewinn      +r,  +x,         +y, 

{m-l)x+e  =  [n-\)y+x={p-l)e+y, 

{n—l)y—g     ,       ,,       ,      „, 


x  = 


m-2 

[(j)-l)(m-2)  +  l] 


^     (m-2)(M-2)+n-i* 


mp  —  »n  —  2p  +  3 
wii»— 2m  — n  +  3 


e. 


«p  — p~2n  +  3 

a;  =  wp  —  2n  — p  +  3, 

y  =  mp—  m  —  2p  +  S, 

g=^mn  —  2m  —  n  +  d. 

Hi>t.-Ii«.  Ablh.  iL  ZtMhr.  f  Halli.  n.  Fhys.  XXXYII,  1  1(> 
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sein,  woraoB  folgt  17  13         ,  ,„  ,_  ,-. 

y  =  Yy«,   ar  =  jg«,  oder  «  =  13,  y=n,  «=19. 


Bei  Diopbant  ist  m  =  3,    n  =  4,    p  =  5] 

3a!  =  30,  j  j  3x  =  6, 

4^  =  20,    I  oder  darch  ö  gehoben  |   4^  =  4, 
5«  =  26,  J  1  5«  =  5. 

Aufgabe  26.  Man  soll  vier  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass,  wenn  jede  an  die  nächstfolgende  einen  vorgeschriebenen  Theil  ihres 
Werthes  abgiebt,  die  Zahlen  znletzt  unter  einander  gleich  werden. 

Setzt  man        Äes^w,    B  =  4:X,     C=5y,    D  =  6e, 
so  wird  2u)  +  e  =  3x  +  w  =  4y-\'X=öe  +  y, 

in  ganzen  Zahlen    io  =  50,    a;=:23,     y  =  24,    «=19, 

il  =  150,    B  =  92,    C=120,    D=114. 
Aufgabe  27.     Man  soll  drei  Zahlen   von   der  Beschaffenheit  suchen, 
dass,   wenn  jede  einen  vorgeschriebenen  Theil  von  der  Summe  der  beiden 
flbrigen  erhält,  die  Zahlen  anter  einander  gleich  werden. 

Die  Zahlen  seien  x,  y,  e, 
so  soll  sein         ,1,1  ,1,1  ,1,1 

»'*<«■         60«  +  20y  +  20«  =  60y+]6a;  +  16«  =  60«  +  12a;-|.12y 

13 
*=19''  °' 

Allgemein. 
Die  Zahlen  seien  x,  y,  z, 

x  +  -(y  +  e)-y+-{x  +  e)  =  g  +  -{x  +  y). 

tn  n  p 

I)  II)  III) 

mnpx  +  np{y  +  e)  =  mnpy  +  mp  {x+t)  =  mnpe  +  mn{x  +  y). 
Aus  I)  und  II)     {mn  —  m)x  =  (mn  —  p)y  +  (m  —  n)e, 
aus  I)  und  III)  {mp— m)  x  =  {mp—p)e  +  {m—p)y, 

n(m  —  l)y  +  (m—n)e_p{Tn—l)e  +  (m—p)y 
m(«  — 1)  "~  in(|j  — 1) 

[n{m-\){p~l)-{n-l)(m-p)]y  =  [pim-l)in-l)-{m-n)(p-l)]e, 
p{m-l)in-l)-{m-n){p-l) 
^      n{m-l){p-l)-{n-\){fn-p)''- 
Ans  I)  und  II)  (mn  —  n)y=imn~m)x-{m-n)e, 
aus  II)  und  III)       (njt> -„)y  =  {np  - p)  e  +  {n-p)x, 

m(n  —  l)x  —  (m  —  n)e      p{n—l)e+{n—p)x 
n{m—l)  ~  «(^—1) 

[m{n-l)(p-l)-{m-\){n-p)]x=[p{m-l){n-l)+{m-n)(p-\)]e, 

p(m-l)(n-\)  +  {m-n){p-l) 
m{»-1)(p-l)-(m-l)in-p)"- 

an  0  willkflrlich  annimmt,  &aäe\.  ma^  ^)  \nv^  x. 
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Am  fgabe  34.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschafienbeit  suchen,  dass 
die  Zahlen  unter  sich  in  einem  gegebenen  Verhitltniss  stehen,  und  ausserdem 
die  Summe  ihrer  Quadrate  zu  der  Summe  der  Zahlen  selbst  ein  gegebenes 
Verhältnisa  habe.  A  =  mx,    B  =  nx, 

{A''+B'):{A  +  B]=p:q, 
das  ist  (»1-  +  «')  x^:  (m-\-n)  x  =  p  :  q, 

_    {m  +  n)p 
'^       {.m'+r?)q' 
Aufgabe  35.   Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  BeschaGTenheit  suchen,  dass 
die  Zahlen  unter  sich  in  einem  gegebenen  'Verhitltniss  stehen,  und  ausserdem 
die  Summe  ihrer  Quadrate  zu  der  Differenz  dieser  Zahlen  ein  gegebenes  Ver- 
haitniss  habe.     A  =  mx,    B  =  nx,  (m  ~  n)p 


{A'  +  B^:{A-B)  =  p:q, 


x  = 


(m*+t.»)3 


IL  Buch. 

Aufgabe  8,  Man  soll  eine  gegebene  Quadratzahl  in  zwei  andere 
Quadratzahlen  theilen,     Eucl.  X,  29.   Lemma, 

Hierzu  folgende  Bemerkung: 

Soll  man  eine  gegebene  Cubikzahl  in  drei  andere  Cubikzahlen  zerlegen, 
so  ist  im  Allgemeinen     ^,._2a5V  .  /2«»l,-fc>  V         „,,    .    , 

und  in  ganzen  Zahlen 

o'  (o»  +  b»)»  =  i^  (a'  +  6')3  +  a»  (o'  -  2  6')»  +  6»  (2o'  -  6')» 
und  jedes  Vielfache  davon.     Das  kleinste  Beispiel  ist: 

6'=  3'+ 4»+ 5', 
demnächst  84'  =  28'  +  53'  +  75' ; 

oder  auch        a'(a'  +  26»)'=  o'(a'-  6')'+  b'(a»-  6')»+  &'(2fl»  +  b»)', 
daraus  folgt  20'=  17'  +  14'  +  7'  u.  s.  w. 

Bei  Cubis  hat  man  folgende  drei  Formeln  (s.  Vieta,  Zet.  IV,  18 — 20): 
o'(a'- 


a'-6': 


;;26')»      6'(2a'-b')' 

(a'+J)')»"  ■•■     (a'+67    ' 
«'(a'+26',»       6'(2a'  +  6')' 

"     '    ^  /_a       UNS       •" 


a^-P=^ 


(fl'-b')» 
6'(2a3-b')' 


(o'-ft')' 
o'(26'-o')' 


(a^+6»)'  (a'+b'')' 

daraus   lassen   sich   zwei  Cubi   finden,   die   der  Summe   zweier   gegebenen 

gleich  sind.     V.  Fermat,  invent.  nova.     In  ganzen  Zahlen  ist 

a^ia''-^  6')'+  a^(26'-  a')'  =  6'(a'+  6»)'+  6' (2  a'-  6')» 

Determination:  ,  a,,-^       ,       1     3,-t 

h<ay2;     b>-ay4. 

Z.  B.  a  =  5,  6  =  4  giebt  945'+ l.ö'=  756'+ 744',  und  als  kleinstes  Bei- 
spiel in  ganzen  Zahlen  ist:  315'+ 5'=  252'+ 248',  indem  man  die  vor- 
hergefundenen Zahlen  durch  3  dividirt. 

Vi* 
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Aufgabe  9.    Eine  andere  AaflSsang  der  vorigen  Aufgabe: 

2mn 


x  = 


8)  und  9) 


Aufgabe  10.     Man  soll  eine  Zahl,  welche  schon  an  sich  die  Summe 
von  zwei  Quadraten  ist,  noch  in  zwei  andere  Quadrate  theileu. 
a»  +  6»=a5«  +  y»,  (o  >6). 
2t»na  —  (m*  —  n*)  b 

_  2fnn6  +  (m'  — n*)a 

Aufgabe  II.     Man   soll   zwei   Quadrate   suchen,    deren    unterschied 
einer  vorgeschriebenen  Zahl  gleich  ist. 

«*  — y*=a, 

a;=— g-i — . 
imn 

_m*a  —  n* 

Aufgabe  12—  14.    12.  Man  soll  zu  zwei  Zahlen  eine  dritte  von  der 
Beschaffenheit  addiren,  dass  beide  Summen  Quadrate  werden. 

13.  Man   soll    von   zwei   gegebenen  Zahlen   ein  und  dieselbe  Zahl  ab- 
ziehen, und  beide  Reste  sollen  Quadrate  werden. 

14.  Man  soll  zwei  gegebene  Zahlen  von  einer  und  derselben  Zahl  ab- 
ziehen, und  beide  Beste  sollen  Quadrate  werden. 

«  +  o  =  »»*, 
x+h  =  n\ 
«»  — «*  =  o  — 6, 

m-f-w=- (a  — 6);     m  — m=-, 
3  P 

^_P*(a-b)  +  q\     ^^P\a-b)-qy 


2pq  2pq 

p<{a-b)-  2j)»g»(a  -i-  6)  +  g« 
4i)»«» 
es  muss  aber,  wenn  x  positiv  werden  soll,  m^'^a,  «'>6  werden,  also 

m>yä,  n>Vb. 
Beide  Forderungen  geben  das  Resultat: 
P      Vä+Vb 
g         o-b 
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Soll  X  negativ  werden,  das  heisst  soll 

{a  —  x  =  m*, 
b-x  =  n* 
sein,  so  folgt  die  umgekehrte  Bedingung 


3  "^    a-'h 

In  14)  I   '"-r"/' 

vertauschen  m  und  n  ihre  Werthe. 

Aufgabe  15.  Man  soll  eine  gegebene  Zahl  in  zwei  Stücke  theilen, 
und  dazu  ein  Quadrat  von  der  Beschaffenheit  suchen,  dass  die  Summe 
dieses  Quadrates  und  jedwedes  Stttckes  wieder  ein  Quadrat  wird.  S.  Buch 
III,  Nr.  23  andere  Auflösung. 

Ä  +  B  =  a, 
^  +  a5«  =  mS 
B  +  x'  =  nK 
Sei  m«  =  (x  +  p)*,     n»  =  (a;  +  q)\ 

so  ist  A  =  2px+p', 

B  =  2qx  +  q\ 
a  =  2{p  +  q)x+p^  +  q^ 

*~      2{p  +  q)     ' 

^  =  — F+i — +^ P+?— •^' 


V+i  P+i 

4^.^=f«+i'*-3*  +  2pg)* 


3>. 
3. 


4(1» +  9)« 

Aufgabe  16.  Man  soll  eine  gegebene  Zahl  in  zwei  Stücke  theilen, 
und  ein  Quadrat  von  der  Beschaffenheit  suchen,  dass  der  unterschied  dieses 
Quadrates  und  jedweden  Stückes  wieder  ein  Quadrat  wird,    =  III,  23. 

^  +  5  =  o,   !F»-^  =  »»*,   a?-B  =  n*. 
sei 

fn?={x—p)* 

rfi={x  —  q)*  so  ist  Ä  =  2px—p*, 

B  =  2qx-q\ 

a  =  2(p  +  q)x-{p*+q^, 

2(p  +  g)     ' 
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ap+P*-fPg'      „t  _  a-g(p-g)  ^ 
„      aq  +  P*q  +  ^       _,_  a+/>(p-y)  ,. 
»      ,_(a-p'  +  9*  +  2py)«    ^, _  „  _  (a  +  p!n?!±2PiI» 


Diophant  setzt  a!»  =  y»  +  2py  +  p« 
il  =  2pj/-|.p» 
B  =  2(p-<?)y  +  P«-9« 


also  ^  +  JB  =  o = 2(2p -9)  y 
+  2p*-?», 


so  ist:  a-2p*+q*        ._a-g{p-q)   ^      „_«+pg,  , 

Aufgabe  17.  Man  soll  zwei  Zahlen  suchen,  welche  ein  vorgeschrie- 
benes Verhältniss  haben,  und  zu  einem  gegebenen  Quadrat  addirt,  wieder 
ein  Quadrat  zur  Summe  geben. 

Setzen  wir  die  beiden  gesuchten  Zahlen  x  und  mx,  und 


sei 

so  ist 

und  es  wird 


«  +  0»=p«, 

mx  +  a*  =  g\ 

p*  =  f/*  +  2ay  +  a\ 

x  =  j/*  +  2ay. 

mx  =  my'  +  2amyt 

q*  =  my*  +  2amy  ■\-a*  =  (ny  - 

-«)», 

2a  (»n  +  «)             =»«V- 

-2a 

ny 

+  «*, 

4o*n(»n  +  «»)(n+l) 

4o»w»(fn  +  w)Cn-f  n 

mx  = 


{n*-mY 


^  +  «=--     („«_«)*-' 
,     „      a'  («*  +  2tn  «  +  m)* 
(n*  —  my 
Will   man   nicht,    wie   Diophant,   das  gegebene  Verhältniss  als  ein 
Vielfaches    annehmen,    so    braucht   man    nur   fttr   m   einen   Bruch,    etwa 

~  zu  setzen. 
r 

Aufgabe  18.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
doss  sie  unter  einander  gleich  weiden,  wenn  jede  an  die  folgende  einen 
aliquoten  Theil  und  ausserdem  eine  vorgeschriebene  Zahl  abgiebt  Vergl.  1, 25. 

Sei  '   ,5«,     B  =  6y,     C=le, 

«eben  ab  ,_6,    -y-1,    -«-8, 

empfangen  ^  +  6,       y  +  7. 
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Demnach  bleibt:     4x  + g  +  2  =  5y -\- x  -l  =  G«  +  y— 1, 


x  = 


=  6z  — 4y, 


5y-e-3=l8s-  12y, 


V  = 


19/ +  3 


x  = 


26/- 12 


17  --        17 

Sei  «  =  7 ,  80  werden  alle  Werthe  ganze  Zaiilen ,  n&mlich ; 
a;=10,    y  =  8,    /  =  7, 
A  =  5'),    5  =  48,  C*=49. 


50-(lU  +  6)+    (7  +  8)  =  45>, 

48-  (8  +  7)  +  (10  +  6)  =  49, 

49-  (7  +  8)+   (8  +  7)  =  49, 


hei  Diopbant  ist  n=— i 


*  =  ■ 


15 


18 


z  = 


y  =  y 


♦»1  =  7' 
18 


Wenn   man  nümlich   aus  den  obigen  Formeln  den  Werth  für  z  sucht, 
der  beide  Ausdrücke  zu  ganzen  Zahlen  macht,  so  findet  man; 
«  =  17«+   7  =  17«, -10, 
i/=  19»+   8=  19»,-11, 
a;  =  26n  +  10  =  26fi,-16, 
also  für  n  =  0,   z=    7,     für  w  =  1,  «  =  24,     für  n  =  2,  r  =  41, 
»=    8,  j/  =  27,  y  =  46, 

x=10,  1  =  36,  1  =  62. 

Allgemein. 
Ä  giebt—  seiner  selbst  und  a  an  £;  £-  seiner  selbst  und  b  an  C; 

IW  fl 

C  -  seiner  selbst  und  c  an  ^  ab. 
P 

Sei  A  =  mx,     B  =  ny,     C  =  pz, 

sie  erhalten 


«  +  c, 


-y  —  b,    —s-c. 


geben  ab 
es  ist  also 

(m  -  I)a:  +  £r-a  +  c=(n— l)y +  a;  +  a  — 6  =  (p  —  l)«+i/  +  6  — c, 
(n—  l)y  — g  +  2a  — 6  —  c 


*  =  ■ 


also 


m-2 


=  (p-l)«-(n-2;y-«+L^6-c, 


y  = 


(mp—m  —  2p  +  3)«- »wa  +  (2»»i  — 316—  fiw  — 3)c 
mn  —  2m  —  n  +  3 


_  (np  -2«-ff  +  3)g  +  (n-3)o  +  n6-(2f»- 3]e . 
~  m«— 2m— «+3 

weiter  lassen  sich  die  Formeln  in  allgemeinen  Ausdrücken  nicht  entwickeln. 

Aufgabe  19.     Man   soll  eine  gegeben*?  Zahl  in  drei  Zahlen  von  der 
Beschaffenheit   theilen,    dass   sie   unter  einander  gleich  werden, 
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an    die    nHclwtfolgeade   einen   Torgeschriebenen  Tbeil  ihres  Werthes   and 
auMierdem  eine  vorgeschriebene  Zahl  abgiebh 

Di«  nicht  gelQste  Aufgabe  ist  eine  bestimmte.  Nach  18  hatten  wir 
g«funden  26«- 12  19« +3 

*--T7—    » 17-' 

dtnoMb  .      130«-60 

^"       17       ' 

„      114« +18 

*=— 17 ' 

6 j^, 

.      T,  .  «     QA     363«-42  1402 

A^B  +  C^80 j^—,    ,=  -^, 

daraus  folgt        1631  1888      _     9814     _      9786       .     9440 

^"363"'   *"  363*    ^"="363'   -^=363'    '^-Sfö" 

Aufgabe  20.  Man  soll  drei  Quadrate  von  der  Beschaffenheit  snchen, 
dass  der  Unterschied  des  grOssten  und  mittelsten  zu  dem  Unterschiede  des 
mittelsten  und  kleinsten  ein  vorgeschriebenes  VerhSltniss  habe. 

Sei  der  Unterschied  des  grOssten  und  mittelsten  Quadrates  das  n- fache 
dos  Unterschiedes  des  mittelsten  und  kleinsten  Quadrates. 

Das  kleinste  sei    =  «*, 
das  mittelste  =  «*  +  2mx  +  m*, 

Unterschied  =2mx  +  ml', 

n ' facher  Unterschied     =  2mnx  +  m''n, 

also  grSsstes  Quadrat    =  «*  +  2m(n  +  l)a;  +  m*(n+ l)  =  (a;+j»)* 
=  a^  +  2px  +  p*, 

2m(«+ij-2p' 

Damit  x  positiv  werde,  moss  sein 

j><»i(n+l), 

l>»>m«(«+l), 
p>mVn+\. 
Aufgabe  21.     Man   soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass   das  Quadrat  einer  jeden,    wenn    man   die  andere   Zahl    dazu  addirt, 
wieder  ein  Quadrat  zur  Summe  giebt. 

A*  +  E  =  m\    Ä-\-B'  =  n\ 
sei      A  =  x,    B=2px-\-p*,  eXao  A*+ B  =  3?-\-2px-\-{i*,  ein  Quadrat. 

B*  +  ^.=  4p»:c»  +  (4p«  +  l)a;  +  p*=(2pa;-?)*=4/t»«««-^a!  +  t*, 
(4p»+l)r»  +  4pvr' 


1.-0.-  .  „«-P[29'  +  4pN»'-t-A'(2p'+l)r»] 
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Zahlen   dazu   addirt,    in  beiden  Füllen  ein  Quadrat  zur  Summe  giebt, 
Summe  der  Wurzeln  aber  einer  vorgeschriebenen  Zahl  gleich  ist, 
AB  +  Ä  =  m',     AB-hB  =  n\ 

B  =  p*x  —  I ,  so  ist  AB  +  A Quadrat  =  /»**', 
AB  +  B  =  i>^x^-x  +  p^x—\, 

=  lj*x^  +  (p* -l)x -  l  =^{a -  px)\ 
=  a*  —  2pax  +  p*x*f 


die 


sei 


A^x, 


also 


x  = 


'x-l  = 


a*+\ 


/>»+2ap-l 


«v^- 


=^A, 


2ap  +  l 


=  B. 


p^  +  )iap-\ 

Aufgabe  28.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihr  Product,  wenn  man  die  eine  oder  die  andere  Zahl  davon  abzieht, 
in  beiden  Fällen  ein  Quadrat  zum  Reste  lässt,  die  Summe  der  Wnrzeln 
aber  einer  gegebenen  Zahl  gleich  wird. 

AB-A  =  m^,     AB-B  =  n\ 

ni  +  w  =  fl , 

A  =  x,     B  =  p^x+\,  so  ist  AB  —  A  =  p*3?, 

AB-B  =  p^3^  +  x-p*x-l  =  {a-px)\ 
p*x^  —  (p*  ~l)x  —  l  =a*—2apx  +  p^x\ 


sei 


x  = 


a«+l 


p'x+l  = 


l+2ap~p^'- 
a^p^  +  2ap  +  l 


^A, 


=  B. 


\-it-2ap-p* 

Aufgabe  29.  Man  soll  zwei  Quadratzablen  ron  der  Beschaffenheit 
suchen,  dass  ihr  Prodtict  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  die  eine  oder  die 
andere  der  beiden  Zahlen  hinzu  addirt. 

Wenn   x*iß-\-x^  und  oj'i/^  +  y' Quadrate  sind,    so  mQssen  auch  aj'+l 

und   y^  +  1  Quadrate  sein.    Man  hat  also  nur  nöthig  zwei  Quadrate  x*  uud 

y^  zu  suchen ,  die  Quadrate  werden ,  wenn  man  1  dazu  addii^t    Wenn  man 

dann   x'-fl  und  y'+l  respective  mit  y*  und  x*  multiplicirt,  so  sind  auch 

<^iese   Producte  Quadrate. 

^ufgabe  30.    Man  soll  zwei  Quadrate  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
Product   auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,   wenn  man  das  eine 
Quadrate  davon  abzieht. 
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Aufgabe  23.  Man  loll  xwei  Zahlen  Ton  der  Beschaffenheit  anchen, 
da«  da*  Quadrat  einer  jeden,  wenn  man  die  Summe  beider  Zahlen  daxn 
addirt,  wieder  ein  Qnadret  znr  Snmme  giebt. 

•ei  B  =  x,    A==(2n-l)x  +  n*, 

Mist  S*+J  +  B^s?  +  2nx  +  n*  =  m*, 

^+^+B»(2i»-l)**»+2«(2«*-n+l)x  +  ii*+«*=*»*=[l2i»-l)x-*l  . 

2n(2n*-n  +  l)q*+2{2n-l)pq 
Aufgabe  24.    Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  Sachen, 
dass  das  Quadrat  einer  jeden,   wenn  num  die  Summe  beider  Zahlen  daron 
abzieht,  wieder  ein  Quadrat  zum  Beste  iSsst. 

A*-(Ä  +  B)  =  m*,    B*-{A  +  B)  =  m*. 
Bei  B^x,    Ä  =  i2n-\)x-n\    Ä  +  B  =  2nx-n*, 

so  Ut  B*-{Ä  +  B)  =  a^  —  2nx  +  n*, 

Ä*-iÄ+B)=(2n-l)'a?-2n{2n*-n+l)x+n*+n*^U2n-l)x-^y, 

also  (n*  +  n*)q*—p* 

a;  = 


2»(2«*-n+l)y*-2(2n-l)p? 
Diophant's  Verfahren  passt  nur  fdr  die  Annahme  B  =  x,   Ä  =  x+l. 
Aufgabe  25.     Man  soll   zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Quadrat  ihrer  Summe  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,    wenn 
man  die  eine  oder  die  andere  Zahl  hinzu  addirt. 

{A  +  fff+Ä  =  p*;     {A+B)^  +  B=q\ 
Sei         A  +  B  =  x,    A  =  (m*-\)x;     B  =  {n^-l)x\ 
80  ist                            A  +  B  =  {m*  +  n* -2)3^  =  x, 
also  ^^ 1 


m*  +  n*-2 

Aufgabe  26.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  sucheu, 
dass  das  Quadrat  ihrer  Summe  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,  wenn 
man  die  eine  oder  die  andere  Zahl  davon  abzieht. 

Es  sollen  {A  +  B^-A  und  {A  +  B)»-B  Quadrate  sein.     Sei 
A  +  B  =  px, 
A  =  {p*-m^)x\ 
B  =  (p«-n«)it«, 
seist:  A  + B  =  {2p*-m'-n^)x^  =  px, 

s=  E 

2p*- m»-«* 
AufcrabA   27.     Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  d  rselben,  wenn  man  die  eine  oder  die  andere  von  beiden 
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Zahlen  dazu  addirt,   in  beiden  Fällen  ein  Quadrat  zur  Summe  giebt,   die 
Summe  der  Wurzeln  aber  einer  vorgeschriebenen  Zahl  gleich  ist. 
ÄB  +  Ä  =  m*,    ÄB  +  B  =  n\ 
«»  +  n  =  a, 
sei  A  =  x,     B  =  p*«  —  1 ,  so  ist  ^ B  +  4  Quadrat  =  p* a?*, 

ÄB  +  B  =  p^x'-x  +  p'x  —  l, 

=  P^x*  +  {p*-l)x-l=(a-px); 
=  a*  —  2p  a« + p*«*, 
also  _       o*+l       _ 

*~p»+2op-l~'*' 


p*  +  2ap-I 

Aufgabe  28.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihr  Product,  wenn  man  die  eine  oder  die  andere  Zahl  davon  abzieht, 
in  beiden  Fällen  ein  Quadrat  zum  Beste  iSsst,  die  Summe  der  Wurzeln 
aber  einer  gegebenen  Zahl  gleich  wird. 

^B-j4  =  m*,    AB-B  =  n\ 
m  +  n=:a, 
sei  A  =  x,    B  =  p*x-\-\,  so  ist  AB  —  A  —  p*x*, 

^B- jB=pV  +  a; -p«z  -  1  =  (o -p«)*, 
P»a!*-(p«-I)a;-l  =  a»-2apa!  +  p«ir», 
o'+l 
"""  H-2ap-p«~     • 

P''+^-  l+2ap-p»       ^- 

Aufgabe  29.  Man  soll  zwei  Quadratzahlen  von  der  Beschaffenheit 
suchen,  dass  ihr  Product  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  die  eine  oder  die 
andere  der  beiden  Zahlen  hinzu  addirt. 

Wenn  a;*y*  +  x*  und  a!*^*  +  y*  Quadrate  sind,  so  müssen  auch  x*-\-\ 
und  y*-{-\  Quadrate  sein.  Man  hat  also  nur  nSthig  zwei  Quadrate  x*  und 
y^  zu  suchen ,  die  Quadrate  werden ,  wenn  man  1  dazu  addirt  Wenn  man 
dann  x*-\-\  und  y*+  1  respective  mit  y*  und  a?  multiplicirt,  so  sind  auch 
diese  Producte  Quadrate. 

Aufgabe  30.  Man  soll  zwei  Quadrate  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihr  Product  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,  wenn  man  das  eine 
oder  das  andere  der  beiden  Quadrate  davon  abzieht. 

Die  Zahlen  sind  hier     m*  +  «*       :,/'*+  9* 
-2S^""^-2]^' 

°d«'  m«+n«       ,  p*  +  g« 

—5 i   und   -; :• 

»*  —  n*         p*  —  ?• 
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Aufgabe  31.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  snchen, 
dass  ihr  Prodact  ein  Quadrat  wird,  mag  man  die  Summe  der  Zahlen  dazu 
addiren  oder  davon  abziehen. 

^B  +  {A+B)  und  Aß-(A+B)  Quadrate. 
Sei  AB  =  {m*+n')af, 

und  zwar  A  =  x,  B  =  (m*  +  n*)x, 

J  +  B  =  (m*  +  n*+l)x, 
aber  m^+n*  wird  Quadrat,  sowohl  wenn  man  2mn  dazu  addirt,  als  wenn 
man  2mn  davon  abzieht,  daher  sei  A  +  B  =  2mnx^.    Es  war  aber 
A  +  B  =  {m*  +  n*  +  l)x, 

*^*^®'*                9««^«  =  /«.»j.«»a.n»      __«n*  +  w»  +  l 
Äwwa;^^ (»i*+ «  -f- 1)*,    x= — jj • 

Aufgabe  32.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  snchen, 
dass  nicht  nur  ihre  Summe  ein  Quadrat  ist,  sondern  dass  auch  ihr  Pro- 
duot  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  die  Summe  derselben  dazu  addirt,  oder 
davon  abzieht 

Es  sollen  die  Ausdrücke  ji+B,  JB+j4+B  und  AB—{A+B) 
Quadrate  werden.  Nun  sind  m'  +  n*  +  ^^^  immer  Quadrate,  also  würde 
den  beiden  letzten  Bedingungen  genügt,  wenn  man 

AB  =  {m*  +  n*)i>^,    A  +  B  =  2mnx* 
setzte.     Aber  A  +  ß,  das  ist  2mnx*,  soll  Quadrat  sein,  sei  also  m  =  2p*, 
«  =  3*  80  erhalten  wir  A  B  =  {4p*  +  j*)«*, 

u4+B=4p^g^x\ 
so    sind    die   Ausdrücke   Quadrate.     Man    zerlege  4p*  +  q*  in  irgend  zwei 
Factoren   r  und  t  und    setze  A  =  rx,    B  =  tx,  so    ist  {r  +  t)x=A+B. 
Aber  A+  B  war  =  4p*g*x\ 

daher  ist  j-  *'  +  ^- 

4p*  q* 

12      3 
Bei  Diophant  ist  j»=  1,   ^  =  2,  r=2,   t=lO;  j!=Tp  =  2^»   also 

Aufgabe  33.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Quadrat  einer  jeden  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,  wenn 
man  die  nächstfolgende  Zahl  dazu  addirt. 

A*+B,     B'+C,     C*+A 
sollen  Quadrate  werden.     Sei 
A=x, 

B  =  2mx  +  m*,  so  ist  A'+  B  Quadrat, 
subtrahire  B^  =  4m'3^  +  4m^x  +  m*, 

von  4fn' x*  +  4mnx  +  «*>  ^»-^^  *«i''^«> 
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C  =  im  {n  —  m^)x+ n*  —  m*,    so    ist   auch    Ä*  +  tM^uailrat.     Nun   ist 
C*+  A=  16OT»(«-m»)äz«+(8w(M-m»)(Mä-m*)  +  l]x  +  (n*  -  m*)*, 

=  [4m{n  —  m')  x — pY, 

=  16  m'(n  —  m*)'a;*  — 8»np(n  —  m^)x+p^. 


«=; 


jj»-(n*-f»iY 


woraus  folgt: 

"^8m(n-wi'')(«*-f»«  +  p)+  l 
Bei  Diopbant  ist  »»  =  1,  »  =  2,^5=4. 

Aufgabe  34.  Man  soll  drei  Zablen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Quadrat  einer  jeden  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,  wenn 
man  die  Däehstrolgende  Zahl  davon  abzieht. 

A*- B,     li^-C,     C»-^  Quadrate. 

Sei  A  =  x  +  m, 

ß  =  2mx  +  m*, 

C=  4m(m*-n)x  +  (m*  -  n«), 

so  sind  A*  —  B  und  R*—  C  Quadrate, 

C-A=\(>  m-  {m^  -  nf  a;*  +  [8  »i  (m'  -  n)  (»n<  -  n*)  -  1]  x  +  (m*  -  «»j»  -  m, 

!=[4»»(m*  —  n)x—p\*, 

=  16  tn>  (m*  -  m)«x'  -  8  m  (m*  -  n)/ja;  +  jj», 

also  _         j>*  —  (m*  —  fi*)'  +  m 

*  "~  8»i(m* -  n) (m* -  w»  +jp)  +  1 ' 

Diophant  setzt  »»=1,  w  =  0,  wodurch  C*+ <<  =  16a;*+ Ta!  ^rd 
und  eine  particulilre  Auflüäung  zulSsst,  die  bei  anderen  Wcrthen  für  m  und 
«  nicht  anwendbar  ist. 

Aufgabe  3Ö — 36.  35.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit 
suchen,  dass  das  Quadrat  einer  jeden  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt, 
wenn  foan  die  Summe  der  drei  Zahlen  hinzu  addirt. 

36.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  BeschaSenbeit  suchen,  dass  das 
Quadrat  einer  jeden  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,  wenn  man  die 
Summe  der  Zablen  davon  abzieht. 

(^)  +a&und(^)'-a6 
sind  allemal  Quadrate.     Es  wird  nun  verlangt 

nach  35:         i4'  +  .'/  +  ß+r.  nach  36:       A* -[A  ■\- B +  C), 

B*-\-y4+B+C,  /?»-(.'/  + S  +  C), 

C  +  A  +  B  +  C,  C»_(^  +  ß  +  C) 

zn  Quadraten   zu  machen.     Nimm  eine  Zahl,    die  sich  auf  dreifache  Weise 
in  zwei  Pactoren  zerlegen  lässt,  z.  B.  mnp,  und  bilde  dve  dtav  Z.ttKl«.iv. 


k 
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In  35:       ä_^**~P  in  36:       ^  _♦"*•+/' 

mp-n  p  _  mp  +  w  _ 

■0  =  — 2 — *'  — 2 —    ' 

np—m  „ _  wj)  +  m 

V  =  g X,  O— 2 ^< 

nnd  in  beiden  Aufgaben  setze: 

A  +  B+C=mnpi>^, 
80    werden    die  Summen   resp.   Differenzen    allemal   Quadrate   sein.    Es  ist 
nur  noch  nOthig,  dass  die  Summe  der  drei  Zahlen  =  mnpx*  sei.    Es  ist  also 
in  35:       (mn-p  +  mp-n  +  np-m)x     ^„^  . 

m«  +  mp  +  np  —  {n  +  m  +  p) 
X  = g > 

in  36:      {mn+p  +  mp  +  n  +  np  +  m)x     _„„  , 

2 =  mnp  x', 

tun  +  mp  +  np  +  m  +  n  +p 

35  ^s F-  • 

2tnnp 

III.  Buch. 

Aufgabe  1.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  die  Summe  derselben  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  das  Quadrat  jed- 
weder Zahl  davon  abzieht. 

Da   die  Summe   der  drei  Zahlen,    wenn   man  je   eines   der   Quadrate 
davon  abzieht,  ein  Quadrat  zum  Reste  geben  soll,  so  muss  die  Summe  der 
Zahlen  die  Summe  von  zwei  Quadraten  sein;  sei  daher 
A  +  B+C={a^+b^)x\ 

Setzt  man  nun  A  =  ax,     B=bx, 

so  werden  A*  und  B^  von  A-\-  B  ■{■  C  subtrahirt  Quadrate  zum  Beste  geben. 

Aber  nach  II,  10  ist 

a*+b*=  (2mna-{m*-n*)b\*      /2mnb  +  (w^-wVV 
\  m*  +  n'  )       \  m^  +  n*  / 

Setzen  wir  also        „_  2mna —(»»*  +  «*) 6 

so  wird  auch  A  +  B-{-C—C*  ein  Quadrat  geben.  Es  kommt  nun  nur 
noch  darauf  an,  dass  die  Summen  der  Werthe  iür  A,  B,  C  wirklich  gleich 
(a*  +  5*)  jc*  sei ;  es  ist  also 

l"+^  + ;Hr^^ ja;=(«^+^.*)^^ 

also      _{a-  2mna-(m^-n')b_  (m  +  n)^a  +  2nn 


C=2mnb  +  (m*-n*)a 
2m'a  +  (m  +  n)n 


x  = 


oder,  wenn  wir 

gesetzt  hätten, 

■        (m«  +  n»)(a»+6») 

Aufgabe  2—4.  2.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dasa  das  Quadrat  ihrer  Summe  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,  wenn 
man  jedwede  Zahl  dazu  addirt. 

3.  Man  soll  drei  Zahlen  ron  der  Beschaffenheit  suchen,  dass  das 
Quadrat  ihrer  Summe  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibt,  wenn  man  jed- 
wede der  drei  Zahlen  davon  abzieht. 

4.  Man  soll  die  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen,  dass  das 
Quadrat  ihrer  Summe  von  jedweder  Zahl  abgezogen,  wieder  ein  Quadrat 
zum  lieste  lässt. 

Sei  A+B+C=mx,  also  (A  +  S +  C')*=m*xK     Sei  nun 
in  2)        y*  =  (w»-»w«)a:»,     B={p^-m*)x\     C  =  (g«  -  »»•)  a:», 
hl  3)       A  =  {m*-  ««)  X«,    £={»!»-  p')  i«,     C  =  (m'  -  3»)  x", 
in  4)       A  =  {m*^n*)x\     B  =  [m* -\-p*)3?,     C  =  (»n«  +  ?*)  x», 

so    sind    die  Bedingungen   erfüllt,    wenn    nur    noch  in  jeder  der  drei  Auf- 
gaben die  Summe  der  drei  Zahlen  =  m2  gesetzt  wird;  dann  findet  sich 

m 


in  2) 
in  3) 
in  4) 


x  = 


x  = 


x  = 


n'  +  p'  +  q' 

— 

3«!" 

m 

3m* -n*- 

P" 

-9» 

m 

•dm^  +  n^  +  p^  +  q* 

Aufgabe  5.  Man  soll  drei  Zahlen  suchen,  deren  Summe  ein 
Quadrat  ist,  und  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  die  Summe  von  je 
zweien  nm  eine  Quadratzahl  grösser  ist  als  die  dritte. 

Sei  A  +  B+C=x^+2nx  +  n',  sei  ferner  ^  +  i?  -  C  =  <  so  bleibt 

0=öäc*  +  Wif.     Sei  b  +  C—A^x\  also  .4  =  nx  +  ^n',    dann  ist 


^  +  C=^x»  +  2i.x  +  ifi», 


also 


folglich 


1 


1 


^  =  2^+2" 
A  +  C-B  =  2nx, 


und  das  soll  Quadrat  sein;   sei  2nx=:p*,  so  ist  x=  ;^i  also 


^  =  2^'+2"*' 


J9*  1  P*  1 

8^» +  2"*'     ^^ttn^  +  'Z*'- 
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Bei  Diophant  ist  n  =  l,  p  =  4.    Setzt  man  n  —  2,  p^8,  so  wird 
^=34,  Ä  +  B  +  C=324, 

£=130,  A  +  B  +  0=     4, 

C7=160,  Ä  +  S  +  0=  64, 

-^1  +  5  +  0=256. 
Aufgabe  7.    Man   soll  drei  Zahlen   von   der  Beschaffenheit  suchen, 
dass   sowohl    die  Summe   von    allen   dreien   als  die  Summe  von  je  zweien 
ein  Quadrat  sei. 

A  +  B+C  =  x'  +  2nx  +  n\ 

Sei    Ä  +  B  =  x*,    C  =  2nx  +  n\    B  +  ö=«'-2«a;  +  «», 

also  Ä'=inx,  B  =  3?  —  ^nx. 

ITun  soll  noch  A-\-C=^nx-\-  n*  Quadrat  sein. 

Sei  c        ,     »       »       ■  1        !>*  -  ♦»* 

bnx  +  n'  =  v',  80ista;  =  ^-?; • 

6» 

Aufgabe  9.     Man  soll  drei   Zahlen  suchen,   deren  unterschiede  der 
Reihe  nach  gleich  sind,  und  welche  zugleich  die  Beschaffenheit  haben,  dass 
die  Summe  von  je  zweien  ein  Quadrat  ist 
Es  soll  sein  A  —  B  =  B—C, 

A  +  B=p\    A  +  C=t^,    B  +  0=rr*. 
Aus  den  drei  letzten  Bedingungen  folgt 
g»_r«=j)«-?«, 
daher   sind    zunächst   drei  Quadrate  mit  gleichen  Unterschieden  zu  suchen. 
Setzen  wir  nun  |)*  =  ar*  + 2mx  +  »n*, 

i^  =  x\ 
so  mnss  sein  r*  =  x°—  2tnx  —  m'  =  {x  —  n)*, 

also  m,*  +  n* 

X=: 


2(n-fn) 


Dann  wird  ,  —  «t*  +  2inn  +  w' 

j>  =  a;  +  »»  = 


q  =  x  = 


2{n-m) 


2(m-n) 

»n*  +  2mn  — «* 


r  =  x  —  n=  — tjT ^ 

2(n—m) 

In  diesen  Werthen  für  p,  q,  r  können  wir  die  gleichen  Nenner  weg- 
lassen, weil  auch  dann  noch  die  Unterschiede  der  Quadrate  gleich  bleiben. 
Dann  haben  wir: 

p»=i<  +  £  =  (-fn*+2mn-f  ««)«  =  (»«  +  «*)»  + 4««  (n*-»n*), 

q*=A  +  C-  ■    '  •  -»)»  =(m»  +  n»)', 
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also 


Sei  nnn  .'4  -\-  Fl  -\-  (' ■=  if ,  so  ist 

A  =  y-r*=y-  [(m-  +  «')* -f  4tn n  (n*  -  m»)] . 

/?  =  y-g«  =  y-(mä-}-n>)», 

C 

y  =  3y  -  3  (m« +  «»)». 

l 


y  —  p»  =  y  —  [(»!*  +  w')*  —  4»wm(«*—  m'i]. 


»i\» 


.*  =  -(»,«  + nV  +  4mw  (n=  -  m»), 
C  =  I  (m«  +  «*)«  -  4  »• « (n»  -  »I»). 


Setzt    man   m  =  4 ,   t» 
sultate.     Oioph-ant  setzt: 

rä  =  jr«,     5»  =  a;»  +  2ma;  +  n»«,    p»  =  ar»  + 4wx  +  2m» 

n.  8.  w. 
Die  drei  Diophant'sclieu  Zahlen,   welche  er  nicht  angiebt,  sind 


5,   so    erbüU    mau   die  Diophant'scben  Re- 

{x-nY 


A=\ö60l,     Ä  =  840, 


l 


C=120}y 


2  2 

Aufgabe  10.    Man  soll  zu  einer  gegebenen  Zahl  drei  andere  von  der  Be- 
schaffenheit suchen,  dass  sowohl  die  Summe  von  je  zweien,  als  auch  die  Summe  ' 
von  allen  dreien  ein  (Quadrat  wird,  wenn  man  die  gegebene  Zahl  hinzu  addirt. 
Bei      '  A+  B  +  C  =  x^  +  2px+p^-a, 

J+  ß  =  x*  +  2mx  +  m^-a, 
/i+C=x*-\-2nx  +  n'~a, 
so  ist  /•=2(p-m)x+jB»-»n«, 

j4  =  2  ip  —  n)  X  +  p*  —  «', 
ß  =  3-J  4-  2 (»» +  fi  -p)  f  +  m«  +  w"-  -  p*  -  a. 
Ea  bleibt  noch  übrig,  dass  ^  +  C  -{-  a  Quadrat  sei. 

Da        M  +  C+a  =  2(2p-m-n)x  +  2p*-m'-n^  +  a  =  q\      . 


so  ist 


X  = 


3»-(2p«-f»»-w»+a) 


2  (2p  —  wi  —  m) 

Aufgabe  11.    Man  soll  zu  einer  gegebenen  Zahl  drei  andere  von  der 
Beschaffenheit  suchen,  dass  sowohl  die  Summe  von  je  zweien  als  die  Summe 
von  allen  dreien  ein  Quadrat  wird,  wenn  mau  die  gegebene  Zahl  davon  abzieht. 
Sei  /}-{■  R-\-C=x^+2px  +  p*-\-a, 

.4  +  ß  =  a:«+2mx-|-m''-i-a, 
^+ C  =  x»+2nx-f-n*  +  a, 
so  ist  C  =  2(p-»n)x +p«-m«, 

A  =  2(p-n)x-\-p>-n\ 
Ä  =  .T»  +  2(m  +  f»  -  p)  I  +  m- -\-  n*  -  V'-V  o-l 

attt-UI.  Abtii.  d.  Ztiuoln.  t.  ai»lh  u.  l-liy»  XXXV1L,V  \\. 
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Nan  soll  noch  A  +  C—  a  Quadrat  sein,  also 

*  "    2{2p-m-n) 

Diophant  setzt  tn  =  0. 

Aufgabe  12.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  soeben, 
dass  das  Prodact  von  je  zweien  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  eine  ge- 
gebene Zahl  dain  addirt. 

Es  soll  sein  ÄB+  a  =  m*, 

AC  +  a  =  n\ 
BC  +  w^f, 


AB  =  ni?-a 


B  =  m'-a  \ 


j   ^v  o  I   •      WA    ^A  — ■  ■«/  •      so    ISu      I  a 

AC  =  n*  —  a  f  I     ^      »*— ( 


C  = 


und  dieser  Ausdruck  soll  Quadrat  sein.     Es  ist  aber: 

(m*-a){n*-a)   ,          m* n* - (m*  +  n* - a^) a  +  a* 
_ +  a ^ 

Dieser  Ausdruck  wird  aber  Quadrat  sein,  wenn  in*-fn*— a:*  =  2fnf , 
oder  (m  —  «)*  =  «*,  also  m—  n=  +  x  ist. 
Danach  haben  wir  die  drei  Zahlen: 
A  =  x, 


B  = 
C  = 


X 

(m'^x)*—a 


und  es  ist  dann 


AB  +  a  =  m*, 

AC+a  =  {m  +  x)\ 

BC+a= j, 

Ebenso  ist  die  Auflösung  von  Nr.  13.     Es  werden  die  drei  Zahlen 

'  X  X 

Aufgabe  14.     Man  soll  drei  Zahlen  von   der  Beschaffenheit  suchen, 

dass  das  Product  von  je  zweien  wieder  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  die 
dritte  dazu  addirt. 

AB-\-Ci  AC-\-  m  Quadrate  werden. 
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Sei  AB  +  C  =  m^, 

AC+B  =  n^ 
80  ist  U-1)(£-C0=m*-«*. 

Sei  nun  ^  — l=»n4-«.     ^=in  +  »»+l, 

so  ist  B—C=m  —  n, 

AC+B  =  B  +  {m  +  n  +  l)C=n*, 
{m  +  n  +  2)C=n'-m  +  n, 

also                                        n*—m  +  n 
^  ^^  : : — FT^ 


B=C+m~n= 
BC+A== 


m  +  n  +  2 
tn^  •\-m  —  n 
m  +  n  +  2  ' 
m*(n  +  2f  +  4m(n*  +  Sn  +  2)  +  4{n  +  \]* 

[m(n  +  2)  +  2  (H  +  l)]* 


im  +  n  +  2f 
Daher  ist  durch  die  blosse  Annahme  auch  die  dritte  Bedingung  er- 
fttllt    Die  drei  Zahlen  sind  also 

m^  +  m  —  n 


B  = 

C  = 


m  +  n  +  2 
m^  —  m  +  n 


m  +  n  +  2 
Man  konnte  auch  setzen: 

A—  l  =  m  —  n,    A  =  m  —  n  +  \, 

so  wäre  B  —  C=m  +  n, 

B  +  {m-n  +  \)C  =  n\ 

n-  —  m—n 


C  = 
B  = 

BC  +  A  = 


m  —  n  +  2 
m'^  +  m  +  n 
m~^+2' 
OT^(« - 2)»  +  4ot (n  - l)(n-2)+4(n-l)» 

!«i(n-2)  +  2(w-l)I« 


{m-n  +  2)* 

Die  drei  Zahlen  sind  also: 

A  1   1       D      m*+m  +  n  n*-m  —  n 

A=^m-n+l,     B=_-_^-2..C=,;^^-^y. 

Lösung  nach  Diophant. 

AB  +  C,    AC+B,    BC  +  A 
sollen  Quadrate  sein.     Diophant  setzt: 

11« 


-r-i*i*    -.itBftiiiTiu»'. 


__    =.  1  -   •      -* 


■if.'. 


_  j  —  '    .  — 
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Aufgabe   16.     Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Froduct  ans  je  zweien  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  das  Quadrat 

der  dritten  dazu  addirt. 

1.  Es  soll  sein  x*-\-yz=a*,    y^  +  xe^^h*,    Ä*  +  xy  =  c*.     Setzt  man 

e  =x  — gy  =  m^y  —  2mx,  so   wird    zweien  Forderungen    genOgt,    und  es 

11  1  ^1  f\ 

findet  sich  »i  = -^  oder  =  nu,  '     Der  erste  Werth   giebt  die  AuflSsung 

x=  185,    ^  =  608,    0  =  33;   der  zweite  giebt  sehr  grosse  Zahlen. 

2.  Ali  +  C\    AC+B^,     Ä 6'  +  ^  Quadrate. 
Sei  ^      m*A-B 

^  —  ö ' 

im 

Sei  ferner  C=p^B—2pA,  so  ist  BC-\-  A*=^{pB-  A)\    Die  beiden 
Werthe  von  C  einander  gleich  gesetzt,  giebt 

m*A  —  B  =  2mp*B  —  4mpA, 
also 

B       »i*  +  4mp 

'Ä^2^^+l' 
daher  ist       A  =  2mp^-\-l,     B=:m^-j-Amp,     C='m*p*  —  2p, 
^C+ß«=(2mp«+l)(mV»-2p)  +  (m»  +  4mp»)», 

=  m*  +  2p  {pO  +  4)  m»  +  17/m«-  4p»»»  -  2p. 
Dieser  Ausdruck  soll  Quadrat  werden;  er  sei 

=  K  +  p(jf'  +  4)«»-ip(p«  +  8p»-l)p, 

so  heben  sich  die  drei  ersten  Glieder  gegenseitig,  und  es  bleibt  ttbrig 

-4,>'m-2p  =  -p'(p''  +  4)(p^  +  8p'-l)m  +  ^p*(p''  +  8p^-iy, 

also  _  p»(;.6  +  8p»-l)*  +  8 

'"~4pHp^  +  4){p^  +  8p»-l)-l6p*' 
Wenn   man  die  Klammern  auflöst,   Ittest  sich  der  Bruch  durch/»» +  8 
beben,  und  es  bleibt: 

'l'l  +  8^»-2;>«  +  l  ^  (;>*+4p»-l)''-(4p»-l)''+l ^ 
~4p'{p^  +  4p^-\)  4p*{p«  +  4p»-l) 

3.  IudcrDiophant'8chenLö8ungBetztdieserl6a;*+33a;+16=(4a;-5)*. 
Dazu  macht  Nosselmann  folgende  Bemerkung: 

m  .  ,  m'— 16n*       ,       .    , 

Setzt  man  die  Wurzel  =4a;+-»  so  wird  x=^„  .  ,  ^ — >  also  sind 

die    Zahlen    /n^- 16««,     4OT»  +  32m« +  68«»,     33n*±8mH,    wo   «' 
Di ophant 's  Beispiel  m  =  5,    ;i  =  1    ist.    Die  Summe  aller  drei  I 
immer  die  Summe  zweier  Quadrate,  nSmlich  4m*+  8ln*+36m«,  m*+4 


in  =  -.— . 
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Aufgabe  17  nnd  18.  Vaa  toll  drei  Zahlen  von  der  Besehsffenheit 
•uohen,  da««  da«  Prodnet  Ton  je  zweien  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  die 
Rnmme  beider  Zahlen  dazn  addirt 

^ß+A  +  ß,     AC+J  +  C,     ßC+ß  +  C  Qnadrmte. 

Sei  Aß+  A+  B=m*,    AC  +  A-\-C  =  H*, 

daher  „     «*—  A  »*—  A 

_m*n'+m*  +  n^~2A-  A* 

damit  ni'n'  +  m^  +  n'  Quadrat  sei,  mos«  n  =  m  —  1  sein,  dann  ist 
m*n*  +  m«  +  f.*  =  (m*  -  m  +  1)«, 


Sei  also^^,_^_|_j,,_2^_^,^r  ,_^_l_jj_/»    V 

=  („»_„,+ 1)*  _  ?>  („«_  m  +  \)A+^,  A*, 
dann  ist  ^      2p4r(»i*— »»  + 1)  — 2y* 

p*  +  r 

/.»  +  2py(w«-in+l)-  9« 
,       ,        «;iV-2/>9(m»-m  +  l)4-(w»+2i<7* 

i'*  +  <?* 

(m-l)V-2py(m«-m  +  n  +  [(m-  r,*+2|-7* 

Deninach  sind  die  drei  Zahlen: 

2flg(m^-CT  +  l)-2v» 
1'»  +  !/'' 
^  wV-2/>7(w*-m  +  l)  +  (>/i»  +  2)y' 
;)»  +  2p7(;n*-m  +  l)-j« 

r  =  i"-~  Ij'P'-^/^y  (»'»-»' +  !)  +  [(»'- l)''+2Jg» 
p-  -|-  2/>  7  (m*  —  m  4- 1 )  —  y* 
Diophant'H  Auflösung  nimmt  folgenden  Gang: 
I.  Sucht  er  zwei  Zahlen  A  und  B,  so  dass  A B ■\-  A-{-  B  ein  Quadrat 
wird.     Sei  ^  =  a,     B  =  x, 

»0  ist  // ß  +  //  +  i9  =--  (a  +  l)a;  +  a  =  6«, 

a+1 


Ist  also  A  =^  a,  so  muss  B  =  — -~r  sein ,  dann  ist  AB-^-A-^-B  ein 

0  +  1 

Quadrat.     Es   sollen   aber  auch  JC-\-  A-\-  C  und  BC  ■\-  B  •\-  C  Quadrate 
sein.     Sei  nun  C  =  x,  so  sollen  auch 

^C  +  .<  +  £7,  das  ist  (fl  -t-  l)a;  +  a 

"'  f^^  +  O^  +  ^-lz:^ 

Quadrate  sein.  ^ "  +  ^        ^  "  +  ^ 

Aber  in  dieser  Doppelgleichung  sind  weder  die  entsprechenden  Coeffi- 
cienten  gleich,   noch  verhalten  sie  sich  zu  einander  wie  Quadrate,     Damm 

V  —  a 
mässen  für  a  und  — — -r  andere  Zahlen  gefunden  werden. 
0+  1 

II.   Suchen   wir  zunächst   zwei   Zahlen  y  und  s,  so  dass  jr  +  1    und 
z  -\-  \  sich  wie  zwei  Quadratzahlen  verhalten ,  also 
{y  +  l):(z+l)  =  /««:.; 
n*y  -j-  n"  =  m*  e  +  ;«*, 
"'  y  +  "*  —  '"* 

B  = i 1 

'1*3/  +  "*  - 


so  haben  wir  in  y  und 


zunSchst  zwei  Zahlen ,  deren  um  1  Ver- 


mehrte sich  wie  Quadratzahlen  verhalten.  Nun  sollen  sie  auch  noch  die 
Bedingung  erfüllen,  dass  sie  für  A  und  B  gesetzt  A  B  -^  A  -^  D  iw  einem 
Quadrate  machen,  also 


=  Pi' 


geordnet: 
so  wird 


)(«y»  +  2ny  +  n»  -  m^  =  j)i»  =  (ny  -p)\ 
p*  -f-  »»'  —  »)'      p*  +  '"'  —  "* 


y  = 


2np+2n*         2'>(p  +  n) 

Setzen  wir  diesen  Werth  für  y  in  den  Ausdruck 

die  andere  Zahl  «(" -|-p)'  — m*(n  4-2p) 

2m»(fi+p) 

in.  Nun  setzen  wir  die  drei  gesuchten  Zahlen 


n^y  +  n'  —  in* 


so  wird 


A  = 


p*  +  ni'  —  11^ 


B  = 


„{„  +  py-mHH  +  2p) 


C=x, 


2n(n  +  p)  2m*(n-\-p) 

so  werden  die  beiden  übrigen  Gleichungen  für  /i  C  +  //  -f  f  und  BC  -\-  B-{-  C, 


{n+p)'-i-m^ 
2n(J,+p) 

II  (n  +  pY  +  "•"  " 


x  + 
x  + 


/>»  +  m- 


=  Ä' 


2m''(i,+p) 
oder,  wenn  wir  hr  mit —7  grössern 

Hl" 


2n(n  +  p) 
f>(>i+py-mHn  +  2p) 
2m*{n+p) 


=  fcä 


«(»  +  p)«+».««        .    „(p»  +  «'-.,») 

-— r iC  H 7t— i-^ : r—  =  n,. 


2m*{„+p) 


2m*(»-\-p) 
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Nun  sind  in  beiden  Gleichungen  die  Coefficienten  von  z  einander 
gleich,  und  die  Doppelgleichung  iSsst  sich  auflösen;  es  wird  nämlich 

'  »I* 

das  sich  auf  verschiedene  Art  in  zwei  Factoren  zerlegen  lasst 

Aufgabe  19.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Product  ron  je  zweien  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  die  Summe 
heider  Zahlen  davon  abzieht. 

AB-i.'l+B),    AC-{^  +  q,     ßC-(S  +  C)  Quadrate. 
AB-(A  +  B)  =  m*, 
AC-{A  +  C)  =  n*, 


BC-  {&  +  C)  = 


A-\  "        A-\ 

(»i*+^)(>i»+.V)  _  ;««  +  »"  +  2.^ 
(,A-\y      '  A  -1 


^A-\Y 
Damit  nun   ?«•«*  +  m'  +  «*  Quadrat  werde,  sei  «  =  m  —  1 ,  so  wird 


BC-(ß  +  C)  = 


{A-\r 


(„«_„, +  1)«+ 2 -4-^*  =  (/««- «I  +  1  -''  Ay, 
woraus  folgt:  _  2pq(m*—  m  +  1)  +  2'/^ 

P^  +  g'         ■  ' 

^  _  j  ^  yM-_2py  («(»-  H  +  1 )  -  p» 


n  = 


m*p*  4-  2/> V  («1« -  /«  +  1 )  4-  («,« +  2)(y 


q*  +  2pq{,n* -,„■{-  \)-p' 

g*  +  2p(;(«i*  —  ;//  +  \)  —p- 

Aufgabe  20.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihr  Product  ein  Quadrat  wird,  mag  man  eine  jede  der  beiden  Zahlen 
einzeln,  oder  die  Summe  von  beiden  dazu  addiren. 

1)  AB  +  A,     AB+  B,     AB  +  A+  B  (iuadiate. 

Sei  A  =  X,  B  =  war»  —  1 ,  so  ist  ^4  5  =  //i*.t»  —  .r,  also  AB+  A  =  /«=•  .r», 

also  eine  Bedingung  erfüllt;  es  bleibt  übrig 

AB  +  n=  /«2,r«  +  (w«  -\)x-\  ^!i\ 

AB  +  A+  B  =  M^x^  +  «i»r- -  l  =  p\ 
folglich: 
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p'  —  q-  =  x=2mx.  Q — 1 


p  =  mx  +  z — I      Oöm«— -j — • 
4»«  4m 

also  16m» +  1  „  9 


dann  ist 


8/««(2»i«-l)  8(2/«"-!) 

2)  Man  konnte  auch  setzen 

A  =  X  —  \,     B  =  m*x,  also  AB  =  m*x*  —  m*x, 
AB=^  m*x^—  m*x,     AB+  B  =  m»a:*, 
^B  +  A  =  m^x*-  (/«» -  l)a;-  1  =  3», 
AB+  A  +  B  =  m*x*  +  x  -  l  =  p*, 
p*—  q*  =■  m*X  =  2  w  JB .  jj- »« , 

.1  1 

p  =  mx  +  -^Hi,     q  =  mx  —  2'>'t 

M«+16 

*~8(2-w»)' 
V  _       ö»'*  „  _  »**('«*  +  Iß) 


8(2- w»)  8i2-m*) 

Aufgabe  21.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihr  Product  ein  Quadrat  wird,  man  mag  nun  jede  der  beiden  Zahlen 
einzeln  oder  die  Summe  beider  davon  abziehen. 

JB-A,     .4B-B,     ^ß-(^+ ß)  Quadrate. 
1)  Sei/4  =  a;,  ß  =  »«*a;+ 1,  al80.<4ß=w*x  +  a;,  so  ist  ^ß  — ^  =  »i*a;», 
also  eine  Bedingung  erfüllt.     Es  bleibt  übrig: 

AB-  ß  =  m*x*-{m*-  l)x-  1  =p», 
AB-{A+  B)  —  m*si^  —  m*  X  —  l  =  q', 

p*  —  o*  =  X  =  2»ia;  •  s— ' 
2m 

p  =  mx  +  -r-  '     q  =  mx—-i — i 
im  Am 

16;;,»+ 1  9 

X—    .1  =■  „ ^-^ TT-   ...  '  B  = 


8m>'(l-2m«)  8(1 -2m«) 

2)  Sei  A  =  X  +  \,  B  =  m^x,  so  ist  AB  =  m^a^  +  m*x,  also 

AB~  B=:m*x*, 

Aß-A  =  m*X^  +  (m*-l)x-\=p*\   ,        ,  ,         „  1 

tP  —q  =  M  x  =  dmx-  lim, 
AB-{A+ B)=m*x'-x-l  =  q\>  2 

,1  1  ,  m«+16 

p^mx  +  -^m,^q  =  mx-^^,     also  X  =  g^^^^^) ' 

_        9/«"  m«(OT»  +  16) 

8(m''-2)'  8  (».»-2)  ' 
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Aufgabe  23  und  24.  Man  soll  eine  gegebene  Zahl  in  zwei  Stficke 
theilen,  und  ein  Quadrat  suchen,  welches  auch  dann  noch  ein  Qnadrat 
bleibt,  wenn  man  jedwedes  Stück  der  gegebenen  Zahl  davon  abzieht  (23), 
oder  hinzu  addirt  (24). 

Beide  Aufgaben  sind  schon  II;  16,  15  dagewesen,  dort  aber  anders 
gelöst.    £s  so]] 

A  +  ß  =  a, 

«*  ±  ß  =  9* 
A=p*±2px.     B  =  q*±2qx, 


sein.     Setze 


so  sind   3^  +  J  und  a^+B  Quadrate ;   es  bleibt  nur  noch    A+  B  =  a  zu 
""«^l»«»»-  a=p'  +  q*±2(p  +  q)x. 


Es  wird  also  im  ersten  Falle 
a-ip*+q*) 
Hp~+9)    ' 


im  zweiten  Falle 


pt  +  g*-a 
2{p  +  q)   • 


oder  allgemein  x  =  +  —rrz ; — ^  • 

*  —     2{p  +  q) 


(KchluBS  folgt.) 


Reeensionen. 


9 


,A  +  >. 


de  dt 


Ueber    Systeme    linearer   Differentialgleichungen    mit    mehreren    Ver- 
änderlichen.   Von  Dr.  J.  HoRN.    Berlin,  Mayer  und  Müller.     1891. 

Bei  der  Behandlung  des  Problems ,  ob  eine  Function  zweier  VerSuder- 
lichen  durch  ihre  üustetigkeiten  und  ihre  Verzweigungsmeise  in  tihnlicher 
Weise  detinirt  werden  könne,  wie  es  Kiemann  fUr  die  Gauss'sche 
Reihe  gethan,  gelangte  Herr  Picard  7,u  einer  Function,  die  sich  als  das 
allgemeine  Integral  eines  gewissen  Systems  linearer  partieller  Differential- 
gleichangen  darbot.  Herr  Appell  wien  darauf  bin,  dass  es  möglich  sein 
müsse,  unabhängig  von  jener  Definition  das  Verhalten  der  Function  allein 
au!<  den  DitTerentialgleichungen  zu  erkennen,  mit  anderen  Worten,  das 
System  dreier  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 

dxcy 

mit  drei  linear  unabhängigen  Integralen  in  ähnlicher  Weise  zu  integriren, 
wie  es  Herr  Fuchä  bei  den  gewöhnlichen  linearen  Di&'orentialgleichungeu 
gethan.  Somit  bot  sich  die  Aufgabe  dar,  die  Fuchs 'sehe  Theorie  der  ge- 
wöhnlichen linearen  Differentialgleichungen  für  Systeme  linearer  partieller 
Differentialgleichungen  zu  verallgemeinern,  eine  Aufgabe,  die  zuerst  von 
Herrn  Sanvage  in  Angriff  genommen  wurde.  Statt  der  Systeme  partieller 
Differentialgleichungen  betrachtet  Herr  Sau  vage  Systeme  totaler  linearer 
Differentialgleichungen,  auf  welche  sich  jene  zurUckfUbreti  lassen,  und  zwar 
behandelt  er  zunächst  erschöpfend  den  einfachsten  Fall  von  m  totalen 
Differentialgleichungen  mit  einer  unabhängigen  und  m  abhängigen  Variablen 
imcb  einer  Methode,  die  der  Verallgemeinerung  f^big  ist.  Die  vorliegende 
Habilitationsschrift  hat  den  weiteren  Auebau  derselben  Theorie  zum  Gegen- 
stände und  bildet  die  Fortsetzung  und  Ergänzung  einer  in  den  Acta  m» 
matica  erschienenen  Abhandlung  desselben  Verfassers.  Es  wird  der  Bei 
tang  zur  Vorbereitung   des  allgemeinen  Falles  das  obengenannte  beso 


V 


'^  =  ^.-+^. 


f>y 


dx  oy 
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Sy&tem    za   Grande   gelegt.     Als   Hilfsmittel    für   dessen   Integration    dient 
auch   hier  die  Theorie  der  Systeme  totaler  linearer  Difierentialgleichungen, 
welche    hier    noch    stärker   als    in   der   früheren  Abhandlung  herangezogen 
wird.     Der  Gang   und  die  Resultate  der  Untersuchung  sind  kurz  folgende. 
Der  Verfasser   schickt  einige   allgemeine  Erörterungen  über  das  fanc- 
tionentheoretische  Verhalten  der  Integrale  von  Systemen  linearer  Diflferential- 
gleichungeu    mit  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  voraus,   wobei  der  Be- 
griff  des  Fundamentalsystems    auch    hier  eingeführt  und  die  Darstellungs- 
formen    der   Zweige   eines    solchen   angegeben    werdeu.      Ebenso    wird    der 
Begriff    der   RegularitSt    fUr    das    vorliegende    Differenlialgleichungssy&tem 
fixirt.     Es   folgt   die  Aufstellung   der  nothwendigen  und  hinreichenden   Be 
dingungen,   damit   das   in  llede   stehende  System    an  einem  singulären  Ge- 
bilde  9  (z,  y)  =  0  lauter   reguläre  Integrale  besitze.     Diese  Aufgabe  lösl 
der  Verfasser  schrittweise,  indem  er  jene  Bedingungen  zunächst  für  totale 
Systeme  mit  einer  oder  zwei  unabhängigen  und  zwei  oder  drei  abhängigen 
Variablen    nach    dem  Vorgange    von    Herrn  Sau  vage   aufsucht  und  diese 
Resultate  nun  auf  das  oben  genannte  System  linearer  partieller  Differential- 
gleichungen überträgt.     Hierbei  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nach- 
dem sämmtliche  Coefficienten  Ai,  J„  B^,  B^,  C„  C,  durch  91  theilbar  sind 
oder  nicht.     In  beiden  Fälleu  verlangen  die  gewonnenen  Bedingungen  (die 
Integrabilitätsbedingungen     als    erfüllt    vorausgesetzt)    das    Vorhandensein 
dreier    ganzen  Functionen    x,   k,   fi,    die  so  beschaffen  sind,   dass  gewisse 
Functionen,  die  zu  /,,  k,  (i  und  den  Coefficienten  des  gegebenen  Differential- 
gleichuugssystems    in   einfachen    Beziehungen   stehen,    an   den    Stellen    des 
singulären    Gebildes    (jp  =  Ü    in    Potenzreihen    eutwickelbar    sind.      Diese 
Potenzreihen    sind   bei    Fall   II   resp.  durch  (p,  9*"',  ip*,  bei  Fall  I  resp. 
durch  1,  qp*-'  theilbar.     Dem  Werthe  h=l  entspricht  im  letzteren  Falle 
ein    System,  welches  vor  allen  anderen  dadurch  ausgezeichnet  ist,    dass  es 
regulär    ist,    ohne    dass    zwischen  seinen  Coefficienten  andere  als  die  Inte- 
grabilitätsbedingungen  bestehen,  und  dass  es  sich  unmittelbar  in  ein  kano- 
niscbes  totales  System  überfuhren  lässt.     Die  im  allgemeinen  Falle  erfor- 
derlichen Substitutionen,  um  das  gegebene  System  in  ein  kanonisches  Ober- 
zuführen, werden  gleichfalls  angegeben.    Hieran  schltesst  sich  die  Aufgabe, 
bei  den  gefundenen  regulären  Systemen  die  Form  der  Integrale  in  der  Um- 
gebung  der  singulären  Stellen  genauer  zu  untersuchen,    dies  geschieht  far 
totale  und  partielle  Systeme,  im  Falle  zweier  unabhängigen  Veränderlichen 
nur  an  solchen  singulären  Stelleu,   die  nicht  mehreren  singulären  Gebilden 
gleichzeitig   angehören,    eine  Aufgabe,   die   der  Verfasser  einer  von  Hern 
Grüufeld  eingeschlagenen  Methode  folgend  und  die  diesbezügliche  Grün 
feld'sche    Untersuchung  ergänzend    löst.     Auch   hier   ist  wieder  zu  unter- 
scheiden, ob  die  regulären  partiellen  Systeme  von  der  ersten  oder  zweiten 
Gattung    (Fall  T»     ' .»  j)  gjnd.     Jedes  System    der  zweiten   Gattung,    för 
welches  /<  J  ün  Fundamentnlsystem  der  Form  1 


I 

1 V 


-M 


Zk  =<?"£«,  *  =  0,  1,2, 
wo  5,,  t„  {^  Potenzreihen  von  x  —  n,  p  —  b  sind  und  p  einer  fjewissen 
CongTuenz  zu  genügen  hat.  Für  h  =  l  können  dagegen  in  den  Fanda- 
mentalsjstemen  Logarithmen  auftreten.  Das  oben  gekennzeichnete  einfachste 
System  der  zweiten  Gattung  nimmt  also  eine  Sonderst^llnng  ein.  Bei  dem 
regiilßren  System  erster  Gattang  können  sowohl  für  A  =  1  wie  für  h  >  1 
Fnndamentalsysteme  mit  Logarithmen  auftreten.  Der  letzte  Paragraph 
enthält  noch  Andeutungen  über  das  Verhalten  der  Integrale  an  den  Schnitt 
stellen  zweier  singnlSren  Gebilde.  E.  Jabnke. 
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Beiträge  zar  Theorie  der  Gleicliniigeii  von  Dr.  H.  Soheppler.     Leipzig, 
Foerster,    1891.     133  S. 

Der  Beweis,  den  Abel,   auf  die  Substitutionstheorie  gestützt,  für  die 
ünlSsbarkeit   der    allgemeinen  Gleichang    fünften    and    höheren  Grades  ge- 
geben  hat,   berührt   nicht  die  speciellen  Fülle,    wo  eine  Gleichung  solchen 
Grades  lösbar  wird,    so  dass  er  kein  Merkmal  feststellt,   woran  die  ünlös- 
bnrkeit  einer  gegebenen  Gleichung   erkannt   werden   kSnnte.     Diese  Lttcke 
anszufdllen,  einen  Beweis  zu  geben,  der  zugleich  das  Rennzeichen  der  LtSs- 
barkeit   der    lösbaren    höheren  Gleichungen  liefert,    ist   das  Ziel  des  durch 
Arbeiten    in    verschiedenen    Gebieten    des    Wissens    bekannten    Verfassers. 
Seinen  Beweis  bezeichnet  der  Herr  Verfasser  als  einen  ungleich  einfacheren, 
da    or    nicht    „durch  Gebiete    führt,    die    durch    die  Arbeiten    von  Abel, 
Caucby,    Bertrand  n.  A.  Ober   die  cyklische  Perniutation  und  über  die 
Vielwerthigkeit   der  Functionen    in  Folge   der  Vertauschung    der  Variablen 
zu    förmlichen    Hilfstheorien    ausgebildet    worden    sind".       Das    Merkmal, 
welches  ftlr  die  Lösbarkeit  einer  Gleichung  aufgestellt  wird ,  hält  der  Herr 
Verfasser  für  „völlig  allgemein,  nttmlich  weder  an  die  Unzerlegbarkeit  der 
Gleichung  noch  an  die  Primitivität  ihres  Grades  gebunden".    Dabei  ergiebt    j 
sich    für   den  Herrn  Verfasser  „ein    von    dem  Grade    der   Gleichung  unab- 
htlngiges  Auflösungsverfahren".      Durch  dieses  „entwickeln  sich  die  Haupt-    ; 
Sätze  über  die  Form  der  Wurzeln  einer  Gleichung  auf  sehr  einfache  Weise, 
was    demselben    gegenüber    den    sehr    schönen ,    aber    viel    complicirteren. 
Operationen   von  Lagrange,    Galois  u,  A.  um  so  mehr  zur  Empfehlung 
gereichen    möchte,   als   die  letzteren  Theorien  doch  den  wahren  Grund    den 
Vieldeutigkeit   oder    Vielfachheit    der    Wurzel    einer    Gleichung    nicht    auf-, 
decken,   ein  Grund,   der   lediglich  in  der  Vielwerthigkeit  der   Coefficieutetj 
der  gegebenen  Gleichung  liegt".     „Demzufolge,   betont  der  Herr  Verfasse-^ 
an  anderer  Stelle,    und  da  auch  deutsche  Gelehrte,  u.  A.  Kronecker    sicil 
erfolglos   um   das  allgemeine  Princip  bemüht  haben ,  darf  ich  boB'en ,   dorqd 
die   vorliegenden  Arbeiten    eine   Lücke    in    der  Wissenschaft    ausgefUU*       ^ 
haben."  E.  Jahni 
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Historisch -litersriaofae  Abtheilang, 


Elementargeometrie.  Von  F.  Roese.  Wismar,  Hinatoiff.  1890.  98  S.] 
In  der  Vorreile  vorliegenden  Buches  bemerkt  der  Herr  Verfasser ,  dass 
in  der  Gegenwart  „die  Lebrerwelt  mehr  als  je  Veranlassung  hat,  sich 
mit  der  Verbesserang  der  Unterrichtsmethoden  tn  beschäftigen."  Nichts- 
destoweniger bietet  die  hier  gegebene  Darstellung,  Terglicben  mit  den  aas- 
gezeichneten  LehrbOcbem  von  Mebler,  Spieker,  Gallenkamp,  Marias, 
keine  nennenswerthen  methodischen  Verbesserangen,  obwohl  solche  in  der 
That  noch  möglich  nnd  notbwendig  sind  —  man  müsste  denn  die  jedem 
Abschnitt  angefügte '  Zusammenstellung  der  in  demselben  vorkommenden 
Lehrsätze  als  Verbesserung  der  Unterrichtsmethode  auffassen,    e.  Jaukke. 


5000  Aufgaben  nebst  Resultaten  aus  der  Brnchrechnung.  Von  F.  Robsb.  ' 
Wismar,  HinstortT.  1890.  4C  S. 
Theilt  man  —  so  heisst  es  in  der  Vorrede  —  jedem  Schiller  eine 
besondere  von  den  mit  Buchstaben  Uberschriebenen  Zahlengruppen  zu, 
giebt  aber  allen  gemeinschaftlich  eine  nnd  dieselbe  von  den  mit  Zahlen 
Uberschriebenen  Gruppen,  dann  hat  jeder  Schüler  eine  andere  Anfgabe  za 
rechnen  und  doch  erhalten  sie  sämmilich  dasselbe  Resultat.     £,  Jahnkb. 


Algebra.  Lehrbuch  mit  Aufgabensammlung  für  Schulen.  Von  Prof. 
W.  Winter.  München ,  Ackermann.  1891.  329  S. 
Verglichen  mit  den  bekannten  Aufgabensammlungen  von  Bardey, 
II eis  und  den  neueren  von  Wrobel,  Fenker,  die  so  eingerichtet  sind, 
dass  sie  ein  besonderes  Lehrbuch  entbehrlich  machen,  zeigt  das  vorliegende 
Buch  keine  methodischen  Eigenheiten.  Da  indessen  zahlreiche  Aufgaben 
gegeben  sind,  von  denen  ein  grosser  Theil  neu  ist,  so  wird  das  Bach 
aus    diesem  Grunde   manchem   der  Herren  Fachgenossen    willkommen    sein. 

E.  Jahnke 
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Systematischer  Ornndriss  der  Elementarmathematik.  Erste  Abtheilung: 
Die  Algebra  und  die  Grandbegriffe  der  Differentialrechnung.  FUr 
den  Gebrauch  au  höheren  Lehranstalten.  Von  Prof.  Dr.  E.  Fischer. 
Berlin,  Duncker,  1891.    163  8.    M.  2,25.  ^ 

Der  vorliegende,  durch  Knappheit  der  Darstellung  ausgezeichnete 
Grundriss  bringt  eine  Reibe  von  Entwickelungeu  und  Beweisen,  von  denen 
sich  ein  Theil  überhaupt  nur  in  wenigen  Lehrbüchern  findet,  wUbreud  die 
übrigen  vom  Verfasser  selbst  herrühren.  Dabin  gehören  u.  A.  die  Berech- 
nung eines  ParabelflSchenstückes ,  der  Satz,  dass  £n^  =^{Zny,  die  Her- 
leitung der  sinus-  und  cosinus- Reihen,  welche  als  arithmetische  Reihen 
Ordnung  aufgefasst  werden,  der  Beweis  des  binomischen  Lehf 
ine  Potenz  mit  dem  E?vonen\Ä\i  p  -V  q\,  ^<i  ^i  'l  \iti%\MvH%  «yi^ 
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negative,  ganze  oder  gebrochene  Zahlen  bezeichnen,  und  eudlich  eine 
einfache  Entwicklung  der  Grandbegri£fe  der  Differential-  und  Integralrech- 
uung.  In  Bezug  auf  Uebungsbeispiele  wird  auf  die  vorhandenen  Auf- 
gabensammlungen, insbesondere  auch  auf  die  vom  Verfasser  bearbeitete  und 
herausgegebene  „Sammlung  und  Auflösung  mathematischer  Aufgaben  von 
K.  H.  Schellbach"  verwiesen.  Soeben  ist  die  zweite  Abtheilung  erschienen, 
welche  die  Geometrie  behandelt.  e,  Jabnkb, 


Uebungsbnch  zur  Arithmetik  nnd  Algebra.    Anhang  für  höhere  realistische 
Lehranstalten.  Von  Dr.  E.  Wrobel.  Rostock,  Werther.  1891.  M.ü,80. 

Dem  Anhange  eignen  die  gleichen  didactischen  Vorzüge,  wie  sie  die 
beiden  ersten  Theile  des  Wrobel'scben  Uebuugsbucbes  auszeichnen,  und 
welche  Referent  schon  Gelegenheit  gehabt  hat  hervorzuheben.  Der  Ver- 
fasser behandelt  ausführlich  die  Auflösungsmetboden  specieller  Gleichungen 
dritten  und  vierten  Grades,  sowie  die  allgemeine  kubische  und  biquadratische 
Gleichung,  feruer  die  Auflösung  numerischer  Gleichungen  durch  Näherung, 
wobei  auch  einige  der  bekannteren  SUtze  Über  die  Anzablbestiromung  der 
positiven  und  negativen  Wurzeln  einer  Gleichung  Anwendung  finden,  und 
endlich  noch  die  Auflösung  der  allgemeinen  binomischen  Gleichung  n""  Grade.s 
vermittelst  des  Moivre'scben  Lehrsatzes.  Die  Convergenz  unendlicher 
Reihen ,  sowie  die  Entwicklung  der  Functionen  in  Reihen  finden  eingehende 
Berücksichtigung.  Daa  Schlusscapitel  ist  der  Betrachtang  der  extremen 
Werthe  einer  Function  gewidmet,  es  werden  verschiedene  Methoden,  die 
in  besonderen  Fällen  anwendbar  sind,  erörtert,  u.  a.  die  von  Herrn  Schell- 
bach herrührende  und  im  Anschluss  noch  die  allgemeinste  Methode,  welche 
die  Differentialrechnung  liefert,  E.  jAnNKC, 


Synopsis  der  höheren  Mathematik.   Von  Jobann  G.  Hagen  ,  S.  J. ,  Dlrector 
der  Sternwarte  des  Georgetown  College ,  Washington ,  D.  C.,  I.  Band : 
Arithmetische    und    algebraische    Analyse.      Berlin   1891. 
Verlag  von  Felix  L.  Dames.     VIH,  398  S. 
Es  ist  ein  ganz  grossartig  angelegtes  Werk,  über  dessen  I.  Band  wir 
hier   zu  berichten    haben.     H.  Uagen  bezweckt  —  das  sind  seine  eigenen 
Worte  in  der  Vorrede  —  „eine  Rundschau,  eine  Durchmusterung  der  höheren 
Mathematik.     Einer  Karte  vergleichbar,  soll  das  Werk  ein  Netz  übersicht- 
licher Eintheilung  ausspannen   und  anf  domselben  den   vorhandenen   Stoff 
bis   zu   einer   angenommenen    Vollstfindigkeitsgrenze   eintragen,    damit    der 
Studirende    sich    auf   dem    weiten    vor    ihm   liegenden   Felde  zurechtfinden 
könne".    In  diesem  Bilde  kommen  zwei  Ausdrücke  vor,  welche  sehr  glück- 
lich gewählt  erscheinen.    Erstlich  ist  von  einer  angenommenen  VoUstäm 
keitsgrenze  die  Rede.     Wer  auch  nur  die  Nummernzahl  der  Abhandluq 


vergleicht,  welche  alljShrlich  in  dem  in  dieser  Zeitschrift  veröffentlicbten 
Abhandlungsregister  erscheinen,  wird  sofort  erkennen,  dass  eine  Vollstfin- 
digkeit im  ganzen  Sinne  des  Wortes  nnerreichbar  ist,  oder  wenn  erreichbar 
unerwünscht.  Die  Menge  der  bekannten  und  der  jährlich  neu  hinzntretenden 
Sätze  ist  eine  so  ungehener  grosse,  dass  bei  Aufnahme  von  sämmtlicben, 
eine  üebersicht,  ein  Sichzurechtfinden  in  dem  Materiale  auch  bei  sorg- 
fältigster Anordnung  zur  Unmöglichkeit  werden  müsste.  Und  zweitens  ist 
der  Vergleich  mit  einer  Karte  glücklich  gewühlt.  Wie  auf  der  Karte  die 
angegebenen  Punkte  nicht  besonders  gerechtfertigt  werden,  so  sind  aach 
in  der  Synopsis  die  Satze  einfach  genannt,  nicht  bewiesen;  ja  es  könnte 
in  weniger  durchforschten  Gebieten  der  Fall  vorkommen  ,  dass  Behauptungen 
zum  Eintrage  gelangten,  welche  spSter  sich  als  irrig  erweisen  werden, 
unsere  Leser  haben  vielleicht  aus  diesen  kurzen  Bemerkungen  einen  Ein- 
druck davon  erhalten,  welcher  Art  das  von  Herrn  Hagen  geplante  Werk 
sein  mag.  Der  nanmehr  vor  uns  liegende  Band  enthält  zwölf  Abschnitte: 
I.  Theorie  der  Zahlen,  II.  Theorie  der  complexen  Grössen,  III.  Theorie 
der  Combinationen,  IV.  Theorie  der  Reihen,  V.  Theorie  der  Productreihen 
und  Fakultäten,  VI.  Theorie  der  KettenbrOche ,  VII.  Theorie  der  Differenzen 
und  Summen,  Vni.  Theorie  der  Functionen,  IX.  Theorie  der  Determinanten, 
X.Theorie  der  Invarianten,  XI.  Theorie  der  Substitutionsgruppen,  XII.  Theorie 
der  Gleichungen.  .leder  Abschnitt  zerfällt  wieder  in  Capitel,  deren  es  im 
Ganzen  102  giebt.  In  ihnen  sind  die  wichtigsten  Sätze  und  Formeln  ver- 
einigt, welche  den  betreffenden  Gebieten  angehören.  Beweise  und  Ab- 
leitungen würde  man  vergeblich  suchen,  dagegen  sind  meistens  die  Quellen- 
schriften angegeben,  wo  man  in  dieser  Beziehung  sich  Rath  verschaffen 
kann.  Ein  Werk  fUr  solche,  welche  die  Mathematik  systematisch  erlernen 
wollen,  i::t  Herrn  Hagen 's  Synopsis  demnach  nicht,  und  will  es  nicht  sein. 
Darum  ist  auch  keineswegs  vermieden,  in  irgend  einem  Capitel  Kenntnisse 
vorauszusetzen ,  von  denen  in  viel  späteren  Capiteln  erst  die  Rede  ist.  Das 
Werk  soll  demjenigen,  der  bei  seinen  Arbeiten  irgend  ein  Gebiet  streift, 
soweit  behilflich  sein,  dass  es  ihm  das  Nachschlagen  nach  dort  geltenden 
Lehrsätzen  theils  erleichtert,  theils  ersetzt  Ob  ein  solches  Werk  seinen 
Zweck  zu  erfüllen  geeignet  ist,  lässt  sich  nur  nach  vielfältiger  Benutzung 
entscheiden.  Eine  flOchtige  Durchsicht,  welche  allein  uns  möglich  war, 
wenn  wir  die  Ankündigung  nicht  weit  Über  Gebühr  verzögern  wollten, 
gab  uns  indessen  den  Eindruck  einer  ungemein  grossen  Belesenheit  des 
Verfassers,  jedenfalls  der  ersten  noth wendigen  Bedingung  zur  Erreichnng 
des  von  ihm  angestrebten  Zieles.  Caktok, 
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Bepetitorinm   der  Differential-  und  Integralrechnong.    Von  Chr.  Q.  Job. 
DcTER.  Dr.  phil.    2.  Auflage.   Berlin  1892.    Verlag  von  Max  Rocken- 

itoin.  na  S. 
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Die  allereinfachsten  SStze  der  Differential-  und  lotegtalrecbnung  sind 
in  diesem  BUchelchen  nach  Methoden  abgeleitet  nnd  bewiesen,  welche  etwa 
vor  einem  halben  Jahrhunderte  als  genügend  gegolten  haben  mögen.  Gegen- 
wärtig würden  wir  keinem  Candidaten  irgend  eines  Faches,  der  des  De  ter 'sehen 
Repetitoriums  eich  bedient  hat,  ratben,  im  Examen  die  dortigen  Beweise 
zu  benutzen.  Je  sicherer  er  sich  dieselben  einprägte,  um  so  zweifel- 
hafter wQrdo  das  Bestehen.  Die  Beispiele  zur  Einübung  des  Erlernten 
sind  die  ganz  gewöhnlichen,  denen  man  in  jedem,  auch  dem  dürftigsten 
Leitfaden  begegnet.  Interessant  war  dem  Referenten  nur,  dass  eine  erste 
Auflage  des  kleinen  Bnches  verkauft  werden  konnte,  und  darin  kann  ihn 
auch  der  Umstand  nicht  irre  machen,  den  er  der  ücparteiliclikrit  zu  Liebe 
inittheilt,  dass  die  Baugewerkszeitnng ,  der  Electro- Techniker,  der  Tech- 
niker und  das  Polytechnische  Centralblatt  die  neue  Auflage  warm  empfehlen. 
Geschmäcker  sied  nun  einmal  verschieden,  und  ebenso  verschieden  sind  die 
Ansprüche,   welche   der  Eine   nnd   der  Andere   an    eine  Druckschrift  stellt. 

Cantor. 


Das  RechneD  mit  Duodecimalzahlen.   Von  Dr.  Edwahd  Ullrich,  Professor. 
Beilage  zum  Programm  der  Realschule  zu  Heidelberg  1891  (1117). 

Carl  Winter'«  Univorsitatsbuchhandlung.    Heidelberg  1891.   4".  30  S. 

Das  Rechnen  mit,  Zahlen,  welche  eiuem  anderen  Systeme  ah  dem  mit 
der  Grundzahl  10  angehören,  ist  schon  oft  theils  in  einzelnen  Copiteln  von 
umfassenden  Lehrbüchern  der  Rechenkunst,  theils  in  besonderen  kleinen 
Schriften  behandelt  worden,  und  wir  hatten  in  dieser  Zeitschrift  wieder- 
holt (XXVII,  192;  XXIX,  146;  XXX,  33  der  histor. •  literar.  Abth.)  Ge- 
legenheit, auf  solche  Schriften  aufmerksam  zn  machen.  Ihnen  schlieast 
das  Programm  des  Herrn  Ullrich  sich  an.  Der  Verfasser  hat  zuerst  in  einem 
geschichtlichen  Ueberblick  insbesondere  mit  Johann  Friedrich  Christian 
Wernebnrg  (I./IX.  1777  —  21.  XI./185I)  sich  beschäftigt,  dem  wenig 
gekannten,  aber  wirklich  verdienstvollen  Vorkämpfer  des  Dnodecimalsystems 
seit  1798.  Herr  Ullrich  hat  es  verstanden,  sich  aus  den  verschiedensten 
Bibliotheken  die  sehr  seltenen  Schriften  Werneburgs  zu  verschaffen,  mit 
einziger  Ausnahme  der  „Kurzen  Darstellung  eines  neuen  Zahlen-  und 
darnach  gegebenen  Maass-,  Gewichts-  und  MUnzsjstems.  Leipzig  1798", 
welche  für  ihn  nicht  aufzutreiben  war.  Das  Studium  von  Wernebnrg's 
Arbeiten  hat  Herrn  Ullrich  gleichfalls  von  den  Vorzügen  des  Duodecimal- 
systems  vor  dem  Decimalsystem  überzeugt,  und  wenn  er  auch  viel  zu 
sehr  im  praktischen  Leben  steht,  um  den  Wahn  zn  hegen,  eine  Ver- 
drängung des  minderwerthigen  Systems  durch  das  bessere  sei  durchführ- 
bar, so  will  er  doch  mit  der  uns  vorliegenden  Programmabhandlung  „wieder 
eiumal  in  Erinnerung  bringen ,  wie  sehr  das  Rechnen  mit  Decimalzuhlen 
abfallt,  wenn  man  es  mit  der  Dodekadik  vergleicht".  In  dieser  Beziehni 
ist  namentlich  das  siebente  (Scmuss-^CapitelintßTessawt,  u\  <«(!,\s.Vk<OTk , 'cär 
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dem  das  Rechnen  mit  Duodecimalzablen  gelehrt  ist,  die  Vorzöge  der  Dode- 
kadik  vor  der  Dekadik  zusammengestellt  erscheinen ,  Vorzüge ,  welche  nicht 
bloa  der  Lehre  von  den  Tbeilbarkeitsregeln  angehören,  sondern  auch  als 
Erleichterung  bei  Erlernung  des  Einmaleins  ,das  viel  leichter  im  Gedficbt- 
niss  zu  bebalten  ist  als  in  der  Dekadik"  auftreten.  Camtor. 


Lehrbuch  der  Elementar- Oeometrie.  Von  J.  Henrici,  Professor  am  Gjm- 
nasium  zu  Heidelberg,  und  P.  Tkeutlein,  Professor  am  GjmnasiuiD 
zu  Karlsruhe.  Erster  Theil:  Gleichheit  der  Gebilde  in  einer 
Ebene.  Abbildung  ohne  Maassänderung.  2.  Auflage.  Mit  193  Figuren 
in  Holzschnitt  Leipzig  bei  B.  G.  Teubner  1891.  VIII,  146  S. 
Genau  zehn  Jahre  trennen  die  zweite  Auflage  von  der  ersten,  welche  wir 
Bd.  XXVII,  Histor.- literar.  Abthlg,,  S.  139—140.  angezeigt  haben,  unser 
damaliges  Kriterium  für  die  Brauchbarkeit  des  Baches,  dass  der  Knabe  dea 
Referenten  und  seine  Mitschüler  dem  unterrichte  nach  demselben  zn  folgen 
im  Stande  waren,  besteht  nicht  mehr.  Die  damaligen  Tertianer  haben 
juristische  ond  kameralistische  Staatsprüfungen  bestanden  oder  stehen  dicht 
TOr  denselben.  Dagegen  kann  als  neues  Kriterium  das  Erscheinen  einer 
neuen  Auflage  gelten.  Ein  pädagogisch  unbrauchbares  Buch  wäre  nicht 
vergriffen  worden ,  so  vortrefflich  es  in  dogmatischer  Beziehung  sein  mochte. 
Wiederholte  Auflagen  fahren  fOr  ein  Schulbuch  eine  Gefahr  mit  sich. 
Ein  wesentliches  Erfordemiss  eines  Schulbuches  besteht  nämlich  in  seiner 
Kürze,  und  wenn  nicht  alle  „vermehrte  und  verbesserte'  Auflagen  das 
Recht  haben  die  zweite  Eigenschaft  für  sich  in  Anspruch  zu  nehmen,  die 
erste  besitzen  sie  fast  durchweg.  Die  Verfasser  des  uns  vorliegenden 
Lehrbuches  haben  diese  Klippe  zu  vermeiden  gewusst  Die  Figuren  haben 
sich  zwar  um  5  vermehrt,  aber  der  Text  um  6  Seiten  vermindert,  und 
vermindert  hat  sich  zugleich  die  Zahl  der  Lehrsätze,  was  durch  eine  Ver- 
minderung der  Anordnung,  insbesondere  innerhalb  des  vollständig  neu  be- 
arbeiteten zweiten  Abschnittes  „Strecken  und  Winkel  gradliniger  Pieren* 
erreicht  wurde.  Cantor. 

Analytische  Geometrie   der  Ebene.     Sammlang  von  Lehrsätzen  and  Auf- 
gaben nebst  Erläuterungen  und  Resultaten  von  J.  Scblotke,  Lehrer 
.    an  der  allgemeinen  Gewerbeschale  in  Hamburg.     Dresden  1891   bei 
Gerhard  Kfibtmann,  IV,  217  S.  ' 

Die  meisten  Lehrbücher  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  lassen 
sich  in  zwei  Gruppen  unterbringen,  je  nachdem  sie  der  Differentialrechnung 
keinen  Eingang  gestatten  oder  derselben  von  Anfang  an  sich  bedienen. 
Herr  Sehlotke  ist  von  dieser  Gewohnheit  abgewichen.  In  den  fast  zwei 
r*  -**K  Bändchen  füllenden  sechs  ersten  Abschnitten  kommt  er  mit  ele- 
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in  ziemlichem  Umfange  einzurechnen  ist,  vom  VII.  Abschnitte  an  wird 
Diffurentialrecbnnng  als  bekannt  vorausgesetzt.  Im  Allgemeinen  wird  in- 
dessen die  Benutzung  des  Scblotke'scheu  Buches  sich  auf  jene  sechs  erbten 
Abscbailte  beschrUnken,  welche  die  Geometrie  der  Geraden,  des  Kreises 
und  der  Kegelschnitte  umfassen,  Die  weiteren  Abschnitte  beschüftigen  sich 
mit  Curveu  höherer  Ordnung,  mit  ßolllinieu,  mit  Spiralen,  mit  dem  Prin- 
cipe der  reciproken  Radien,  mit  Polarfigureu,  endlich  mit  Dreieckscoordi- 
naten.  Wer  aber  diese  Lehren  kenneu  lernen  will,  wird  meistens  zu  einem 
umfangreicheren  Lehrbuche  greifen,  womit  indessen  keineswegs  gesagt  sein 
soll,  das8  das  uns  vorliegende  Buch  Mangelhaftes  bringe;  nur  der  Menge 
des  Stoffes  nai'h  können  diese  letzten  Abschnitte  nicht  als  ausreichend 
gelten.  Die  ganze  Darstellung  zeichnet  sich  in  beiden  von  uus  unter- 
schiedenen Abtheilungea  durch  eine  weit  eingehendere  Benutzung  der 
Liniencoordinaten  aus,  als  man  sie  sonst  in  kürzeren  Schriften  zu  finden 
pfiegt.  Der  Dualismus  zwischen  Puuktcoordinaten  und  Liuiencoordinaten 
ist  von  S,  38  an  fortwUhrend  festgehalten  und  gewöhnt  den  Leser  gleich- 
zeitig an  jene  beiden  Ililfsmittel  der  aualytischen  Geometrie.  Zahlreiche 
Aufgaben,  deren  Lösung  bald  aasfUhrlichcr,  bald  nur  durch  Angabc  des 
Endergebnisses  angedeutet  ist,  gew&hren  genügende  üebung  zur  Aneignung 
der  vorgeti'agenen  Lehren.  Die  Klarheit  der  Darstellung  ist  durchaus 
rühmend  anzuerkennen.  Cantoh. 


üeber  Bingnlaritäten  algebraischer  Cnrven.  Von  Dr.  A.  Himsteot,  ordentl. 
Lehrer.    Wissenschaftliche  Beilage^  zum  Programm  des  Köuigl.  Pro- 
gymnasinms  zu  LBbau,  Wpr.   1891   [18IU   Programm  Nr.  34).  24  S. 
Unter  diesem  etwas  volltönenden  Titel  bespricht  der  Verfasser  Doppel- 
punkte   und    dreifache   Punkte    ebener  algebraischer  Cnrven    und  zeigt  mit 
Zugrundelegung    von    Figuren,    welche    die   allgemeine   Gestaltung    solcher 
Gebilde  versinnlichen,  wie  die  Curve  in  der  Niihe  jener  besonderen  Punkte 
aussehen  kann.  Cantor. 


Arithmetik    für    ünt^rreaUchulen.       Von     Fkanz   Villicus,     kais.    Ratb, 
cmer.  Prof.  der  k.  k.  Staats -Ober -Realschule  in  Wien  etc.    IL  Theil 
ftlr  die  zweite  Classe.  Achte  verbesserte  Auflage,    1889  und  HL  Theil 
für   die  dritte  Classe   der  Realschulen.    Sechste  verbesserte  Auflage. 
1890.  (Ministeriell  approbirt)  Wien,  Verlag  von  A.PichlersWw.  &  Sohn. 
I.  Theil    158  S.,    II.   Theil   146  8,     8",     Preis  jedes    Theiles    in 
hübschem  Callico  ■  Einbände  1  ilk,  60  Pf. 
Die    früher    erschienene    neunte  Auflage    des    ersten    Theiles    dieser 
„Arithmetik"   haben  wir  schon  im  vorigen  Jahrgange  dieser  Zeitschrift  be- 
sprochen.   Was  wir  daselbst  lobend  hervorgehoben  kaben ,  die  übersichtliche 
Anordnung    des    Stoffes,     die    klare,    leichtverständliche    Darstellung,    di< 
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passend  gewählten  Aufgaben,  welche  ohne  grossen  Zeitaufwand  zum  Re- 
sultate fuhren,  kennzeichnen  auch  den  vorliegenden  11.  und  III.  Tbeil,  die 
wir  in  gleicher  Weise  empfehlen  wollen.  Aus  dem  II.  Theil  wollen  wirj 
die  dem  Capitel  „MUnzrechnung"  vorausgeschickten,  geschichtlichen  Be- 
merkungen, aus  dem  III.  die  leicht  fasslicbe  Einleitung  in  die  Buch- 
Btnbeurechnung  lobend  hervorheben.  F.  Schütte. 


Ausführliches  Lebrbaoh  der  Stereometrie  nnd  sphärischen  Trigonometrie. 
Zum  Gebrauch   an    höheren   Lehranstalten    und    zum    Selbststudium. 
Von   Dr.  H.  Servus,    Priv.-Üocent  an  der  kgl.  techn.  Hochscbole  za 
Charlottenburg  und  ord.  Lehrer  am  Friedrichs-Realgjmnasium  zu  Berlin. 
Mit  zahlreichen  Figuren  im  Texte.    In  zwei  Theilen  für  Unter-  nnd 
Obersecunda.    I.  Theil:    Von  der  Lage  der  Linien  und  Ebenen  im 
Räume.     Von  den   körperlichen    Ecken.    48  S.     Preis   kart.  80  Pf. 
II.  Theil:  Prisma,  Parollelipipedon,  Pyramide,  Kegel,  Cylinder  und 
Kugel.     Von  den  regulären  Körpern  und  Polyedern.    Die  sphUrische 
Trigonometrie.     144  S.    Preis  kart.  Mk.  2. — .     Leipzig,  Druck  nnd 
Verlag  von  B.  G.  Tenbner.   1891. 
Vorliegendes    Lehrbuch    behandelt    die    Stereometrie    und    sphärische 
Trigonometrie    in   grösserer  Ausführlichkeit,   aU  es   die  meisten  derartigen 
Lehrbücher    zu    thnn    pQegen.     Originell    ist    die   Be.stimmung  des   Raum- 
inhaltes  der  Körper,   deren  Querschnitte   eine  Function   dritten  Grades  des 
Abstandes    Ton    der    oberen    Gmndfliche  sind,    sowie   die    Benutzung    der 
Simpson'schen  Regel  fUr  denselben  Zweck ;   femer  die  elementare  Theorie 
der  Maxima  und  Minima,  insofern  sie  auf  die  Lösung  von  stereometrischen 
Aufgaben   Bezug    bat.     Die   sphSrische  Trigonometrie   ist  mit  grosser  Ans- 
fUbrlichkeit   l)ehaQdelt,   ohne   dass  jedoch   eine  Anwendung  auf  die  mathe- 
maiiscbe  Geographie  gemacht  wird;  diese  behält  sich  der  Verfasser  für  ein 
basoaderes  Werk    vor.     Dagegen    finden    wir    in  den   tlbrigen   Al>scbnitten 
itaaser  den  Lehr^tzen  noch  eine  Reibe  von  Aufgaben  mit  ihren  Lösungen. 
Das  Werk    zeichnet    sich    aus    sowohl    durch   die   einfache   und  klare  Dar- 
stellung ,  welche  Oberall  die  Schwierigkeiten  leicht  beseitigt ,  als  aoch  doreh 
die  treffliche  Anordnung  des  Stoffes.     Abgesehen  von  den  Figuren  48  ond 
49  (Ikoeaeder  and  DodeksAier),  welche  so  voll  von  den  allergröbsten  FaUcim 
gegen  die  eiofactuten  Gesetze  der  darstellenden  Geometrie  stecken,  dm»  vir 
nicht  umhin  können,  dieses  besonders  hervorzuheben ,  verdienen  die  abrigen 
Figuren  wegen  ihrer  reichen  Anzahl  nnd  sauberen  AnsfBrang  alles  haih, 

F.  ScmOTTK. 

Ranmlehr*   fltr   lt«here  ^Scknlen.     Vo*  Pirof.  H.  C.  E.  Manm,  Direetor' 
des  Sophiea-Bcalgpumsiams  in  Beriia.     L  Tkeil:  Ebene  Figoran. 
BieleüsM  und  Lcipiig.     Verlag  von  YtXhmgem  oad  Kksiag.    1890. 
»  S.   gr.  «».    Preis  geh.  2  ¥k. 
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Der  Verfasser  des  so  trefflichen  und  eigenartigen  Buches  „Astro- 
nomische Geographie"  giebt  uns  in  vorliegender  „Raumlehro"  ein  ebenso 
treffliches  und  eigenartiges  Werk.  Möge  es  gestattet  sein,  zunächst  auf 
eine  Eigenart  nüher  einzugehen.  Es  sind  nicht  nur  gümnitUche  Fremd- 
wörter, sondern  auch  die  internationalen  Ausdrücke  der  mathematischen 
Wissenschaft  vermieden  und  durch  deutsche  Ausdrücke  ersetzt.  Ausser 
vielen  sich  auch  anderswo  liudenden  Verdeutschungen  braucht  der  Verfasser 
z.  B.  Glied  statt  Paragraph,  Kreishalbmesser — Radius,  Winkel- 
messer—  Transporteur,  Ab  weis  —  indirecter  Beweis,  gleichlaufend 
—  parallel,  gleicbliegende  Winkel  —  correspondirende  Winkel,  ganz 
Übereinstimmend — congroent,  Eckenlinien  —  Diagonalen,  kleine 
Seite — Kathete,  grosse  Seite  —  Hypotenuse,  Verhültnissgleich- 
heit  —  Proportion,  Mittelglied  —  dritte  Proportionale  u.  s.  w.  Man 
sieht  die  Verdeutschungen  sind  recht  glücklich  gewUhlt.  Statt  Centrale 
sagt  Verfasser  Achse;  wir  würden  es  lieber  in  üebereinstimmung  mit  den 
meisten  Mathematikern  „Axe"  schreiben.  Deltoid  wird  durch  „gleich- 
schenkliges Viereck"  wiedergegeben;  wir  würden  das  kürzere  und 
dem  Geschmacko  des  Schülers  gewiss  sehr  zusagende  Wort  „Drachen" 
dafUr  vorschlagen.  Ueber  die  Verdeutschung  des  hässlichen  „Parallelo- 
gramms" Ittsst  sich  der  Verfasser  des  Näheren  in  der  Vorrede  aus.  „Spateck" 
will  er  nicht  gebrauchen ,  weil  ,Spat"  keine  bestimmte  Gestalt  bezeichne, 
sondern  nur  auf  diu  Spaltbarkeit  sich  beziehe;  er  benutzt  daher  das  Wort 
„Kaute",  obschon  dasselbe  nur  die  Bedeutung  „Rhombus"  hat.  Die 
Scrupeln  des  Verfassers  scheinen  jedoch  nicht  begründet,  wenn  rann  be- 
denkt, wie  viele  Mineralien  „Spat"  genannt  sind,  die  keineswegs  sich  durch 
Spaltbarkeit  besonders  auszeichnen,  wohl  aber  durch  ihre  Parallelipipedon- 
Gestalt,  Man  hat  Kalkspat,  Feldspat,  Perl-,  Eisen-,  Zink-,  Mangan-Spat, 
Schwerspat,  Flußispat,  Braunspat  etc.  Soviel  hierüber.  —  Eigenartig  ist 
ferner  die  Einleitung  und  sehr  geeignet,  bei  dem  Anfänger  Interesse  für 
die  Raumlehre  zu  erwecken.  Reichhaltig  ist  der  Lernstoff  bemessen,  fast 
zu  reichhaltig  —  das  „Glied"  über  „nicht  ganz  übereinstimmende  Dreiecke" 
könnte  z.  B.  ganz  gut  wegfallen  —  reichhaltig  und  grössteutheils  mit  An- 
leitung zur  Lösung  versehen  ist  auch  der  Uebungsstoff.  Sauber  und  schön 
sind  die  Figuren,  der  Druck  (lateinische  Antiqua -Schrift)  ist  deutlich  und 
oorrect,  das  Papier  gut.  p.  Schütte, 


Die  Elemente  der  Oeometrie  in  Verbindung  mit  dem  geometrischen  Zeichnen. 
Lehr-  und  üebungsbuoh  für  die  IL,  IIL  und  IV.  Realklasse.  Von 
CoNSTANTiK  RossMANiTa,  Weiland  Professor  an  der  Staatsoberreal- 
schule zu  Bielitz.  Zweite  vermehrte  und  verbesserte  Auflage,  neu 
bearbeitet  von  Karl  Schober,  k.  k.  Prof.  an  der  Staatsoherreal- 
schule  zu  Innsbruck.    Mit  157  Figuren,  einer  Tafel  und  zahlreichen 
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Wim,    1*91-     Texl^    to« 
A.PieUnW«.ASate.  3Mä  gr.aP.  Prea2Xk.2r>FL-: 

Tilel  ies  Backea  saiwia  soB,  «nie  bei 
ier  Ciflttrie   aad  des  gcoMeträcftes 
£•  hei  dea  üifde,  dus  £e  GeOMetne  s^  dM 
49  VmhanaUkmim  en  abgoeUanaies  Gaoa  KUex  «ad  Bkfct 
ScUlcr  öe  S«MBe  pnktixk 
MadsK   sack  £i  TwWnileag  wmf  £e 
aaf  <K  fcfitfTTfrV  GecacCne  der  O^eatahAaM  hSdtm 
mS,  ■■hM>iFHiB  aeb-  y^p— *  mbi  wird,  zsr  Euikimmg  £eae»  vos  der 
koks  ritoiiirttifciihniili   !b  fie  üataredBcksie  geateektn  Lckrzsele*  bei- 

Sjstea   IM  Smc  Eaklid'L     BestekC   deck   do^  Bthia^mtrA   des    ge»- 


Sefalkr 


Kft  Te 

—  S»  ««kr  od  nckt%der 

Toerede  gtsrntt  bat.  »  wcrtzeCEA  mmd  ie8>~s  ^at  o-  sex  Le&rfcsek  iIlhi 
fnirtnr  ecBcaxktet.  ladeet  der  Tu  ^iwi  i  (äs  Wfsedieke  '"'^  G{'3ek  ivm 
üxvoaLdiekea  aäded.  iie  IXssteCxac  ksapp  -xa>i  ■iaj.rh«i''-ra>  aasfkäzte, 
ist  a  ffiK  geZ-zapee,  axf  em»  3»  Sean  Efdit  k-3^  £e  zbck  PT:*iiTnrOne 
eäsekläesäek  der  Lebre  t^  de«  ie^adaczsa^  «sii  i^  Sgg^rnwtr»  imLth'i'- 
ia&  dftuaMeiÄGK,  «auisa  sock  kccä  tücälsesiiii  üeCTngastjdr  beizzä^cs. 
deauK  ^iSgahen,  daiisrck,  iam  äs  täte  psksäxke  Betäeosza^  äaä«K.  oäs 
deeuraECT  wiatiiTtutr  smd,  is  ^nnw  leaiuijergt  Giw^ai^  «-y «.»r-»^»  ^  ^Li 
■■K  äe  »BSC  nt  »kes  kekaaat.  —  Dk  Aisazxsz  äsi  BmeEtea  3iC  & 
<kit%TT  keae.  ösbx  tcMiaJ«»  LiM>  i«r5eaEa  ise  ägrTäriwwi  Flgue» 
\wtsaa  xd  sdkwta-  ncks  mr  wtfva.  fära^  sesi'ai^  Asaf^tkr-rx^.  samier« 
HiHitihIffr*h'ft  weä.  äe  f»  e&arBkSKScseä  *rf*,  'iaas  iiii  5-:  n  siiZ«t  reöee  s»i 
des  KCrcflaticK  Safci  Ata-  <&  Asfinbe  safer:  -rissest  Idi^eo.  Sie  b'oa^ 
a«i  Mxftcr  fiir  dae  7«i"rteiinKa.  da  Leär«3  ja  -^  WjB>f2i5i£  giüSES. 
anücäCEK  «ir  aas  -üeaeai.  Gnxiie  i£u  Büeä.  sc«iL  'uscBÖacs  «aK^öekLs. 

F.  ScafTTX. 
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Anmerkungen  zu  Diophant. 

Von 
G,  H.  F.  Nksselmann, 

«alUnd  Prgfeoor  In  KSnlgiborg  1.  Pr. 
(SoUan.) 


Buch  IV. 
Aufgabe  1.     Man    soll    eine    gegebeno   Zahl    in    zwei    KuUikzahlen 
tLeilen,  deren  Wurzeln  eine  vorgescUriebene  Summe  geben. 
Ist  eine  bestimmte  Aufgabe. 

a~>  +  y«  =  o, 
X  +  y   =  b. 

NSbme  man  allgemein  a:*-f-y'  =  o,  x-|-y  =  26,  und  setzte  nach 
Diophant  die  eine  Wurzel  e  +  b,  die  andere  h  —  s,  also  die  Summe  der 
Cubi  66ir«+26»=a, 

so  erhielte  man  «'  =  — •^, —  i  also  ist  Diophant'a  Methode  nur  anwend- 
bo 

bar  auf  zugestutzte  Aufgaben. 

Aufgabe  2.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dasB  sowohl  die  Zahlen  selbst  als  die  Cubi  derselben  einen  vorgeschriebenen 
Unterschied  haben. 

Ist  ebenfalls  eine  bestimmte  Aufgabe 

x'  —  y*  =  a,     X  —  y  =  b. 

Von  der  Diophant'schen  Auflösung  gilt  dasselbe  wie  von  der  vorher- 
gehenden. 

Aufgabe  3.  Man  soll  ein  Quadrat  und  deren  Wurzel  mit  einerlei 
Zahl  muHipliciren,  und  dadurch  die  Quadratwurzel  zu  einer  Cubikzahl, 
das  Quadrat  aber  zu  deren  Cubikwurzel  machen. 

X  muss  also  eine  Quadratzahl  sein. 
Sei 


»»' 


so  ist 


p*       X        '^  '      3? 


^—p^\    y  =  ps,     a;»y  =  p,    xy  =  p*. 

HUL-UL  Abth.  d.  Zaifehi.  t.  Uatb.  o.  FI17«.  XXXTU,  &. 
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Aufgabe  4.  Man  soll  xa  einem  Qnadrat  und  zu  dessen  Wnnel  die- 
selbe Zahl  addiren,  und  die  entstandenen  Zahlen  sollen  die  nftmlicben 
Eigenschaften  behalten. 


^V+7=a,+  f,    x'  +  9=^a?  +  2xf  +  ^,    l  =  2»-|-y,   y=l-2«. 

Sei  1  ._^  «-2 

x  =  — »     so  ist  «= 

M  n 

nnd  es  ist  wirklich     ,.  1.«  —  2      «*  —  2«+l 

1    ,   n-2      n-1 

af  +  f  =  — H = 

'mm  m 

Diophant  setxt  das  Quadrat  x*,  die  Wurzel  also  x,  die  addirte  Zahl 
(m«  — l)x»,    so   ist   x*  +  (M»-l)«»=M»a?,     x  +  («*-l)x»  =  «x,     also 

M  — 1  1  A   r  t      t\  i        M*  — 1        «  — 1 

M*— 1      M+1  ^  (m  +  IJ*       «  +  1 

Aufgabe  5.  Man  soll  xn  einem  Quadrate  und  zu  einer  Wurzel  die- 
selbe Zahl  addiren,  nnd  die  entstandenen  Zahlen  sollen  verwechselt  die- 
selbe Eigenschaft  haben. 


X  = 


Sei 


Pnr 


ist 


«»  +  y 

=  yx  +  y,    ai'  +  2x'y  +  y*  =  x  +  y. 

y*-(l-2x«)y  =  x-x«. 

sr  =  ^-«*+/|  +  *-x». 

.   /    1\'    .,    m  +  l 
x»-(mx-2J,  sowirdx=^,_^j.  y- 

m*  -|-  w'  —  »m  —  1 

m  =  2 

m  =  3 

m  =  4 

m  =  5 

3 

'  =  5 

2 

'  =  5 

5 
^  =  17 

3 
*  =  I3 

21 
^  =  25 

26 
*~25 

315 

^"289 

186 
*   169 

x«  +  ,  =  f 

^  +  y-l 

**  +  y  =  l3 

36 
*  +  y  =  25 

36 
^  +  »  =  25 

400 
^  +  y  =  289 

225 

^  +  ^-169' 

Aufgabe  6.  Man  soll  zu  einem  Cubus  und  zu  einem  Quadrat  ein 
anderes  Quadrat  addiren,  und  beide  Summen  sollen  die  vorige  Eigenschaft 
bebalten. 

Diophant  setzt  den  Cubus  ^x",  das  erste  Quadrat  =  (m- —  n*)*x*, 
das  zweite  zu  beiden  zu  addirende  Quadrat  e^  =  4m^n^x^,  so  soll 

x*  +  4m' «*x*  =  jj'x* 
sein,  also  4^«„i  g^s^s 


x  = 


p>-V 


B  = 


^-V 
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Aufgabe  9.    Man  soll  za  einem  Cubns  und  zu  dessen  Wurzel  dieselbe 
Zahl  addiren,  und  beide  sollen  die  nämliche  Eigenschaft  behalten. 

aJ  +  y  =  (a;  +  y)»  =  «»  +  3  X«  y  +  3  xy»  +  jr", 
l  =  3«»+3a!y  +  y«, 


also 


/.-!«.= 


,=  ..+  .,.      -^_-3.+  >^3^ 


also 


5i      '  ^  4  2 

,__i»l!L_    vi — ö3-_6*'*-2"'* 
o«*+»»*  3n*  +  m* 

_  3n'  — 6mH  — m* 

*  3n«  +  m» 

Damit  y  positiv  werde,  muss  sein  —  <  —  3  +  ^'T2,  also  <  0,464. 
Sei  daher  m  =  1 ,  n  =  3,  so  wird 

3  2        .  ,  125  ,5 

*=7'    *=7'    '^  +  ^  =  343'    *+»  =  r 

Aufgabe  10.  Man  soll  zu  einem  Cubus  und  zu  dessen  Wurzel  die- 
selbe Zahl  addiren,  und  beide  Summen  sollen  verwechselt  die  vorige  Eigen- 
schaft haben. 

x  ^.  y  =  («s-l-  y)»=  «''-f.3««y  +  3a!»y»-l-  y», 

y» -I- 3a:»y» -f-(3a!« - l)y -I- a* - «  =  0. 
Sei  y  =  «  —  a;*,  so  wird 

e^  —  B    +3^-x  =  0, 
a?  +  ifl  =x  +  e, 
a^  —  xe<=l  —  e*, 
also  1.  .   -,/■;      TT    e  +  Vi-Se* 

2 ' 


4mn 
*^  >n»  +  3n*' 

m^+2mn-3n*  . 

Sei  m  =  2,  n  =  1,  so  wird 

8  5  8      125      267.        .         512       ,  .         392:     H 

,  =  -,    x  =  ^.    y  =  --_  =  _,    -r  +  y  =  _.    ^»  +  !/  =  343=7- 

Aufgabe  11.    Man  soll  zwei  Cubikzahlen  suchen,  deren  Summe  der 
Summe  ihrer  Wurzeln  gleich  ist 

a?  +  y»  =  x  +  y;     x»-«y-|-y»=  1;    x^\y±\j/T-Z^. 
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Die  Aasffihrang  giebt 

4mw  2mn +  («>«- 3  w») 

C  Q 

Bei  Diophant  ist  m  =  1,  n  =  1,  «s==>    y  =  s* 

Aufgabe  12.  Man  soll  zwei  Cabikzahlen  suchen,  deren  Unterschied 
dem  unterschiede  ihrer  Wurzeln  gleich  ist. 

Die  Ausführung  giebt 

_     4mn  _  —m*—2mn  +  3n* 

*~m*  +  3««'    *~  m*  +  3n*  ' 

wo,  damit  x  positv  und  >  y  wird,  —  <  —  3  +  VT2,  das  heisst  <  0,464 

3  5 

werden  muss.    Fflr  m  =  l,  «  =  3  isty  =  =,  x  —  =i  in  =  l,  n  =  4  giebt 

»  =  jQ,  y  =  jg-     Soll  iir  *  positiv  werden,  so  muss— <  1  sein;   z,  B. : 

7  8  1 

fn  =  l,  n  =  2;  «  =  13»    ^=13'  « -y  =  «»-y»= -:jg- 

Aufgabe  14.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschafienheit  suchen, 
dass  jede  der  Zahlen  für  sich,  femer  die  Summe  und  der  Unterschied  Ton 
beiden  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  noch  1  dazu  addirt. 

Diophant's  Verfahren  ist  verallgemeinert  folgendes.  Er  setzt  die 
erste  Zahl  Ä  gleich  einem  um  1  verminderten  Quadrat,  z.  B.: 

Ä  =  m*x*+2mx, 

80  ist  j     .    1         /  1    i\« 

Nun  zerlegt  er  m*a?  +  2mx  in  die  Factoren  m''x  +  2m  und  x,  so  ist 

ihre  halbe  Differenz  m'  —  1 

— 2 — «  +  »•• 

Das  Quadrat  davon  giebt  zu  Ä  addirt  ein  Quadrat,  daher  setzt  er 
2?  =  (??!lli. »  +  m)  -  1  =  ^^?^!^^*  x»  +  »n  (m«  - 1)  a;  +  m»  - 1 , 

(m*  —  1'»* 
A  +  B  =  ^      ^    '  +m{m*+\)x  +  m*-l, 

so  sind  auch  B  +  1  und  Ä-i-  B  +  1  Quadrate.     Es  bleibt  nur  noch  übrig, 
dass  auch  B  —  Ä  +  1  Quadrat  sei.     Aber 

B  —  A  +  i  = 2 a;*  -f-  m  (m*  —  3)  x  +  w»*,  dieses  sei  =  (px  -  m)', 

so  wird  _  A[2mp  +  m{m*  -  3)] 

*~   4p*-m*  +  6m*-l 

Bei  Diophant  ist  m  =p  a  3,  also  ««=  18. 

Aufgabe  15.  Man  soll  drei  Quadratzahlen  suchen,  deren  Summe 
der  Summe  ihrer  Unterschiede  gleich  sei. 

(Ä-B)  +  {A-C)-\-{B-G)=1{A-C\. 


Es  sei  A  =  x*-{-2nx  +  n*, 

C  =  n\ 

Ä-C  =  x*  +  2nx, 
2(Ä-C)  =  2x^  +  4nx  =  Ä  +  B  +  C, 
folglich  B  =  3^+2nx  —  2n*  =  {x-p)*  =  x*-  2px  +  p\ 


«  = 


(4n*+2wf)-|-j)')'' 

i(n+pf  ' 


C=n» 


4(«  +  p)« 
und  jedes  Vielfache  derselben. 

Aufgabe  16.     Man    soll   drei  Zahlen    von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass   die    Summe    von    je    zweien   mit   der  dritten    multiplicirt    eine    vor- 
geschriebene Zahl  zum  Product  geben. 
Bestimmte  Aufgabe. 

(x  +  y)e  =a  =  xe  ■\-yt, 
{x  +  e)y=  b  =  xy  +  yz, 
{y  +  B}x=  c  =  xy  +  XB, 
xe  —  xy  ^  a  —  l,    xe  —  ye  =  c  —  b, 
xe  +  xy  =  c,  xe  +  ye=     a, 

-a+h+c 

*y  = 2 • 

a~b-\-c 
*'  =  — 2— ' 
a  +  b  —  c 


yB  = 

^,^(-a  +  b  +  c){a-b  +  c)  _ 


2{a+h-c) 


»*  = 


(-o  +  6  +  c)(a  +  6-c) 


2(o-6  +  c) 


«•  = 


{a-b  +  c){a  +  b-c) 


2{-a  +  b  +  c) 

Aufgabe  17.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  die  Summe  von  allen  dreien  ein  Quadrat  sei,  und  ausserdem  das 
Quadrat  jedweder  auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibe,  wenn  man  die 
nächstfolgende  Zahl  dazu  addirt 

Es  sollen  A  + B+  C,  Ä^  + B,  E'+O,  C*+ A  Quadrate  sein. 

^^  B  =  4mx{=2mx.2), 

ferner  A  —  mx  —  l  (=  halbe  Differenz  der  Pactoren  von  B), 

so  ist  A*  +  B  Quadrat. 
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Sei  B»  +  C  =  16m*ai»  +  8ma;+l=(4»i«  +  l)«, 

80  ist  c=  8mx  +  1 ,  also  auch  B*+C  Quadrat 

Ä  +  B  +  C=l3mx  sei  =  169m*y*.  so  »t  a;  =  13»iy*. 

Setzen  wir  diesen  Werth  von  x  in  die  obigen  Ausdrücke  ein  fOr 
Ä,  Bf  C,  so  sind  die  drei  ersten  Bedingangen  erfollt,  also 

^=13«iV-l,    B  =  52mV,    C=104mV+l. 
Es  bleibt  noch  G*  +  Ä  zu  einem  Quadrate  zu  machen,  das  ist: 

10816fnV  +  208mV  + 1  +  13mV  - 1  =  10816mV  +  221»«^«, 
°**«'^  10816m«y»  +  221  =  (104my  +1?)«=  10816mV  ±  208mi>y +  ij», 
so  wird  221— p* 

*  ""  -   208mj)  ' 

55 
Bei  Diophant  ist  m  =  1  und  p  =.1,  also  y  =  tö'    FQr  jp  =  13  und 

fttr  p  =  17  (m  =  1)  wird  y  =  eö  • 

Aufgabe  18.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihre  Summe  ein  Quadrat  sei,  und  ausserdem  das  Quadrat  jedweder 
auch  dann  noch  ein  Quadrat  bleibe,  wenn  man  die  zunBchst  folgende  Zahl 
davon  abzieht. 

Ganz  ähnlich  wie  17. 
B  =  4mx,    Ä  =  mx+l,    JB»- C=16mV-8mx+ 1,     0=Smx~l, 
Ä  +  B  +  C=l3mx=  169m*y^,  also  a;=13my», 

C*-Ä  =  10816mV  -  221  mV;    10816mV  -  221  =  (i04my-p)*, 
so  wird  ^  221  +p* 

^        208  mp 
Aufgabe  19.     Man  soll   zwei  Zahlen   von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  der  Cubus  der  ersten  und  die  zweite  wieder  einen  Cubns,  das  Quadrat 
der  zweiten  und  die  erste  wieder  ein  Quadrat  zu  ihrer  Summe  geben. 
Sei  A  =  x,     £  =  f»«-ar>, 

so  ist  die  erste  Bedingung  erfüllt  und  es  ist: 

B«  +  il  =  n"  -  2  w«  a:»  +  a^  +  a;  =  (n«  +  a;»)«  =  w' «  +  2  n«  a;S  ^  a^^ 

1 


4fi*a;*=l,    a;=-j 


8 


2n' 

Aufgabe  20.     Man   soll  in  allgemeinen  Ausdrücken  drei  Zahlen  von 
der  Beschaffenheit   suchen,    dass   dos  Froduct  von  je   zweien   ein  Quadrat 
wird ,  wenn  man  noch  1  addirt. 
Allgemeine  Lösung: 

ÄB  +  l  =  m*, 

AC  +  l  =  n*, 
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L 


B  = 


m'-l 


n«-l 


Sei 
so  ist 


Ar 

^       (w»-l)(n»-l)-g« 
■d  ^ ji— — > 


£  = 


C  = 


23 

2g(m«-l) 


(m»-l)(w»-l)-3« 
25  («'-1) 


Sei  nun 
80  wird 


(m«-l)(«*-l)-g» 
Aufgabe  21.     Mau  soll  vier  Zahlen   von  der  Bescbafienheit  suchen, 
daas  das  Product  von  je  zweien  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  noch  1  dazu 
addirt 

ÄB-i-1,    AC+l,  ÄD+l,    BC+l,    BD+l,    CD  +  l 
sollen  Quadrate  werden.     Setze  nach  der  vorigen  Aufgabe        " 
AB-\-  l  =  («a;+l)', 
^C+l  =  [(«+l)a;+l]», 
80  wird  auch,  wenn  wir  A  =  x,  also  B=n*x  +  2n,  C  =  {n-\-  l)'aj  +  2(n+  ]) 
setzen,  BC+l   Quadrat. 

AD  +  l  =  [(n  +  2)x  +  lY, 

B=  («+2)«x  +  2(w  +  2). 
Wegen  den  der  vorigen  Aufgabe  entsprechenden  Bedingungen  (dass  die 
Coefficienten  von  x  um  1  wachsen  mtlssen)  ist  nun  auch  CD  -f-  1  Quadrat. 
Es  bleibt  nur  noch  übrig,  dass  auch  BIi-\-\  Quadrat  werde. 

iS2J+l  =  n*(M  +  2;*ar»  +  4n(n+l)(w  +  2)+4wH8«+l=[w(«+l)it:+i)]», 

^      p'-(4«'  +  8m4-1) 
'""  2n(n  +  2)[2(«+l)-ij)]' 

Aufgabe  22.    Man  soll  drei  proportionale  Zahlen  von  der  Beschaffen- 
heit suchen,  dass  der  Unterschied  von  je  zweien  ein  Quadrat  wird. 

Nimm  ein  rechtwinkliges  Dreieck  »»' -f- «',  w*— n*,  2mn  und  setze 
4  =  1,     B=x+ (».'-«')»,     C  =  a; +  («»  +  »»')', 
so  sind  alle  drei  Differenzen  Quadrate.  Es  ist  nur  noch  nöthig,  dass^  C  =  S'  sei, 
a:'  +  (m»  +  w»)»  x  =  z»  +  2  (w«  -  n«)  x  +  (m»  -  tj«;». 


«  = 


6m*n*  — »»*■ 


Diophant   nimmt  das    rechtwinklige    Dreieck    5,   3,   4,   wo  m=:2, 

81 


n=^\  ,   und  findet  x  =  ■ 


Wir  konnten  auch  bei  der  Bildung  von  B  die 


zweite  Kathete  nehmen  and  setzen 
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rBre  gewesen 
das  ist 


dann  wBre  gewesen  _ 


«*  +  (m»  +  n*)x  =  3!«  +  8in*n««  +  16»»«  n*. 
"^''°  16«*n« 

Hier  ist  aber  die  Annahme  m  =  2,  n=l  nicht  statthaft,  weil  sie  ein 

324 
negatives  x  giebt;  dagegen  giebt  ms=3,    »  =  1,    «=-=-• 

Aufgabe  23.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  die  körperliche  Zahl,  welche  sie  bilden,  oder  das  Product  von  allen 
dreien  ein  Quadrat  wird,    wenn  man  jedwede  der  drei  Zahlen  dazu  addirt. 

ABC+Ä,    ABC  +  B,    il BC+C  Quadrate. 

^"  ABC+A  =  3?-{-2mx-\-m\ 

^  A^w?  (particnläre  Annahme  von  D  i  o  p  h  a  n  t) 

ABC=ii?  +  2mx, 
ABC+  B  =  a^  +  2nx  +  n\ 
"^0  B  =  2{n-m)x  +  n*, 

AB  =  2m*{n  -  m)«+ m««*, 
ABC^„^  3?-\-2mx  _x  x  +  2m 

AB    ~  2m'{n-m)x  +  m*n'~  m*'2{n—m)x+n'' 

Damit  diese  Division  ausführbar  sei,  muss 
l:2{n-m)  =  2m:n*, 
n'  =  4mn  —  4m', 
n  =  2m 
sein.     Daher  setzen  wir  oben 

ABC+  B  =  x'  +  4mx+4m\ 
B  =  2»»«  +  4m«, 
AB  =  2m^x  +  4m\ 

_    x*  +  2mx    _    X 
2m»«  +  4«.*  ~  2^' 

ilBC  +  C  =  »»  +  2ma;  +  ^  =  **  +  (2m  +  ^)  X  =i,»x», 

_     *"''"2^_     4m«- 1 
*~      p«-l       "  2m»(p''-l)' 

4m«j)«  +  l  4m«+l 
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Aufgabe  24.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  BescbaSenheit  Bucben, 
dass  ihr  Product  ein  Quadrat  wird,  wenn  man  jedwede  der  drei  Zahlen 
davon  abzieht. 

ABC-A,     ABC-B,     il B C -  C  Quadrate. 

St\ABC  =  3?  +  mx,    A  =  mx,    BC=-x+\ ,  eX&o  ABC- A  =  a?, 

m 

sei  hn^T  ABC-B  =  3?-2nx  +  n\     ABC- C=;^ -2px-{-p\ 

S  =  (m^-2n)a;-»^     C=  (»i  +  2j3)a!-p«, 
also  B  C  =  (m  +  2n)  (m  +  2p)i»  -  [p«(m  +  2»)  +  »»"(♦»»  +  2p)]  x  +  nV« 

Nun  war  aber  BC= — *+l,   wäre   also  n*p*=l,   so   könnten   wir 
m 

dorch   ßleicbstellung   beider  Ausdrucke   x   aus    einer  Gleichung   des   ersten 
Grades  finden.     Wir  setzen  also  nun  statt  ABC—C={x—p)* 


,2.1 


ABC-C^(^x-^y 

tn 

«  /      .   2\    ,   m  +  2«    .    1 


Bo  wird  nun 


X  = 


(«.+  2n)(n  +  |) 
mn^{mn  +  2)  +  m{m  +  2n)  +  n* 


m  = 

Ä. 

B 

C: 


41 
1,   n  =  2  giebt  »  =  ^. 


i»n(m  +  2«)  (mn -j- 2) 
»n  =  3,   w 


41 

=4Ö' 

9 

9 
^5' 


ABC-A  = 


1681 


IGÜO 
441 


9  M  31 

2giebtx=|g 


J5=5^.4BC  = 

415 


"^^^  '^-2m 

.5425  4225 

23ü4"^^'^--®-23()4 


ABC-C=-, 


49 


2304 


Aufgabe  25.  Man  soll  eine  gegebene  Zahl  in  zwei  andere  von  der 
Beschaffenheit  theileu,  dass  ihr  Product  der  unterschied  zwischen  einem 
CubuB  und  einer  Wurzel  werde. 

A  +  B=a,    AB  =  y^-y. 
A  =  x,    B  =  a  —  x,     AB=ax~  X*,     p  =  mx  —  n, 
oz  —  x'  =  y'  —  y  =  w»'z'—  3m*n**  +  fn(3»*—  l)x~{n*—i 


Sei 

dann  ist 
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Damit  in  dieier  Qleichniig  x  nur  in  der  dnttm  und  zweiten  Potenx 
•tehen  bleibe,  moss 

1)  «'  —  fi  =  0,  also  »»  =  1 , 

2)  m (3»'  —  1) ,  das  ist  2m  =  a,    tn  =  ^a 
sein. 

Daher  setzen  wir 


ax 


-x'  =  (lax-l)'-{lax-\), 
=  g-o'a?— jo'**  +  ax, 


-1 

1    , 

-1". 

X 

^      6a»- 8 
"       a» 

A 

6a«- 

!.  B-«*- 

6a» 
a» 

+  8 

Aufgabe  26.  Man  soll  eine  vorgeschriebene  Zahl  in  drei  andere 
Zahlen  von  der  Beschaffenheit  theilen,  dass  das  Product  ans  allen  dreien 
eine  Cubikzahl  wird ,  welche  die  Summe  der  unterschiede  zwischen  je  zweien 
zu  ihrer  Wurzel  hat 

A  +  B+C=a,ÄBC  =  }^,{A-B)  +  (B-C)  +  (^Ä-C)  =  2(A-C)^y. 

Sei  i4BC  =  8mV,  80  ist  2{A  —  C)  =  2mx,  also  A-C=mx. 

Sei        A  =  (m  +  n)x,    C  =  nx,    AC=n{m  +  n)x*, 
also  -,  8  m' 


Nun  soll  A  +  B  +  C=  a  sein,  das  heisst 
r      .       ,       ,       8m»     -l 
L  ♦»(m  +  n)J 

also  on(m  +  n) 

a5  ^     


8m»+  m«n  +  3mn«  +  2n» 

Um  aber  die  Annahme  2(^— C)  =  2ma;  zu  rechtfertigen,  ist  erforder- 
lich ,  dass  B  <^  A  und  ^  C  sei ,  was  in  jedem  Zahlenbeispiele  sich  leicht 
herstellen  iBsst. 

Diophant  schlägt  folgenden  eigenthümlichen  Weg  ein.     Es  soll  also 

— ; — ; — r  ^  seiu;    die    erste    Bedingung   übergeht   er,   und   berück- 

«(♦»  +  «)>♦»  g^, 

•iohtigt  nur  '""'     '  '«n  unnützen  Umwege)  die  zweite  —. — : — r  >  ♦»  oder 


/       1     \'  1  l 

Nun  ist  I  n+  s  »»  J   =  w'  +  mn'  +  ^  »»'  «  +  ijs  »»^,   also   ist  auch 

(n+  ö»»)  >  w' +  tnn';    da  nun  sowohl  8m'  als  (m+  ö»»  )  grösser   als 

(I     \s  15 

w  +  ötw)  ,  also  2m=n-fijw»,  «  =  5«». 

Aufgabe  27.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihr  Product  ein  Cubus  wird,  wenn  man  jedwede  der  beiden  Zahlen 
dazu  addirt. 

Sei  A  =  n''x,    B  =  x'-\,    AB  =  ty>3^  -  n'x, 

AB  +  B ^ n^T»  +  X*  -  n^x-  1  =  {nx -  r)\  also  x=  ft^*!^ 


oder 


A  =  x,    5  =  m'a;»-l,     ^B  =  m'ar'-x, 
AB  +  B  =  nr>xr^  +  m^x'' - X  —  l  ■=  (mx—lf,  also  x  = 


3n»+l 
3m+l 


m"  +  3m* 

Aufgabe  28.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihr  Product  ein  Cubus  wird,  wenn  man  jedwede  der  beiden  Zahlen 
davon  abzieht. 

Sei  A  =  x,     B  =  w>x*+l,     AB  =  n'>ir^  +  x, 


so  ist 


AB  ~  B  =  n^x>  -  n'^x*  +  X  -  l  =  {nx -  1)',  also  x  = 


3fn—  1 


5  27 

Fürn  =  2  wird  A  =  x=j<     B  —  -^- 

Nach  Diophant  sei 

A  =  m?x-\-\,    B. 


■  x\    ^B  =  »n"r'  +  x«, 


AB  —  A^ m^3?  +  a^  —  m'x  -  1  =  {mx—  1)',  also  x  = 


m'  +  3»n 


3»n''+l 

(In   der  Auflösung  Diophant's  wird   behauptet,   8«' +  8a;*  — x*— 1 

könne  kein  Cubus  sein,  dagegen  richtet  sich  folgende  Randglosse  Nessel- 

mann's.) 

8  599 

Es  ist  nicht  unmöglich.    Man  setze  die  Wurzel  s-x  —  1,  so  wird  a;  =  s7^» 

6  z9b 

1  1727 

femer  für  die  Wurzel  =  2«—  yn,  wird  x=  ^n-r^- 

Im  ersten  Falle  ist 
im  zweiten  Falle 


^'+^^-^-'  =  ll48J=l37-J' 
8^  +  8.-x'-l=(4^y. 


Aufgabe  29.  Man  soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  ihr  Product  ein  Cubus  wird,  mag  man  die  Summe  der  Zahlen  da*" 
addiren  oder  davon  abziehen. 
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AB  +  Ä  +  B  =  m', 
ÄB-{A  +  B)  =  nS 

An      »»'  —  «' 

ÄB=  g I 

also 


Sei  »i  =  a!+p,   ns=aj— 1>, 

♦»»  =  «»  +  3j)»*  +  Sjp»« +|)», 
n'  =  «'  -  Spa^  +  dp'x-p^, 
m^  —  n^^'  6px'  +  2p^, 
m«  +  n»  =  2a!»  +  6i>»a;, 
K  -  n')«  -  8  («»  +  n»)  =  36jj»a;«  -16«'  +  24p*x'-  48p^x  +  4pfi, 

•^ — j-^ =  dirar  —  4ar  +  op*  n?  —  \2p^x  +  p*. 

Um  diesen  Ausdruck  zum  Quadrat  zu  machen,  setzt  Diophant  denselben 

=  (3i)««--a!  +  i»»y=  Var«  -36«»  +  (6j)«  +  ?f)a:»  -  \2pH+^ 

(siehe  die  Geschichte  der  Algebra,  S.  345), 
so  bleibt  „  „ 

p*  ip* 

daher  9  +  8ij»  9-8i>» 

♦»  =  — ep— '    «=- 8p— 

oder,   wenn  man  fUr  p  den  Bruch  -  substitnirt 

„_9g»+8pa  9g» -8i)' 

— VF"'     ~wr' 

Wenn  diese  Werthe  für  m  und  n  oben  eingesetzt  werden,  so  wird  der 
Ausdruck  fOr  A  —  B  rational,  und  es  bleibt  uns  nur  noch  übrig,  die 
Werthe  von  A  und  B  aus  A  +  B  und  A  —  B  zn  bestimmen.  Bei  Dio- 
phant ist  p  =  g  =  1.     Setzt  man  p  =  1 ,  q  =  2,  so  wird 

m  =  5,   «  =  4,   AB+  A  +  B=125,   AB-A-B  =  64, 

.  ,  „     61     ,_      189    ,,      „,,     2209     ,      X,     47     ,      „,    „      7 
A  +  b  =  -^,  AB=-^,  {A-B)*=-—^-<  A-B  =  -j,  A  =  2>,  B  =  ^y 

Aufgabe  30.  Dieselbe  Aufgabe  sehr  einfach  gelöst  (aber  nicht  allgemein). 
Sei  .4  =  a;,   B  =  x*  —  x,    so  ist  A  +  B  =  x*,  AB  •\-  A  ■\- B  =  3r\ 

AB-A-B  =  ^-2^=^^^,  also^  =  x  =  ^.  B  =  ^#^. 
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Aufgabe  31.  Man  soll  vier  Qnadratzahlen  von  der  Beschaffenheit 
suchen,  dass  die  Summe  der  Zahlen  und  die  Summe  ihrer  Wurzeln  zu- 
sammen  genommen  eine  vorgeschriebene  Zahl  gebe. 

Sind  die  vier  Zahlen  w,  x,  y,  e, 
80  ist  »*+»  +  «*  +  *  +  y*  +  y  +  «*  +  «  =  a,  also 

demnach  ist  a  + 1  in  vier  Quadrate  zu  zerlegen  und  von  der  Wurzel  eines 
jeden  ^  abzuziehen ,  so  hat  man  die  gesuchten  Zahlen. 

Aufgabe  33  und  34.  Man  soll  die  Zahl  1  in  zwei  Stocke  theilen, 
zu  jedem  Stttck  eine  gegebene  Zahl  addiren  nnd  das  Product  beider  soll 
ein  Quadrat  sein. 

A  +  B=l,    {Ä  +  a){B  +  b)=p', 

A  =  x—a,    A  +  a  =  x, 
B  =  a  +  l-x,    B  +  6  =  o  +  6  +  l-«, 
(4  +  o)  (Ä  +  6)  =  (o  +  6  +  1) »  -  ««  =  m»a:«, 
^     a+b+l 
m*+  1 
Aber  x  muss  >  a  und  kleiner  als  a  4*  1  sein. 
a  +  b  +  l>  am*  +  a, 

»I*  < > 

a 

a  +  h  +  l  <(o  +  l)m»  +  o  +  l, 

o+l 

Dann  wird:  ,  .  ,  x  ■  i 

.      h  +  l -am*         .  a  +  h  +  l 

m*  +  1  m"  + 1 

(a  +  l)m«-5  (a  +  6  +  l)m«. 


so  wird 


Setzen  wir  [in  der  Diophant 'sehen  Lösung]  in  Nr.  33: 
3x  +  18-x*  =  m*a?, 


-|+//J+18(m»  +  l) 

"= ^i^+i 

-l+-/'^  +  lBm'      . 
m»  + 1 
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^  +  18m»  oder  81  + 72w«=(g'+i>m)»  gesetzt  giebt: 


72-1)« 

Bei  Diophant  ist  p  =  8  gesetzt. 

Aufgabe  35.     Man   soll  eine  gegebene  Zahl  in  drei  Zahlen  von  der 
Beschaffenheit  theilen,  dass  das  Product  der  ersten  und  zweiten  ein  Quadrat 
wird,  man  mag  die  dritte  Zahl  davon  abziehen  oder  hinzu  addiren. 
Ä  +  B  +  C  =  a,     AB  +  G^^m*,    ÄB-C  =  nK 
Sei  C=aj,  A  =  p,  so  ist  Ä  +  C=p  +  x,  also  Be=a—p  —  x, 
ÄB  =  p(fl—p)-px, 
AB  +  C  =  p{a  —  p)—px  +  x=p{a—p)  —  {p  —  l)x, 
AB  —  C  =s  p(a—p)  —  px  —  x  =  p{a—p)  —  {p  +  \)x. 
Beide   Ausdrücke   sollen  Quadrate  werden;    daher  mttssen  p  —  1    und 
p  -f~  1  sich  wie  zwei  Quadrate  zu  einander  verhalten ,  also 

(p-l):(p  +  l)  =  ?»:r», 
also  r*  +  9* 

dann  ist  2  a* 

*"  r*  —  q* 

darauf  iBsst  sich   die  doppelte  Gleichung  in  bekannter  Weise  auflösen;   es 
wird  nämlich:  2o* 

2r* 


Pia—P)  + 


r"-?»' 


p  (a  -p)f'-  -jj^^  X  =  m*, 

t        ^  t       29«r«  g 

p  (o -p)  9«  - -^3^^  Ä  =  «,*. 

Die  Differenz  beider  Gleichungen 

p(a  —  p)t*-p{a  —  p)q*  =  m*-n^*, 
zerlegt  man  in  beliebige   zwei  Factoren,  setzt  den  einen  =  mj -|- n, ,  den 
anderen  ^m^—n^  so  ist  die  halbe  Summe  dieser  Factoren  =  m^ ,  die  halbe 
Differenz  =  n, ,    und  die  Auflösung  beider  Gleichungen   rational.      Es  ist 
nur  darauf  zu  achten,  dass  tn^  <^p{a—p)r^y  «i*<p(«— P)?*  werde. 

Auf  gab  A  Sfi      Man    soll  zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass,  we>  n  der  anderen  denselben  aliquoten  Theil,    oder  die- 
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selben  aliquoten  Theile  erhält,   die  Snmme  zu  dem  Beste  in  beiden  Fällen 
ein  Torgeschi-iebenes  Verhältniss  habe. 

b+-^a  =  ,{a--^a). 

Die  Frage  ist  nach  den  Werthen  von  — »  A^  B, 
Das  Product  beider  giebt: 

i-p?=(p-i)(?-i)^!-{p(?+i)+tf(p+i))^. 

=  {p9+p  +  g  +  i)^-(2pq  +  p  +  g)—' 
n  n 


also 


m 

2pq+p  +  'i 
2 

r+^/(2py+^/» +  .)«,(! 

-Py)(P?+P+?+l) 

n 

__2pq+p  +  q 

P3+P  +  «+l 

+  yp*  +  2pg  +  q'  +  4p  +  4q  +  4 

_2pg  +  p  +  g 
2(P?  + 

2(pq+P  +  q  +  l) 
±(p  +  q  +  2) 

p  +  q+i) 

Das  obere  Zeichen  (+)  giebt  —  =1,   was  nicht  zulässig  ist,   dagegen 

n 

das  untere  Zeichen  (— )  giebt: 

f»  _  2pq  —  2         _        pq—i 

n~2{pq  +  p  +  q  +  l)~{p+inq  +  l)' 

Daraus  folgt  das  Verhältniss  von  Ä  und  B,  nämlich: 
A:B  =  {p+l)-Aq+l). 

Aufgabe  37.  Man  soll  in  unbestimmten  Ausdrücken  zwei  Zahlen 
von  der  Beschaffenheit  suchen,  dass  ihr  Product  und  die  Summe  beider 
Zahlen  zusammen  genommen  eine  voigeschriebene  Zahl  gebe. 

Allgemein  sind  die  Zahlen  x  und  — r-^t  denn 

X  +  i 

xy  +  X  +  y  <=  a  giebt  y  =  — — j* 
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Aufgabe  38.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  snchen, 
dass  die  Frodacte  von  je  zweien,  wenn  noch  die  Summe  der  beiden  Zahlen 
dazu  kommt,  vorgeschriebene  Zahlen  gleich  werden.  Die  gegebenen  Zahlen 
müssen  aber  um  1  verkleinerte  Qnadratzahlen  sein. 

Setzt  man  nBmlich: 

xy  +  x  +  y=a, 

X0  +  X  +  g  =  b, 

9»  +  9  +  e  =  e. 


so  wird 

X 


_,^j/S±^S.  ,..,+/(i±^^, 


e 1  + 


,/(6  +  l)(c  +  l) 
f^  a+l 


Diese  Ansdrttcke  werden  durch  Diopbant's  Determination  rational; 
dieselbe  ist  aber  zu  enge. 

Aufgabe  42.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Product  von  je  zweien  zu  der  Summe  derselben  ein  vorgeschriebenes 
VerhBltniss  habe. 

2mnp 


Setzt  man 

ye=M(y  +  z) 
xz=p  [g  +  x) 


xy :  («+y)  =  « 

35*  :(«  +  «)  =p  : 


so  werden  die  drei  Zahlen 


Allgemein. 


yg:{y  +  g)  =  r:t 


giebt 


x  = 


y  = 


g  = 


x  = 


y  = 


g  = 


pn  +  m{n—p) 

2mnp 
pm+n(p  —  m) 

2mnp 
mn+p{m-n) 

2mpr      

mqr+npr-mpt 
2mpr 

-— ..  ■-.  ■  -    ■  » 

npr  +  mpt-mqr 
2mpr 


mqr  +  tnpt-npr 

Aufgabe  43.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  das  Product  von  je  zweien  zu  der  Summe  aller  drei  Zahlen  ein  vor- 
geschriebenes YerhSltniss  habe. 

1)  xy.{x  +  y  +  g)  =  m:n, 

2)  xz:  (x  +  y  +  z)=  p  :  q. 

3)  yz:  (x  +  y  +  z)  =  r  :  t. 

Da  das  zweite  Glied  der  Proportion  constant  ist,  so  folgt: 
x:y  =  pt:  gr, 
X  i0  =  mt :  nr. 
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..  qr  nr 

'  '      pt  mt 


\        pt      mt/  mpt 


■npr 

X. 

pt  '  mt/  mpt 


Dieser  Werth  fUr  x  +  y  +  e  in  Gleichung  1)  und  2)  eingesetzt,  giebt: 
mpt  +  mgr  +  npr            mpt  +  mgr  +  npr 
^ ;ift ' mt ' 

und  folglich  mpt  +  mqr  +  npr 

a!  = • 

nqr 

Aufgabe  45.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen, 
dass  der  unterschied  der  grössten  und  mittelsten  zu  dem  unterschiede  der 
mittelsten  und  kleinsten  ein  vorgeschriebenes  Verhältniss  habe,  ausserdem 
aber  die  Summe  von  je  zweien  eine  Quadratzahl  sei. 

A  +  B,  A  +  0  Quadrate  Ä-B  =  n{B-C). 
Es  sei       B  +  C=:4m\   B  =  2m*  +  x.   C  =  2m'-x,    B-C^2x, 
also  Ä-B  =  2nx,    Ä  =  2m* +  {2n+\)x. 

Nun  soll  noch  sein: 

A  +  B=2m*  +  2{n  +  l)x=p*. 
A  +  C  =  4m*  +  2nx=q\ 
p*~y*  =  2x. 

X  X 

Zerlegt  man  hier  2a;  in  4«».jt-«  so  wird  q  =  2m  -~  ^ — »    ond    man 
findet  x  =  16{2n+l)m*,  wodurch  C  =  2m*  -  x  negativ  wird.   Zerlege  daher 
p*  —  q*  =  2x  ganz  allgemein  in  2r«.-»  so  wird  q  =  rx  —  ä->  daher 
A  +  C=4m*  +  2nx  =  t'x'-x+4-^, 
r»!r'-(2n  +  l)«  =  4m»-;^i 


r*x  =  n  +  -^  +  j/»*  +  «  +  4m*r*. 


Man  setzte  n*  4-n+4m*r'=(2mr^k)*,  so  wird  r= j — ; '» 

4mh 

[k* - n(n^+  l)£»    _  k*  +  2]cn  +  k  +  n{n  +  l) 

^'^°  -  ^  8m''k[k*  +  {2n  +  l)k  +  n(n  +  l)] 

"  [k*-n{n  +  l)]* 

Damit  nun  C=  2m*  — «  positiv  werde,  muss  x  <  2m',  also 
4k[k*+(2n  +  l)k  +  n(n  +  l)]  ^ 
[k'-n{n+l)Y  ^* 

werden ,  was  bei  einem  in  Zahlen  gegebenen  n  sich  leicht  bestimmen  Vit 

Blat.-Ut.  Abth.  d.  Zoitaohr.  f.  Uath.  n.  Fhya.  ZZXVn,  5.  14 


178  Historisch -literarische  Abtheilung. 

Bei  Diophant  ist  n=33,  also  haben  wir  die  Bedingung: 

4kik*  +  7k  +  l2) 

(Ä»-12)«        ^    ' 

o^er  fc«-4Ä»-52Ä»-48fc+144>0. 

Suchen  wir  hier  die  Grenzen  der  positiven  und  negativen  Wurzeln,  so 
finden  wir,  dass  k  entweder  <  2  oder  >  9  zu  nehmen  ist,  denn  von  +  2 
bis  +9  wird  das  Besultat  der  Gleichung  negativ,  dagegen  von  —  oo  bis 
-f-1    nnd  von  +10  bis  +oo  positiv.     Setzen  wir  k=l,   so  erhalten  wir: 

_  8m«(l  +  7  +  12)_  160«»' 
*~         (1-12)«        ~     121    ■ 

Da  m*  beliebig  ist,   setzen  wir   m*=121,   also  «=160,  das  ergiebt 

die  drei  Zahlen:         ^^^362,     5  =  402.     (7=82, 
und  es  ist: 

4-B=960,  .4  +  5=1764  =  42», 

JB- 0=320,  iä  +  C  =  1444  =  38«, 

also 

Ä-B=>3{B-C).      B+C=   484  =  22». 

Aufgabe  46.  Man  soll  drei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen,  dass 
der  unterschied  zwischen  dem  Quadrat  der  grössten  und  dem  Quadrat  der 
mittelsten  zu  dem  unterschiede  zwischen  der  mittelsten  und  der  kleinsten 
Zahl  ein  vorgeschriebenes  Verh&ltniss  habe,  ausserdem  aber  die  Summe 
von  je  zweien  ein  Quadrat  sei. 

yi  +  B,     A+C,     B  +  C  QnaAr&te  A*-B*  =  n{B-C). 
®"  A  +  B  =  m*x',     ^  =  |m»a:«+p,    B  =  ^m^x*-p, 


also 
Sei 


A  +  C<J  +  B.    >A, 

A  +  C  =  ^m^x*,  wo  r»  >  3»,  <  23», 


Nun  ist 


-(S-l)' 


A*-ß*  =  2m''px», 


also 


ß-C={\-^^)m^x\ 
2»n»i)a;»  =  n(l-^)»n»x», 
2,  =  .(l-^). 
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Demnach  bilden  wir  jetzt: 

=  -|»*''-5"(l-$)' 

''=($-5)---H'-'^)^ 

es  ist  noch  übrig,  dass  anöh  B  +  C  Qnadrat  sei»  also 


also 


f*  r 


"+"(■-9 


^ ^r»<»+n(r«-g«) 

2?<  ~  ^«''' 


Buch  V. 

Aufgabe  1.  Man  soll  drei  Zahlen  suchen,  welche  eine  geometrische 
Reihe  bilden,  und  ausserdem  so  beschaffen  sind,  dass  jede  von  ihnen  ein 
Quadrat  wird,  wenn  man  eine  vorgeschriebene  Zahl  davon  abzieht. 

Die  Zahlen  seien  ^,  /Ix,  Ao?.  Diophant  nimmt  A  quadratisch  an, 
und  setzt:  ,    .      ,     ... 

■«  *=  -, 5—5 


Nun  soll  noch  sein 


.  (f»«a  + «»)«  . 

Ax  —  o  =  — -. — 5—5 —  %—a  —  v^, 

4»n*M* 

*^  ^  4m«  n«     ^*      *^' 

Sei 
,  »n'o  +  «*  m*a-\-n^        nfa-'tv?     ,  tn'a+n* 

3  +  P  =  — s— -— a:,  q-p=      „  x 9!::;— '  *'sop  =  — 7—— - 

^mn  Jmn  ^mn  4mn 

^"'^^''''  (tn'a+n*)'  {m*a+n')' 

im*n*  16m*n* 

_(m«a  +  n«)*+ 161»'«»« 
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Demnach  sind  die  drei  Zahlen 

^-     4m»n«     ' 

_      (m»a  +  n*)»+16m«»«a 
^"'^^ i6^?üi ' 

>-»_  ^  _[(♦»'  a  +  «')'  +  16m« n'ol» 
^  ar  -  i.  _       64«»«*  (m*a  +  n*)* 

Aufgabe  2.  Man  soll  drei  Zahlen  snchen,  welche  eine  geometrische 
Reihe  bilden,  und  ausserdem  so  beschaffen  sind,  dass  jede  von  ihnen  ein 
Quadrat  wird,  wenn  man  eine  vorgeschriebene  Zahl  dazu  addirt. 

Die  Zahlen  seien  jd,  Ax,  Aa?.  Diophant  nimmt  wieder  A  qua- 
dratisch an.  i^i 


«\2 


^  = 


4m««»     ' 


._  .   ._(m»a -«»)'_  , , 

^*  +  " 4ii?^-*  +  "  =  -P' 

(ot»o  — «»)»  , 
^'^  +"°      4«.»«»     "'+°  =  '^> 

(ml«-«l» 
4«»«» 

mo»— «»  m?a  —  r?        m*o  — «»      ,  ...  „^.. 

daher  (m»  o  — «»)»  _  (»t»o  — «»)» 

4m«««     *  +  «-     16to»«»    ' 

_  {m*a  —  «»)«  — 16  m«  n«o 
*  4(m»o-««)« 

Demnach  sind  die  Zahlen: 

(w«  a  —  ««)»      -       .         {m«a  —  ««)  —  16m«««o 
"^^^     4m«««     '    ^='^^= i6^;»r;ii ' 

C  -  jj«  -  [(*»'«  -  "')'  -  16«*'*«*«]' 
64m«««(m«a  —  ««)» 

In  Aufgabe  3  behauptet  Diophant:  Wenn  man  zwei  Zahlen  hat, 
und  nicht  nur  jede  dieser  Zahlen  für  sich ,  sondern  auch  das  Product  beider 
ein  Quadrat  wird,  wenn  man  die  nämliche  vorgeschriebene  Zahl  hinzu 
addirt,  so  sind  sie  von  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgenden  Quadraten 
entstanden. 

Dieses  Porisma  beweist  Nesselmann  folgendermaassen : 

^®*  a;  +  o  =  m«,    y  +  a  =  ««, 

so  ist  xy  =  (m«  -  a)  («« -  o)  =  m»««  -  am"  -  an*  +  o«, 

*^ä°  xy  '  »»««- om« -  o««  +  a«  +  a  =  w'«»  -  a  (»»'  +  «'  - 1)  +  a«. 
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Dieser  Ausdruck,  gleich  (mn  —  a)*  =  t»*n*—2mM0  +  o* gesetzt,  giebt 
m*  +  n*—l  =  2mn,  also  m  — «  =  1,  wie  das  Porisma  sagt.  Es  ist  dem- 
nach zn  setzen  ~i„ ^j 

y  +  a  =  (m  +  l)», 
so  ist 

a!y  +  a  =  m»(m+l)«-2om(m+l)+o»=[m(m +  !)-«]*. 

Aufgabe  7  und  8.  7.  Lehnsatz  fQr  die  folgende  Aufgabe.  Man  soll 
zwei  Zahlen  von  der  Beschaffenheit  suchen,  dass  ihr  Frodact  ein  Quadrat 
wird,  wenn  man  die  Summe  ihrer  Quadrate  dazu  addirt. 

8.  Man  soll  drei  rechtwinklige  Dreiecke  suchen,  deren  Flächen  ein* 
ander  gleich  sind. 

y(a;  +  y)  =  »»*  —  »» 

q^  oder,  wenn  wir  setzen: 


7) 


q  p  "ird 

a;  =  -(m  — «)  — -(m  +  as),  ,       , 

g'-P*        „  »  =  P*+2j»?. 
m. 


y= 


p'  +  2pq 


<^  +  P'+Pi      ' 

8.  Diophant  bildet  nun  drei  Dreiecke  aus  den  Zahlen  (in 7)  mundo;, 
m  und  p,  m  und  x  +  y,  das  ist  aus 

^+P*+PS,    a*-!»*, 
^+p'+pq,    p'  +  2jp3, 
q'+p*+pa,   3*  +  2p2. 

Die  Dreiecke  sind: 

1)  2q*  +  2pq'  +  p>g*  +  2p'g  +  2p*, 

2pg'  +  5p*q'  +  2p»q, 
2q*  +  2pq»-2p'q-2p*; 

2)  q*  +  2pq»  +  7p'q'  +  6p'q  +  2p\ 

q*  +  2pq»-p*q*-2p^q, 
4p5»  +  6p»2»  +  6p»g  +  2i)<; 

3)  2q*  +  Gpq^  +  7p»2»  +  6p^  +p*, 

2p9»  +  i)V-2p''2-p«, 
2q*  +  6pq*  +  6p*q*  +  Ap'q. 
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Dass  die  drei  Dreiecke  gleichen  Inhalt  haben,  geht  darans  hervor,  dass 
je  zwei  Katheienpaare  ans   denselben  Faetoren  bestehen.     Es   ist  nSmlich: 

in  1)  2pq'  +  bp'q*  +  2p»q=p.q.iq  +  2p){2q+p), 

2q*  +  2pq»-2p>q-2p'  =  2.{q+p){q-p){q*+pq+p*); 

in  2)         q*  +  2p^-p*q*-2p>q  =  q.{q-p)(q+p){q+2p), 

4pf  +  6^q*  +  6p'q  +  2p*  =  2.p.{2q+p){q*+pq+p*)- 

in  3)  2pg»  +  p*q*-2p'g-p*  =  p.{q-p)(q+p)(2q+p), 

2g*  +  6pq*  +  6p*q'  +  4p*g  =  2.q.{q  +  2p){q*  +  pq  +  q'). 
Der  Inhalt  des  Dreiecks  ist  also  in  allen  drei  Fallen 

P.q.(q+p)(i-p)(q  +  2p){2q  +  p)(q*+pq  +  p'). 

Aufgabe  12.  Man  soll  die  Zahl  ]  in  zwei  Stücke  theilen,  zu  jedem 
Stock  dieselbe  vorgeschriebene  Zahl  addiren,  und  diese  Summen  sollen 
Quadrate  werden.  Diese  vorgeschriebene  Zahl  darf  aber  weder  ungerade 
sein,  noch  das  Doppelte  dieser  Zahl,  wenn  man  1  dazu  addirt,  von  einer 
Primzahl  gemessen  werden. 

Zu  der  Determination  giebt  Nesselmann  folgende  Bemerkung: 

Denn  wenn  die  gegebene  Zahl  a  ungerade  ist,  wird  2a  +  1  =  4p  -|-  3, 
kann  also  niemals  die  Summe  von  zwei  Quadraten  sein.  Ist  dagegen  a 
gerade,  so  ist  2a  +  l  =4p  +  l,  welches,  wenn  es  Primzahl  ist  (und  dann 
immer)  in  zwei  Quadrate  zerlegt  werden  kann.  Die  Determination  ist  insofern 
zu  enge,  als  4p -|- 1,  auch  wenn  es  das  Product  von  Primfactoren  derselben 
Form  ist,  Summe  zweier  Quadrate  ist.     Z.  B.:  65  =  5.13,  85  =  5.  17. 

Als  Losung  giebt  Neaselmann: 

A  +  B  =  l;    A  +  a  =  m*, 
B  +  a=n\ 


2o+l  =fn«  +  n*. 
Es  sei  bekannt  2a  +  1  =  c*  +  cP  und  c  <d. 


Man  setze 


also 


m  =  c  +  X, 
n  =:px  —  d, 

n*  =  d*-2dpx+p*x', 
2dp-2c 


x  =  - 


m  = 


p-'+l 
cp*  •^2dp  —  c 


^^_9 d 


Wenn  man  nun  m  und   n  be- 
rechnet hat,  so  ist 

A  =  m^  —  a, 
B  =  n*—a. 

Nun  soll     ,  >  a 
m- 


also 


folglich 


sein. 


m 


<a+l, 
>Va 


<-c  +  ya  +  \ 
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p*  +  l 
2dp-2c>{-c  +  V'a)p*-c  +  yä 

(_  c  +  rZ)p*  -2dp<-(c  +  V^) 


P< 


< 


d  +  K^+T 


Bei  Diophant  ist 


<-c+>^o  +  l, 


2)  2dp-2e 

p'+l       

2dp-2c<{-c+ya+l)p*-c+ya+l, 

{-c+r^^)p»-2dp>-(c+y^^), 

d  +  yd'  +  c'-ia  +  l) 


p> 


-c+yj+i 
d+yz 


e  +  ya  +  l 


also 


0  =  6,    e^2y    d=3, 
3  +  ^ 


P< 


P> 


-2+F6' 

^+yE 


p  <  12,5603, 
P>   8,4390. 


-2+Vl 

Aufgabe  13.  Man  soll  die  Zahl  1  in  zwei  Stücke  tbeilen,  und  zu 
jedem  Stttcke  eine  andere,  aber  vorgeschriebene,  Zahl  addiren,  und  beide 
Summen  sollen  dadurch  Quadrate  werden. 

4+P=l;    Ä  +  a  =  m\ 


sei  o  +  6  +  1  =  c*  +  d*  (c  <  d). 
Man  setze 

m  =sc  +  x, 

n  =px  —  d, 

m*=c«  +  2ca;  +  a!*, 

n*  =  d>-2dpx+p*x', 
80  ist  2dp-2e 

cp^  +  2dp  —  e 
jj«+l 

dp*  —  2cp  —  d 

"  =  -^ — s — T • 

p^  +  \ 

Wenn  man  nun  m  und  n  be- 
rechnet hat,  so  ist 

4  =  m*  —  o, 


o  +  6  +  l=».»  +  n», 


>a 


Nun  soll 

'"'<a+l 
sein,  dann  wird  auch 


»»  =  c  +  a5 


,>6 
<6  +  l. 

>-c+y~a 

<-c-k-yä+\' 


I)       2dp-2c 
p'  +  l 


>c+yz. 


p< 
< 


d  +  yc*  +  d*-a 

-c  +  yj 

d  +  yb+1 


c+yä 

2)  2dp-2c 


p'  +  l 


<-e+y^rfi, 


p> 
> 


d  +  y?'+¥~-{a  +  l) 

d+yi 


-e+y^+i 
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Aufgabe  14.  Man  soll  die  Zahl  1  in  drei  Stflcke  theilen,  zu  jedem 
Stflck  dieselbe  vorgeschriebene  Zahl  addiren,  und  alle  drei  Stacke  sollen 
dadurch  Quadrate  werden. 

Andere  AnflSsung.  Zerlege  10  in  drei  Quadrate,  von  denen  eines 
bereits  in  den  geforderten  Grenzen  Ewischen  3  und  4  liegt,  was  sich  immer 

bewerkstelligen  iBsst,  z.  6.  1  -f-  ö?  +  "öf"'  ^o  öe    unmittelbar   anwendbar 

144 
ist.     Sodann  zerlege  den  Best  1  4-  -^  in  zwei  andere  Quadrate ,  die  beide 

>  3  sind ,  80  ist  die  Aufgabe  gelöst.     Sei  z.  B. : 


n  =-^-x,    p  =  qx-l, 


.     144     24     ,. 
"=■25— 5-*  + *^' 


so  folgt 


X  = 


10g +  24 
5(g«  +  l)' 
12  g» -10?- 12 


p«  =3  1  —  2qx  +  2*a^, 


5««+ 24^  ^5. 
p  =  — , 


5(3»  + 1)       '   '"      5(2»  + 1) 
n»  sowohl  als  p»  sollen  grösser  sein  als  3,  also  n  und  p  >  VS 

""^  12g»-10g  +  12  ^1/^  ,,_,     ^  ^+^^  ^AAn 


aus 


5q*  +  24q-5    ^1/5,,,      ^12  +  K94^.ö„ 
5(3-  + 1)        >  ^  folgt  g<^-^^=<  5.92. 


81 


Setzt  man  nun  3  =  5,  und  bedenkt,  dass  das  erste  Quadrat  ^  =  m» 
angenonunen  war,  so  sind  die  Wurzeln  der  drei  Quadrate 


9 
"  =  5  = 


119 
65 
24 


n  = 


m 

65 


120 


'*  ~  13  ~  65 


IN' 


S  = 


n«:^ 


13689 
4225 
14161 


n»  — 


4225 
14400 


4225 


Ä 

1014 
4225" 

6 
25 

B 

1486 
4225 

C 

1725 
~  4225  ~ 

69 
169 

Dass    die  Auflösung  auf  diesem  Wege   immer   mSgllch  ist,    ist  klar. 
Gesetzt,  wir  hBtten  die  Zerlegung  von  Zahlen 

vor   uns,    so    liegt    keines   dieser  drei   Quadrate    innerhalb    der   verlangten 

(36  \*  /15\*      /36\» 

JA  )  oder  (tö)+(tö)     in 

viderer  Quadrate ,   deren   eines  >  3  aber   <  4  ist,   so 


die  Soip 
irzrd 


I  zweiten  Quadrates   dieser  Theilung   und   des  dritten 
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Quadrates  der  ursprünglichen  Theilung  zwischen  den  Grenzen  6  und  7 
liegen,  daher  wird  diese  Summe  sich  allemal  in  zwei  Quadrate  zerlegen 
lassen,  deren  jedes  ebenfalls  >  3  ist. 

Aufgabe  15.  Man  soll  die  Zahl  1  in  drei  Stflcke  theilen,  zu  jedem 
Stücke  eine  andere,  aber  vorgeschriebene  Zahl  addiren,  und  jedes  der  drei 
Stücke  dadurch  zu  einem  Quadrate  machen. 

A+  B  +  C=l,  A+2  =  m*,  ß  +  3  =  n;  C  +  4  =  p»,  10  =  m*  +  n*  +  p*. 
Theile  zuerst  10  in  zwei  Quadrate,  deren  eines  grösser  als  2  und  kleiner 
als  3  ist;  sei 

»1  =  1+«,  m,  =  (ga;— 3);  »i'=  1  +2x  +  a^,  m^*=9  —  6qx  +  q'x', 
also  6?  — 2 

9*+l 
_qi  +  6g-l>y2 

*" — 7+r-<y3' 

Es  findet  sich  y- 

,>|+iJ>,,,2. 

Sei  5  =  9,  so  wird 


67        ,  _  4489         ,  _  12321 

41'  *"  "1681'  •">  "TesT 


=(^)"=(S)'+(f)" 


Sei  nun:  _  ^^    i 

**~4T+*'  .^  210r-72 

105  80  wird  y=^ 

also  _36f«  +  210r-36  >  H 

"  41(r«  +  l)       <    2' 

(weil  «*  zwischen  3  und  4  liegen  soll);  es  ergiebt  sich 

105  +  ^7278    ^-■, 
•^^     41^3=36     <^'^^' 


Sei  r  =  5 ,  so  wird 


r>i»±|3W>a,26. 


975 
"  =  533' 


;>*=»»,*  — fl»  = 


915849 
284089* 

1166400 

284089  ' 
4489  _  758641 
1681  ~  284089* 
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Zieht  man  nun  von  m*  2,  too  n*  3,  von  p*  4  ab,  so  erb&lt  man  die 
Theile  der  Einheit: 

190463 


A  = 


284089 
163582 
284089' 
30044 


284089 

Aufgabe  33.  Zweierlei  Wein,  acht  Drachmen  das  Maasa,  und 
schlechteren  zu  fünf  nur,  mischte  der  gfltige  Herr  seinen  Bedienten  zum 
Fest.  Was  er  als  Preis  für  Beides  bezahlt,  ist  eine  Qaadratzahl.  Setzt 
Da  zu  dem  Quadrat  aber  noch  sechzig  hinzu,  siehe,  so  hast  Du  ein  zweites 
Quadrat;  nun  merke,  die  Wurzel  zeigt  Dir,  wie  viel  Maass  Jener  im  Ganzen 
gekauft?  und  nun  sage  mir  an,  wieviel  des  besseren  Weines  und  wieviel 
zu  fünf  wurde  zusammengemischt? 

1.  Die  Maasse  seien  x  und  y,  so  ist 
Bx  -f-  5y  =  »n*. 


x  +  y  =  }/w?+m. 


3a;  =  m«-5^«»+60, 


3y  =  -  ».«  +  8  /m*  +  60, 

5p' -3  9» 
«»  = » 

pq. 

(indem  man  m'  +  60  =  n*,  n  •\-  m  = .    n  —  m=^  —  setzt  )>  dann  wird 
q  P  / 

2.5p«  -25  pV  -  30  p«}'  -  15p9»  +  9?* 


X  = 


»  = 


3p»  9« 

25p«+40p'?  +  30p«g»+24p?s-99« 


Damit  x  und  y  positiv  werden,  muss  m*  >  5^»!"  +  6(J  und  <  8  j/tn^  +  GO 
werden.     Die  erste  Bedingung  giebt -m  >  ^  7/ ^+^0^265,  die   zweite 

m  <  4^2  +  /19,  daraus  folgt  -  >  1,794  und  <  2,280. 

2.  Anzahl   der   Maasse  x ,   Preis  3?  —  Ä.     Der  theuere  Preis  fttr  ein 
Maass  sei  a,  der  geringere  sei  h. 

3?  —  A<.  ax, 
>bx, 

3?  —  ax<A,    x<-^a+j/  jß^+  A, 
>A,    x>lb+j/^b^  +  A. 
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Nun  soll  ^  —A  Quadrat  sein.    Sei  «*—.<  =  (»—  n)*  =»*  —  2  »i  a?  +  «*, 
80  ist 


it 

Nach  Obigem  ist 

n'  +  A 
2n 

2«      <2«  +  ) 

j/l<^'+^' 

>56  + 

o            1 

/^'+^. 

««-2«(la+j 

/^'+^: 

««-2«(|6+^/l6«  +  ^)>-^. 


nt  ist  ^  =  60,  o=8.  6  =  5, 
«  5  I  4  +^76  +  ?^32  +  8>/76, 


> 

Bei  Diophant  ist  A  =  60,  a=  8.  i  =  b,  daher 


>l 


+  1^265  +  Ij/ 50 +  131/260, 
das  ist  „  <  22.8045, 

>  17,9300. 
Diophant  setzt  n  =  20,  so  gewinnt  er 

_460_23 
"       40  ~  2  ■ 

Ist  nun  A  die  Anzahl  der  Maasse  zu  acht  Drachmen,  B  diejenige  der 
Moasse  zu  fttnf  Drachmen,  so  haben  wir 

A  ^  fl      23  46 

A  +  B  =  Y  =4-' 

8A  +  5B  =  '^-60      =?!?. 
4  4 

5A  +  5B 
8A  +  8B 


230 
4 

368 
~    4 

3a 

59 

3B 

79 
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a^      472 
8^-  jg, 

^-12 

^ «      395 
^^=  12' 

4./?      138 
+  ^=  12 

8^  +  5^_867_289 

46 

~  4  ~ 

23 
'  2 

+  60             =7 

529      /23\« 


8^  +  55 +60  =  ?!^=  (^) 


3.  Der  Ansatz  auch  so:  A  +  B  sei  die  Anzahl  der  Maasse  der  beiden 
Sorten ,  so  ist  der  Preis  8A  +  b  B  und  das  soll  ein  Qaadrat  sein.  Es  soll 
aber  auch  8^^  +  5^  +  60  ein  Qaadrat  sein,  und  zwar  (A  +  B)K  Sei  nnn 
^  +  5  =  a;,  soist  8.*  +  5ß  +  60  =  ««, 

8i<  +  5ß  =  a;»-60 
und  das  soll  Qaadrat  sein. 

Sei  es  =  (a;  —  n)*.    Danach  haben  wir  für  A  and  B  die  Gleichnngen : 

Ä+  B  =  x, 
8ä  +  5 B  =  a^ -60  =  (x  - n)\ 
5ä  +  öB  =  5x, 
Sä  +  8B<=Sx, 

,      «»-5« +  60 

A  ^ s » 


B  = 


3 

•a^+8a!  +  60 


3 
Damit  A  and  B  positiv  werden,   mass 

a;«-5a;>60,    a;«-8a;<60 

sein,  also  r      i      /  

x>^+^j/m.    <4  +  }/76. 

n«+60 


Nun  folgt  aber  aus  «*  —  60  =  (a;  —  n)*,    x=       ,, 


also  «» +  60       5 


2« l+J/265, 

<  4+^/76 

U.  8.  W. 


Beispiel  in  ganzen  Zahlen: 
Wein  zu  13  Drachmen  und  zu  9  Drachmen 
lSA  +  9B  =  a^-eO, 
A+  B  =  x, 
a,«_9a;  +  60       „      -a!*  +  13a;+60      a!>]3,458,  «»  +  60 

A  = ; >        B  =s 3 )  a;  = rz > 

4  4  a;<  16,612,  2n 

'^  n>  24,46, 

<  47.92. 
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Sei  n  =  30,  so  ist  tc  =  16 
^=13,     ß  =  3;    A+  B- 


16,    13/^  +  95  =  196=14«, 

13.4  +  9ß  +  6ü  =  256=  16». 


Buch  VI. 

Aufgabe  1.  Man  soll  ein  rechtwinkliges  Dreieck  von  der  BescbafTen- 
heit  suchen,  dass  die  Hypotenuse  eine  Cubikzabl  wird,  wenn  man  jed- 
wede der  beiden  Katheten  davon  abzieht. 

Bilde  allgemein  das  Dreieck  ans  den  Zahlen  x  und  2in^,  also 
a:'  +  4m*,    x*  — 4m",    4m^x, 
80  ist  eine  Bedingung  gelöst.    Die  andere  ist 

a:;*  +  4m^—  4in'a;  =  Cubus; 

es  ist  aber  =  (x  —  2  m")',   also  i  —  2  w'  =  n*,  x  =  2  m'  +  n^.     Demnach  ist 
dos  Dreieck  zu  bilden  aus  den  Zahlen  2'«'  +  «'  und  2»i'. 

Aufgabe  18.  Man  soll  ein  rechtwinkliges  Dreieck  von  der  Beschaffen- 
heit suchen ,  dass ,  wenn  man  die  spitzen  Winkel  desselben  biilftet ,  die 
hStrtende  Liute  sich  durch  eine  Rationalzahl  ausdrücken  tässt. 

(Anmerkung  von  Nesselmann.)  Dagegen  kann  die  Linie,  welche  den 
rechten  Winkel  balbirt,  nie  rational  werden;  denn,  wenn  die  Katheten  a  und 
c  sind,  und  DF  den  Winkel  B  balbirt,  so  ist 


BF  = 


ac 


Sei 


das  ist 


a  +  c  ' 
BD=  (m»  +  n»)x, 
^  Ä  =  2  m  /i  X , 

AD  =  {in*  -  n*)x.  ""~*      ^  "     -» 

Sei  ferner  >4  C  =  (m' —  n')p,  also  Ci)  =  (m*  —  n*)(p  — x),  so  ist 
AD:  AB  =  CD:  BC, 
(m*-  H»)  :  2mn  =  (m*-n*){p  -  i)  :  BC, 
BC=2mn{p  —  x). 
Nun  soll  noch  sein   BC*  =  A  B* -\-  A  C*,  das  ist 

4  w'«*p'  —  Sm*n*p*x  +  4m*n*x*  =  4in*«*x*  -|-  (m*  —  n*)p*, 

4m«n«-(m«  — n») 

''^ 8Äi * 

cetera  patent 
Bei  Diophant  ist  w  =  2,  «  =  1,  ps=  1. 

Aufgabe    10.     In    derselben    wird    von   Diopbant   verlangt:     E>' 
Cubikzabl  zu  suchen,  welche  um  zwei  grösser  ist  als  eine  Quadratzahl, 
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Bekannt  ist  (durch  Diophant's  Rechnung): 
3»-2  =  5», 

(3_a.)3_2  =  (na;-5)», 
25-27a;  +  9a;»-ar'  =  «»a;»-  lOn«  +  25, 
-  27  +  9«  -  a:»  =  w««  -  lOn. 


Q  ■  in         07  27      Q  729  171 

Seil0n  =  27,    n  =  rff^t  löü 


*~1ÜÜ*    ^''Slicl» 


/129y_         /383  Y 
VlOO/  VIOOO/' 


10' 

129\» 

lOOy 

Aufgabe  20.    Man  soll  ein  rechtwinkliges  Dreieck  von  der  Beschaffen- 
heit suchen,  dass  die  Summe  der  FlSche  und  der  Hypotenuse  eine  Cubik- 

zahl,  der  umfang  desselben  aber  eine  Quadratzahl  wird. 

2  p*  —  o« 

Wenn  man  ein  Dreieck  bildet  aus  den  Zahlen  m  und ; — m,  wo 

Q 
^  2p* 
9*  ^    ,    ist,  so  ist  der  umfang  eine  Qnadratzahl.    Man  kann  auch  setzen 


>P« 


.  =  8»      n  =  2p«-,* 


w*  =  3*  —  4p*g*  -f  4j>* 


m«-|-n»  = 

2a* -4p«?« 

+  4p* 

».»-«»  = 

+  4p»j« 

-4p* 

2mn  =  - 

-2/-f  4p*9« 

Es  ist  auch 


/66113Y     g  _  / 166709671  y 
V80Ü56 /  ■*■  \  2290Ü304  /  ' 


Summe  =    4p«}*. 

Zu  Buch  IV,  Aufgabe  9.    Im  Allgemeinen  sind  zwei  Zahlen,  deren 
Cubi  um  eine  Qaadratzahl  verschieden  sind,  folgende  beiden: 

_  2ffi«(6  +  l)        _  2w*tl>-l) 
*~     36»-H     '  ""     36"+ 1     ' 

und  wenn  auch  x—y  ein  Quadrat  sein  soll 


%=■ 


2mn3<?«-p«)(2p?  +  3g«-pn 


(33«  +  i»«)* 


»  = 


2m*(39«-p«i  (2p/?  -  3r/«  +  p*) 


(3'/+P=';'' 


für  X  —  y  =  1  ist 


x  = 


»i«-2w« 

■OT»-3n* 


3  n*  —  2  m  n 
^^^*-3n*~ 


Zu  Buch  IV,  Aufgabe  44.    Wenn  die  drei  Zahlen  x,  y,  e  sind,  und 
A  eine  dreieckige  Zahl  bedeutet,  so  ist  allgemein 


x  = 


2«».^ 


//  +  c»  -f  m» 


y  = 


2OT(.J  +  c»  +  m*)' 


2  »IC» 


J  +  c»  +  m« 


^  +  c*  +  »'*       o      , 
Ihre  Summe  = — —^ ^ö,  also 
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xS=  A  = 


yS  = 


g(a+l) 
—2 

(A  +  c*-  w»)» 


c*  und  m  können  jede 
ganze  und  gebrochene  Zahl 
bedeuten.  InDiophant's 
Beispiel  ist  c=2, 
A=  153=17A,  m=l. 

Soll    eine  Zahl    von  der  Form  8«  -f-  7 


4w« 

Zu  Buch  V,  Aufgabe  14. 
zugleich  die  Form  3  a  +  1  haben ,  so  wird  sie  die  Form  24p  -f  7  annehmen, 
und  diese  eben  sind  es,  welche  Diophant 's  Determination  ausschliesst. 
Die  dazwischen  liegenden  Zahlen  der  Form  8«  +  7  stehen  in  keinem  Connex 
zur  Aufgabe,  da  sie  nicht  3a +  1  sind. 

Nur  in  vier  Quadrate  lassen  sich  zerlegen  die  Zahlen  von  der  Form 
2in+:»  p  ^.  7  .  2'".  Die  einzigen  ungeraden  Zahlen  dieser  Formel  sind  die 
von  der  Form  8P+7(wo  r»  =  0).  Damit  3a  +  1  nicht  8P+7  werde, 
muss   a   nicht   8  P  •{-  2   sein.     Im   Allgemeinen    aber   mnss   a   nicht    sein 


2 '»+»/>  4 


7.2»-l 


_  2'"+»p+  2*"+*-f 


2^"-! 


NB! 


a'"-! 


ist  immer 


eine    ganze 


3  ^  ^3       V'^-      3 

Zahl.)    Siehe  Fermat's  Observatio.     Hat  a  die  Form  4p  +  3, 

so  ist  die  Auflösung  immer  möglich,  denn  dann  ist  3a  +  1  =  l^P  +  l^i 
ungerad  gerade  (=  2 {6p  -\-  5)  also  immer  in  drei  Quadrate  zerlegbar.  Hat 
aber  a  die  Form  4|)  +  1 ,  so  wird  5a  ■\-  l  =l2p  -{■  4,  und  es  treten  dann 
weitere  Determinationen  ein,  die  Diophant  nicht  gegeben  hat.  Diophant's 
Determination  excludirt  nur  die  unzulässigen  geraden,  nicht  die  unzulässigen 
ungeraden  a. 

Zu  Buch  VI,  Aufgabe  13.  Allgemeine  Auflösung,  ax*  -{■  b  =^  m^-y 
sei  x  =  y  -\-  n,  so  ist  ax"  +  &  =  ay'  +  2«ay  -f-  «n^  +  &•  Dieses  soll  ein 
Quadrat  sein,  was  möglich  ist,  wenn  an' +  b  ein  Quadrat  wird,  das  ist 
aber  wieder  die  ursprüngliche  Gleichung.  Hat  man  also  einen  Werth  fBr 
flE,  welches  ax  -\-  b  zum  Quadrate  macht,  so  kann  man  durch  die  Sub- 
stitution X  =  y  -\-  n  unzählige  andere  finden.  Wenn  man  nämlich  den  Werth 
fttr  Zf  welcher  ax* -{- h  =^  m'  macht,  fUr  n  snbstituirt,  so  hat  man  die 
Formel  ay*  +  2nay  +  '"*  zum  Quadrat  zu  machen. 

Zu    Buch    VI,    Aufgabe    18.      Es    ist    im    Allgemeinen 

8m»««(m«-n»)  B 


AB  =  2mn,  BD  =  m*  +  n*,    AC  = 

4  m» «'  +  (m»-  M>)  -j         2 m  n  (m«  +  ««)■ 


4m«n»-(m»-7i»)i' 


L  4  m^tr  —  [nr  —  try  J 


(w*-n*)(»n»+««)» 


E 


4m'';i»-(m»-rt«)» 
oder:  wenn  ßC  =  a»  +  6'',  5^  =  a»-6«,  ^C=2o6ist, 
80  ist  BD  rational,  wenn  a' 4*  ^*  ein  Quadrat,  aber  CE  rational,  wenn 
fl3  +  6*  ein  doppeiles  Quadrat  ist,  also  können  in  keinem  Dreiecke  BD 
und  CE  zugleich  rational  sein. 
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Noch  allgemeiner,  wenn  kein  rechtwinkliges  Dreieck  erforderlich  wird,  ist 
die  Anflösong  diese: 

^_         mnq'{m  +  n)  j,  -  „*  g*^"  +  ")  +  *•*(»»  —  ")  ^ 

a  q*(m  +  n)—r*{m—n)*  g*i(»i  +  «)  —  r*(TO  —  n)  ' 

mnr*{tn  —  n)  (m*  —  n*)nqr 

~  3*(m  +  «)  — r*(in  — n)  5* (m  +  n)  —  r*  (m  —  n) 

Die  Auflösung  beruht  auf  dem  Satze:  Die  Differenz  der  Seiten  a,  e 
ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen  der  Differenz  der  Höhenabschnitte 
und  der  Differenz  der  Abschnitte,  welche  die  Halbirungslinie  anf  b  bildet, 
oder  auch,  wenn  man  c  =  m,  8  =  n,  f  =  p  setzt,  so  ist 

mn*  m*  +  n*  —  p*       <  «i 

tn*  —  f^'       ~^'      m*—p*  >»»  —  «. 

Zu    Buch  VI,    Aufgabe   19.      Ans   einer  Auflösung   unzählige   zu 

finden. 

Sei   m?  •\-  a  =  n*   gegeben ,   so   soll   auch  a^  +  a  =  y^   werden.      Sei 

2m 
«  =  »»  —  2,   «*  +  o=n'— 2«n«+ ♦»'  =  »'•    Sei  y  =  w  —  „  ,    >    so    wird 

,       36»i»n»-27n«      ^^  8»i«-36f»»n'+27««  9n«-8m«n 

«  = ö~~i '  "*«"«'  *  = Q— 3 »  y  — — Ä — i — ' 

öm*  8»i'  "  4m* 

Die  Auflösung  wird  immer  möglich  sein ,  wenn  a  der  Ueberschuss  eines 
'Cubus  über  ein  Quadrat  ist. 


Recensionen. 


Die  Elementar -Flanimetrie.  Ein  methodisches  Lehrbuch  für  den  Schul- 
und  Selbstunterricht.  Von  H.  MOlleb,  Kgl.  Gymnasiallehrer.  Berlin, 
Verlag  von  Jul.  Springer.  1891.  187  S.  8'>.  Preis:  2,40  Mk. 
Der  Verfasser  beginnt  mit  ziemlich  abstracten  und  gelehrten  Entwickel- 
ungcn  über  die  Grundbegriffe,  denen  der  Anfänger  anmöglich  folgen  kann, 
zumal  sie  eine  Reihe  Unrichtigkeiten  bezw.  Ungenauigkeiten  enthalten ,  aaf  die 
cinKugehen  zu  weit  führen  würde;  wir  wollen  nur  auf  das  Raisonnement 
hinweisen,  dass  es  keine  weiteren  Grundgebilde  als  Funkt,  Linie,  Körper 
gebe.  Kugeltläche  nnd  Kreis  erscheinen  eher  ab  die  Gerade,  welche  als  In- 
begriff aller  derjenigeu  Punkte  erklärt  wird,  welche  bei  der  Drehung  eines 
festen  Körpers  um  zwei  Punkte  ihre  Lage  im  Räume  behalten.  Noch 
viel  verwickelter  ist  die  Definition  der  Ebene,  die  als  eine  Art  KegelfiSche 
anfgefasst  wird,  was  für  den  Anfänger  sehr  ermuthigend  sein  mag,  um- 
somehr,  da  die  bezüglichen  Erläuterungen  mehr  als  eine  Seite  umfassen. 
Die  Erklärung  des  Kreises  wird  dadurch  unklar  gemacht,  dass  eine  nene, 
von  der  frUher  angeführten  ganz  abweichende  Erklärung  gegeben  wird,  und 
darin  das  unbestimmte  Wort  Fläche  statt  Ebene  gebraucht  wird.  Der  Winkel 
wird  erklärt  alsTbeil  der  Ebene,  der  durch  zwei  von  einem  Punkte  aus- 
gehende Strahlen  begrenzt  wird.  Er  ist  ein  „unbegrenzt  grosses  Flächen- 
stUck,  und  es  ist  deshalb  nicht  möglich,  die  wirkliche  Grösse  eines 
Winkels  zu  messen"  (sie!).  Das  Kapitel  „Beweisformen  und  Grundsätze" 
ist  schwer  verständlich;  hier,  wie  an  machen  anderen  Stellen,  vergeht  sich 
der  Verfasser  gegen  den  alten  pädagogischen  Grundsatz:  „Erst  die  Beispiele, 
dann  die  Regel".  Ganz  verfehlt  ist  das  Capitel  über  die  Parallelen theorie. 
Die  neuere,  so  reiche  Literatur  über  diese  „Klippe  der  elementaren  Geo- 
metrie" hat  längst  gezeigt,  dass  der  vom  Verfasser  Seite  27  gegebene 
Beweis  des  Uaupttheorems  falsch  ist.  laicht  nur  die  meisten  Erklärungen 
und  Beweise  sind  wenig  elegant  und  sehr  weitläufig,  sondern  auch  der 
Inhalt  ist  zu  weitläufig  und  enthält  vieles  für  die  Schule  ganz  UeberflUssigc, 
z.  B.  die  Capitel  über  die  nicht  congruenten  Dreiecke,  Vierecke  etc.,  über 
congruente  Parallelogramme,  über  Winkelhalbirungslinien  im  Parallelo- 
gramm, über  die  Verbindungslinie  der  Diagonalen -Mitten  im  Trapez.  — 
Von    Werth    scheinen    uns   die   im  Laufe   des   Testes   verschiedentlich   auf- 
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tretenden  und  besonders  hervorgehobenen  „Winke"  zn  sein,  deren  Zu- 
aammenstellong  als  eine  Art  Anleitung  zur  Führung  von  Beweisen  gelten 
kann.  p,  Schotte. 

Vorschule  der  Mathematik  ftlr  österr.  üntergymnasien  von  Jos.  Schräm, 
Professor  am  Communal-Real-  und  Obergymnaaium  in  Mariabilf  und 
RuD.  Schüssler,   Doctor  der  Philosophie.     Mit  384  Figuren  in  be- 
sonderem  Heft.   (Mit  Erlass   des   hohen  k.  k.  Ministeriums  etc.  zum 
Unterrichtsgebrauche  zugelassen.)  Wien  1890.   Alfred  Holder.    219  S. 
8".  Preis  geheftet  1  fl.  24  kr.  Dazu :  Vier  besondere  Hefte  „  Uebungsstoff". 
Dieses   Lehrbuch   bietet  dem   Schüler  den   gesammten  Lehrstoff  wohl- 
gegliedert  in   kurzer   und   bündiger  Form.     Wir  hatten   schon   im  vorigen 
Jahrgange   dieser  Zeitschrift   Gelegenheit,   auf  die  Vorzüge   dieses  Werkes, 
welche    der   nnnmehr   vorliegenden    neuen   Auflage   in  gleicher  Weise  an- 
haften ,  aufmerksam  zu  machen ,  und  wollen  dasselbe  hiermit  nochmals  aufii 
Wärmste  empfehlen.  p.  Schütte. 

Theorie    der   partiellen   Differentialgleichnngen   erster   Ordnung.     Von 
Dr.   M.   Paul  Mansion.      Vom   Verfasser   durchgesehene    und    ver- 
mehrte deutsche  Ausgabe.     Mit  Anhängen  von  S.  von  Kowalbvsky, 
luBOHBNETZKT  Und  Darboux.    Herausgegeben  von  H.  Maser.    Berlin. 
Julius  Springer,    1892.    8».    XIV  und  489  S. 
Die   erste  Auflage   dieses   vortrefflichen  Werkes,   welches  die  Theorie 
der    partiellen  Differentialgleichungen    erster  Ordnung   in  ihrer  historischen 
Entwickelung     vorführt     und    mit    kritischem    Geiste    den    verschiedenen 
Methoden,  nnter  lichtvoller  Darlegung  ihrer  Beziehungen  zn  einander,  die 
gebührende  Stellung  im  System  anweist,  ist  im  22.  Jahrgange  dieser  Zeit- 
schrift ausfuhrlich  besprochen  worden. 

Die  neue  Ausgabe,  welche  in  deutscher  Sprache  veranstaltet  ist,  unter- 
scheidet sich  von  der  ersten  durch  Hinzufügnngen ,  die  in  besonderen  Nach- 
trägen gegeben  werden ,  und  durch  eine  beträchtliche  Vermehrung  der  biblio- 
graphischen Notizen,  während  der  Vortrag  des  Textes,  abgesehen  von  gewissen 
Berichtigungen,  im  Wesentlichen  unverändert  geblieben  ist.  Die  Integration 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  allein  ist  in  veränderter  Dar- 
stellung entwickelt,  in  Folge  der  gleichzeitigen  Berücksichtigung  der  singulären 
Lösnugen  nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Gilbert,  der  zuerst  auf  die  Un- 
zulänglichkeit der  üblichen  Art  der  Auseinandersetzung  hingewiesen  hat. 
Von  dieser  Aenderung  werden  lediglich  die  Nummern  18,  20  und  25  des 
Textes  betroffen,  Nr.  20  nur  insofern,  als  zn  den  früheren  Beispielen  noch 
die  Herrn  Cookie  entlehnte  Gleichung  {x  -|-  y) ('  +  P  +  s)  +  «P  =  '^  1^'n- 
zngefügt  wird,  von  der  x  -\-  t/  -\-  s  ^  0  eine  singulare  LOsung  sein  soll,  die 
ju  dem  aJigemeinen  Integral  nicht  enthalten  sei.  Bemerkt  man  jedoch, 
dasB  in  der  allgemeinen  Lösung  t>=  iplv^,  ^o  cp  t\^«n«'M«J!«\\dQ»^>\-oR.^ou 
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bedeutet,  anch  v  ■=  amst.  nnd  insbesondere  t;  ^oo  enthalten  ist,  so  erbellt, 

da  hier  ,     r     ,        •     s   ,  ^  J 

v  =  l09{x  +  y  +  g)  +  ^_^^^^  ^ 

ist,  dass  X  -i-  y  +  B  =  0  auch  als  eine  particuläre  LCsung  bezeichnet  werden 
kann.  Der  Beweis  der  Existenz  des  allgemeinen  Integrals  der  partiellen 
Diffcrentiiilgleicliungen  war  in  der  französischen  Ausgabe,  als  der  all- 
gemeinen Theorie  der  Fnnctionen  angehörend,  fortgelassen  worden,  Zar 
Ausfüllung  dieser  Lücke  dient  der  erste  Anhang,  worin  die  berühmte  Ab- 
handlung der  Frau  von  Kowalevsky  „Zur  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichnngen"  aus  Crelle's  Journal,  Bd.  80,  abgedruckt  ist.  Ferner  be- 
findet sich  am  Schiasse  der  Einleitung  als  Nachtrag  I  eine  historische 
Debersicht  über  die  auf  die  Existenz  des  allgemeinen  Integrals  und  der  j 
singulitreu  Lösungen  der  gewöhnlichen  und  partiellen  Differentialgleichungen  \ 
bezüglichen  Untersuchungen.  Das  erste  Buch  ist  durch  zwei  Nachträge 
vermehrt.  Nachtrag  II  giebt  eine  Anwendung  der  Cauchy'schen  Methode, 
um  zu  zeigen,  wie  diese  Methode  zugleich  das  allgemeine  Integral  und  die 
singulare  Lösung  geben  kaun.  Im  Nachtrag  III  wird  als  Anwendung  der 
Theorie  der  linearen  Gleichungen  die  partielle  Differentialgleichung  der 
Regelflttcben  integrirt.  Endlich  wird  den  beiden  ersten  C'apiteln  des  zweiten 
Buches,  die  der  Jacobi 'sehen  Methode  gewidmet  sind,  als  Nachtrag  IV 
die  neue  Darlegung  hinzugefügt,  die  Herr  Gilbert  in  der  wichtigen  Arbeit 
„Sur  une  propri6te  de  la  fonction  de  Poisson  et  sur  la  metbode  de  Jacob!" 
(Ann.  de  la  soc.  sc.  de  Bruxelles  1881 ,  Bd.  V)  von  dieser  Methode  gegeben 
hat.  Die  gewöhnliche  Art  ihrer  Darstellung  litt  an  dem  Mangel,  dass  die 
verschiedenen  Formen,  unter  denen  die  Jacobi'scheu  Integrabilitäts- 
bedingnngen  sich  darstellen  lassen,  im  Verlauf  der  Integration  sämmtlich 
als  IdentilUten  behandelt  werden,  die  sie  nicht  notbwendig  zu  sein  brauchen, 
und  dass  ferner  die  Relationen,  die  benutzt  werden,  um  nach  nnd  nach 
zu  den  Gleichungen  zu  gelangen,  welche  mit  der  gegebenen  partiellen 
Differentialgleichung  ein  integrables  System  ausmachen  sollen ,  nicht  Folgen 
der  früher  erhaltenen  Gleichungen  sind,  sondern  unzulässiger  Weise  auf 
die  Voraussetzung  gestützt  werden,  die  erst  als  Resultat  erscheinen  soll, 
nSmlich,  dass  das  durch  das  Verfahren  am  Schluss  sich  ergebende  System 
von  Gleichungen  iutegrabel  ist.  Die  bezeichnete  Schwierigkeit  wird  ver- 
mieden, indem  mit  Hilfe  einer  Gleichung,  die  eine  wichtige  Eigenschaft 
der  Poisson 'sehen  Function  darstellt,  die  IntegrabilitUtsbedingnngen  auf 
identische  Formen  gebracht  werden,  was  unerl&sslich  ist,  um  die  benutzten 
Relationen  unabhtingig  vom  Endresultat  als  richtig  zu  erweisen.  Ee  sei 
hier  gelegentlich  darauf  hingewiesen,  dass  Herr  Frobenius  auf  eine 
analoge  Lücke  in  den  gewöhnlichen  Darstellungen  des  Pfaff 'sehen  Pro- 
blems, wovon  bekanntlich  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleich- 
ungen erster  Ordnung  ein  specieller  Fall  ist,  in  seiner  bereits  im  Jahre 
1877  erschienen  Arbeit   „üeber  das  Pfaff'sche  Problem"  (^GtaU«.,  Jwvx'^J 


Bd.  72)  die  Aufmerksamkeit  gelenkt  und  den  Termissten  Beweis  fQr  die 
Integrabilität  der  Systeme  linearer  partieller  Differentialgleichungen ,  aus 
denen  der  Reihe  nach  die  Functionen  in  dem  reducirten  Di  Seren tialausdrucke 
zn  bestimmen  sind,  geliefert  hat 

Eine  höchst  werthvolle  Bereicherung  verdankt  das  Werk  dem  üeber- 
setzer  Herrn  Maser  durch  Anfügung  zweier  wichtiger  Arbeiten  auf  dem 
Gebiete  der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  in  deutscher 
Uebertragung.  Die  erste  Arbeit  hat  Herrn  Imschenetzkj  zum  Ver- 
fasser und  erschien  zuerst  in  russischer  Sprache  in  den  M6m,  de  Kasan,  18G8. 
Sie  wurde  von  Herrn  J.  HoUel  übersetzt  und  1872  in  Grunert's  Archiv, 
Bd. 54,  unter  dem  Titel  „Etüde  sur  lea  mäthodes  d'intcgration  aux  dürivües 
partielles  du  second  ordre  d'une  fonction  de  deux  variables"  veröffentlicht. 
Auf  dem  noch  so  wenig  angebauten  Felde  der  partiellen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  bietet  die  Abhandlung  dem  Leser  eine  gründ- 
liche Orientirnng  über  Alles,  was  in  Integrationsmethoden  bis  zur  Zeit 
geleistet  worden  ist,  mit  Ausschluss  der  Integration  durch  Reihen  und  be- 
stimmte Integrale,  und  eine  VervollstUndigung  der  betreffenden  ünter- 
SQchungen  durch  neue  Methoden,  namentlich  bezüglich  der  Ampöre'schen 
Gleichung.  Leider  fehlt  ein  Inhaltsverzeichniss  des  umfangreichen  Aufsatzes, 
was  uns  zu  der  Bemerkung  veranlasst,  dass  Herr  A.  Mayer  seinem  bezUg- 
licUeu  Berichte  im  Jahrbuch  Über  die  Fortschritte  der  Mathematik  einen 
sehr  ausführlichen  Indes  nach  Capitel  und  Paragraphen  beigefügt  hat. 

Die  zweite  Arbeit  von  Herrn  Darboux,  in  den  Ann.  de  l'ec.  Norm,  VII 
1870,  anter  dem  Titel  ^Sur  les  equations  anx  deriv^ies  partielles  du  second 
ordre"  erschienen,  enthält  ein  kurzes  Expose  einer  neuen  Methode,  die 
einen  Fortschritt  in  der  Behandlung  der  partiellen  Differentialgleichungen 
bezeichnet  und  durch  die  Ausdehnung  bemerkenswerth  ist,  die  sie  auf 
Gleichungen  aller  Ordnungen  mit  beliebig-  vielen  Variablen  gestattet. 

Zur  Erhöhung  der  praktischen  Brauchbarkeit  des  Buches  sind  am 
obern  Rande  jeder  Seite  Hinweise  auf  den  Inhalt  und  die  fortlaufenden 
Nummern  gegeben.  Ein  ausführliches  Autorenverzeichniss  bildet  den 
Schluss.  In  der  Uebersetzung  des  Textes,  die  sehr  sorgfältig  ausgeführt 
ist,  ist  uns  eine  Stelle  aufgefallen,  die  einer  Berichtigung  bedarf.  Auf 
Seite  97,  Zeile  4  von  oben,  steht  „oder"  statt  „nau  ist  aber"  als  Ueber- 
setzung des  in  der  französischen  Ausgabe  gebrauchten  nOf"-  Die  beiden 
mit  dieser  Partikel  a.  a.  0.  in  Verbindung  gesetzten  Relationen  sind  in  der 
That  weder  gleichbedeutend,  noch  Folgen  von  einander,  vielmehr  bildet 
die  zweite  Relation  das  vermittelnde  Glied,  am  ans  der  ersten  die  weiteren 
Folgerungen  abzuleiten. 

Möge  das  Buch  in  der  neuen  Auflage,  die  hervorragend  schön  aus- 
gestattet ist,  einem  weiteren  Kreis  von  Lesern  in  einem  der  wichtigsten 
Theile  der  Analysis  ein  bewährter  Führer  sein  und  Anregung  zu  eigenen 
Forschungen  bieten!  HAMBURaEU. 
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Ebene  Trigonometrie  und  elementare  Stereometrie.  Von  Prof.  Dr.  B.  F^aux, 
Oberlehrer  am  Kgl.  Gjmnaaium  zu  Arnsberg.  Sechste  verbessert« 
Auflage  besorgt  durch  Friedr.  Bosch,  Oberlehrer  am  Kgl.  Gymnasium 
zu  Arnsberg.  Mit  51  eingedruckten  Figuren,  Paderborn,  Druck 
und  Verlag  von  Ferd.  Schöningh.  1891.  157  S.  8». 
Die  Füaux 'scheu  Lehrbücher,  denen  man  es  auf  den  ersten  Blick  an- 
sieht, dass  sie  sozusagen  ganz  ans  dem  Unterrichte  herausgewachsen,  sind 
in  Bezug  auf  ihre  praktische  Brauchbarkeit  bekannt  genug  und  oft  genug 
von  der  Kritik  lobend  besprochen  worden,  als  dass  wir  hier  darüber  weitere 
Worte  verlieren  brauchen.  —  Die  hier  vorliegende  von  Herrn  Friedr.  Busch 
neu  bearbeitete  sechste  Auflage  der  ebenen  Trigonometrie  und  elementaren 
Stereometrie  zeigt  nichts  desto  weniger  gegen  die  fUnfte,  von  Herrn  Luke  be- 
sorgte Auflage,  einige  nicht  unwesentliche  Verbesserungen.  Der  sprach- 
liche Ausdruck  »nd  die  mathematische  Bezeichnung  ist  vielfach  verbessert 
und  prüciser  gestaltet.  Die  Einleitung  in  die  Trigonometrie  bat  eine  ein- 
fachere, übersichtlichere  Darstellung  und  einen  eleganteren  Zusammenhang 
erhalten,  ausserdem  ist  jetzt  in  derselben  der  allgemeine  Functionsbegriif 
entwickelt  worden.  Die  Stereometrie  ist  durch  ein  Capitel  über  dos 
Prismatoid  bereichert  worden.  —  Eine  wesentliche  Umgestaltung  haben  die 
Figuren  in  der  Stereometrie  erfahren.  Dieselben  sind  fast  alle  durch  neue 
ersetzt  worden,  die  sich  durch  besondere  Anschaulichkeit  auszeichnen.  Es 
sind  nümlich  diejenigen  Linien  der  Figuren,  welche  dem  Beschauer  am 
nächsten  liegen,  dicker  gezeichnet,  und  zwar  um  so  mehr,  je  näher  sie  sind; 
allerdings  in  etwas  übertriebener  Weise,  aber  die  Figuren  treten  in  Folge 
dessen  in  so  aufdringlicher  Weise  plastisch  hervor,  dass  man  weiterer  Ver- 
anschaulichungsmittel  ganz  entbehren  kann.  Bei  den  Figuren  mancher 
Lehrbücher  ist  man  oft  im  Zweifel,  welche  Theile  man  sich  als  vorne, 
welche  als  hinten  liegend  denken  soll.  Diese  Zweideutigkeit  ist  hier  völlig 
ausgeschlossen.  Man  zeichne  einmal  solche  Figuren,  wie  sie  Herr  Busch 
hier  geliefert  hat,  auf  die  Wandtafel,  man  wird  überrascht  sein,  wie  schön 
nnd  plastisch  sie  gerade  dort  hervortreten.  Wir  glauben  den  lehrenden 
Fachgenossen  einen  Dienst  zu  erweisen ,  indem  wir  auf  diesen  Umstand  be- 
sonders hinweisen.  Die  wenigen  noch  gebliebenen  alten  Figuren  werden 
hoffentlich  in  der  folgenden  Auflage  in  dem  verbesserten  Typus  neu  erstehen. 

F.  Schütte. 

PlanimetriBche  Aufgaben  für  den  Gebrauch  im  Schul-,  Privat-  und  Selbst- 
unterricht../' Bearbeitet  von  Prof.  Dr.  F.  Eeidt,  Oberlehrer  am  Gym- 
nasium zu  Hamm.  Erster  Theil.  Aufgaben  geordnet  nach  den 
Lehrsätzen  des  Systems.  Zweite  Auflage.  Breslau,  Verlag  von 
Eduard  Trewendt.  1890.  96  S.  8».  Preis  1,60  M. 
„Das   Gebiet  der   planimetrischen  Aufgaben   ist   bereits   von  so  vielen 

Seiten  mit  günstigem  Erfolge  behandelt  worden  und  die  bezüglichen  Schriften 


sind  zum  Theil  so  umfangreich,  dass  eine  nene  Sammlung  von  Aufgaben 
aus  der  Planimetrie  ihre  Berechtigung  nicht  in  der  Beseitigung  eines 
Mangels  au  fUr  die  Zwecke  des  Unterrichts  brauchbarem  Material  finden 
kann.  Man  wird  daher  auch  von  der  Torliegenden  in  stofiTlicber  Hinsicht 
nichts  Neues  erwarten  dQrfen.'  „Anders  verhält  es  sich  mit  der  nicht 
minder  wichtigen  Anordnung  und  Behandlungsweise  des  Stoffes.  Die  dem 
Verfasser  bekannt  gewordenen  gebräuchlichen  Sammlungen  scheinen  ihm 
die  Aufgaben  zu  sehr  als  Selbstzweck  zu  bebandeln  und  dieselben  in  nicht 
hinreichend  engem  Auschlnss  an  die  einzelnen  Partien  des  fortschreitenden 
Unterrichts  zu  bringen."  —  „Aus  diesem  Grunde  ist  die  vorliegende  Schrift 
in  zwei  Heften  herausgegeben  worden ,  deren  ersteres  dos  Uebungsmaterial 
für  die  einzelnen  Sätze  und  Satzgruppen  nach  diesen  geordnet  giebt 
und  dasselbe  so  auswählt,  dass  es  zur  unmittelbaren  Erlftuterang 
geeignet  erscheint.  Zu  beweisende  Lehrsätze,  Rechnungsaufgaben  und  die- 
jenigen Constructionsaufgabeu,  welche  man  wohl  als  mittelst  „Analysis 
durch  Lehrsätze"  lösbar  bezeichnet,  bilden  daher  fast  ausschliesslich  den 
Inhalt  dieses  ersten  Heftes."  —  Das  Beweisen  von  möglichst  vielen  Lehr- 
sätzen ist  aber  gewiss  nicht  die  Aufgabe  des  mathematischen  Unterrichtes, 
sondern  eher  das  Lösen  von  Constructionsaufgaben.  Hierbei  verdient  aber 
die  Anordnung  der  Aufgaben  nach  Methoden  schon  wegen  ihrer  Wissen- 
Bchaftliehkeit  den  Vorzug.  Dennoch  dürfte  auch  die  hier  angewandte  Weise, 
die  Aufgaben  nach  ihrem  sachlichen  Inhalte,  bezüglich  der  einzelnen  Arten 
der  behandelten  Figuren,  oder  nach  den  Lehrsätzen  des  Systems  für  die 
Praxis  des  Unterrichtes  namentlich  bei  weniger  begabten  Schülern  auch  ihre 
Vorzüge  haben.  Als  eine  zu  lobende  EigenthUmlicbkeit  des  Büchleins  wollen 
wir  noch  hervorheben,  dass  die  für  die  Lösung  nöthigen  Lehrsätze  in 
vollem  Wortlaut«  jedem  einzelnen  Abschnitte  vorausgehen. 

F.  Schotte. 
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Historisch-literarisclie  Abtheilimg. 


Unsere  Kenntnisse  von  alten  Erd-  und  Himmelsgloben. 

Von 

Armin  Wittstein. 


Als  ich  in  meinen  „  HistoriBch-astronomisohen  Fragmenten 
aus  der  orientalischen  Literatur"*  die  These  aufstellte,  ,dass, 
soweit  mein  Wissen  reiche,  von  einem  arabischen  oder  anderen  Erd-  resp. 
Himmelsglobus  sichere  Kunde  erst  wieder  aus  dem  13.  Jahrhundert« 
auf  uns  gekommen  sei,  und  wir  darüber  nicht  berichten  könnten,  wie  ea 
innerhalb  eines  Zeitraumes  von  mehr  als  140()  Jahren  {nämlich  seit  Krates) 
im  Punkt«  der  Verfertigung  solcher  Globen  ausgesehen  haben  mag,"  — 
war  mir  so  ziemlich  alles  Das,  was  man  gegen  meine  Behauptung  einwenden 
und  einen  oberfiäcblichen  Beurthciler  mQhelos  in  den  Stand  setzen  kann, 
sie  scheinbar  ad  absurdum  zu  führen,  bereits  bekannt.  Damals  glaubte 
ich  jedoch  dem  sachkundigen  Leser  einen  Beweis,  der  ja  nicht  viel  mehr 
als  eine  rein  compilatorische  Bearbeitung  vereinzelnter  Angaben  erfordert, 
kaum  schuldig  zu  sein,  um  aber  einer,  der  meinigen  entgegengesetzten 
Ansicht,  die  im  Allgemeinen  als  die  dominirende  zu  betrachten  ist,  zu 
ihrem  Rechte  zu  verhelfen,  fehlte  es  mir  und  fehlt  es  mir  noch  an  über- 
zeugendem Material,  das  sichere  Schlüsse  gestattete;  ich  befand  mich  eben 
nahezu  in  derselben  Lage,  wie  vor  60  Jahren  Ideler,  der  in  seinem 
chronologischen  Werke  der  chinesischen  Zeitrechnung  nicht  gedacht  hatte 
und  erst  später  seine  Gründe  dafür  angab:  „Nicht,  dass  es  an  Nachrichten 
darüber  fehlte;   es  finden  sich  deren  genug,  in  manchen  Büchern  zerstreut, 

Allein   alle   diese  Nachrichten   stehen  isolirt  und  schwankend  da Ich 

habe  daher  in  meinem  Handbuch  der  Chronologie  von  der  Sache  lieber 
ganz  schweigen ,  als  nach  dem  Beispiel  meiner  Vorgänger  einzelne  Notizen  mit- 
thcilen  wollen ,  deren  Richtigkeit  sich  aus  inneren  Gründen  nicht  wenigstens 
wahrscheinlich  machen  Hess."    („Zeitrechnung  von  Chati  und  Igftr.") 

Obwohl  nun  inzwischen  meine  Kenntnisse  nicht  bereichert  und,  vor 
Allem,  Schriften,  die  mich  eines  Besseren  belehren  könnten,   mir  eben  so 


*  „Abbandlungen  z.  Geschichte  d.  Mathematik,"  VI. Heft.  Leipzig,  1893.  gr.8«. 

mtt-Ul.  AbUL  d.  Z«iUotar.  f.  K»lh.  n.  Vhj%.  XXXYU,  6.  V% 
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wenig  zu  Gesicht  gekommen  sind,  meine  Auffassung  also  unverSndert  die< 
selbe  geblieben  ist,  gestehe  ich  jetzt  doch,  dass  es  vielleicht  besser  ge- 
wesen w9re,  wenn  ich  a.  a.  0.  mit  dem,  was  ich  weiss,  und  auf  Grand 
dessen  ich  mir  mein  Urtheil  gebildet  habe,  nicht  zurückgehalten  hätte. 
Ich  hole  deshalb  das  Versäumte  hier  noch  und  bemerke  dazu  im  Voraus, 
dass  an  der  ganzen  Collection  nur  etwa  ein  halbes  Dutzend  Quellen  parti- 
cipirt,  deren  Mehrzahl  selbst  wieder  aus  Manuscripten  geschöpft  hat. 


Den  Anfang  mache  ich  mit  dem  grossen  Sammelwerke  des  Fabricins*, 
und  zwar  mit  dessen  fünftem  Bande,  in  wclcbem  auf  den  Seiten  297  bis 
306  der  Geschichte  der  Globen  ein  besonderer  Abschnitt  gewidmet  ist;  aus 
ihm  hebe  ich  Nachstehendes  heraus: 

Globttm  coeksiem  primus  vUktur  construxisse  stellis  in  co  notalis  Hip- 

parchus Gassetidi,    gui   Eudoxum  pvtat   esse  primum,   gut  partim 

Aegyplias,  partim  Graecas  imagines  sidervm  repraesentari  in  globo  solidave 
sphaera  curavU.     Eudoxi  sphaeram  descripsit  Aralus,  ut  Uippardw  pridem 

twtatum  fuit In  numis  frequenlissimum  est ,  imperatores  a  Caesare 

usque,   regesque  ac  principes  cum  glöho  in  manu  conspici,   potesintis  deno- 

tandae  caussa In  palatio  Farnesiano  Eomae  exstat   slatua  Ilerculia 

circa  Commodi  imp.  tempora ,  ut  videtur,  sculpta ,  sustincntis  globum  coelestem, 
sideribus  insignitum ,  de  quo  adscriham  haec  Francisci  Bianchini  in  historia 
universali,  ex  antiqüis  monumentis  confirmata,  Rom.  1699.  4°.  Folgt  der 
italienische  Text. 

Damit  dürften  die  prtignantesten  Stellen  zur  Anführung  gelangt  sein. 
Wenn  wir  einzeln,  der  Reihe  nach,  betrachten,  welche  Grade  der  Zuver- 
Ittesigkeit  ihnen  gebühren,  so  erkennen  wir,  dass  sich  dieser  gleich  fUr  die 
erste,  Hipparch  betreffende,  Mittheilung  als  ein  sehr  niedriger  erweist. 
Ohne  Zweifel  ist  nämlich  damit  die,  mindestens  dunkele,  Bemerkung  am 
Schlüsse  des  ersten  Capitels  des  siebenten  Buches  im  Almagest  des  Ptolemaeus 
gemeint;  ich  citire  sie  hier  nach  der  Halma'schen  Ausgabe  (Paris,  1813 
und  1816.    2  Bände  in  gr.  4».): 

Aal  Toviov;  fihioi  jicikiv  avrovg  Si    l'on   compare   maintenant  cea 

xovgairjfittTiOftovg  lüxig  itpagfiö^oi  Totg  configurations  aux  repr6sentations  des 
xotn  rövToii  'IrniaQxov  ttJj  axiffiäg  constellations  sur  la  sphüre  solide 
cpaiQttg  clatfQtaitov  iiatvncüaiat,  rag  d'Hipparque,  on  trouvera  qne  les 
dvTttg  av  iyytata  tvQOt  xaig  vvv,  rö;  positions  qu'  il  a  donn6es  aux  ötoiles, 
ix  njj  10 re  nagctTijQtiaetog  xaxd  xt}v  suivant  son  catalogue,  sont  b  trös- 
avaygacpijv  Yivo(iivag  avicöv  iv  xrj  peu  pr^s  les  m(>mes  que  Celles  qu'on  | 
aipalga  &{atig.  remarque  encore  aujourd'hui. 

*  J.  A.  Fabricii   Bibliotheca  Graeca.      Editio    tertia    curante    Gottl.  i 
Christoph.  Harles.    Accedunt  Chr.  Aug.  Heumanni  tupplemeota  inedita.    Volumen 
qaintum.    Uambutgi,  MDCCLXXXXVl.  4«. 


unsere  Kenntoisse  von  alten  Erd-  and  Himmelsgloben. 
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Sie  hilft  uns  herzlich  wenig,  wenngleich  sie  werthvoUer  erscheint,  als 
die  von  Froclus  in  seinem  Commentar  zum  Euclid  (Proclus  in  Eucl., 
p.  41 ,  16)*:  ij  acpai^OTiotia  xaid  iti(li]aiv  züv  ovqovicov  mgitpogtöv ,  oiav 
xal  'A^x^fiiiSijg  inocxy^aTivaaro.  Ja,  es  ist  möglich,  dass  sich  Archimedes 
in  solcher  Kunstfertigkeit  versucht  hat! 

Einen  weit  besseren  Anhalt  dafOr,  dass  man  sich  zu  jenen  Zeiten 
überhaupt  mit  der  Herstellung  künstlicher  Himmelskugeln  beschäftigte, 
giebt  uns  Ptolemaeus  (achtes  Buch,  drittes  Capitel)  durch  seine  aus- 
führliche Anleitung  hierzu,  die  sich  sogar  auf  die  dabei  zur  Verwendung 
kommenden  Farbentöne  erstreckt.  Wenn  Letzterer  es  damals  nicht  fflr 
überflüssig  hielt,  auf  derartige  Details  einzugehen,  so  war  zu  seiner  Zeit  dieser 
Zweig  der  Plastik  weder  neu,  noch  stand  er  auf  einer  tiefen  Stufe  der  Aus- 
bildung. Aber,  wo  wird  ein  Globus  von  Ptolemaens  aufbewahrt, 
oder,  welches  Schriftstück  schildert  uns  einen  solchen  in 
auch  nur  annähernd  befriedigender  Weise?  Einmal,  und  zwar 
im  elften  Jahrhunderte,  wird  allerdings  ein  Ort  genannt,  —  ich  komme 
später  auf  diese  Notiz  zurück  —  allein  die  ganze  Nachriclit  ist  so  dUrftig, 
dass  sie  wirklich  gläubiger  Gemütber  bedarf,  um  nicht  den  Argwohn  auf- 
kommen zu  lassen,  es  handele  sich  nur  um  eine  Ausgeburt  der  Phantasie. 
Da  ich  eben  eine  manuale  Fertigkeit  eine  nicht  neue  genannt  habe,  so 
kann  man  billiger  Weise  darüber  eine  Angabe  von  mir  erwarten,  seit  wie 
lange  ich  ihren  Bestand  annehme.  Deshalb  sei  jetzt  jener  Ausspruch  dahin 
näher  präcisirt,  dass  dieselbe,  soweit  sie  sich  mit  plastischer  Darstellung 
des  gestirnten  Himmels  befasste,  erst  seit  Hipparch  ihre  wahre 
Bedeutung  erhalten  haben  kann;  denn  „erst  jetzt  wurde  es  möglich,  die 
Sternbilder  nach  richtigen  Verhältnissen  auf  Globen  und  Karten  aufzutragen, 
und  Veräuderungen  am  Fixsternhimme]  mit  Sicherheit  zu  bemerken.  Erst 
jetzt  hatte  man  feste  Punkte,  womit  man  die  Oerter  der  Sonne,  des 
Mondes  und  der  Planeten  vergleichen  konnte,  ohne  welche  Vergleiohung 
an  eine,  den  Erscheinungen  angemessene  Theorie  ihres  Laufes  nicht  zu 
denken  war."  (I de  1er,  Untersuchungen  über  den  Ursprung  und  die  Be- 
deutung der  Sternnamen.) 

Den  bisherigen  Urkunden  gleichwerthig  erscheint  die  Erzählung  des 
Strabo  (S.  540  der  zweiten  Kasauboniscben  Ausgabe),  gelegentlich  der  Er- 
oberung der  Stadt  Siuope**  durch  den  bekannten  Heerführer  im  Mithridatischen 


•  Archimedis  opera  omnia  cum  commentariia  Eutocii.  E  codice  Floren- 
tino recensuit,  latine  vertit  notisque  iilustravit  J.  L,  Heiberg.  2.  Band.  Leipzig, 
1881.    8°.    Mit  einer  Lichtdrucktafel. 

**  Das  heutige  Sinob  am  Schwarzen  Meere,  etwas  südlicher  als  die  nördlichste 
Spitze  KleinasieoB  gelegen  and  zugleich  das  eine  Ende  einer  weitgeschwnngenen 
Bucht  bildend,  an  deren  anderem  der  kyzyl  irmäk  („rothe  Flugs",  der  "i^ivg  der 
Alten)  mündet.  Dieser  grosse  Fluss  zeigt  in  seinem  Laufe  eine  merkwürdige 
Aebolichkeit  mit  dem  Orinoco. 


Kriege,  L.  Licinins  Lncnllas,  dass  nKmlich  den  Bewohnern  alle  Zierden 
der  Stadt  erhalten  geblieben  seien,  mit  An^nabme  der  Himmelskngel 
des  Billaros  und  des  Antolyk'OB,  eines  Werkes  von  Sthenis;  beide 
habe  Lucnllus  mitgenommen.  Ohne  Frage  muss  man  die  Einnahme  von 
Sinope  in  dos  erste  Jahrhundert  vor  Chr.  setzen;  denn  Cicero  spricht  in 
der  oratio  de  signis  (einer  seiner  Verrinischen  Reden)  von  einem  gewissen 
EupolemuB,  der  sich  in  der  Begleitung  des  Lucullus  befinde. 

Ich  komme  nun  zu  Dem,  der  Eudoxi  sphaeram  descripsit,  nitmlich  zom 
Aratns*,  dem  allein  wir  es  zu  danken  haben,  dass  uns  der  wichtigste 
Theil  der  Lehren  des  Ersteren  nicht  verloren  gegangen  ist  Sollte  man, 
wie  so  oft  zu  lesen,  geneigt  sein,  unter  dieser  sphaera  etwa  eine  sphaera 
metallo  sdida  zu  verstehen,  dann  muss  ich  sagen,  dass  der  ganze  Satz 
nur  eine  Fiction  enthalt  Ja,  Aratas  beschreibt  allerdings  die  Sphfire 
des  Eudoxus,  aber  die  am  Himmel,  das  heisst  deren  noth wendigste 
Kreise;  nirgends  spricht  er  von  einer  künstlichen.  Vers  61  und  62  seines, 
wenigstens  für  mich,  nichts  weniger  als  leichten  Gedichtes  lauten: 

(ilayovtai  dvaiig  tc  xai  oviokal  dkkijkj^iaiv. 

Hierzu  bemerkt  u.  A.  der  Scholiast:  o  öi  vovj,  Ixilvii  y  x((pakij  »f  row 
Jqü*nvxog  xnr«  rotJro  ro  ftigog  vtjxetai  xct\  xoki'ftßä  StiQto  rov  mxtavov 
(rour  ioxt  xov  op/Jovroff)  ijtirliavovaa,  onov  "j  ze  dvaig  xo'  »/  c'varokij  ^>avovaiv 
olJlijAaiv,  SrikovoTi  ntgl  tuv  ntcrjftßpivov  nokov  rjyovv  xti'xiloi'.  Der  Sinn 
ist  also,  dass  der  Kopf  des  Drachen  hei  der  Umdrehung  der  Himmelskogel 
den  Horizont  im  Norden  berührt.  Daraus  hat  man  ableiten  wollen,  dass 
Eudoxus  seine  Kugel  für  eine  PolhChe  von  38"  eingerichtet  habe,  ein  schon 
deshalb  missliches  Beginnen,  weil  die  vier  hellen  Sterne  {ß,  y,  v'  v*,  £)  am 
Kopfe  des  Drachen,  um  die  es  sich  allein  handeln  kann,  in  Decl.  fast  bis 
SU  5.4**  von  einander  abweichen  können,  und  man  nicht  weiss,  welcher 
gemeint  war,  wenn  es  auch  wohl  y  gewesen  sein  wird. 

Schliesslich  erübrigt  noch,  die  Marmor -Statue  im  Farnesischen  Palaste 
zu  Rom**  auf  ihren  Werth  als  zuverliissiges  Denkmal  der  Globen-Ver- 
fertigung aus  dem  letzten  Viertel  des  zweiten  Jahrhunderts  nach  Chr.  (wie 
Fabricius  annimmt)  zu  prüfen.  Hierbei  werde  ich  mich  jedoch  nicht  auf 
Das  stutzen,  wasBianchini  darüber  mittheilt,  sondern  der  umfangreichen 
Darstellung  folgen,  welche  Passe ri  im  Jahre  1750  gegeben  bat. 


« 


*  AratuB  cum  BcholÜB.  Recognorit  Immanuel  Bekkcrus.  BerüliDi,lS28.  8". 
**  Atlas  FarnesianuB  matmorcue,  ineigne  Tetugtntie  monuuentum,  com- 
mentario  .lo.  Baptistae  PaRscrii  inliustratus.  Adceduot  ejusdem  dissertationes 
XV  in  selectas  gemmas  antiquas  aütriferus  et  in  praestaiitiora  inedita  cimelia. 
Florentiae,  anuo  CiO.IO.CC.L.  (Gori,  Thesaurus  geinniaruni  autiquarum  astriferarum 
cum  Atlante  Famesinno  volumen  III.)   Klein- Folio,  mit  sechs  Kupl'ertafeln. 


Im  13.  Capitel  erörtert  der  Verfasser  die  Frage  nach  dem  Alter  jenes, 
von  einem  Atlas  getragenen  Himmelsglobus  und  findet,  dass  derselbe  schon 
vor  der  Zeit  der  Antonine,  also  vor  dem  Jahre  150  nach  Chr.,  ange- 
fertigt sein  mQsse.  Da  aber  einige  Gelehrte  seine  Entscheidung  angezweifelt 
hatten ,  —  ob  signorum  Caelestium  imagines  in  hoc  gloho  exprcssas ,  quas 
in  globis  delineari  cotisuetfisse  ante  ea  tempora  constanter  negant  —  so  wolle 
er  jetzt  zeigen,  in  wie  weit  zurückliegenden  Zeiten  das  Eintragen  von 
Sternen  in  die  OberSSche  einer  Himmekkugel  bereits  üblich  gewesen  sei. 
Zu  diesem  Zwecke  rauss  ihm  das  ganze  classische  Alterthnm  dienstbar  sein, 
und  eine  stattliche  Reihe  von  Repräsentanten  daraus  ist  es,  die  er  auf- 
marschiren  lüsst;  Homer,  Sophokles,  Euripides,  Vitruv,  Hyginns 
erscheinen  in  ganz  neuem  Lichte,  und  neben  ihnen  durfte  auch  des  Anaxi- 
mander's  gewichtige  AuctoritUt  nicht  fehlen.  „Was  aber,  wie  ich  der 
Meinung  bin,  am  unzweideutigsten  beweist,  dass  seine  An- 
fertigung in  eine  Zeit  ftillt,  die  der  Regierungs-Aera  der 
Antonine  lange  vorhergeht,  ist,  dass  das  Zeichen  oder  Bild 
desAntinous  gar  nicht  darauf  vorkommt."  Dieses  neue  Gestirn  sei 
erst  von  Hadrian  an  den  Himmel  gesetzt  worden,  und  deshalb  „müsse  er 
sich  gar  sehr  wundern,  wie  im  Uebrigen  gelehrte  M&nner  einen 
solchen  schwerwiegenden  umstand  übersehen  konnten."  — 
Das  hat  sich  der  selige  Kaisar,  dessen  Globus  auch  dieses  Manco  aufweist, 
im  Jahre  1225  gewiss  nicht  träumen  lassen,  dass  damit  folgerichtig  auch 
er  und  sein  Machwerk  dereinst  in  das  zweite  Jahrhundert  nach  Chr.  verwiesen 
werden  würden! 

Abgesehen  davon,  dass  es  kaum  nöthig  ist,  zu  bemerken,  dass 
der  Antinous  und  das  Haupthaar  der  Berenice  (die  sogenannten 
„unförmlichen"  Sterne  im  Adler  und  Löwen)  erst  von  Tyge  Brahe 
im  eigentlichen  Sinne  als  Bilder  eingeführt  worden  sind,  erinnert  der 
Schluss-Satz  ein  wenig  an  „jene  Höflichkeit,  die  (nach  A.  v.  Humboldt) 
zu  allen  Zeiten  wissenschaftliche  Streitfragen  begleitet  und  bezeichnet  hat", 
und  ist  überdiess,  mit  dem  vorangehenden  zusammengehalten,  noch  dazu 
angethan ,  Unbefangenen  ein  LScheln  zu  entlocken ,  da  der  Verfasser  gleich 
darauf  etwas  unvorsichtig  —  vielleicht  aber  auch,  weil  er  selbst  fühlen 
mochte,  grösserer  Nachdruck  könne  nicht  schaden  —  seiner  Weisheit  wahre 
Quelle  preisgiebt.  Auf  der  ersten  Kupfertafel  wird  nümlich  ein,  den 
Himmel  tragender  Atlas  abgebildet,  der  dem  Zeitalter  der  Antonine  an- 
gehöre :  uti  colligitur  ex  coHocatione  Asteristnorum ,  rclatd  ad  sphacrae 
Circulos,  ibidem  expressos,  et  collaUi  cum  TabuUs  et  observalionibus,  d 
Plolcmaeo  peradis  eodem  sacculo;  —  wie  die  pomphafte  Unterschrift  be- 
sagt —  sodann,  und  damit  wird  der  Kern  der  Sache  enthüllt,  weil  sich 
unter  Schutthaufen  Roms  eine ,  im  Farnesischen  Palaste  aufbewahrte  MUuze 
fand,  die  genau  dieselbe  Figur  zeigt  und  unter  dem  20.  Tribnnat  des 
Antoninus  Pius  geprSgt  wurde.  —  Mir  ist  es  unerfindlich,  wie  Jemandj 


tieCe  üotenaehnngen  ttber  Sternbilder  aostellen  kann,  TOn  denen  nor 
wenige  allgemeine  ümriBse  in  einer  Zeichnnng  rorliegen. 

Mit  diesem  Bildnirae,  ja  »ogar  biniichtlich  einiger  Sternbilder  dnrvnf, 
bat  Dan  die  Marmor  •  Statue  im  Pamesiscfaen  Palatte  eine  ganz  dber- 
raacbende  AeLnlicfakeit,  so  daes  b«i  fiOcbtigem  Anblicke  beide  mit  ein- 
ander rerweclueU  «erden  kOnnen.  Die  tragenden  Atlanten  sind  ongemein 
krftftige  und  schQne  Männergestalten ,  mit  prttchtig  entwickelter  MnMolatar; 
nor  erscheint  der  anf  der  MOnze.  im  Gegenmtie  zu  dem  andern,  im  hoben 
Grade  Überanstrengt  and  ermattet.  Die  Sternbilder  anf  der  Marmorkngel, 
von  denen  einige  daa  Gesiebt  gegen  den  Bescbaner  kehren,  wKhrend 
die  meisten,  bei  seitlicher  Drehung  des  Kopfes,  ihm  den  ROcken 
zuwenden,  —  sind  sehr  deutlich,  zum  Theil  ausserordentlich  natargetrea, 
in  erhabener  Arbeit  aasgeführt.  Die  zur  Orientirung  beigefftgten  Kreise 
erscheinen  gleichfalls  erhaben,  aber  gar  zu  massiv  gemeisselt.  Da  beide 
Bildwerke  einander  fast  vOUig  gleichen,  und  sich  das  Aller  des  einen 
nnzweideutig  feststellen  liess,  so  war  es  am  Ende  kein  so  grosses  Kanst- 
atück,  hieraus  auf  das  des  anderen  zu  schliessen. 

Ist  ihre  perspectivische  Ansicht  richtig  entworfen,  dann  wUrde  ich 
mich  nicht  getrauen,  Abmessungen,  bis  zu  l"  genau,  auf  der  Sculptur 
selbst  TorzoDehmen.  Letztere  scheint  mir,  wenn  ich  ans  dem  Bilde 
nrtheilen  darf,  nur  der  Forderung  gerecht  zu  werden,  die  jeder  Himmels- 
globus, bei  mUssigen  Ansprüchen  auf  Naturwahrheit,  erfüllen  muss :  die 
Sternbilder  stehen  ungeftlhr  da,  wohin  sie  gehören.  Der  Verfasser  ist 
anderer  Ansiscbt:  die  Schiefe  der  Ekliptik  stimmt,  die  Präcession  ist 
genau  berücksichtigt,  und  den  Wendekreisen  hat  der  Künstler  gana  scfaarf 
die  ihnen  zukommenden  Plätze  angewiesen;  auch  soll  Cassini  im  Jahre 
169.5  einige  Positionen  darauf  nachgemessen  und  dieselben  in  befrie- 
digender Uebereinstimmuog  mit  Ptolemaeus  gefunden  haben.  Weiter 
heisst  es,  mit  dem  obersten  und  untersten  (kleinen)  Kreise  habe  der 
Künstler  nichts  Anderes  bezweckt,  als  Grenzen  für  die  stets  sichtbaren 
und  stets  unsichtbaren  Sterne  ^  dauernd  festzusetzen.  Da  nun  der  nörd- 
liche Circumpolarkreis  40"  vom  Pole  des  Aequators  abstehe,  so  sei 
damit  die  Pülhöhe  des  Ortes  gegeben,  an  welchem  der  Globus  verfertigt 
worden  ist:  et  ad  cuius  (nämlich  des  Poles)  elevationem  disposita  viddur  harc 
Sphacra;  adeo  ut  videatur  antiquum  Sculptorcm  in  ora  Tarenlina  vcrsatum 
cnfc,  alque  ad  illius  longitudincm  (kann  Druckfehler  sein!)  hunc  Gtobutn 
adcommodasse:  est  cnim  fere  graduum  XL  vel  XLI,  —  Diese  Zahlenangabe 
lUüst  aufs  Deutlichbtu  die  herrschende  Unsicherheit  erkennen.  Der  in 
Rede  stehende  Kreis  geht  nämlich  mitten  durch  die  rechte  Schulter  des 
Cepheiis,  wo  sich  der  Stern  a  (gegenwärtig  etwa  27°  52'  vom  Pole  ent- 
fernt) befindet,  der  im  Jahre  127  nach  Chr.  34"  44'  Poldistanz  hatte; 
40"  würden   die   Statue   in's   graueste  Altertbum  versetzen.     FUr  a  Cephei 
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Der  VeTfasser  spricht  auch  von  der  Breite  des  Zodiacns  anf  dem 
OlobuB  Diid  tlieilt  mit,  daas  sie  12°  betrage,  mithin  über  6"  fehlerhaft  sei; 
denn  auf  Grund  neuerer  Beobachtungen  müsse  man  für  diesen  Gürtel  über 
18°  annehmen,  quod  praeeijnie  cogrwfcUur  a  maximo  Teneris  recessu,  quem 
Antiqui  minime  adseniH  sunt.  Es  ist  wahr,  von  der  Erde  aus  gesehen, 
kann  die  Venus  bis  fast  9°  von  der  Ekliptik  entfernt  erscheinen;  allein 
aus  im  Allgemeinen  willkürlichen  und  durch  wenige  numerische  Bestimm- 
ungen unterstutzten  Hypothesen  über  die  geometrische  Natur  der  Bewegungen 
(rergl.  das  nicht  ganz  leichte  13.  Capitel  des  Almagest)  war  immerhin 
schon  eine  ganz  beachtenswertbe  Theorie  der  wirklichen  Bahnen  zu  Staude 
gebracht. 

Was  mir  an  dem  Bilde  des  Farnesischen  Globus  und  von  den  wich- 
tigsten Angaben  über  letzteren  untersuchenswerth  erschien,  habe  ich  unter- 
sucht und  im  Vorstehenden  der  OefTentlichkeit  übergeben;  ob  man  danach 
die  Sciilptur  selbst  noch  auf  dem  hervorragenden  Platze  in  der  Geschichte 
der  Astronomie  belassen  will,  den  ihr  Ruf  derselben  einräumt,  bedarf  zuvor 
der  definitiven  Entscheidung  durch  einen  Astronomen  a.a  Ort  und  Stelle, 
das  heisst  jetzt  wohl  zu  Neapel  im  Nationalmuaeum. 

Passeri  hat  sich  von  der  WUrme,  mit  der  er  für  das  Kunstwerk 
eiutrat,  zu  weit  hinreissen  lassen  in  dem  Bestreben,  dem  Globus  den 
Werth  eines  wissenschaftlichen  Denkmales  zu  sichern,  der  ihm  durchaus 
gebühren  sollte;  gleichwohl  verfUhrt  er  doch  nicht  so  summarisch,  wie 
Halma,  der  auf  dem  Titelblatte  des  zweiten  Bandes  seiner  Almagest- 
Ausgabe,  ohne  viel'  Scrupel,  den  Himmelsglobus  des  Hipparch  abbilden 
Hess,  leider  ohne  eine  Notiz  über  das  Material,  woraus  er  gemacht  war, 
die  zweifellos  interessant  gewesen  wSre. 


n. 

Ben  an-Nabdl  (^^  ^>-^'-'l  q? )  versichert*,  dass  er  im  Jahre  435  d, 
H.  (1043)  in  der  öffentlichen  Hibliothek  zu  Kairo  zwei  Globen  gesehen 
habe,  einen  kupfernen  (U,Ls^JS..^3jl,  von  Ptolemaeus  and  1250  Jahre 
alt,  sowie  einen  ans  Silber,  von  Abrt'l  Hasan  as-^üfi  für  den  König 
'Adad  ad-daula  (wörtlich  „Arm  des  Cbalifates")  verfertigt,  der  .3000  Drach- 
men (Silberstucke)  wof?  (^_^J-*3JI,^;-*^i  ^1  J-4J.  ^%Jh9  q^^  yi>l  *j^=J 
l»ff .  J  1^1  vi)  .ili  L^ij,  5Üj  jj{  Jmhtf  t^ljJ)  und  eben  so  viele  Goldstücke 
werth  war,  oder  dessen  Kaufpreis  diese  Summe  betragen  hatt«. 


*  Bibliotheca  Arabico-UispanaEscurialensis  sive  Librorum  omnium 
Ms8.  quos  Arabien  ab  anctoribua  magnam  partem  Anibo-UispaniB  compoRitos 
Bibliotheca  Coenobii  Escnrialensis  complectitur,  Recensio  et  Explauatio  Operil  et 
studio  Michaelis  Casiri.  Tomus  prior  Matriti,  anno  M.DCC.LX.  Folio, 
Enthält  u.  A.  die  Mathematiker,  Mediciner,  Natarforschet. 


Wenn  auch  in  beiden  Fällen  nicht  ausdrücklich  gesagt,  können  hier- 
unter wohl  nur  Himmelsgloben  zu  verstehen  sein;  denn  einmal  hätten 
solche  der  Erde  des  Berichterstatters  Aufmerksamkeit  doch  zu  sehr  gefesselt, 
als  dass  er  unterlassen  haben  sollte,  diess  besonders  zu  betonen,  sodann 
waren  alle  zwei  aus  den  Händen  von  Astronomen  hervorgegangen. 

Der  Letztere,  ^j'j-"^^y^' /**-CJ^  O*^  J^' ^^*"^  'Abdurrahman  ben 
'Omar  as-Süfi  ar-Hazl  (geb.  9<)3  zu  Rat  in  Persien,  gest.  986),  durch 
Schjellerup*  uns  näher  bekannt  geworden,  stand  bei  'Adad  ad-daula, 
der  im  Jahre  949  zur  Herrschaft  über  Persien  etc.  gelangte,  gleich  hoch 
in  Gunst  und  Ansehen;  in  der  Vorrede  zu  seinem  Fixstern -Verzeichnisse 
spricht  er  wiederholt,  aber  in  aller  KUrze,  von  Himmelskugeln  und  nnr 
Ein   Mal    gedenkt   er,    mit    ein    Paar  Worten    mehr,    der   Sternbilder  auf 

dem  „grossen"  Globus  des  ^' j-*^  ,_5*'*^  u? ^_5*'■  'Ali  ben  'Isa  al-HarrlVni, 
jedoch  leider!  ohne  näher  auf  diesen  einzugehen. 

Was  den  angeblich  PtolemUischen  Globus  aus  dem  Ende  des  zweiten 
Jahrhunderts  vor  Chr.  betrifft,  so  halte  ich  für  das  Wahrscheinlichste, 
Ben  an-Nabdi  habe  sein  Alter  nur  noch  dem  Hörensagen  bestimmt,  nicht 
etwa,  dose  eine  so  lautende  Inscription  dazu  aufgefordert  hätte;  Ober  des 
Ptolemaeus  Lebenszeit  wird  der  alte  Araber  nicht  genau  informirt  ge- 
wesen sein. 

Der  Leser,  der  mir  bis  hierher,  das  heisst  bis  zum  Ende  meines  Aufsatzes, 
gefolgt  ist,  wird,  wie  ich  vermuthe,  verwundert  fragen,  wo  der,  in  der 
Ueberschrift  gleichfalls  versprochene  Abschnitt  aus  der  Geschichte  der 
Erdgloben  bleibt?  Als  Antwort  darauf  das  Geständniss,  das  in  diesem 
Falle  fnr  mich  kein  fatales  ist:  ich  weiss  Nichts  davon!  Damit,  dass  ich 
zwar  beide  Arten  nannte,  von  der  ersten  aber  schweigen  musste,  habe  ich 
—  jedenfalls  in  einer  Form,  wie  sie  nicht  kürzer  gedacht  werden  kann  — 
die  eine  und  die  andere  behandelt. 

Assemani  beginnt  seine  Beschreibung  des  Borgianischen  Himmels- 
globus mit  den  Worten:  Qiä  primus  caelcstcs  hascc  machinas  molUi*s  fucrlt 
intcr  Arales,  laM.  Credi  tarnen  polest,  tot  intcr  cxceUentes  Astroiwmos,  qui 
tx  pluribus  natiottibus  apud  ChaUfam  Almamonem  confluxerant,  extitisse 
qucmpiam,  qui  in  aliquo  artefado  Globo  caelestium  sidentm  formas,  ordinemque 
acpresscrit.  Ich  zweifele  auch  nicht  hieran  und  bedauere  deshalb  um  so 
mehr,  dass  sich  in  unseren  Sammlungen  Nichts  dergleichen  aus  jener  Zeit 
findet 


*  H.  C  F.  C.  Schjellerup,  Description  des  ^toiles  fixes,  compos^e  au  miliea 
do  dixieme  n^de  de  notre  hre  par  rattronome  persan  Abd -al  -  Rahmau 
al-Sdfi  etc.    St.-Petersboorg,  1874.  Imp.  4°.    Mit  sieben  Figurentafeln. 
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Um  mich  gegen  jeden  Tadel  zu  sichern,  bemerke  ich,  dass  der 
Borgianische  Globus  zwar  uniVrmlicbe  Sterne  im  Adler  enth&lt,  zu  ihrer 
Bezeichnung  aber  ein  schwer  entzifferbares  Wort  angiebt,  das  Ideler 
fj***^^  liest;  eine  Beziehung  auf  den  Antinous  ist  damit  durchaus 
nicht  angedeutet 

üeber  das  Vorkommen  dieses  Sternbildes  und  des  nlöxaftos  Bi(}tvUri$ 
bei  den  Arabern  (  g 'j^  dafira,   Haarflechte  j  vergleiche  man    die  Seiten 

44,  75,  76  bei  B.  Dorn,  Drei  in  der  Eaiserl.  öffentlichen  Bibliothek 
zu  St.  Petersburg  befindliche  astronomische  Instrumente  mit  arabischen 
Inschriften.    Mit  2  lithographirten  Tafeln.    St.  Petersburg,'  1865.    Imp.  4". 


Recensionen. 


Die  Deoade  und  die  Ziffernsolirift  von  Hermahn  Padlt.    Nachdruck  ver- 
boten and  alle  Rechte  vorbehalten.     Im  Selbstverlag  des  Yerfassers 
Hermann  Panlj-Danzig,    Ketterhagergasse   14.     Druck  von  A.  W. 
Eafemann.    1892. 
Eine  Seite  Vorwort  und  fünf  Seiten  Text  1    Philosophisch  sein  wollende 
Redensarten   im  Selbstverlage.     Sollte   das  heissen:   keine  Zeitschrift  habe 
den  Aufsatz  drucken  wollen?    Referent  würde  es  von  einer  mathematischen 
Zeitschrift  nur  begreiflich  finden,  denn  einem  Mathematiker  dürfte  es  un- 
möglich  sein   einzusehen,    dass  die  Zahl  10  so  sehr  allen  anderen  Grand- 
zahlen von  Systemen  an  Vorzügen  voraus  sei,  dass  deshalb  die  Schöpfung 
sie  zur  Anzahl  der  menschlichen  Finger  gemacht  habe.  Cantob. 


Notizen  über  die  ZahlwOrter  im  Abacns  des  Boethins  von  Fr.  Th.  Eöppeb. 

Abdruck    aus    den    M^langes    gr6co-romains    T.  VI,    livraison    1. 

St.  Petersburg  1892  '(Imprimerie  de  l'Acad^mie  des  sciences).  18  S. 
Referent  hat  in  seinen  Vorlesungen  Gesch.  Mathem.  (I,  765)  die  be- 
kannten Verse  aus  dem  Manuscripte  von  Chartres  znm  Abdrucke  gebracht, 
in  welchen  die  Wörter  igin,  andras  u.  s.  w.  vorkommen.  Chasles  hatte 
dieselben  Aperen  bist.  pag.  473  (deutsch  540)  veröffentlicht,  und  in  unserem 
Abdrucke  ist  leider  der  Druckfehler  termenias  statt  temenias  stehen  ge- 
blieben, der  in  die  deutsche  Ausgabe  von  Chasles  sich  einschlich.  Der 
Güte  von  Herrn  L.  Gegenbauer  verdanken  wir  die  Mittheilung,  dass  die 
gleichen  Verse  mit  einigen  unwesentlichen  Abänderungen  in  dem  mit  der 
Signatur  Vat  Univ.  5327  versehenen  Pergamentscodex  der  Vaticanischen 
Bibliothek  enthalten  sind.  Dort  kommt  nicht  nur  das  im  ersten  Verse 
des  Codex  von  Chartres  fehlende  sibi  vor,  sondern  auch  als  Schlussvers 
der  auf  cekntis  bezügliche  Vers: 

Terqae  notat  triuam  celentis  nomine  ritbmam, 
das  heisst: 

Dreimal  schreibet  die  drei  das  Zeichen  celentis  mit  Namen. 

An  diese  Verse  schliesst  sich  der  von  Treutlein  herausgegebene 
Abacus  des  Gerlandus  (Nonnullis  arbitrantibus  etc.).  Herr  Kopp  er  hat 
'th  die  schon  oft  vorgelegte  Frage  nac\i  dem  \5T*^t\)Ä%ft  ^«wst  ^c^^^^^lbaften 


Wörter  neuerdings  gestellt  und  ist  in  maccher  Beziehung  zu  neuen  Ansichten 
dartlber  gelangt.  Er  verwirft  dabei  vollständig  diejenigen  Versuche,  welche 
eine  griechische  Ableitung  für  möglich  halten  und  stellt  dem  Leser  folgende 
Auswahl  zur  Verfügung,  welche  darin  mit  den  meisten  anderen  Forschern, 
auch  mit  dem  ßeferenteu,  Übereinstimmt,  dass  sie  nicht  einheitlich  ist: 

1  =  igin,  entweder  berberisch  iggen  oder  magyarisch  iffy-y 

2^andras,  germanisch  der  Ändere, 

3  =  ormis,  magyarisch  hiirom.,  vielleicht  früher  horm; 

4  =  arbas,  hebröisch  arba'  oder  arabisch  arbaü; 

ö  =  qaimBa,    lateinisch  quimus  (erhalten  in  quimatus,  das  Alter 

von  fünf  Jahren); 
G^calcis,  vorlaufig  unerklllrt; 

7  3=  zeni«,  vorläufig  unerklürt,  vielleicht  an  das  russische  sem  za 

denken ; 

8  =  temenias,  aramaeisch  tcmänya; 

9  =  celenti8,  magyarisch  kilenai. 

Die  Magyaren  seien  um  das  Jahr  1000  zum  Christentfium  über- 
getreten, und  seit  dieser  Zeit  „kamen  Missionäre  und  deutsche  Kaufleute 
in's  Land;  und  diese  letzteren,  sowie  Gesandte  aus  verschiedenen  euro- 
päischen Ländern,  haben  ohne  Zweifel  magyarische  Wörter  nach  Westen 
gelangen  lassen".  So  die  Vcrrauthungen  von  Herrn  Köpper.  Referent  muss 
auch  jetzt  bei  seiner  alten  Meinung  stehen  bleiben:    Non  liquetl 

Cantor. 


Zar  Qeachichte  der  Einfthrung  der  jetzigen  Ziffern  in  Europa  durch 
Gerbert,  eine  Studie  von  Professor  Dr.  U.  Weissenborn.  Berlin 
18Ö2.     Mayer  &  Müller.     III,  123  S. 

In  G erber t's  Briefen  ist  au  zwei  verschiedenen  Stellen  von  einem 
Büchlein  Über  die  Multiplication  und  die  Division  die  Rede,  welches 
„Joseph  sapiens",  wie  er  das  eine  Mal,  „Joseph  Hispanus",  wie  er 
das  andere  Mal  heisst,  zum  Verfasser  hatte.  Es  wäre  nicht  unwichtig, 
diesen  Joseph  genauer  zu  kennen,  es  wäre  noch  wOnschenswerther,  die 
Schrift  selbst  wieder  aufzufinden.  Bisher  war  keines  von  beiden  gelungen. 
Da  fand  Herr  Weissenborn  erst  bei  JJlcber,  dann  bei  Zedier  eine  Spur, 
welche  er  von  Citat  zu  Citat  weiter  rückwärts  verfolgte,  bis  er  schliesslich 
sich  überzeugte,  dass  sie  irrig  war,  «nd  nun  wissen  wir  von  jenem  Joseph 
nicht  ein  Wort  mehr,  als  früher  und  sind  wieder  ausschliesslich  auf  Ver- 
muthungen  angewiesen.  Das  ist  der  Hauptinhalt  der  zu  zwei  Dritteln  ans 
Text,  zu  einem  Drittel  aus  Anmerkungtn  bestehenden  Studie  des  Herrn 
Weissenborn.  Die  häufig  eingestreuten  polomischen  Bemerkungen  gegen 
den  Referenten  sind  wesentlich  höflicher  als  in  dem  ,  Gorbert"  von  1888, 
über  welchen  wir  Bd.  XXXIII,  Hist.-liter.  Abthlg.  S.  101  —  107,  berichtet 
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haben.  Wir  qnittir^  dankrnH  fttr  diece  Vertndemiig.  An  einer  Stelle  (S.  2?) 
hat  Herr  Weisaenbora  ToUkommea  Bedit  in  seiner  BonSngelaag.  Sie 
richtet  sieh  geg^  nnaere  frühen  Aniiahmw  eines  ,Arehitaa  LatiBaa% 
an  wddMO^  wir  aocb  in  onseren  TorlesimgeB  Gesch.  ¥atheiB.  (1, 500)  fest- 
halten ra  dürfcB  glanbtoi.  Inzwiadea  sind  wir  durch  eine  Bemerining' 
des  Herrn  George  J.  Allman,  Hemathena  Y,  194  (Dublin  1884;  belehrt 
und  bekehrt  woiden.  Dort  ist  nimllch  herrorgehoben,  daaa  der  Aoadmek 
,non  sordidns  anetor*,  weleh«r  mit  Bezog  aof  joiai  Arehitaa  gebtaoelu 
wird,  Horaz  angehört  and  in  dessen  Ode  auf  Arehjtaa  Ton  Tarent 
(Lib.  I,  Ode  28)  Torkonunt.  Bei  dieser  üebereinstiBunnag  muaate  jedo' 
Zweifel  daran  schwinden,  dass  Arehitaa  nnd  Arehjtaa  Ton  Tarent 
eine  nnd  dieadbe  PenSnlichkeiten  ad.  Heim  Weisaenbora  scheint  diese 
Entdeckung  AUmaa'a  nnbekannt  geblieben  zn  aein,  wenigstens  ffthrt  er  äe 
nicht  an,  nnd  deshalb  ergtnzen  wir  hier  aeiae  Daistdlnng.  Der  Erginzang 
wtra  aie  noch  nach  der  Bichtnag  bedürftig,  daa  die  Arbeiten  des  Eem  5agl 
ia  keiner  Weise  berOcksiditigt  und,  weldie  man  nicht  mehr  das  Becfct 
hat,  zn  rämaehttasigeB,  mag  man  ihn^  bdpfliehten  oder  nicht.  Anaser 
dem  TOB  ans  aagedeateteB  aegatiren  Hanptergebaisae  der  W  e  i  s  s  e  n  b  o  r  n'sdKB 
Stadie  ist  dae  werthTolle  Beanerkiing  darin  enthalten.  Es  ist  itliiilich  (3.  Tj 
anseres  WisKns  >am  «sten  Maie  daianf  aafnerioaa  gemacht,  daas  Casiri 
anter  dta  Sduiftea  des  Oatarabers  Alkiadl  ans  dem  DL  &  aoek  ciae 
solche  noint,  wdche  den  Titel  ftthre  ,De  Nnmeris  per  lineas  et  giana 
bordeacea  moltiplicandis.*  Toraasgesetzt,  dasa  die  Uebersetznng  richtig 
wixe,  kSnnte  hier  allerdings  ein  Abacoärechnen  mit  Stricken  und  Gerstea- 
kSmem  als  Becbenmarken  gemeint  sein,  woron  bisher  bei  Aiabem  jeno^ 
T«1ilhnisamlssig  frflhen  Zeit  noch  keine  Spar  gefanden  war.  Da  derselbe 
Alkindi  Ton  Casiri  als  Ter&sser  eines  Baches  ,De  Aritiucetiea  buüca* 
und  eines  solchen  »De  Nomeris  faannonicis  a  Piatone  in  Tunaeo  memoratis* 
genannt  wird,  ihm  also  indische  und  griechische  Quellen  zn  Gebote  ge- 
standen haben  müssen,  so  würde  die  weitere  Frage  aoftreten,  ob  das 
Abacusreehnen  ihm  Ton  Osten  oder  von  Westen  her  bekannt  geworden 
war?  Unser  Zweifel,  ob  die  erwähnte  üeberschrifuBbeisetzung  auch  ricbtig 
sei,  foäst  darauf,  daäs  Herr  Sater  in  seiner  Uebersetrrmg  des  Mathe- 
matiker-Verteichnisses  im  Fibrist  (Scpplementhcft  dieses  Bandes,  S.  11, 
Z.  11)  die  Uebetsetzong  ,üeber  die  Linien  und  das  Maltipliciren  mit  der 
Zahl  der  Gerstenkörner  (?>'  giebt ,  dne  üebersetzusg ,  welche  an  Dcnkel- 
hdt  dem  Urtexte  wohl  recht  nahe  kommt  and  das  ron  Herrn  Suter  bd- 
gefügte  Fragezeichen  reichlich  Terdient.  Auch  Casiri 's  ,De  numeris  har- 
monieis  a  Piatone  in  Timaeo  memoratis'  d&rfte  falsch  sein,  denn  nach 
Herrn  Snter  1.  c  S.  11,  Z.  6 — 7  heisst  es  im  Fihris:  ,Ueber  die  Er- 
klirung  der  Zahlen,  die  Piaton  in  seinem  Bache  Tcm  Saate  erwübnt*, 
umd  dort  kommen  thatsjchlich  die  tithselhaften  Zahlen  Tor.  UebeilHapt 
mt  Cutiri    aar    mit   giOtstax  Yonö^hX  xa  YwnnXaen^  ^lA  %-af  «baa 


vereinzelt  cur  bei  ihm  vorkommende  üebersetznng  Schlussfolgerungen  zu 
gründen,  ist  liöcbst  gewagt,  wie  Herr  VVeissenborn  sich  von  jedem 
OrienUüialen  bestUtigen  lassen  mag.  Cantor. 


¥eber  den  Antheil  der  mathematisohen  Wissenschaft  an  der  Cnltnr  der 

Renaissance.  Vortrag,  gebalten  im  Ratbbaus  zu  Zürich  am  5.  Fe- 
bruar I8üi  von  Dr.  F.  Rudio,  Professor  in  Zürich.  [Sammhing 
gemeinverständlicher  wissenschaftlicher  Vortrüge.  Neue  Folge. 
VI.  Serie,  Heft  142,]  Hamburg  1892.  Verlagsanstalt  und  Druckerei 
A.  G.  (vormals  J.  F.  Richter).    33  8. 

Die  historisch  -  literarische  Äbtheilung  des  XXXVI.  Bandes  dieser  Zeit- 
schrift hat  Herrn  Rudio  unseren  Lesern  als  Historiker  schon  bekannt  gemacht. 
Seite   139    ist  eine  Notiz    ans    seiner   Feder  über   die    bekannte  Vieta- 
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sehe  Factorenfolge  für  —  abgedruckt,    und    Seite  30    berichteten    wir  über 

eine  in  Zürich  erschienene  Abhandlung  des  gleichen  Verfassers  über  das 
Problem  von  der  Quadratur  des  Zirkels.  Zeigte  sich  dort  Herr  Rudio  als 
vollstSndig  zu  Hause  in  einem  eng  umschriebenen  Bereiche  der  geschichtlich- 
mathematischen  Forschung,  so  liefert  er  in  dem  beute  uns  vorliegenden 
Vortrage  den  Beweis,  dass  er  reiche  Kenntnisse  in  dem  ganzen  Golniete 
der  Geschichte  der  Mathematik  besitzt,  und  zeigt  anfs  Neue  die  Gabe 
anziehender  Darstellung,  welche  man  jedesmal  an  ihm  zu  schätzen  gewohnt 
ist ,  wann  und  wo  man  ihm  als  Schriftsteller  begegnet.  Neue  Entdeckungen 
sind  natürlich  in  dem  kurzen  Deberblick,  welchen  Herr  Rudio  vor  einem 
aus  Damen  nnd  Herren  gemischten  Zuhörerkreise  über  die  ganze  Ent- 
wicklungsgeschichte der  Mathematik  bis  etwa  zum  Jahre  1500  warf,  nicht 
mitgetbeilt ,  aber  dafür  ist  e.s  dem  Redner  sicherlich  gelungen ,  eben  jenem 
Zuhörerkreise  den  Wahn  zu  vertreiben,  als  sei  die  „trockene"  Mathematik 
zu  allen  Zeiten  nichts  Anderes  gewesen,  als  ein  Mittel,  die  armen  Schüler 
zu  plagen!  Cantob. 


Dialog  über  die  beiden  hauptsächlichsten  Weltsysteme,  das  Ptolemäische 
und  das  Kopernikanische  von  Galileo  Galilei.  Aus  dem  Italienischen 
Übersetzt  und  erläutert  von  Emil  Strauss,  ordentlicher  Lehrer  an 
der  Realschule  „Philantroiiin"  in  Frankfurt  a.  M.  Leipzig  1892,  bei 
B.  G.  Teubner.     LXXIX ,  585  S. 

Ist  die  Herausgabe  einer  deutschen  üebersetznng  von  Galilei 's  be- 
rühmtem Dialoge  gerechtfertigt?  Ist  die  von  Herrn  Strauss  ausgeführte 
Uebersetzung  gut?  Das  sind  die  beiden  Fragen,  welche  allein  der  Beant- 
wortung bedürfen,  da  zwei  nnd  ein  halb  Jahrhunderte  bereits  die  Vorfrage 
nach   dem  Werthe   der  Übersetzten  Schrift  beantwortetet  haben.     In  erster 
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Lioi«  darfen  wir  bebaapten,  die  Heniugabe  .einer  üebersetzang  sdieiBe 
.  DIU  vollberechtigt.  Anfwaehsend  im  hergebrachten  Glauben  an  die  hopemi- 
kaoincb«  Weltenordnnng  iit  «ich ,  meinen  wir,  unsere  Jagend  nicht  genügend 
der  OrOnde  bewanst,  welche  diese  Annahme  Tor  anderen  auszeichnen,  and 
wo  konnte  sie  dieselben  besser  kennen  lernen,  als  in  dem  Werke,  welches,  wie 
kein  anderes,  zum  Siege  der  nenen  Lehre  beigetragen  hat?  Und  wie  soll 
dieser  Wissensdurst  Befriedignng  finden?  Die  alten  Originaldmcke  sind 
Beltenbeit  des  bncbhSndlerischen  Verkehrs  geworden,  die  nenen  Gesammt- 
ausgaben  von  Galilei's  Werken  sind  za  umfangreich  und  Ton  an  kost- 
spieliger Anschaffung,  als  dass  sie  auf  grosse  Verbreitung  rechnen  kSnnen; 
eine  neue  Einzelansgabe  des  Dialoges  kann  allein  dieses  BedOrfniss  befrie- 
digen, kann  allein  gestatten,  dass  an  recht  vielen  Mittelschulen  anter  den 
alljährlich  zu  vertheilenden  Preisbttcbern  auch  Galilei's  Dialog  regelmSssig 
erscheine.  Kann  doch  der  JQngling  ausser  jener  Begrandung  der  koperni- 
kaniscben  Lehre  noch  vieles  Andere  bei  Galilei  lernen,  z.  B.  wie  man 
scharfe  Logik  mit  feiner  Ironie  paare,  wie  man  gelehrt  sei,  ohne  dem  Flache 
der  Langweiligkeit  zu  verfallen.  Giebt  es  doch  kein  besseres  Buch  zur 
Kinfttbrung  in  die  zahlreichen  Fragen,  welche  das  XVIL  Jahrhundert  den 
Naturwissenschaften  stellte,  und  welche  nur  sehr  allmählich  Beantwortung 
fanden.  Wir  haben  den  Nutzen,  welche  jugendliche  Leser  aus  dem  gali- 
lois(]^en  Dialoge  ziehen  können,  vorausgestellt,  weil  diese  Gattung  von 
Lesern  nur  der  Uebersetzung  sich  bedienen  wird,  während  dem  reiferen 
Kreise  auch  ein  italienischer  Einzeldruck  genügen  könnte,  ohne  dass  damit 
gesagt  sein  soll ,  dass  nicht  auch  der  Mittelschullehrer,  gleich  seinem  Schüler, 
ein  deutsches  Exemplar  vorziehen  wird.  Er  wird  dann,  von  Schwierig- 
keiten der  Sprache  ungehemmt,  um  so  mehr  dem  Genüsse  galileiscber  Dar- 
"ktollung  «ich  hingeben  können.  Freilich  setzt  dieser  Genuss  voraus,  dass 
auch  die  zweite  von  uns  am  Anfange  betoute  Frage  Bejahung  finde,  dass 
Herr  Strausa  eine  gute  uebersetzung  lielerte.  Wir  reden  von  der  Arbeit 
eines  allzufrüh  aus  dem  Leben  Geschiedenen.  Emil  Straass  ist  am 
l\.  Mui  18Ö9  in  Frankfurt  am  Main  geboren,  am  6.  Februar  1892  ebenda 
gestorben.  Eine  Lungenentzündung  raffte  den  jugendlich  kräftigen  Mann 
in  wenigen  Tagen  dahin.  Er  war  Lehrer  an  der  „Philantropie"  genannten 
Koalschulo  seiner  Vaterstadt,  derselben  Schule,  in  welcher  einst  durch 
seinen  Lehrer,  Herrn  G.  Wert  heim,  unseren  geschätzten  Mitarbeiter,  die 
Lust  an  niatheuiatischen  Studien  in  ihm  geweckt  wurde,  welchen  er  vier  Jahre 
^  1878  -1882)  nn  der  Berliner  Hochschule  unter  Männern  widmen  durfte, 
von  denen  nur  einer  noch  als  Docent  thätig  ist:  Helm  hol  tz.  Ueber 
dessen  wichtigste  Entdeckungen  und  Arbeiten  hat  Straass  seine  phjsi-. 
kalisehe  Prtlfuugsarbeit  gemacht,  welche  in  dem  Prttfungszeugui^e  vom 
NovomWr  1882  als  eine  vorzügliche  Leistung  bezeichnet  wurde.  Nur  eine 
Verallgemeinerung  der  dekadischen  Schreibweise  nebst  functionen- theoretischer 
Anwendung'  bat  Strauss  in  den  Acta  Mathematica  (^ISi)«)  veröffentliche 
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Die  üebersetzuDg  des  Galile  i'Bcben  Dialogs  ist  demnach  sein  wissen- 
schaftliches Lebenswerk  gewesen,  und  wenn  sie  uns  bedauern  lUsst,  dass 
der  begabte  Schriftsteller  so  jung  aus  der  Schaffensfreude  herausgerissen 
wurde,  so  wird  sie  seinen  Namen  zu  erhalten  hinreichen.  Die  Sprache  ist 
edel  und  vornehm,  dem  Sinne  und  dem  Geiste  des  Originals  sieb  anbe- 
quemend, ohne  sclavisch  an  dasselbe  angekettet  zu  sein.  Zahlreiche  An- 
merkungen, ohne  welche  nur  sehr  wenige  Leser  den  Dialog  in  allen  Einzelheiten 
zu  verstehen  im  Stande  wären ,  zeugen  von  der  seinen  Jahren  vorgeeilten 
Belesenheit  ihres  Verfassers.  Eine  biographische  Einleitung  giebt  Galilei's 
Lebens-  und  Leidensgeschichte;  auch  hier  erfreut  neben  der  Beherrschung 
des  überreichen  Stoffes  die  schöne,  warme,  an  manchen  Stellen  fast  dich- 
terische Sprache.  Cantor. 


Oino  Loria,  Nicola  Pergola  e  la  scuola  di  matematici  che  lo 
ebbe  a  duce.  Con  4  tavole  litografate.  144  pag.  Estratto  dagli 
Atti  della  R.  üniversitA  di  Genova.     Genova  1892. 

Wir  freuen  uns  jedes  Mal,  wenn  wir  in  die  Lage  kommen,  eine  neue 
geschichtlich  -  mathematische  Studie  unseres  jugendlichen  Facbgenossen  an- 
zuzeigen, und  sein  Fleiss  verschafft  uns  diese  Freude  häufig.  Heute  haben 
wir  über  Untersuchungen  zu  berichten,  welche  der  geometriscbenueapoli- 
tanischen  Schale  am  Anfang  des  XIX.  Jahrhunderts  gewidmet 
sind.  Wenn  Chasles  in  seiner  Geschichte  der  Geometrie  (französische 
Ausgabe,  pag.  46,  deutsch  Seite  43)  das  Lob  von  Fcrgola  und  seinen 
Schülern  Bruno,  Flauti,  Scorza  ausspricht  und  der  Leser,  den  WoVten 
des  französischen  Geometers  vertrauend,  nicht  weiter  im  Stande  zu  sein  pflegt, 
sie  zu  controliren ,  als  höchstens  so  weit  Flauti's  Geometria  di  sito  in 
Frage  kommt,  so  ist  es  doppelt  erwünscht,  dass  Herr  Gino  Loria  sich 
die  Muhe  gab,  die  Grundlagen  zu  erforschen,  auf  welchen  jenes  Lob  beruht, 
und  die  Ergebnisse  seiner  Forschung  in  der  ihm  eigenen  angenehmen  Dar- 
stellungsweise zu  veröffentlicben. 

Eine  Schule  war  es  in  der  That,  welche  Nicola  Fergola  (1753  bis 
1822)  gegründet  hat,  eine  Schule  von  so  engem  Zusammenhang,  wie  sie 
kaum  je  wieder  bestand,  seit  Pythagoras  fast  in  derselben  Gegend  deren 
Musterbild  schuf.  Dieser  sehr  richtige  Vergleich  gehört  Herrn  Loria  an, 
welcher  ihn  noch  damit  belegte,  dass  bei  den  Schriften  der  neapolitanischen 
Schule  man  stets  in  Zweifel  sei,  ob  man  von  dem  Verfasser  oder  den  Ver- 
fassern reden  solle,  da  die  Arbeiten,  wie  die  Entdeckungen,  bis  zu  einem 
gewissen  Grade  Gemeingut  waren,  der  Geist  des  Lehrers  vollends  überall 
sichtbar  blieb.  Man  möchte  zum  Vergleiche  wohl  auch  die  Arbeiten  bei- 
ziehen,  welche  in  unseren  Tagen  aus  dem  chemischen  Laboratorium  be- 
rühmter Lehrer  hervorgehen.  Was  in  den  Geistesretorten  der  Neapolitaner 
sich  destillirte,  war  Geometrie  nach  Art  der  Alten. 


Die  gleiche  Abneigung,  welche  gegen  das  rein  analytische  Verfahren, 
das  bei  Lagrange  die  extremste  Vertretung  gefunden  hatte,  in  Frankreic! 
dann  in  Deutschland  wach  geworden  ist  und  dort  in  Gergonne, 
Brianchon,  in  Poncelet,  in  Chasles,  hier  in  Möbius,  in  Steiner, 
in  von  Staudt  Vertreter  einer  Reaktion  geschaffen  hat,  die  eine  neue 
Geometrie  der  Alten  hervorbrachte ,  diese  selbe  Abneigung  regte  sich  schon 
vierzig  und  mehr  Jahre  früher  in  Fergola,  zu  früh  wahrscheinlich,  als 
dass  sie  ebenso  positive  Ergebnisse  hKtte  zeitigen  künnen,  als  bei  den 
genannten  Franzosen  und  Deutschen.  Bei  diesen  waren  die  anal^'tischen 
Methoden,  und  was  man  durch  sie  herausgerechnet  hatte,  wider  Willen  in 
Fleisch  und  Blut  Übergegangen.  Recbnungsgedanken  —  wir  erinnern  nur 
an  das  Doppelschnittverbliltniss  —  lagen  fast  unbewusst  in  den  neuen  rein 
geometrisch  gemeinten  Betrachtungen.  Das  war  bei  Fergola  und  seinen 
Scbülorn  noch  nicbt  der  Fall.  Sie  haben  darum  nur  eine  wirklich  dem 
griechischen  Vorbilde  ähnliche  Geometrie  zu  Wege  gebracht,  wührend  die 
Zeit  nahte,  dass  eine  projective  Geometrie  entstehen  sollte.  Was  aber  in 
der  neapolitanischen  Richtung  mit  enthalten  war,  das  waren  geschichtliche 
Betrachtungen  über  euklidi&che  und  voreuklidische  Geometrie,  und  hier 
hätte  man  von  den  Schülern  Fergola's  lernen  können,  wenn  ihre  Schriften 
weitere  Verbreitung  gefunden  hätten. 

Wir  unterlassen  es,  auf  das  Einzelne  einzugehen.  Wir  verweisen  viel- 
mehr unsere  Leser  auf  die  Arbeit,  welche  die  Ueberschrift  unserer  kurzen 
Anzeige  bildet.  Dort  werden  sie  mannigfache  und  genussreiche  Belehrung 
&nden.  Cantob. 
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Bas  Ottajano'aohe  Problem.  Eine  mathematisch -historische  Studie  von 
Oberlehrer  Dr.  Jobannes  Max  Brückner.  Wissenschaftliche  Beilage 
zum  Jahresbericht  über  das  Realgymnasium  zu  Zwickau,  Ostern  1892. 
(1892.   Progr.-Nr.  555.) 

Chasles  hat  in  seiner  Geschichte  der  Geometrie  (französische  Ang- 
gabe  S.  328,  deutsche  üebersetzung  S.  341)  die  verschiedenen  Entwicklungs- 
stufen bemerkbar  gemacht,  welche  die  Aufgabe:  in  einen  Kreis  ein 
Dreieck  einzuschreiben,  dessen  Seiten  durch  drei  gegebene 
Punkte  gehen  durchlief,  seitPappns  sie  für  den  ganz  besonderen  Fall 
löste,  dass  die  drei  gegebenen  Funkte  auf  einer  Geraden  liegen.  Aber 
Chasles  begnügte  sich,  dem  Charakter  einer  Anmerkung,  wenn  auch  einer 
ausgedehnteren  Anmerkung  entsprechend,  mit  der  Angabe  der  Schrift- 
steller und  der  Stellen,  wo  sie  sich  mit  jener  Aufgabe  beschäftigt  haben. 
Wollte  man  alle  diese  Einzelleistungen  kennen  lernen ,  so  war  man  darauf 
angewiesen,  in  zahlreichen  Bünden  nachzuschlagen,  die  überdies  nicht  gerade 
aller  Orten  zur  Verfügung  standen,  Herr  Brückner  hat  sich  dieser 
Sawtnelmübe  ein  fUr  alle  Mal  vin\«ii.ogeu  utid  «^mmUiche  Untersuchungen 


—  auch  solche  neueren  Urspranga,  welche  Chasles  noch  nicht  anfuhren 
konnte  —  gruppenweise  geordnet  seinen  Lesern  vereinigt  geboten.  Es 
war  eine  sehr  daDkenswertfae  Mühe,  die  er  sich  gab,  und  er  hat  dadurch 
die  Programmliteratur  um  eine  Nummer  bereichert,  welche  sicherlich  auch 
in  weiteren  Kreisen  sich  Freunde  erwerben  wird.  Einem  Irrthume  ist  er 
verfallen,  zu  welchem  Chasles,  der  eben  denselben  beging,  die  Veran- 
lassung bot.  Einen  jungen  Neapolitaner  Ottajano,  welcher  mit  der 
betreffenden  Aufgabe  sich  erfolgreich  beschäftigte,  hat  es  nicht  gegeben. 
Der  jugendliche  Gelehrte,  dessen  Auflösung  durch  Lorgna  bekanntgeworden 
ist,  hieas  Annibale  Giordano  und  war  in  Ottajano,  einem  grösseren 
hinter  dem  Vesuv  gelegenen  Orte,  geboren.  Das  gebt  zweifellos  aus  dem 
Bundchen:  Opwcoli  niatcmatici  dclla  Scuola  dcl  sig.  N.  Fcrgola  parte  giä 
puhblicati  e  parte  incditi.  Vol.  I.  Napoli  1810  hervor,  in  welchem  A.  Gior- 
dano als  Verfasser  des  ersten  Aufsatzes  ßisolmioni  di  alcuni  ilifficilissimi 
geomctrici  prohkmi  genannt  ist,  und  dieser  Aufsatz  enthält  eben  die  erwähnte 
Auflösung.  Caktob. 


Analytische  Geometrie  des  Fnoktea ,  der  Geraden  nnd  der  Kegelaclmitte. 
Nach  neueren  Methoden  dargestellt  von  Adolf  Bahner,  ordentlicher 
Professor  der  höheren  Mathematik  an  der  K.  und  K.  technischen 
Militär -Akademie  in  Wien.  Mit  127  in  den  Text  gedruckten  Figuren. 
Prag  1891.  Verlag  von  H.  Dominicus.    Th.  Grass.   8*.   VIII,  480  8. 

An  die  Ausarbeitung  des  vorliegenden  neuen  Lehrbuches  der  analytischen 
Geometrie  der  Ebene  ging  der  Verfasser  zunächst  in  der  Absicht,  seinen 
eigenen  Schülern  ein  Handbuch  zu  liefern,  das  zur  Grundlage  und  Ver- 
vollständigung seiner  Vorlesungen  an  der  Wiener  Militär -Academie  dienen 
sollte.  In  der  Form,  die  es  schliesslich  gewonnen  hat,  rechnet  es  aber 
auf  einen  viel  weiteren  Kreis,  auf  die  Studirenden  der  Mathematik  über- 
haupt. Die  langjährige  Lehrthätigkeit  des  Verfassers  lässt  von  vornherein 
die  Vermuthung  entstehen,  dass  wir  es  mit  einem  besonnenen  und  brauch- 
baren Werke  zu  thun  haben,  und  wir  sehen  uns  hierin  nicht  getäuscht. 

Nachdem  die  Cartesischen  Coordinaten  erläutert  sind,  werden  die 
Gleichungen  der  Geraden  und  des  Punktes  besprochen,  wobei  sofort  das 
Prtncip  der  Dualität  hervortritt.  Es  folgen  die  Grundgebilde  erster  Stufe 
und  das  Doppelverhältnibs.  Sehr  gut  hat  dem  Referenten  gefallen,  dass 
vor  der  Behandlung  des  letzten  Begriffes  die  einfachen  Tfaeilverhältnisse  in 
§  15  — 17  einer  ausführlicheren  Behandlung  und  eigenen  Bezeichnung  ge- 
würdigt werden,  was  auf  das  Verständniss  der  Dopiiel Verhältnisse  nur  günstig 
wirken  kann.  Weiter  werden  die  vollständigen  Figuren  gebracht  und  zum 
Schlußse  des  ersten  Abschnittes  die  homogenen  Coordinaten  nnd  deren 
Transformation  gelehrt. 

mu-Ut  Abtb.  d.  ZtltBCbT.  t.  Hath.  v.  Fb/i.  XS3.\n,  «.  W 
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Historisch  -  literarische  Abtheilung. 


Der  zweite  Abschnitt,  „Projectivische  Geometrie"  betitelt,  giebt  die 
Lehre  von  der  Projectivitttt  und  Involution  der  Grundgebilde  erster  Stufe, 
daran  anknüpfend  ein  Capitel  mit  der  üeberschrift  „Invarianten  und  Co 
Varianten  binKrer  Formen"  und  schliesslich  Collineation  und  Reciprocität 
ebener  Systeme,  mit  Einschluss  der  Polarsysteme. 

Der  dritte  Abschnitt  ist  der  Theorie  der  Kegelschnitte  gewidmet. 
Nach  den  gewöhnlich  zuerst  abgehandelten  allgemeineren  Eigenschaften  be- 
schüftigt  er  sich,  unter  dem  nicht  besonders  empfehlenswerthen  Titel 
„Polarisation"  mit  Polen  und  Polaren ,  dann  mit  Mittelpunkten,  Asymptoten 
und  Durchmessern,  mit  der  projectivischen  Erzeugung  der  Kegelschnitte, 
und  schliesslich,  unter  Zuhilfenahme  iuvariauten- theoretischer  Betrachtungen, 
mit  KegelschnittbUscheln  und  Kegelschnittreiheu. 

Die  in  den  Text  gedruckten  Figuren  entsprechen  ihrem  Zwecke;  dii 
Ausstattung  ist  lobenswerth.  Literaturangaben*  und  Aufgabensammlungen 
enthält  das  Duch  nicht.  Ein  doppeltes  Bestreben  des  Verfassers  ist  es,  welches 
dem  Buche  seine  Physiognomie  verleiht. 

Inhaltlich  wünschte  er,  ohne  irgendwo  Neues  bieten  zu  wollen,  seinem 
Werke  ein  Gepräge  zu  verleihen,  das  man  in  Bausch  und  Bogen  als 
modern  bezeichnen  kann.  Das  Wesen  der  Dualitilt,  der  homogenen  Co< 
ordinaten,  der  ProjectivitQt,  der  Invariantenbegriffu,  tritt  unter  ausführlichen 
Anwendungen  deutlich  hervor,  Determinantentbeorie  wird  vorausgesetzt 
Dos  erstgenannte  Princip  wird  man  in  wenig  Lehrbüchern  mit  solcher 
Liebe  und  Consequenz  dargestellt  finden,  was  sich  sobun  Susserlich  an  der, 
80  weit  irgend  thunlich,  festgehaltenen  Zweitheiinng  der  Seiten  ausspricht. 
Wollte  man  nur  mit  Rücksicht  auf  diese  Zweitbeilung  urtheilen,  so  mSchte 
man  dem  Buche  ein  grösseres  Format  wUnschen ,  siehe  z.  B.  Seite  268;  bei 
der  gegenwärtigen  Schmalheit  werden  sogar  ein  Mal  die  Zeilen  einer 
Determinante  gebrochen ,  Seite  270.  Wenn  man  auch  sagen  kann ,  sobald 
das  Princip  erkannt  ist,  sei  die  Uebersetzung  eines  einseitig  gegebenen 
Satzes  in  den  reciproken  sehr  leicht,  so  hat  die  ausführliche  Darstellung 
doch  sicher  ihre  Vortbeile.  Sie  kommt  der  Geometrie  der  Liniencoordi- 
naten  zu  Gute,  welche,  was  man  auch  sagen  mag,  den  meisten  von  uns 
doch  weniger  vertraut  zu  bleiben  pflegt,  wie  die  der  Pnnktcoordinaten. 

Die  homogenen  Coordinaten  bleiben  von  ihrer  Einführung  an  da« 
bevorzugte  Mittel  der  Darstellung,  und  es  wird  zu  den  speciellen  cartesiscben 
Coordinaten  nur  in  den  Fällen  metrischer  Aufgaben,  wo  sie  Vortheile  bieten, 
zurückgegriffen.  Das  letzte  invarianten  -  theoretische  Capitel.  hauptsächlich 
Gordan's  Lehrbuche  entnommen,  giebt  die  Begriffe  der  Invariante,  Co- 
Variante  und  Contravariante  und  bedient  sich  für  dieselben  und  für  die  binären 
Formen  der  kurzen  symbolischen  Bezeichuungsweisen, 
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Mit  ganz  geringen  Ausnahmen. 


Hinsichtlich  der  Form  hat  der  Verfasser  vor  Allem  auf  leichtfassliche 
Darätelluiig  gesehen.  Eine  Hauptsache,  um  ein  cnathematidches  Buch  an- 
genehm lesbnr  zu  machen,  ist  die  gl eichmfiss ig  e,  entweder  stärkere  oder 
schwächere  Ausführlichkeit  der  Beweise,  welche  den  Leser  schon  nach 
kurzer  LectUre  das  Maass  geistiger  Anstrengung  sicher  erkennen  llisst, 
welches  er  durchweg  beim  Veratfindniss  anwenden  muss.  Es  giebt  viele 
sonst  gute  Bücher,  welche  darauf  nicht  BUcksicht  nehmen,  vielmehr  an 
der  einen  Stelle  ausführlich  verfahren,  an  einer  anderen,  von  gleich  grosser 
Schwierigkeit,  mit  einem  „Man  sieht  leicht",  oder  auch  ohne  jede  Andeutung 
den  ganzen  Beweis  hinunterschlucken.  Der  Leser  plagt  sich  dann  oft  ver- 
geblich mit  uahellegondeu ,  selbstverstündlicben  Gedanken,  den  Beweis  zu 
fuhren,  der  ihm  leichter  werden  wUrde,  wenn  er  wUsste,  dass  er  schwer  ist. 

Hanner's  Buch   befleissigt  sich  einer  solchen  Gleichmttssigkeit  in  der 
Ausführung,  und  verdankt  derselben  wesentliche  Vorzüge.    Es  ist  ein  leicht . 
und  angenehm  zu  lesendes  Buch,  bei  dem  auch  das  Quantum  des  Gebotenen] 
geschickt  abgemessen  ist.  1 

Wir  können  hieruach  Hanner's  Streben  nach  moderner  Gestaltung 
und  leichtfasslicher  Darstellung  als  von  Erfolg  begleitet  bezeichnen,  und 
glauben,  dass  sein  Lehrbuch  die  Concurrenz  mit  den  vielen  anderen  bereits 
bestehenden  Lehrblicbers  Über  denselben  Gegenstand  getrost  aufnehmen 
kann. 

Bei  dem  Interesse  und  der  eingebenden  Prüfuug,  die  wir  dem  Buche 
zugewendet  haben,  ist  es  natürlich,  dass  wir  auch  Stellen  entdeckten, 
welche  uns  weniger  gelungen  erschienen,  und  wir  wollen  auch  mit  unseren 
Ausstellungen  nicht  zurückhalten.  Vielleicht,  dass  bei  einer  doch  wohl  zu 
erwartenden  Neuauflage  ein  oder  die  andere  unserer  Bemerkungen  von  Seite 
des  Autors  Berücksichtigung  findet. 

Das  erste  Dutzend  Paragraphen  ist  es  nicht,  welches  uns  am  besten 
gefallen  hat.  Die  Elemente  sollten  simpler  und  zugleich  prSciser  dargestellt 
werden.  Auch  darf  man  hier  mit  erlUuternden  Worten  nicht  sparen  und 
nichts  als  selbstverständiicb  voraussetzen,  was  nur  dem  gelernten  Geometer 
ganz  gelUufig  erscheint.  Bei  U anner  kommen  uns  z.B.  diejenigen  Be- 
merkungen, welche  sich  auf  Uebersetzung  des  Vorzeichens  von  Zahlen  in 
den  Sinn  geometrischer  Gebilde  beziehen,  undeutlich,  zerstreut  und  viel- 
fach als  zu  selbstversttindlich  hingestellt  vor.  ] 

In  der  That  aber  bandelt  es  sich  doch  um  einen  der  Cardinalpunkte, 
gegenüber  denen  alles  Andere  nur  das  Prädicat  „Anwendung"  oder  „Neben- 
sache" verdient.  Auch  sind  gerade  Vorzeichen  fragen  diejenigen,  in  denen 
man  sich  am  leichtesten  verwirrt  und  in  denen  selbst  geUbt.e  Mathematiker 
Fehler  machen.  Statt  also  den  Anfttnger  in  seiner  ohnehin  stets  vorhan- 
denen Neigung,  dos  Vorzeichen  auf  die  leichte  Achsel  zu  nehmen,  zu 
bestärken,  ist  es  gerathen,  ihn  eben  hier  zur  Sussersten  Gewissenhaftigkeit 
anzuleiten.     Wenn  es  z.  B.  auf  Seite  3  ohne  Weiteres  heisst:  „Es  ist  klar, 

n* 


dass  unter  (xL)  derjenige  Winkel  fgemeint  ist  offenbar  der  Winkel  <  n) 
za  verstehen  ist,  welchen  die  positive  Eichtang  der  Projectionsacbse  mit 
der  positiven  Richtung  der  Geraden  (i)  —  Richtung  von  M^  nach  Jf,  — 
bildet",  so  würden  wir  im  Gegentheil  es  angezeigt  finden,  die  hier  in  Frage 
kommenden  Verhältnisse  etwas  ausführlicher  zu  erörtern,  etwa  eine  zweite 
Figur  beizufügen,  wo  die  positive  Richtung  nicht  mit  der  Richtung  Jlf, üfj 
übereinstimmt,  und  des  häufig  vorkommenden  Falles  zu  gedenken,  das« 
die  Linienlängen  absolut,  die  Winkel  von  der  a;- Achse  aus  drehend,  in 
einem  bestimmten  Sinne  gemessen  werden.  Wird  ja  doch  diese  Art  der 
Winkelbestimmung  später  Seite  14  und  16  wirklich  eingeführt.  Die  Be- 
schreibung des  Drehnngssinnes  mit  „von  rechts  nach  links"  ist  gefährlich 
einfach.  Mag  Hanner  damit  auch  das  Richtige  —  den  der  Uhrzeiger- 
bewegnng  entgegengesetzten  Sinn  —  meinen,  ein  Anderer  wird  das  Gegen- 
theil darunter  verstehen.  Diese  und  andere  zweifelhaften,  ursprünglich 
unlogischen  Bezeichnungen,  wie  z.  B.  rechtsdrehend  etc.,  sollte  man  stets 
durch  unzweideutige,  wie  linksvornläufig,  linksobendrehend  etc.,  ersetzen. 

Auf  Seite  44,  ebenso  Seite  223,  Zeile  4  von  oben,  ist  immer  von 
dem  Winkel  zweier  Strahlen  X,,  L^  die  Rede,  sowie  von  inneren  und 
äusseren  Theilstrahlen  desselben,  ohne  dass  die  Zweideutigkeit  aus  dem 
Wege  geräumt  würde  —  übrigens  ein  ganz  hergebrachter,  schon  bei 
Chasles  sich  findender  Fehler. 

Nicht  ohne  eine  kleine  Schadenfreude  hat  der  Referent  bemerkt,  dass 
Herrn  Hanuer  selbst  mit  dem  Vorzeichen  ein  Versehen  passirt  ist,  indem 
die  Vorzeichenbestimmung  der  Strecke  NO  =  d,  auf  Seite  29,  oben  mit 
jener  in  Gleichung  (24),  Seite  15,  in  Widerspruch  steht. 

Bei  den  Polarcoordinaten ,  §  7,  lässt  Hanner  negative  Werthe  des 
Radius  vector  zu,  während  man  gewöhnlich  vorzieht,  den  Radius  vector 
ein  für  alle  Mal  positiv  zu  nehmen.  Man  wünscht  ja  doch  ein  ein -ein- 
deutiges Entsprechen  zwischen  geometrischem  Object  und  System  der 
zugehörigen  Coordinaten werthe.  Hanne r  giebt  übrigens  auch  keine  all- 
gemeinere Definition  von  Coordinaten,  sagt  nicht  ein  Mal,  dass  darunter 
Bestimmungsstücke  zu  verstehen  seien,  sondern  überlässt  es  dem  Instinkte 
des  Lesers,  allmählich  sich  die  richtige  Idee  zu  bilden.  Auch  eine  all- 
gemeinere Darstellung  des  FundamentalpriacipB,  wie  eine  Curve  durch  eine 
Gleichung  zwischen  Coordinaten  sich  darstellen  lässt,  gehört  doch  unzweifel- 
haft an  den  Anfang  des  Buches.  Statt  dessen  kommen  wir  auf  Seite  13 
gleich  speciell  zu  der  Geraden  und  finden  natürlich  auch  später  das  all- 
gemeine Frincip  nicht  mehr  herausgehoben. 

Die  Beweise  sind  zum  Theil  unabhängiger  von  den  Figuren  zu  stellen ; 
in  §  3  z.  B.  könnte  mit  einem  Worte  gesagt  werden,  warum  das  erhaltene 
Resultat  allgemein  giltig  ist.  Man  muss  an  die  Neigung  des  Anfängers 
denken,  sich  stets  auf  gewisse  specielle  Figurengestaltungen  zu  beschränken, 

von  ihnen  ans  falsch  zu  verallgemeinern. 


< 


Ea  kommt  uns  nicht  gerade  gut  gesagt  und  gut  erklSrt  vor,  wenn 
es  Seite  11  heisst:  „Die  Wahl  . . ,  hlingt  mit  dem  ...  Principe  der  . . .  Reci- 
procität  innig  zusammen,  nach  welchem  ntimlich  in  den  meisten  Fällen  zn 
jedem  Satze  ein  reciproker  Satz  gefanden  werden  kann.' 

Wenn  das  Werk  auch  im  Allgemeinen  keine  Literaturangaben  bringen 
will,  so  könnten  doch  wohl  an  den  Stellen,  wo  Cartesius,  Plücker, 
Hesse  als  Gründer  genannt  werden,  auch  die  Titel  ihrer  Hauptwerke 
sammt  Zeitangabe  heigefdgt  sein. 

Was  die  Determinanten  anlangt,  so  wollen  wir  über  deren  Zulässig- 
keit  im  Ganzen  nicht  streiten.  Es  ist  ein  Zeichen  des  mathematischen 
Fortschritts  der  letzten  Jahrzehnte,  dass  dieselben  jetzt  sogar  in  elemen- 
tareren Lehrbüchern  figuriren  dtlrfen.  Gewiss  aber  verdient  das  Verstündniss 
der  untersten  Grundlagen  einer  selbst  so  fundamentalen  Disciplin,  wie  die 
analytische  Geometrie  ist ,  von  dem  der  Determinanten  unabhängig  gehalten 
zu  werden,  und  es  empfiehlt  sich,  die  allereinfachsten  Aufgaben  über 
Bestimmung  und  Schnitt  von  Geraden  ausser  in  Determinanten,  auch  in 
ausgeschriebener  Form  za  bringen.  Jedenfalls  aber  sind  Determinanten, 
die  zu  zwecklosem  Aufputz  dienen,  wie  eine  auf  Seite  7,  überflüssig. 

Auf  Seite  28,  §  II,  ist  es  wohl  weniger  wichtig  zu  betonen,  dass 
es  überhaupt  unendlich  viele  imaginäre  Punkte  einer  Geraden  giebt,  als 
vielmehr,  dass  die  Mannigfaltigkeit  dieser  Punkte  eine  zweifach  unend- 
liche Ausdehnung  hat.  Es  wird  Ja  in  Folge  dessen ,  sobald  man  reelle  und 
imaginUre  Punkte  als  gleichberechtigt  ansieht,  etwsis  ganz  Wesentliches 
an  dem  Begriffe  der  Curve,  wie  man  ihn  durch  die  Anschauung  erworben 
hat,  zerstört,  man  bekommt  es  mit  einem  Dinge  ganz  anderer  Dimension 
ZB  thun.  Diese  wichtige  Bemerkung  fehlt  übrigens  auch  in  anderen  Lehr- 
büchern. §  20,  Seite  67,  ist  statt  von  „benachbarten"  Punkten  J/,-  oder 
Strahlen  a,-  besser  von  drei  mit  aufeinander  folgenden  Indiceswerthen  ver- 
sehenen zu  sprechen.  §  23,  Seite  92,  enthalten  die  Ausdrücke,  dass  aus 
den  Gleichungen  dreier  Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  die  der  drei 
anderen  „hergeleitet  werden  können'  resp.  „bestimmt  sind",  doch  mehr  als 
sie  sollen.  Im  Vorbeigehen  sei  erwähnt,  dass  es  vielleicht  nicht  unpraktisch 
wBre,  statt  der  Bezeichnungen  u,  v  für  die  Geradencoordinaten  die  Bezeich- 
nungen X,  Y  einzuführen.  Daraufhin  würden  z.  B.  die  Transformations- 
Gleichungen  Seite  104  und  105  sich  nur  noch  durch  die  GrBsseuart  der 
Bachstaben  unterscheiden. 

Dass  Seite  129  die  Gleichung  s,ar, -(- s^a:, -f- «gXj  =  0  in  Folge  der 
für  die  endlichen  Geraden  geltenden  Bedingung 

»1  «1  +  «s«s  +  SjaTj  =  S 

keine  im  Endlichen  liegende  Gerade  sein  kann,  ist  ohne  die  Zuhilfenahme 
einer  Hilfsgeraden  L  ersichtlich.  Dass  zwei  Grnndgebilde  erster  Stufe 
projectivisch  sind,   wenn  jedem  Elemente  M  der  einen  Reihe  ein  und  nur 


ein  Element  der  anderen  entspricht,  ist,  in  dieser  Allgemeinheit  hingestellt, 
ein  Unsinn,  den  man  sehr  oft  ausgesprochen  findet.*  Seite  146  — 147  wird 
yom  Doppelverhältniss  auf  das  einfache  Theilverhilltniss  zurückgescblossen ; 
natürlicher  wäre  der  umgekehrte  Weg. 

In  §  37,  Seite  162,  Zeile  12  von  unten,    ist  es  doch  wohl  zu  kühn, 
von  einer  viel  einfacheren  und  hessereu  Methode  zu  sprechen. 

Im  Umkehren  von  Schlussfolgerangen  ist  Hanner  oft  etwas  zu  rasch 

bei  der  Hand.     In  §  36,  Seite  159,  handelt  es  sich  darum,  dass  die  drei 

Coefficienten  Ä", ,  K.^,  K^  einer  quadratischen  Gleichung  von  der  Form 

Ä,  =  o  {A,a,  +  JB,  b,  +  C,)  +  6  (il,a,  +  5,6,  +  C,) ; 

Z,  =  c  (il^fl,  +  B,&,  +  C^)  -  o  (4,  o,  +  J5, 6,  +  C.) 

-  6  {A, a,  +  B^b,  +  C,)  +  d  {A, a,  +  B,b,  +  C,); 

K,  =  c  (^.a,  +  B,b,+  C,)  +  d  {A^a,  +  B,b,  +  C,); 

sUmmtlich   zu  Null   werden.     Letzteres   sei  aber,  sagt  Hanner,   nur  dann 

mOglioh,  wenn 

J,o, +.Bi&,  4-C=0;     A,a,  +  B,b,  +  C,  =  0; 

b(A^a^  +  B,bt  +  C,)  =  c^A^ai  +  .B,&,  +  C^; 

a  =  d  =  0 

ist.  Allerdinga  verschwinden  unter  diesen  Bedingungen  die  K,  sie  thun  es 
aber  auch  noch  auf  unendlich  viele  verschiedene  andere  Arten,  von  denen 
eine  Art  und  Weise,  z.  B.  durch  die  Gleichungen 

il,0i  +  B,6,  +  Cj  =  0;     il,a, +  B,6, +  <?,  =0; 

a{A^a,  +  5,  6,  +  ü,)  -JiA.a^  +  B,b,  +  C)  =  0; 

5  =  0;     c  =  0, 

sofort  angegeben  werden  kann.  Geometrisch  entspricht  an  der  angezogenen 
Stelle  die  Tbatsache,  das  es  zur  Perspectivitnt  eines  Strahlbüschels  und  einer 
Punktreihe  doch  durchaus  nicht  nßthig  ist,  dass  die  beiden  zur  Darstellung 
der  Büschel-  und  Punktreihengleichucg  gewählten  Etemeutenpaare  gerade 
entsprechende  sind.  Auch  auf  Seite  226  scheint  die  Umkehr  des  Schlusses : 
Wenn  zwei  zusammengehörige  Punkte  einer_  Involution  in  die  Rechnung 
eingeben,  verschwindet  eine  gewisse  Determinante  —  obwohl  sie  ja  richtig 
ist,  zu  leichthin  vorgebracht.^  Ebenso  kann  auf  Seite  315  und  316  aus 
der  Thatsache,  dass  für  die  Gloichungsform 

U  =  a,x,*  +  o^x*  +  OjXj*  =  0 
das   Coordinatendreieck    in   Bezug    auf  U  sich    selbst   conjngirt   ist,    nicht 
sofort    das  Umgekehrte   geschlossen   werden,    dass  jeder  Kegelschnitt,    auf 
ein  sich  selbst  conjugirtes  als  Coordinatendreieck  bezogen,  diese  Gleichungs- 
form annimmt. 


*  In  besserer  Einsicht  wird  aach  beim  Beweise  des  Satzes  Seite  148—149 
auf  die  Anwendung  dieser  Definition  verzichtet. 


Die  Betrachtungen  über  die  Doppelpunkte  in  projectiviscben  zusammen- 
liegenden Punktreihen,  Seite  174 — 178,  welche  durchaus  unseren  Beifall 
haben,  möchten  wir  nur  nicht  gerade  als  , analytische"  (Seite  178,  Zeile 
5  von   unten),    sondern    vielmehr  als  kinematisch -geometribche  bezeichneu. 

In  §  41  würde  es  sich  vielleicht  empfehlen ,  die  Gleichung  (264)  gleich 
in  die  Definition  involutorischer  Gebilde  mit  hinein  zu  ziehen,  weil  sonst  die 
Möglichkeit  der  Existenz  solcher  Gebilde  nicht  sofort  klar  ist.  Inconsequent 
erscheint ,  dass  in  Capitel  VIII  die  Begriffe  der  Invariante  und  Covariante 
als  bekannt  vorausgesetzt,  in  Capitel  XIV  dagegen,  Seite  422  und  424,  er- 
klärt werden,  ohne  dass  im  erstgenannten  Capitel  auf  daa  Spätere  ver- 
wiesen wäre. 

Seite  241 ,  beim  Beweise  des  Satzes ,  dass  die  CoUiueation  ebener 
Systeme  durch  vier  Paare  entsprechender  Punkte  bestimmt  ist,  dürfte  die 
gleichmBssige  Ausführlichkeit  (siehe  oben  S.  219)  wohl  eine  Andeutung  darüber 
fordern,  dass  man  die  Systeme  (316)  resp.  (318)  durch  Elimiuation  von  g 
resp.  (i  erst  auf  je  zwei  Gleichungen  zu  reduciren  hat,  wenn  man  durch 
Einsetzung  der  Coordinaten,  statt  12  Gleichungen  mit  13  unbekannten 
sofort  die  dort  erwähnten  8  Gleichungen  mit  9  Unbekannten  erhalten  will. 

Wenn  auf  Seite  247  oben  die  Doppelpunkte  einer  CoUiueation  ah 
Eckpunkte  des  PundamentalJreiecks  verwendet  werden,  so  wird  die  bis 
dahin  mindestens  vom  Leser  stillschweigend  gemachte  Voraussetzung  der 
Realität  dieser  Eckpunkte  unter  Umstünden  fallen  gelassen,  was  wohl 
der  Erwähnung  werth  wöre. 

Seite  248  muss  zu  dem  geometrischen  Ort  aller  sich  selbst  ent- 
sprechenden Punkte  der  coUinearen  zusammen  liegenden  Systeme  natürlich 
auch  der  Punkt  gerechnet  werden,  welchen  die  ausser  der  Doppelwurzel 
ff  existirende  Wurzel  g  der  Gleichung  A  (Seite  246)  ergiebt,  das  beisst: 
das  Centrum  der  Collinention  selbst.  Analoges  gilt  reciprok,  so  dass  es 
Seite  248,  Zeile  6  von  oben  nach  „Systeme",  heissen  muss:  „ausgenommen 
die  Achse". 

In  §  51  sollte  die  Definition  der  Affinit&t  sunUcbst  unabhängig  vom 
Zusammenliegen  der  beiden  Systeme  gegeben  werden. 

Besondere  Vorsicht  ist  bei  Besprechung  der  Ordnungskegelschnitte  in 
allgemeinen  reciproken  und  polaren  Systemen  anzuwenden.  Es  ist  daher 
nicht  zu  billigen,  dass  Seite  263  der  Ort  der  Punkte  x  des  Systems  J, 
welche  in  entsprechenden  Strahlen  Y  des  Systemes  //  liegen  ohne  Angabe 
des  einfachen  Beweises  mit  dem  Ort  der  Punkte  p  von  //  identificirt  wird, 
welche  in  entsprechenden  Strahlen  X  von  /  liegen.  Es  wäre  an  dieser 
Stelle  passend,  darauf  hinzuweisen,  dass  die  einem  bestimmten  Punkte  p 
des  betreffenden  Ordnungskegelschnittes  K  entsprechenden  zwei  Strahlen 
X  und  Y  im  Allgomeineu  nicht  mit  einander  oder  mit  der  Tangente  von 
K  in  'p  zusammen  fallen.  ^_ 


Es  würde  dann  wohl  auch  nicht  zu  einer  irrigen  Behauptung  betreffs 
der  Ordnungscurve  des  Polarsystems,  Seite  266,  gekommen  sein.  Dort 
heisst  es,  weil  die  Tangenten  des  Kegelschnittes  (339)  durch  die  ent- 
sprechenden Punkte  des  Kegelschnittes  (338)  gehen,  so  sei  an  sich  klar, 
dass  beide  Curven  identisch  sind.  Dem  ist  nicht  so;  denn  wäre  die  Identität 
hier  selbstverständlich,  so  würde  sie  es  auch  bei  den  aligemeineren  reci- 
proken  Systemen  sein.  Die  Richtigkeit  der  Behauptung  folgt  vielmehr  aus 
der  Form  der  beiden  Gleichungen  (338)  und  (339)  erst  mit  Hilfe  des 
späteren  §  59. 

Wenn  auf  Seite  311  die  Gleichung  L'  +  L"  -f-  L"'  =  0  richtig  sein  soll, 
80  ist  entweder  die  Bedeutung  der  L  gegen  vorher  als  um  gewisse  Factoren 
geändert  anzusehen,  oder  statt  Z' zu  setzen:  HW x' .  HV x" .  L\  etc.  Auf 
Seite  327  kann  die  Existenz  eines  Mittelpunktes  bei  Kegelschnitten  als 
streng  erwiesen  nicht  augesehen  und  mUsstc  wenigstens  hinterher  noch 
gezeigt  werden,  dass  der  berechnete  Punkt  395)  wirklich  alle  durchgehenden 
Sehnen  halbirt. 

Auf  Seite  341  heisst  es:  „Nimmt  man  ferner  an,  dass  der  Winkel  der 
Sehnen  alle  Wertho  durchläuft  von  0  bis  2»,  so  wird  auch  der  Winkel 
a^ ,  unter  welchem  der  Diameter  (d)  gegen  die  Achse  der  x  geneigt  erscheint, 
alle  Werthe  annehmen  von  0  bis  2n  etc."    Dies  ist  zu  sorglos  geschlossen. 

Zu  Seite  360  ist  zu  bemerken,  dass,  wenn  kurzweg  von  dem  ^Para- 
meter"  einer  Parabel  gesprochen  wird,  gewöhnlich  die  Enfernung  von 
Brennpunkt  und  Directrix,  also  die  Hälfte  der  Grösse  p  bei  Hanner 
gemeint  ist, 

Seite  416  wird  eine  Construction  gemacht,  „wodurch  man  nach  dem 
Pascal 'sehen  Satze  bereits  eine  Gerade  erh.'Ut,  in  welcher  ein  sechster  Punkt 
des  Kegelschnittes  liegen  muss."  Dies  ist  natürlich  auch  ohne  den  Pascal- 
schen  Satz  ersichtlich.  Auch  vermag  ich  nicht  einzusehen,  warum  Seite  461 
nnten  die  Beziehung  der  beiden  Kegelschnitte  (!/')  und  {IT')  auf  ein  ge- 
meinsames Polardreieck  nicht  an  und  für  sich,  sondern  „vermüge  der  contra- 
varianten  Eigenschaft  von  <I>  und  der  covarianten  Eigenschaft  von  'V 
gestattet  sein  soll. 

In  dem  Absatz  hinter  ih\A)  dürfte  bei  Discussion  der  Gleichung 
■^*  iPn  +  <*»»)*  —  4  .4*  (o,,  Ojj  —  o,j)*  =  0  auch  die  Möglichkeit  .4  =  0  mit 
ein  paar  Worten  behandelt  werden. 

Wenn  es  Seite  477  heisst,  dass  die  Parabel  nnr  einen  reellen  Brenn- 
punkt aufweise,  indem  der  zweite  unendlich  fern  liegt,  so  ist  zu  erwähnen, 
dass  nach  der  gewöhnlichen  Sprechweise  auch  dieser  noch  als  reell  zu  be- 
zeichnen ist, 

Seite  478  wäre  der  Sicherheit  wegen  wenigstens  ein  Mal  der  speoiellea 
Lage  des  Curvensystems  gegen  das  Coordinatensystem  zu  gedenken. 

Die  Diotion  ist  in  Einzelheiten  noch  der  Verbesserung  fähig.  Es 
,  machen    sich    manchmal    falsche    Satzverbindungen    bemerkbar,    unnötbige 


* 
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Partikeln  schlUpfen  herein,  und  verleiten  den  Leser,  unrichtige  CaasalitSten 
anzunehmen.  Abgesehen  von  bereits  angeführten  Stellen  vergleiche  man 
z,  B.  noch  Seite  192  oben :  „und  . .  .aber  auch",  Seite  269:  „und. .  .übrigens", 
Seite  314:  „und  gelangt  man  sonach  zur  Erkenntniss",  Seite  152:  ,and 
bedeutet. .  .die  Constante  /"  se  Ibs  tverstUndlich  eine  Fläche". 
Störende  Druckfehler  etc.  habe  ich  folgende  bemerkt: 
In  (65),  Seite  33,  lies  Ä^  für  .4», 


Seite  239  Zeile  16  von  oben 


lies 


240     „      18  von  unten 

267     „      1  und  2  von  unten 
301     „      17  von  unten  links 
326     „      6  von  nnten 
332     „      8  von  oben 
422     „      15  von  oben 
462     „       14  von  oben  links 
(analoges  rechts), 
6  von  unten 


Ä 

9 
Ä 

£ 

o,x, 

(383) 

(399) 
eine  solche 
ersten 


statt  Q.A, 
.      V, 


•p 
(283), 
(390), 
diejenige, 
zweiten, 

Quadraten, 


„     479     „      6  von  unten  ,    Quadranten 

„     187     „      6    von    unten    für    „Transportation"    schlagen    wir 
„Verschiebung"  vor. 

Statt  „Desarque"  lies  überall  „Desargues".  Ob  ,,proportionirt"  für 
,, proportional''  ein  Versehen,  oder  in  Oesterreich  gebräuchlich,  wage  ich 
nicht  zu  entscheiden.  Das  zwischen  die  zwei  Indices  eines  Buchstabens 
eingeschobene,  überflüssige  Komma  wirkt  nicht  gUnstig. 

Wir  haben  uns  schliesslich  ganz  in  Kleinigkeiten  verloren.  Man  wird 
dies  hoffentlich  nicht  zu  pedantisch  finden  bei  einem  Lehrbuche,  das  auf 
Verwendung  in  weiteren  Kreisen  Aussicht  hat.  Mau  hat  ja  bei  einem 
solchen,  um  sozusagen  das  Gewicht  eines  Fehlers  zu  finden,  denselben  mit 
der  Anzahl  der  unerfahrenen  Leser  zu  multipliciren,  Gebräuchiiche  Lehr- 
bücher sollen  mit  der  2eit  tadellos  werden.  Glücklich  ein  neues  Buch, 
das  durch  Correctur  an  einzelneu  Stellen  diesem  Ziele  nahe  geführt  werden 
kann,  üeber  eine  verfehlte  Grundanlage  würde  kein  flickweises  Verbessern 
hinweghelfen  können.  Hermann  Brunn. 
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330.  Sar  Ies  espreasions  des  pressions  dans  un  corps  älastique  homogene,    ü.  Besai. 

Compt.  Rend.  CXll,  911. 


ElBktrieiUt. 
836,  Zur  CooBtruction  der  Niveaulinien.    P.  Ciermak     Wien.  Akad.ßer.XCIX.  511. 

337.  Sor  I»  th^orie  des  oscillatioDa   bertzienoei.     H.  Poincari^.     Compt.  Heod. 

CXIU,  515. 

338.  Ueber   elektrische   Schwingungen   in    geraden   Leitern.     J.   Stefan.     Wien. 

Akad.  Ber.  XCIX,  319. 

339.  Sur  la   valeur  de  la  tension  dlectrostntique  daiia   le  di^lectrique.    L.  do  la 

Rive.     Compt.  Keiid.  CXIII,  429. 

840,  üeber  die  Veränacrang  eloktroatatischer  Kraftwirkungen  durch  eine  leitend« 

Wand.     G.  Adler,     Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  61. 

841,  Tbäorfeuie  relatif  an  culcul  de  la  rdäistanoe  d'uno  därivation.    Ch.  Ed.  üuil- 

laurae.    Cotnpt.  R-cud.  CXII,  '22.H. 

842,  üeber  die  Theorie  der  oscillatorischen  Entladung.    J.Stefan,    Wien.  Akad. 

Ber.  XCIX,  534. 

343.  Variation   de   In  forre  älectromotrice  det  piles  avec  la  pression.     U.   Gil- 

banlt.    Compt.  Rend.  CXUl,  465. 

344.  Sur  la  th^oiie  de  la  pile.    P.  Üuhem.     Compt.  Rend.  CXIII,  636, 

EUipie. 

345.  Ueber   die   Variation  der  Parallelprojcction  einer  Ellipse  mit  der  Richtung 

der    projicireuden    Strahlen     und    mit   der   Lage   der   Projectionsebene. 
Ph.  Weinmeister.    Grün.  Archiv  2  R.  X,  380. 
Vergl.  Maxima  und  Minima  449. 

Elliptliebe  Transceiideiit«n. 

346.  Lieber  die  complexe  Multiplieatiou  der  elliptischen  Functionen,    L.Kiepert. 

Mathem.  Annal.  XXXIX,  145, 

347.  A  transformation  iu  elliptic  functions.  A.  Cayley.  Quart.Jonrn  niath.XXIV,'.'50. 

348.  Compl^menl  ii  un  probleme  d'Abel.     Bougaief.     Compt.  Heod.  CXIII,  1025. 

349.  Sor  les  p^riodea  des  integrales  elliptiques.    V.  Jamet.    N.  ann.  math.  Ser,  8, 

X,  193. 
850.  Sur  une  clasee  dMquations  raodulaires.    F.  BrioBcbL    Compt.  Rend.  CXil,  28. 
Vergl.  Formen  864.    Functionen  367. 


F. 

Formen. 
851.  Th^orlmes  arithm«iqueB.    H.  Minkowski.    Compt.  Rend.  CXII,  209.    [Vergl. 
Nr.  86.] 

362,  Sar    les    formes    quadratiques    k    indätermindes    conjuguäes,      E.    Ficard. 

Mathem.  Anuaf.  XXXIX,  142. 

363.  On   binary    quadratic   forms   with   complex    coefficieDta.    G.    B.   Mathews. 

Quart,  Jonrn.  math.  XXV,  289.     [Vergl.  Nr.  238.] 
354.  Weierstraseiau    formulae   applied   to   tbe  binary  quartio  and   ternary  cubio. 

H.  F.  Baker.    Quart.  Journ.  raath.  XXIV,  1. 
366.  The   asBOciated   concomitants   of  ternary   forms.     W.   E.  Brunyate.     Quart. 

Jouru.  math.  XXV,  155. 

856.  Die   Invarianten    dreier   quaternüren   quadratischen   Formen,     F.  Mertcus. 

Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  867, 
Vergl.  Oeterminanten  308. 

Fnnotionen. 

857.  üeber  das  Axiom  des  Archimedes.    O.  Stolz.    Mathem.  Annal.  XXXIX,  107. 

858.  Siir  la  repräsentation   approch^e  des  fouctions.    E,  Ficard.    Compt.  Rend. 

CXU,  183. 
869,  Snr    une    g^n^ralieation    des    äquations   de   la   thäorie   des    fonctions   d'une 

variable  complexe.    E.  Picard.     Compt.  Rend,  C.\II,  1399. 
360.  Sur  les  fonctions  p^riodiques  de  deux  variables.    P,  Appell,    Journ,  Mathem. 

t-er.  4,  VII,  167, 

861,  üeber  Functionen,  welche  gewissen  Functionalgleichungen  genügen.   W,  Wir- 

tinger.    Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  918. 

862.  Ueber  Functionen  von  zwei  Veränderlichen  und  einem  Satz  des  Herrn  Nüther- 

A.  Brill.     Miithem.  Annal.  XXXIX,  129. 
368.  Sur  une  transcendante  remarquable  trouvde  par  Mr.  Fredholm.    G.Mittag. 
Leffler.    Acta  Math.  X?,  279. 


Historisch -literarische  Abtheilung, 


364.  Ueber  den  Zneammeohang  der  Facnit&ten-Coefficienten  mit  den  Bernoulli- 
schen  und  Euler'ücben  Zahlen.    F.  Rogel.    Grün.  Archiv  2,  R.  X,  318. 

866.  Sur  les  fonctione  svm^triqueg,    Worontzoff.    N.  ann.  math.  Ser  3,  X,  3S6. 

866.  Däterminer  un  polynöme  entier  en  x  du  BCptiäme  degrd  f(x),  sachont  qne 
f(x)  +  l  est  divisible  par  {x-l)*  et  /(x)  — 1  par  (i  +  l/.  Barisieo. 
N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  212.  —  E.  Rouchd  ibid.  214.  —  Ch.  Brisse 
ibid.  216. 

367.  Ueber  eine  nunieriacbe  Berechnung  der  Argumente  der  cyklischen,  liyper- 
boliachen  und  ellipÜBchen  Functionen.    C.  Range.    Acta  Math.  XV, 'iSl. 

868.  Sur  le  nombre  e.     V.  Ja m et.     N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  215. 

369.  On  the  doubly  periodic  fuDctions  arising  out  of  the  curve  x'  +  y'  —  3axy=l. 
A.  C.  Dixon.  Quart.  Journ.  math.  XXIV,  167. 
Vergl.  Abbilduus^.  Abel'Bche  Tranecendenten.  Bestimmte  Integrale.  Deter- 
minanten. Dilfereutialgleichungen.  Differentialquotjent.  ElIiptiacbeTrans- 
cendeuten.  Formen.  Gammatiinctionen.  Gleichungen.  Hyperelliplische 
Functionen.  Ketteabriiche.  Kugelfunctionen.  Logarithmen.  Maxima 
und  Minima.  Potential.  Reiben.  Substitutionen.  Thctafunctionen.  Topo- 
logie,    Trauslormationegruppen. 


e. 

Gammafonotionen. 

370.  Sur  la  formale  de  Stirling.    Gomez  Teixeira.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X, ' 

3ia.    E.  Rouchd  ibid.  315.    (Vergl.  Bd.  XXXVI,  Nr.  344.] 
Vergl.  Differenzengleichungen. 

Oeodtsl». 

371.  Sur   rhypotb^e   du   sph^roide   et  sur   la   formation   de  la  oroAta  terrestre.  | 

H.  Faye.    Compt.  Read   CXII,  69. 
872.  De  lYtat  actuel  des  travavix  gdodesiques  et  topograpbiques  en  RuBsie.    Venn- 

koff.     Compt.  Rend    CXUI,  844. 
378.  De  la  mesure  du  6'i«  parallele  en  Europe.    Venu  kof  f.    Compt.  Rend.  CXII,  5H. 
Vergl.  Geschichte  der  Mathematik  390,  392.    Metrologie. 

Geometrie  (deacriptive). 
374.  Intersection  d'une  droite  aveo  uu   hyperboloide  de  rävolution.    S.  Bavier. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  29. 
375   Intersection  de  deux  cOnes.    F.  J.  M.    N.  ann.  math.  Ser.  8,  X,  83. 

Geometrie  (höhere). 

876.  Von  den  Bewegungen  und  Umlegungen.   E.  Study.  Mathem.Annal.  XXXIX,  441. 

877.  üeber  Cremona-Transformationen  in  der  Ebene,  welche  eine  Curve  enthalten, 

die  sich  Punkt  für  Punkt  selbst  entspricht,    K.  Docblemann.    Mathem. 
Annal.  XXXIX,  567. 

378.  üeber  eine  algebraische  Theorie  der  Schaaren  nichtadjungirter  BerOhrungs- 

curven,    welche   zu   einer   algebraischen   Gurre    gehören.     W.    Weias. 
Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  284. 

379.  Sur  une  classe  particuli^re  de  congruences  de  droites.    C.  Guichard.    Compt  < 

Rend.  CXII,  1424.     A.  Petot  ibid.  CXUI,  841.  J 

380.  Sur  nne  propridtä  d'involution,  commune  ä  un  groupe  plan  de  5  droites  et 

k  un  Systeme  de  9  plana.    P.  Serret.     Compt.  Rend.  CXUI,   326,  .'J47. 

381.  Construction  von  Tangenten  an  einige  höhere  Curven  mittelst  Kegelschnitte. 

W.  Rulf     Griin.  Archiv.  2.  R.  X,  446. 

382.  Thöoriime  de  göom^trie.     Tarry.    Compt.  Rend.  CXII,  984. 

888.  Sur  les  systimes  eycliques.    A.  Ribaucour.     Compt.  Rend.  CXIII,  304,  824. 
384.  Einfache  Coustructionen  für  eine  Reihe  von  Unicursalcurven  dritter  Ordnung. 

H.  Willig.     Grün.  Archiv  2.  R.  X,  1. 
386.  On  twisted  cubics.    A   C.  Dixon.    Quart.  Jonrn.  math.  XXIV,  30. 

386.  On  the  identity  of  tbe  nodes  of  a  nodal  curve  oi  the  fourth  order  with  those 

of  its  quartic  and  sextio  contravariants.    II.  M.  Jeffery.    Quart.  Journ. 
math.  XXIV,  25ü 

387.  Raumcurveu  sechster  Ordnung  vom  Qeschlechte  1.    Em.  Weyr.    Wien.  Akad. 

Ber.  XCIX,  932. 
Vergl.    imaginUres,      Kegelschnitte.     Mehrdimensionale   Geometrie.      Ober- 
flächen.    Oberflächen  zweiVer  OtAuwn^.   'toifo\o^«. 
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Geiehichta  der  Hathematlk. 

388.  Sar  des  manuncritB  ä  figures  interessaut  l'liiatoire  de  rartillerie  et  des  arta 

m^caDiques  Vera  la  fiu  du  moyeD  age.  Berthelot.  Compt. Reud. CXIII,715. 
3.;9.  Sur  le  jour  de  naissunce  (27.  1.  1701)  de  La  Condamine.    A.  Murre.    Compt 

Keud.  OXUI,  S-AS. 
390.  Sur  leg  pyramides  iiux  exträmites  de  la  base  du  Pärou  de  1740.    U.  de  VaUz. 

Compt.  Itend.  CXU,  33. 
891.  Notice  sur  le  g^oöral   Ibanez  f  29./I.  1891.    J.  Bertrand.    Compt.   lieod. 

CXll,  266. 
39;3.  Histoire  de  l'appareil  Ibanez -Brunner.    Rud.  Wolf.    Compt.  Rend.  CX Li,  370. 

393.  Notice  Bur  Wilhelm  Weber  t  23./VI.  1891.    Mascart.    Compt. Rend. CXI II, lOfi 

394.  Notice  sur  P.  V.  Boileau  f  II./IX.  1891.     M.  Lövy.    Compt.  Eend.  CXlll,  409. 

Vergl   Logarithueu  443.     Metrologie. 

Crleiclmngen. 

396.  Demonstration  parement  alg^briqae  du  tbdoröme  fondamental  de  la  th^orie 
des  iquation».     E.  Amiguea.    Compt.  Rend    CXll,  212, 

396.  DtimonstratioQ  du  tht^orcme  tondameotal  de  la  th^orie  des  üquations.    E,  Car- 

vallo.     N.  ann.  inath.  Ser.  3.  X,  109. 

397.  Tbäorime  fondumootal  pour  la  räsolutiou  num(Srique  des  ^quations.    E.  Car- 

vallo.    N.  anu.  niath    Ser.  3,  X,  429. 

398.  Sur  les  äquations  abiSliennes.    A.  Feilet.     Compt.  Rend.  CXH,  1196,  1249. 

399.  On  the  Classification  of  Symmetrie  functions.    G.  B.  Mathews.    Quart.  Journ. 

math.  XXV,  127. 

400.  Deber  einen  Satz  der  höheren  Algebra.  F.  Mertens.  Wien.Äkad.6er.XCIX,907. 

401.  Sur    le   nombre    des    racines   communea   ä   plusieurs    iSquations   simultandea. 

E.  Picard.     Compt.  Rend.  CXlil,   356,    069,   1012.  —  L.  Kronecker 
ibid.  1006, 
Vergl.  Functionen  365. 


Hydrodynamik. 

402.  lieber    den    durch  die  Rotation  der  Erde  bewirkten  Seitendruck  fliesaender 

Gewässer.     E.  Oekinghaus     Grün.  Archiv  2    R.  X,  96. 

403.  Sur  l'emploi  des  percussiona  dans  la  th^orie  du  mouTement  d'un  solide  plongä 

dftQs  un  Buicle.    H    Willotte.    Journ    Mathöm.  Ser    4,  VII,  399. 
404>  Sar  le  mouvement  d'un  vortex  rectiligne  dana  un  liquide  conteuu  dans  nn 
priame  rectangle  de  longuour  indäfioie.  Andradc.  Compt  Rend. CXO, 418. 

405.  Essai  de  dynamique  graphique  pour  Tbtude  des  pcriodes  de  trouble  dans  les 

moteurs  hydrauliquea,     H.  L^autL*.     Compt.  Rend.  CXU,  1033. 

406.  Sur  lu  manidre  dont  les  vitessea,  dans  un  tube  cylindrique  de  section  circn- 

laire,  ävasä  &  son  entr^e,  se  distribuent  depuis  cette  entriSe  jusqn'aux 
endrnits  ou  se  trouve  stabil  un  regime  uniforme.  J.  Boussineaq. 
Compt.  Rend.  CXIII,  9. 

407.  Calcul  de  ta  moindre  lougueur  que  doit  avoir  un  tube  circnlaire,  6ra,s6  &  son 

entrüe,  pour  qu'un  regime  sensiblement  uniforme  s'y  ^tablisse,  et  de  la 
depense  de  charge  qu'y  eutrainc  Tetablissement  de  ce  regime.  J.  Boua- 
sinesq     Compt.  Rend.  CXIII,  49. 

408.  Exp^rieucea  eur  les  deverioira.    H.  Bazin.    Compt  Rend.  CXIII,  1S2. 

Hyperb«!. 

409.  Dreitheilung  jedes    Winkels    mittelst   einer   festen    Hyperbel.    W.  Panzer- 

bieter.    Grün.  Archiv.  2.  R.  X,  333,  441. 

410.  8ar  les  normales  men^es   d'un  point  &  une  hyperbole.    Barisien.    N.  ann. 

math.  Ser.  3,  X,  251. 

Hyperelliptitohe  Functionea, 

411.  Sur  deux  syst^mes  d'äquatiooB  ditl'cSrcntielles  dont  les  fonctiona   fayperellip- 

tiques  de  premifere  espSce  forment  los  integrales.  F.  Caspary.  Compt. 
Rend.  CXU,  1305.     [Vergl.  Nr.  546,  547.1 


BiiL-m.  Abth.  a.  ZelUobr  t.  Matli.  o.  Phj».  XXXVn,6. 
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Historisch -literarifiche  Abiheilung. 


I. 

ImaginArei. 

41Ü.  Realisation  et  nsoge  des  formes  imaginaires  en  gtSomätrie.  Mux.  Marie. 
N.  ann.  math.  8er  3,  X,  J72,  276,  829,  373,  417,  469.  [Vergl.  Bd.  XXXVI 
Nr.  40-2.] 

413.  Sur    la   repr^Beatation   gäomätrique   des   pointa   imaginaires   dana   l'espace. 

P.  Moleobrocli.     N.  onn.  math.  Ser.  8,  X,  434.  —  Grnn,  Archiv  S.  R. 
X,  261. 

414.  Deber   die  geometriecbe   Bedeutung  der  Formeln  der  epharigchen   Trigono- 

metrie  im  Falle  complexer  Argumente.    Fr.  Schilling.     Math.  Annal. 
XXXIX,  698, 
416.  On  orthomorphosia.     A.  Cayley.     Quart.  Journ.  math.  XXV,  203. 
Vergl.  Formen  363.     Mechanik  457.     Transtormationsgruppcn  555. 


K. 

KegAliohnitta. 

416.  £tude    g^om^trique    des  propri^t^s   dca   coniques   d'apr^a   leura   d^finitions. 

L.  Maleix.    N.  ann  math.  Ser.  3,  X,  37.  91, 125, 16».    [Vergl.  Bd.  XXXVl 
Nr.  408.J 

417.  Coniques  inecrites  dans  an  triangle  donn6  et  vues  d'un  point  donn^  sous  an 

angle  droit.    M.  Liroux.     N,  ann.   math.  Ser.  3,  a,  264,  —  Lemaira 
ibid.  267.  —  Marchand  ibid.  269. 

418.  Coniques  oisujetties  k  diverses  conditions.    Barisien.    N.  ann.  math.  Ser,  3, 

X,  232. 

419.  Cordes  d'intersection  d'une  coniqae  et  d'une  circonf^rence ,  dont  le  centre  se 

trouve   Bur  une  axe  de  ta  conique.    T,  Clugnet.     N.  ann.  math.  Ser.  3, 
X,   153. 
480,  Sar   an  cercle  remarqnable  qai   passe  par  deux  points  fixes  d'une  conique. 
Genese.    N.  ann.  math.  Ser.  S,  X,  318. 

421.  Les  cerclcB  circonscrits  aux  triangles  conjugu^s  par  rapport  Jl  une  conique 

fixe   coupent  orthogonaletnent  un  cercle  fixe,   concentrique  ä,  la  conique. 
E.  Duporcq,     N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  140. 

422.  Tangente«  communes  a  deux  coniques.    J.  S.  Collin.    N.  ann.  math.  Ser.  3, 

X,  302. 
Vergl.   Analytische  Geometrie  der  Ebene  278.     Dreieckgeometrie.    Ellipse. 
Geometrie  (höhere)  381.    Hyperbel.    Kreis.    Parabel 

Kettenbrädie. 

423.  Sur  la  couvergence  des  fractions  continnes  simples.    H.  Pad^.    Compt.  Rend. 

CXU,  9d8. 

424.  Sur  quelques  fractions  continues.    Stieltjes.    Quart.  Jo im,  math.  XXV,  198. 
436.  Sur  le  developpement  de  yji  en  fraction  continue.    J.   Dolbnia.     N.  ann. 

math.  Ser.  3,  X,  lU. 

420.  Sur  les  fractions  continues  r<iguliereä  relatives  kti'.    H.  Pad^.    Compt.  Bend. 

CXII,  712. 

427.  Sar  quelques  integrales  düfinies  et  leur  developpement  en  fractions  continues. 

T.  J.  Stieltjes.    Quart  Journ.  math.  XXIV,  370. 

KioematUi. 

428.  Remarques  sur  le  d^placement  d'une   figure  de  forme  invariable  dout  toiu 

les  plons  passent  par  des  pointa  fixes.     A.  Mannheim.    Compt.  Read. 
CXII,  283.    [Vergl.  Bd.  XXXVI  Nr.  422.1 

429.  Traneformation  de  däraonstration.    A.  Manunei 

[Vergl.  Bd.  XXXVl  Nr.  422  u.  423.J 

430.  On  tbe  kinematics  of  a,  triangle  of  constant  shape  but  varying  size.  F.  Morley. 

Quart.  Journ.  math.  XXIV,  .359,  386. 

Kreis. 

431.  Die  Mascheroni'schen  Constmctionen.     Ang.  Adler.     Wien.  Akad.   Ber. 

XCIX,  910     [Vergl.  Nr.  522.] 
43S,  Application    of    Uraismann'e    Ausdehnungslehre    to    properties    of    oirotea. 
üoaiersham  Cox.    i^uwt.  Journ.  mv 


M 


im.    Compt.  Bend.  CXII,  476. 
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438   On  the  Problem  of  taction«,     A.  Cayley.    Quart.  Journ.  niath.  XXV,  104. 
431.  Cercle  tangeut  4  trois  cercles  donnes.    V.  Hioux.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  .S99. 

435,  Sar  l'angle  lons  leqiiel  ae  coupeut  deux  circonrdrences  taogentes  ä  une  mSine 

droite.     E.  GroBsetöte.     N.  ann.  inath.  Ser.  8,  X,  201. 
Vergl.  Dreiecksgc'oinetrie.    Kegelschaitte  419,  420,  421. 

KrSmmnag. 

436.  Conatruction  geom^trique  du   centre  de  courbure  en  ud  point  d'une  coiirbo 

rapport^e  ä  des  coordoiiiidea  polaires.    Hijgquin  de  Rliävi  Ue.    N.  iinn. 
math.  Ser.  3,  X,  411. 
487.  Sar  le  lieu  dea  centres  de  courbure  d'une  conrbe  gaache  et  Bur  les  courbea 
gnuchea  il  courbure  constante.    P.  Adam.    N.  nnn.  math.  Ser.  3,  X,  142. 

438.  Zur  Theorie  der  Krümmung  der  Flilchen.    A.  Voss.    Math.  Annal.  XXXIX,  179. 

439.  Sur  la  courbure  äe»  Burfaces.    G    Catalan.     Acta  Math.  XV,  191. 

Kagelfonctionen. 

440.  Od  Legen dre'g  coefficientg.     H.  J.  Sbarpe.    Quart.  Joara.  math.  XXIV,  383. 

li. 

Logarithmen. 

441.  Sar  les  approxiniations   dons  le  calcul   logarithtnique.     Vlait.  l'uchewicz. 

N.  ann.  math,  Ser.  3,  X,  393. 

442.  Calcnlation  of  the  byperbolic  logarithme  of«  to  thirty  decimal  placcs.   J.W. 

L.  G  Uli 8 her.    Quart.  Journ.  math.  XXV,  362,  384. 

443.  Sur  une  Table  de  logafithmes  centdeimaux   ä  8  ddciniales.     Derr^cagaix. 

Compt.  Kend,  CXIJ,  277. 

444.  Errata  aux  table«  de  logarithmes  de  SchrOu.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  103,  189. 


H. 

Hagnetiimai. 

445.  Ueber  eine  Conseqnenz  der  Poisaon-Mosotti'Bchea  Theorie.     G.   Adler, 

Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  104t. 

446.  Sur    les   preesions   ä    l'interieur    des    milieux   magu^tiquea    ou   di^lectriques. 

F.  Duhera.    Compt.  Read.  CXII,  667. 

Haxima  and  Minima. 
447-  Die    Maxima    und    Minima    der   Functionen    von    mehreren    Veriluderlichen. 

0.  Stolz.  Wien.  Akad.  Her.  XCIX,  49ü. 
449.  Relation  der  Fl&chenwinkel  des  Tetraeders.     R   Hoppe.    Grün.  Archiv  2.  R 

X,  l')2,  III,  220. 

449.  Ueber    die    Ellipse    vom    kleinsten    Umfange   durch    drei    gegebene   Punkte. 

V.  V.  Dantscher.     Wien.  Akad.  Her.  XCIX,  10. 

450.  Sur  les  surfaccs  minima  Hmitdes  pur  quatre  crötes  d'un  quadrilat&re  gauche. 

A.  Schoenfliea.     Compt.  Uend.  CXII,  478 

451.  Sur   les  äqualions  de  deux  surfuces  minima  pöriodiques,   poss^dnnt  la  aym^ 

trie  de  l'octafedre.    A.  Schoenflies.     Compt.  Read.  CXII,  61.^. 
Vergl.  Mechanik  455. 

Mechanik. 

452.  Göneraliaation  d'un  theorfeme  sur  l'^quiübre  des  surfaces  ferme'es.    Cb,  Robert 

N.  ann.  math.  .Ser.  3,  X.  180. 
463.  Sur  le  principe  d'Huygena.    Ä.  Potier.    Compt.  Rcnd.  CXII,  220. 
454.  Sur  un   probleme  d'analyse   qui   te  rattache  aus  ^quations  de  la  dynamique. 

R.  Liouville.  Compt.  Kend  CXII,  710. 
465,  Die  Reaultirende  als  Maxima  der  Projectionen  der  Seitenkrllftc.    V.  Tball- 

mayer.    Grün.  Archiv  2.  B.  X,  ;ilO. 

456,  Snr    les    integrales    du    second    degrd    dans    les    probl^mea    de    mdcanique. 

R.  Liouville.    Compt.  Rend.  CXUI,  838. 

457.  Sur  les  iiiouvements  plana.    L.  Lecornu,     N.  ann.  raath.  Ser.  3,  X,  5. 
468.  Le  centre  d'inertie  et  les  momeut»  d'inertie  du  corps  ^picycloidal.    Sveclini- 

koff.     N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  .S85,  473. 
459.  Siir  les  petites  oacillations  d'un   sjsi^me  soumis  k  des  Forces  perturbatrices 
pe'riodiques.     E.  Vicaire.     Compt.  Rend,  CXII,  82.  . 
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480,  DäformatioDB  homoKenea  fioies.    Knergie  d'un  corps  isotrope.    M.  BrillooiiLl 
Compt.  Rend.  CXIl,  1600.  I 

46t,  Sur  le   moiiTenient   d'im   corpg   solide   autour   d'un  point  fixe.    Boberjot^ 
N.  ann.  math.  Ser.  8,  X,  365. 

463.  Sur  un  piobl^me  de  mouvement  relatif.    Marcband.    N.  ann.  tnatb.  Ser.  S, 
X,  321.     [Verg].  Bd.  XXXVI,  Nr.  447.] 

463.  Mouvement  d'un   point  assujetti  ik  ae  monvoir  sur  un  paraboloide   ayant  lai 

mämo  nn  mouvement  de  rotation.    De  Saint  Qermain.     N.  oun.  matb. 
Ser.  3,  X,  516. 

464,  Der  freie  Fall,  berechnet  aus  dem  Gravitationsgesctze.    AI.  Walter.     Wien. 

Akad.  Ber.  XCIX,  631. 
466.  Sur  le  mouvement  d'un  double  cftne  qui  roule  sur  deux  droites.    A.  de  Saint- J 
Germain.    Comot.  Rend.  C'XII,  216.     [Vergl.  Bd.  XXXVI ,  Nr.  424.J 

466.  Pendnie  isochrone.     Phillips.     Compt.  Rend.  CXil,  177. 

467.  Sur  un  memoire  de  M.  de  Spurre:  Sur  le  pendulo  de  Foucault:  Resal.    Compt 

Rend.  CXU,  769.     [Vergl.  Bd.  XXXVI,  Nr.  453.] 

468.  Nonvel  appareil  gyroscopique     O.  Sire.    Compt.  Rend.  CXU,  638. 

469.  Note  sur  les  poulies-volants.     H.  Leautö.     Compt.  Rend.  CXU,  76. 

470.  Le  Tol  des  insectes  etudiä  par  la  photochronograpbie.    Marey.    Compt  Rend. 

CXUl,  15. 

471.  Rmptoi  de  la  cbronophotograpbie  pour  l'^tude  des  nppareils  destin^s   k  la 

locomotion  aiJrienne.     Marey.     Compt.  Keud.  CXllf,  Gl 5. 

472.  De  ta  forme  extörieure   veriü^c  par  la  cnronophotographie  des    mnscle«   de 

l'homme,  dans  ses  rapporta  avec  les  mouvements  executds.    G.  Demeny. 
Compt  Kend.  CXUl,  667. 
Vergl.    Akustik.      ARtronomie.      Elasticität.     Elektricität     Hydrodynamik. 
Kinematik.     Magnetismus.    Molekularphysik.    Nautik.    Optilc.    Potential. 
Wärmelehre. 

Vahrdimsnsionals  Oeomethe. 

473.  lieber  die  verschiedenen  Formen  von  Gruppen,  welche  r  beliebige  Punkte  im 

n-dimensionalen  Räume   bilden  können.     V.  Schlegel.    Grün.   ArcbiT 
2.  R.  X,  283.  1 

474.  Deber  die  Clifford-Klein'schen  Raumformen     W.  Killing.    Mathem.   ADnaUJ 

XXXIX,  867. 

Metrologie. 

476.  Comparaison  du  m^tre  international  avec  leprototype  des  Archive«.    Bosscha. 
Compt  Rend.  CXUl,  344.  —  W.  Förster  ibid.  413. 

Ifolecnlarpbyiik.  . 

476.  Snr   l'cxplication    physiqne   de   la  fluiditä.    J.  Bonssinesq.    Compt  RendL! 

CXIl,  1099.  •  «^  I 

477.  Theorie  ^lastiqiie  de  la  plasticitä  et  de  la  fragilit(?  des  corps  solides.    M.  Brit> 

louin.     Compt  Kend.  CXIl,  1054.  . 

478.  Lois  des  chocs  mol^culaires.     Cellerier.     Jouru.  Math(!m.  Ser.  4,  VU,  109. 

479.  Sur  quelques  effets  des  treniblements  de  terra.    Cellerier.    Journ.  Mathäm. 

Ser.  4,  VU,  271. 

m. 

Nanlik.  

480.  Snr  le  rendement  des   maohines   marines  et  celui  des  h^lices.    Methode  f^5^ 

m^trique  pour  calcules  lo  preraier  de  ces  reudenients  saus  dynamomitre. 
A.  Ledieu.    Compt  Rend.  CXU,  926. 


O. 

Oberflloben. 

481.  Ueber   die   geometrische    Bedeutung    der   flächenlheorelischen    Fundamental- 1 

gleichungen.    J.  Knoblauch.     Acta  Math.  XV,  249, 

482,  Sar  la  th^orie  g^n^rale  des  surfaces  oourbes.    A.  Ribaucour.    Journ.  Math., 

Ser.  4,  VII,  6,  219. 
4S3.  Bat  la  *'  '*'>«  surfaces    applicables.    J.  Weingarten.    Compt   Rend.  j 

C  •  —  E,  GouY&at  i\j\4.  Vsn. 
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E.  Cosserat. 
E.  CoBserat. 
Compt.  Rend. 


484.  Sar  les  sarfaces  de  revolntioa  applicablea  snr  d'autres  sorfacea.    Ä.  Adam. 

N.  ann.  iiiath.  Ser.  3,  X,  1». 

485.  lieber  die   sphärische  Dart^telhing  der  aRyniptotischeD  Linien  einer  Fläche. 

R.  Hoppe.     Gran.  Archiv  2.  R.  X.  443. 

486.  Sar  les  «ysU'mes  coniagu^a  et  sur  la  d^formation  des  sarfaces. 

Compt.  Rend.  CXIIl,  460. 

487.  Sur  lee  syatömes  cycliques  et  sur  la  deforniation  des  surfacea. 

Compt.  Rend.  CXUI,  498. 

488.  Sur  les  systimes  conjugn^s  ä  invariants  ^gaax.    G.  Koenigs 

CXUI,  1022. 

489.  Sar  une  classe  de  snrface«  baimoniquea.    L.  Raffy.    Compt.  Rend.  CXII,  484. 

490.  Sur  la  däformation  des  surfacea  spirales.    L.  Raffy.    Compt.  Rend.  CXU,  860. 

491.  Sur   la    di^termination    des   surfacea   spirales    d'apräs    leur    eMment   lin(^aire. 

L.  Raffy.     Compt.  Rend.  CXII,  !421. 

492.  Sar   les  aurfnces  ^   gän^ratricea   rationnellea.     Lelieuvre.      Compt.   Rend. 

CXUI,  636. 

493.  Des  surfacea  qui  posa^dent  la  symdtrie  coarbe  des  syst^mes  de  plana.   S.  Man- 

geot.    Compt.  Read   CXII,  1497. 

494.  EineGattunc  windacbiefer  FlScheu    A,  Suchatda.  Wien.  Akad.Der.XClX, 649. 
496.  lieber  Berüuruu^scurven   und  UfUltorsen  der  wicdscbiefen  Helikoide  und  ein 

dabei  auftretendes  zwei  zweideutiges  Nullsystem.     Th  Schmid.    Wien 
Akad.  Her.  XCIX,  952. 

496.  Quelques  th^orämes  de  gfom^trie  ^lämentaire,    6.  Lecbalas.    N.  ann.  math. 

öer.  3,  X,  527. 

497.  Demonstration  d'un  thöoreme  »ur  les  normalies.    H.  Ader,    N.  ann.  math. 

Ser.  3,  X,  225. 

498.  Ueber   eine   neue   Erzeogungsart  der  Flächen  dritter  Ordnung.    G.  Kohn 

Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  683. 

499.  Sur  la  surface  desmique  du  quatri^me  ordre.    G.  Humbert.    Joum.  Matb^m. 

Ser.  4,  VII,  853. 

500.  Heber  die  Entstehung  organischer  Cylindergebilde.    K.Fuchs.    Wien  Akad. 

Ber.  XCIX,  967. 
Vergl.  Complanation     Krümmung.    Mazima  and  Minima  460,  461.     Siuga* 
laritäten,    Thetafunctionen  547. 

Oberflachen  zweiter  Ordnnng. 

601.  Sur  la  tranaformation  par  rayona  vecteui«  rdciproques  et  aiir  une  gun^ration 

möcanique  des  qiiaiJriques.     S.  L.  Ravier.     N,  ann.  math.  Ser.  3,  X,  371. 

602.  Sur  lea  quadriquea  inscrites  dans  an  cOne  da  aecond  degr^.   Genty.    N.  ann. 

math.  Öer.  3,  X,  204. 

603.  Surfacea  de   symätrie   du  troiai^me  ordre   d'une   quadrique.     S.  Mangeot. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  235, 

604.  Interaection  de  deux  quadriquea.    L.  Lävy,    N.  ann.  matb.  Ser.  8,  X,  66. 

[Vergl.  Bd.  XXXVI,  Nr.  496.1 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Raumes  287.  Geometrie (deacriptive).  Sph&rik. 

Optik. 
506.  Sur  la  theorie  de  la  lumifere.    C.  Raveaa.    Compt.  Rend.  CXU,  853. 
506.  Heber  die  Reflexion  an  einer  Kugelfläche.    U.  Bigler.    Grnn.  Archiv  2.  R, 
X,  113. 

607.  Extension  aux  psendo-aarfacea  du  th^or&me  de  Malus  relatif  ä  la  marche  dea 

rayons  lumineux     Isaaly.     N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  190. 

608.  Eine  allgemeine  Linaengloichung.    M.  Mandl,    Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  674. 

609.  Sur  la  surface d'oude dana  les cristaux.    C.  Raveau.    Compt. Rend. CXII,  1056. 

610.  Ueber   Mac-Cullagh'a    Difl'erentialgleicbungen    für   Licntachwingungen    in 

xweiachaigeQ   Gry  stallen    und   deren   Verallgemeinerung.     E.    Kobold. 

Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  826. 
5tl.  Un  the  ma^nitudes  of  conjugate  ray  velocitiea  in  a  biaxis  cryatal  and  their 

incliDation  to  each  other.     W.  Walton.     Quart.  Journ.  math.  XXV,  182. 
612.  Compattbilitd  des  lois  de  la  diepersion  et  de  la  double  r^fraction.    E.  Car- 

vallo.    Compt.  Rend.  CXH,  521. 
618.  Sar  les  anncaux  colords.    Muscart.    Compt.  Rend   CXU,  407. 
514.  Sur  Dne  exp^rieuce  r^cente,  däterminant  la  diri-ction  de  la  vibratiou  dans  la 

lumi^re  polaris^e.    A.  Cornu.    Compt.  Eend.  CXU,  186,  365.  —  U.  Poir 

Card  ibid.  326,  466.  —  A.  Potier  jbid.  38S.  —  E,  Carvallo  ibid.  4t 


238  Historisch -literarische  Abtheilung. 

616.  Sar  la  Polarisation  rotatoire.    E.  CatTallo.    Compt.  Band.  OXIII,  846. 

616.  Zur  Theorie  der  HalbschatteDpolarimeter.    F.  Lippich.    Wien.  Akad.  Ber. 

XCIX,  696. 

617.  Sur  l'aberration.    Mascart.    Compt.  Bend.  CXIII,  671. 

618.  Determination  dd  la  constante  de  l'aberration.    Loevy  &  Pnitenx.   Compt 

Rend.  CXU,  649,  1089. 
Vergl.  Electricit&t  337. 

P. 
Forabal. 

619.  Thäoräme  sar  la  parabole.    Barisien,    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  246. 

620.  Paraboles  tangentes  k  des  droites  variables  daus  des  points  fixes.    Barisien. 

N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  243. 

621.  Sar  le  faiscean  des  paraboles  qui  passent  par  un  jpoint  donnä  et  qai  ont  nne 

droits  donnde  pour  directrice.    Barisien.    N?  ann.  math.  Ser.  8,  X,  228. 
Vergl.  Dreiecksgeometrie  331. 

nsBimstri«. 

622.  üeber  die  znr  Aasführnng  geometrischer  Constmctionsanfgaben  zveiten  Grades 

noth wendigen  Hilfsmittel.    Ang.  Adler.    Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  846. 
[Vergl.  Nr.  4SI.] 

Fetsntial. 

623.  The  Potentials  of  ellipsoids  of  variable  densities.    F.  W.  Dyson.    Quart. 

Journ.  math.  XXV,  269. 

624.  Sur  an  problöme  de  Mr.  Bruns.    Soph.  Kowalevski.    Acta  Math.  XV,  46. 

B. 

BsetifleatioB. 
626.  Sar  nne  coarbe  d^finie  par  la  loi  de  sa  rectification.  M.  d'  Ocagn&   N.  ann. 
math.  Ser.  3,  X,  82. 

BeihsB. 

626.  Znr  Theorie  der  sogenannten  Convergenz- Kriterien  zweiter  Art.    A.  Prings- 

heim.    Mathem.  Annal.  XXXIX,  125.    [Vergl.  Bd.  XXXV,  Nr.  680.) 

627.  Sar  la convergence  de  quelques  eäries.    E.  Canen.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  463. 

628.  Sar  un  däveloppement  des  quantit^s  nnmdriques  qui  präsente  quelque  analogie 

avec  celm  en  fractions  continues.    E.  C  ab en.   N.  ann.  math.  Ser.  S,  X,  608. 

629.  Sur   la   särie    2^n'u'.    E.  Cahen.    N.  ann.  math.  Ser.  3,  X,  476. 

630.  Formale  des  diffärences  et  formale  de  Taylor.    E.  Carvallo.    N,  ann.  math. 

Ser.  8,  X,  24. 

631.  Eine  bemerkenswerthe  Identität.    F.  Rogel.    Qrun.  Archiv  2.  R.  X,  110. 

632.  Deber  die  Reihenumkebrung.    0.  Jezek.    Wien.  Akad.  Ber.  XCIX,  191. 

633.  Expansion  in  a  series  of  (1  +£)*.  E.  C.  Hadson.  Quart.  Joarn.  math. XXIV,  233. 

634.  Transformationen  der  Potenzreiben  ganzer  und  reciproker  Zahlen.   F.  Rogel. 

Grün.  Archiv  2  R.  X,  169. 
636.  Expression  du  nombre  n  par  nne  särie  tr^s  coovcrgcnte.    F.  Lucas.    Compt. 

Rend.  CXII,  1060. 
636.  On  tbe  sam  of  the  inverse  prime  nnmbers.  J.  W.  L.  Ulaisher.  Quart  Journ. 

math.  XXV,  369. 
537.  On  the  sums  of  tbe  inverse  powcrs  ofthe  prime  numbers.    J.  W.  L.  Gla  isher. 

Quart.  Journ.  math.  XXV,  317. 

638.  On  the  series  3  "s  "*'7  "*"n~  13  ~"    ^'  ^'  ^'   ö'*'**'*'-    Q"*""'-  Jo"">- 

math.  XXV,  375. 
Vergl.  Astronomie  290,  291.    Bestimmte  Integrale  301.    Zahlentbeorie  576. 

S. 

Singolarititen. 

639.  The  theory  of  the  sinffalarities  of  surfaces  of  revolation.    W.  P.  Workman. 

Quart.  Joarn.  math.  XXV,  89. 
Vergl.  Geometrie  (höhere)  378,  884,  886. 


Sphtrik. 

640.  Sar  one  Sphäre  ▼ariable  toachant  deux  epheres  donndes.    Marcband.    N.  onn. 

math.  Ser.  3,  X,  3-22. 
Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Raumes  286. 

Btareometria. 

641.  lieber  congruente  Ruumtbeilungen.    V.  Schlegel.    Gran.  Archiv  S.  R.  X,  161. 

Sabititationen. 
648.  Weitere  Untersuchungen  über  automorphe  Gruppen  solcher  linearen  Subetita* 
tionen  einer  Variabein,  deren  Coeflicionten  Quadratwurzeln  ganzer  Zahlen 
enthalten.     R.  Frioke.    Mathem.   Aunal.  XXXIX,   62.     [Vergl.  Nr.  237.] 

643.  On  possible   groups  of  substitutions  that  can    be  formed   with   tbree,  four, 

five,  six  and  seven  letters  respectivelv.  E.  H.  Askwith.  Quart.  Journ. 
math.  XXIV,  lU. 

644.  On  groups  of  aubatitutions  that  cau  be  formed  with  eight  letters.    E.  H.  Ask- 

with.   Quart.  Jonrn.  math.  XXIV,  263. 

645.  On  the  Bubatitution  groups  for  two,   three,  four,  five,  six,  seveu,  and  eight 

letters.    A.  Cayley.    Quart.  Journ.  math.  XXV,  71,  137. 

T. 

Thetafinictiones. 

646.  Sur  ane  mäthode  ^Idmentaire  pour  ^tablir  les  ^quatioos  difFärentielles  dont 

les  fonctions  thSta  forment  les  integrales.  F.  Caspary.  Conipt.  Bend. 
CXll,  1120. 

647.  Sur  les   deux   formes   sous   lesquelles  s'expriment,    au  moyen  des  fonctions 

th€ta  de  deux  arguments,  lea  coordonndes  dp  la  surface  du  quatiiome 
degrd,  döcrite  pour  les  souimets  des  cönes  du  second  ordre  qui  pusaent 
par  six  points  aonnds.    F.  Caspary.    Compt.  Rand.  CXQ,  IS&ß. 

Topologle. 

648.  üeber  Riemann'sche  Flächen  mit  gegebenen  Verzweiguogapunkten.    A.  Hnr- 

witz.     Mathem.  Annal.  XXXIX,  1. 

649.  Map-colour  theorem.    P.  J.  Heawood.    Quart.  Journ.  math.  XXIV,  832. 

650.  Die  Theorie  der  regulären   Graphs.    Jnl.  Petersen.    Acta  Math.  XV,   193. 

TranaformationsKrappen. 

661.  Ueber  cotinutrliche  Transformntionsgruppeo.     L.   Maurer.    Maihem.  Annal. 

XXXIX,  409. 

662.  Snr  une   application   des  groupes   de  M.  Lie.    L.  Autonne.    Compi  Rend. 

CXlI.  570. 

663.  Sur  les  integrales  algdbriques  de  tVquation  diSerentielle  du  premier  ordre. 

L.  Autonne.     Compt.  Rend.  CXUl,  632. 
554.  Sur  le»  ^quations  diff^rentielles  lint^irea.  E.  Vessiot.   Conipt.  Keud.  CXII,  778. 
565.  Zurticktiilirung    complexer    Zahlen    auf    typische    Formen.      G.    Schel'fers. 
Matbem.  Annal.  XXXIX,  293. 
Vergl.  Absolute  Geometrie. 

Trigonometrie. 
666.  On  certain  analogoiis  properties   of  the   oircumscribed  and  insoribed  quadri- 
lateral  and  peutahedron.    H   M.  Juffery.    Quart.  Journ.  math.  XX v,  336. 
Vergl.  Imagioilres  401.     Maxiiiia  und  Minima  448. 


V.   V    Lang.    Wien.  Akad.  Ber. 


W. 

Wlrmelehre. 
557.  Beitrag  zur  mechanischen   Wärmetheorie. 

XCIX,  899. 
658.  Ueber  die  Schwingungen  periodisch  erwärmter  Luit.     91.  Margutes.     Wien. 

Akad.  Ber,  XCIX,  204. 
669.  Ueber   eine    allgemeine  Form  der  Zuatundsgleichung.     E.  Kobuld.     Wien. 
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Vorwort. 

In  den  Jahren  1871  und  1872  erschien  zu  Leipzig  in  2  Bünden  (der 
2.  Band  enthalt  Anmerkangen  und  Begister)  das  bio-  und  bibliographische 
Handbuch  des  Abft'l-FaradschMuhammed  ben  Ish&k,  bekannt  unter  dem 
Namen  Ibn  Abi  Ja'kHb  an-Nadlm  (seine  Lebenszeit  ist  nicht  sicher  anzu- 
geben, er  schrieb  den  Hanpttheil  seines  Baches  im  Jahre  d.  H.  377  (987 
p.  Ch.)),  betitelt:  Kitäb  al-Fihrist  (Bnch  des  Verzeichnisses),  herausgegeben 
von  Oustav  Flttgel:  nach  dessen  Tode  besorgt  von  Job.  Rödiger  nnd 
Aagast  Mttller.  Dieses  Buch  enthält  biographische  (diese  meistens  sehr  kurz) 
und  bibliographische  Notizen  tiber  eine  grosse  Zahl  von  Autoren  der  ver- 
schiedensten Wissensgebiete  und  Nationalitäten  (Inder,  Babylonier,  Perser, 
Griechen,  Araber  etc.)  und  ist  in  10  Hanptabtheilnngen,  jede  mit  mehreren 
(2 — 8)  TJnterabtheilungen,  nach  den  verschiedenen  Wissenszweigen  geordnet, 
getheilt.  Was  den  Inhalt  der  einzelnen  Abtheilungen  anbetrifft,  so  muss 
ich  den  Leser  auf  Flügels  Besprechung  des  Fihrist  in  der  Zeitschrift  der 
deutschen  morgenl&ndischen  Gesellschaft  (Bd.  13  p.  559 — 650)  verweisen; 
für  uns  kommt  hier  nur  die  7.  Hauptabtheilnng  mit  drei  ünterabtheilungen 
in  Betracht,  von  denen  die  erste  die  Logiker  und  Naturphilosophen,  die 
zweite  die  Mathematiker,  Astronomen,  Mechaniker  etc.,  und  die  dritte  die 
Aerzte  behandelt.  —  Dieses  Werk  ist  desshalb  von  so  grosser  Wichtigkeit 
fttr  die  Literatur-  und  Colturgeschichte  der  Araber,  weil  es  die  älteste 
Quelle  dieser  Art  ist  (Ibn  Kutaibas  Handbuch  der  Geschichte  ist  circa 
100  Jahre  älter,  enthält  aber  nur  wenige  literarische  Angaben)  und  alle 
späteren  Literarhistoriker  der  Araber,  wie  Ibn  al-Kuftl,  Ibn  Challikan,  Na- 
wawl,  Ibn  Abi  'U^aibia,  H&dschl  Chalfa  und  Andere  mehr  oder  weniger 
aus  ihm  geschöpft  haben.  Neben  Flügel  haben  bis  auf  diese  Zeit  schon 
eine  Reihe  von  Gelehrten  diese  wichtige  Quelle  vor  und  nach  ihrer  Druck- 
legung zu  historischen  Studien  benutzt,  so  de  Sacy,  Quatremöre,  Reinaud, 
Woepke,  Hammer-Pnrgstall,  Chwolsohn,  Steinschneider  etc.  Andere  wieder, 
wie  Hankel,  bedauerten,  dasselbe  wegen  ünkenntniss  der  arabischen  Sprache 
nicht  benut/t  haben   zu   kennen,    und   Letzterer  drHckt   den  Wunsch   ans, 

l* 
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««in«  l}*nMhutg  mfjtbfUi  «ia«  ToDstSodige  üebeneaiaig  der  becrcCendeii 
Tb«il«  d«M«U««D  TcnabaKO.*; 

i^«m  V«HSi««r  dieser  Abnandlmi^  war  «a  «nt  *eit  leiiwat  An£nithahe 
in  Zfiricli  ^Mit  1886)  T«rfiSin>t,  »iek  dem  Btodimn  des  AiabisdieB  ein- 
(f«fa«nd«r  zu  w'iAttvm,  und  derselbe  fBUte  sich  nnii  in  der  KenBitiiia  der 
Bpracb«  iK/w«it  «rrtarkt,  daM  er  mit  der  üebenetzung  der  auf  di«  matbe- 
matiseben  WiMenschaften  tieh  beziehenden  Partien  des  Werkes  nielit  mehr 
llnger  znrtUskbalten  zn  m9saen  glaubte. 

Oemtb  den  drei  Untetabtheilnogen  des  7.  Baches  des  Fifanst  xerOIlt 
iD«ioe  yebenetziuig  eben&lls  in  drei   Theile;  da  aber  sowohl  unter  den 
Logikern  und  Xatnrphilosophen  der  eisten,  wie  auch  nnter  dm  Asrzten 
der  dritten  ünterabtheilang  sieh  nnr  wenige  Aatoren  befinden,  Ton  denen 
nathenatisebe  (im   weiteren  Sinne  des  Wortes)  Werke  angeführt  werden, 
•o  sind  diese  beiden  Theile  nicht  vollstindig  fibenetzt,  sondern  jeweilen 
mir  diejenigen  Stellen   wiedergegeben  worden,  die  flUr  nnsem  Zweck  ron 
Interesse    koA.**)     Dag^en   ist   die   zweite   ünterabtheilnng    voUstindig 
ood  soweit  es,  ohne  der  Sprache  aUza^iel  Zwang  anznthon,  angieng,  w5rt- 
lich  fibersetzt     Das  Wort  \Jbi/  „Bach**,  das  im  Texte  vor  jedem  anfge- 
ffibrten  Werke    eines  Anton  steht,    habe  ich  der  Kllrze  halber  meistens 
weggelassen.     Sachliche,  auf  die  Aatoren  und  ihre  Werke  bezfiglicha  Za- 
sfttze,  Berichtigungen  etc.  habe  ich  in  einem  Schlasstheil,  ,r/bmierkangen" 
betitelt,  zasammengestellt. 

Was  die  Transscription  der  Eigennamen  anbetrifft,  so  habe  ich  im 
Allgemeinen  diejenige  Flfigels  in  der  citierten  Abhandlong  tlber  den  Fibrist 
adoptiert,  nor  schreibe  ich,  wie  es  gebr&achlich  ist:  Mahammed  statt  Ma- 
hanimad,  'Omar  statt  'Umar,  Abmed  statt  Ahmad,  Bekr  statt  Bakr,  ben 
Htatt  bin.  Femer  gebe  ich,  am  die  vielen  unterscheidenden,  für  den  Dracker 
nnd  Leser  anangenehmen  Zeichen  zu  redacieren,  ^^  durch  seh,  durch 
dsch,  ^  darch  ch  wieder,  was  auch  der  gewöhnlichen  Aussprache  entspricht. 
Ueber  die  anderen  Consonanten  merke  man  sich:  -  =  h  ist  ein  scharfes  h; 
J  •»  (1  das  weiche  englische  th;  o  >»  t  das  harte  englische  th;  :  =  z  ein 
weichoH  s;  ^  =i  s  ein  scharfes  s;  ^  <=°  s  noch  schärferes  emphatisches  s; 


*)  Zur  Qeicbichte  der  Mathematik  im  Alterthum  und  Mittelalter.    Leipzig 
1874.    p.  828  u.  224. 

**)  Was  in  diesen  beiden  Abschnitten  nicht  -wörtliche  üebersetzung  ist,  son- 
dern von  mir  hinzugefQgt,  oder  im  Auszug  wiedergegeben  wurde,  ist  in  eckige 
Klammem  geschlosBen.  In  allen  drei  Abschnitten  sind  von  mir  binzugefagte 
Wörter,  die  einen  BegrifiF  nBher  bezeichnen  oder  erklären  sollen,  in  runde  Klammern 
eingesohloMen. 
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Jp  =  -i  ein  französiscbes  z  des  ooereii  Gaumens  mit  Nachdruck  auszu- 
sprechen; c  =  '  ist  ein  Guttural,  der  für  uns  im  Anfang  und  am  Ende 
eines  Wortes  ohne  Bedeutung  ist,  zwischen  zwei  Silben  aber  anzeigt,  dass 
dieselben  scharf  getrennt  aasgesprochen  werden. 

Der  französische  Circuniflex  (^)  über  einem  Vocal  deutet  seine  Lange 
an.  Was  die  Betonung  anbetrifft,  so  merke  man  sich,  dass,  wenn  ein  Wort 
eine  Silbe  mit  langem  Vocal  oder  eine  durch  Position  lauge  Silbe  hat,  der 
Ton  auf  dieser  ruht,  doch  hat  der  lange  Vocal  im  Auslaut  nie  den  Ton; 
also  liegt  der  Accent  in  Chasib  auf  dem  i,  in  'ütärid  auf  dem  a,  in  Mu- 
hammed  auf  dem  a;  dagegen  in  Abu,  'AJl,  Jahjä  etc.  auf  der  ersten  Silbe.*) 
Hat  ein  Wort  mehrere  lange  Voeale,  oder  solche  und  Positionslangen,  so 
liegt  der  Ton  auf  der  letzten  Litnge,  so  in  Chowärezml  auf  dem  e,  in 
Nübaeht  auf  dem  a,  in  Mansär  auf  dem  n,  in  Najrilnl  auf  dem  ft.  Hat 
das  Wort  gar  keine  lange  Silbe,  so  rückt  der  Ton  im  Allgemeinen  so  weit 
nach  vorn  als  möglich,  also  bei  dreisilbigen  auf  die  erste  Silbe. 

Was  die  Anmerkungen  anbetrifft,  so  hielt  ich  es  für  zweckmässig, 
von  der  Hinweisung  auf  die  Yorhandeneu  lateinischen  Uebersetzungen  ara- 
bischer Werke  Umgang  zu  nehmen  (mit  wenigen  Ausnahmen),  denn  das 
Material  für  die  Anmerkungen  wäre  dadurch  zu  einem  schwer  zu  bewäl- 
tigenden angewachsen;  ich  verweise  den  Leser  hiefür  auf  die  Schriften 
Wenrichs,  Wüstenfolds  und  Steinschneiders. 

Zum  Schlüsse  will  ich  nicht  unterlassen,  Hrn.  Dr.  phil.  Hansheer  in 
Zürich  meinen  besten  Dank  auszusprechen  für  die  Hülfe,  die  er  mir  bei 
der  Erklärung  einiger  sprachlich  schwieriger  Stellen  entgegengebracht  hat. 
Trotz  sorgfUtiger  Arbeit  aber  war  es  nicht  zu  vermeiden,  dass  der  Leser 
hie  und  da  noch  auf  ein  Fragezeichen  stossen,  oder  in  den  Anmerkungen 
onsichero  Conjectoren  treffen  wird;  es  bezieht  sich  dies  einerseits  auf 
Namen  von  Autoren,  deren  richtige  Transscription  nicht  festzustellen  ist, 
und  andrerseits  auf  BUchertitel,  aus  denen  kein  Schluss  auf  den  Inhalt  zu 
ziehen  ist,  oder  die  keinen  verständliehen  Sinn  ergeben;  doch  darf  ich  hin- 
zufügen, dass  ich,  was  das  erstere  anbetrifft,  die  Fragezeichen  des  Heraus- 
gebers um  keine  neuen  vermehrt  habe,  dass  ich  aber  in  Bezug  auf  das 
letztere  vielleicht  da  und  dort  einiges  Licht  in  unklare  Stellen  hinein- 
gebracht habe,  die  Denjenigen  Verlegenheiten  bereiten  mussten,  die  mit 
dem  wissenschaftlichen  Stoff,  um  den  es  sich  handelt,  nicht  genügend  ver- 
traut waren. 


*)  Eine  scheinbare  Ausnahme  von  dieser  Regel  machen  Wafä  und  'A1&,  die 
den  Accent  auf  der  Schlagssilbe  haben,  weil  sie  im  Arabischen  mit  dem  Conso- 
nanton  (Spiritus  lenis)  Hamza  schliessen,  der  in  der  Trauascription  weggelassen  wi'"' 
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Veneicbniss  der  gebranobten  Abkürsimgen. 

Abulphar.  =  Abnlpharajü  Historia  dynastiarum,  edid.  arab.  et  lat.  vert 
Ed.  Pocockius.     Oxon.  1672. 
Casiri  =  Bibliotheca  arabico-hispana  escurial.    Edid.  Casiri,  Matriti 

1760—1770. 
Dorn  <^  Drei  in  der  k.  Bibl.  zu  St.  Petersburg  befindliche  astro- 
nomische   Instramente    mit    arabischen    Inschriften    von 
B.  Dom.   (Möm.  de  l'acad.  imper.  de  St.  Petersb.  Tome  IX 
No.  1.) 
Flttgel, A. od. I       (Zweiter  Band  von  Flftgels  Ausgabe  des  Fihrist,  welcher 
Fihrist,  A.     J  '^'^  j  die  Anmerkungen  und  Begister  enthält. 

H.  Ch.  =  Lexicon  biblipgr.  et  encyclop.  a  Haji  Khalfa  (H&dschl 
Chalfa)  compositum.  Edid.  et  lat.  vert.  6.  Flfigel.  Leipzig 
1835—58. 
Ibn  al-K.  =  Tärlch  al-Hukamä  (Chronik  der  Gelehrten)  von  Ibn  al- 
Kuftl  (noch  nicht  herausgegeben,  ich  eitlere  nach  Flttgel 
die  Wiener  Handschrift  No.  1161). 
Rrinaud  ^  Memoire   g^ograph.  histor.  et  scientifique   sur  l'Inde,    par 

M.  Reinaud.     Paris  1849. 
Wenrich  =  Wenrich,  de  auctorum  graecor.  versionibus  et  cominentar. 
sjT.  arab.  etc.  conuuentatio.     Lips.   1842. 
Wttstenfeld  =  Geschichte  der  arabischen  Aerzte  und  Naturforscher,  von 
Ferd.  Wüstenfeld.     Göttg.  1840. 
Z.  D.  M.  (i.  =  Zeitschrift  der  deutscheu  morgenländischen  Gesellschaft. 
Z.  f.  y\.  Ph.  ==  Zeitschrift   für  Mathematik   und  Physik,   von   Schlömilch, 
Kahl  und  Cantor;  hist.-literar.  Abtheilung. 


Das  sifbente  Bncli  des  Fihrist. 

Es  enthält  die  Geschichten  der  Philosophen  und  der  alten  Wissen- 
schaften*), und  die  Schriften,  die  anf  diesen  Gebieten  verfasst  worden  sind, 
und  zerfdllt  in  drei  DnterabtheUungen. 

I.  Unterabtheilung. 

üeber  die  Naturphilosophen  und  Logiker,  die  Titel  ihrer  Schriften, 
deren  Debersetzungen  und  Conimentare,  über  das  was  noch  von  ihnen  vor- 
handen ist,  was  von  ihnen  erwähnt  wird,  aber  nicht  mehr  vorhanden  ist, 
und  was  einmal  vorhanden  war,  dann  aber  verloren  gegangen  ist. 

[Nach  einigen  einleitenden  Capiteln  über  die  Verschiedenartigkeit  der 
Wissenschaften,  woher  dieselben  zuerst  gekommen  seien,  wie  sie  sich,  ver- 
breitet haben,  durch  wen  sie  im  Islam  hauptsächlich  Eingang  fanden,  Über 
die  üebersetzer  aus  verschiedenen  Sprachen  ins  Arabische  etc.,  kommt  er 
zum  eigentlichen  Gegenstand  mit  dem  Capitel]: 

Der  Erste,  welcher  sich  mit  Philosophie  beschäftigt  hat 

[Dieser  war  nach  den  Einen  Thaies,  nach  den  Andern  Pythagoras, 
der  Verfasser  der  goldenen  Sprüche,  so  genannt,  weil  Galenos  aus  Hoch- 
schätzung für  sie  dieselben  mit  Gold  niedergeschrieben  habe.  —  Dann 
kommt  eine  grössere  Abhandlung  über]: 

Piaton. 

[Am  Schlüsse  derselben  wird  von  ihm  angeführt]:  Das  Bach  über 
die  Elemente  der  Geometrie,  tibersetzt  von  Kustft.**) 


*)  Darunter  sind  diejenigen  verstanden,  mit  denen  «ich  schon  diu  alten 
Völker,  insbesondere  die  Oriecbeu,  beacbäftigt  haben,  uriralich  Mathematik,  Astro- 
nomie (Astrologie  und  Alcbemie)  und  Mediciu. 

•*)  Hier  liegt  wohl  eine  Verwechslung  des  Verfassers  des  Fihrist  vor:  Kustä 
hat,  wie  in  der  III.  unterabtheilung  (Aerzte)  zu  lesen  ist,  eine  eigen«  Abhaodlg 
unter  diesem  Titel  geschrieben. 
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Aristoteles. 


(Nachdem  sein  Leben  und  die  logischen  Schriften  behandelt  sind,  geht 
der  Verfasser  za  Folgenden  über]:  Die  Physik  (ansciütationes  physicae), 
mit  dem  Commentar  Alexanders  (von  Aphrodisias),  enth&lt  acht  Bücher. 
Muhammed  ben  Isbäk  sagt:  Von  dem  Commentar  Alexanders  znm  ersten 
Bach  des  Aristoteles  seien  zwei  Bücher  vorhanden,  das  zweite  jedoch  nnr 
zum  Theil,  diese  worden  übersetzt  von  Abu  Bauh,  dem  Sabier,  welche 
Uebersetzong  verbessert  wurde  von  Jahjä  ben  'Adl;  vom  Commentar  zum 
zweiten  Bache  existiert  ein  Bach,  welches  von  Hanain  aas  dem  Cbriechischen 
ins  Syrische  fiberselat  worden  ist,  and  aas  dem  Syrischen  ins  Arabische 
von  Jahjä  ben  'Adl;  zam  dritten  Bache  findet  sich  kein  Commentar  vor, 
dagegen  drei  Bücher  des  Commentars  zom  vierten  Bache,  jedoch  das  dritte 
nar  unvollständig  bis  zu  den  Worten  „über  die  Zeit";  diese  worden  über- 
setzt von  Kostft,  die  bekanntere  existierende  uebersetzong  aber  ist  diejenige 
von  ad-Dimischkl;  zum  fünften  Boche  der  Physik  schrieb  Alexander  einen 
Commentar  in  einem  Bache,  übersetzt  von  Kostä  ben  Lükft;  zum  sechsten 
Boche  schrieb  er  einen  Commentar  in  einem  Boche,  der  etwas  mehr  als 
zor  Hälfte  vorhanden  ist;  ebenso  existiert  ein  Commentar  zom  siebenten 
Buche  in  einem  Buche,  übersetzt  von  Kast&;  von  einem  solehen  zom  achten 
Buche  sind  nor  wenige  Blätter  vorhanden. 

Die  Physik  wurde  auch  commentiert  von  Johannes  dem  Grammatiker 
(Philoponos)  aus  Alexandria.  Mohammed  ben  Ishftk  sagt:  Was  von  diesem 
Werke  Kostä  übersetzt  hat,  ist  in  unterrichtender  (belehrender)  Form*,  und 
was  'Abdalmaslh  ben  Nft'ima  übersetzt  bat,  ist  nicht  in  dieser  Form;  Knstä 
übersetzte  die  vier  ersten  Bücher,  und  Ibn  Nä'ima  die  vier  letzten. 

Die  Physik  wurde  noch  von  verschiedenen  anderen  Philosophen  com- 
mentiert. Es  existiert  ein  Commentar  des  Porphyrios  zu  den  vier  ersten 
Büchern,  übersetzt  von  Basilios  (?).  Einen  Commentar  des  Themistios  über- 
setzte Abu  Bischr  Matt&  ins  Syrische,  ein  Theil  des  ersten  Buches  der 
Uebersetzung  ist  noch  vorhanden.  Abu  Ahmed  ben  Kamlb  commentierte 
einen  Theil  des  ersten  Buches  und  einen  Theil  des  vierten  bis  zo  den 
Worten  „über  die  Zeit".  Ebenso  commentierte  Täbit  ben  Korra  einen 
Theil  des  ersten  Buches  und  Ibrählm  ben  a?-Salt  übersetzte  das  erste  Buch: 
ich  habe  eine  Abschrift  dieser  Uebersetzung  von  Jahjä  ben  'Adl  gesehen. 
Aach  Abü'l-Faradsch  Kadftma  ben  Dscha'far  ben  Kadäma  commentierte 
einen  Theil  des  ersten  Buches  der  Physik. 

Die  Schrift  über  den  Himmel  und  die  Welt.  Sie  enthält  vier  Bücher 
und  wm'de  übersetzt  von  Ihn  al-Batrtk,  welche  Uebersetzung  dann  ver- 
bessert  wurde    von  Hunain.     Ebenso   übersetzte  Abu  Bischr  Mattä   einen 
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Theil  des  ersten  Buches.  Alexander  von  Apbrodisias  ooniincntierte  vou 
diesem  Werke  einen  Tbeil  des  ersten  Buches  und  Themistios  das  ganze 
Werk;  diesen  Coramentar  Übersetzte  oder  verbesserte  Jahjft  ben  'Adl  im 
Verein  mit  Hnnain  —  von  diesem  sind  die  16  Fragen  (Quaestiones)  — . 
Es  existiert  aucb  ein  Commentar  von  Abfi  Zaid  ;<1-Balchi  zum  Anfang  .dieses 
Werkes,  verfasst  für  (d.  h.  im  Auftrag  vou  ,  .  , ,  auch  gewidmet  dem  .  . .) 
Abu  Dscha'far  al-Chftzin. 

üeber  die  himmlischen  Erscheinungen  (Meteorologie).  Hievon  ist 
ein  grosser  Commentar  vorhanden  vou  Makidoros*),  welcher  tibersetzt  worden 
ist  von  Abu  Bischr  Ma,tt!i,  aus  diesem  hat  at-Tabarl  einen  Auszug  gemacht. 
Alexander  von  Aphrodisias  schrieb  ebenfalls  einen  Commentar,  der  zuerst 
direct  ins  Arabische  übersetzt,  und  erst  später  durch  Jahji^  ben  'Adi  aus 
dem  Syrischen  ins  Arabische  tibertragen  worden  ist. 

Das  Buch  über  den  Spiegel**),  übersetzt  von  al-Hidschädsch  ben 
Matar.' 

Theophrastos. 

Er  war  einer  der  Schüler  des  Aristoteles  und  ein  Sohn  seiner  Schwester, 
lind  einer  von  denen,  welchen  Aristoteles  sein  Erbe  (geistiges)  anvertraute, 
er  folgte  auch  diesem  nach  dessen  Tode  auf  dem  Lehi'stubl.  £r  schrieb 
[unter  Anderem]:  Ein  Buch  über  die  Meteore. 

Proklos  Diadochos, 
der  Platoniker.     Er  schrieb   [unter  Anderem]:   üeber  die  Definitionen  der 
Elemente   der   Physik.'     Ueber   den  Theil,   welcher   nicht  getheilt   werden 
kann.*     Das  Buch  der  kleineren  Elemente." 

Alexander  von  Aphrodisias. 

Er  schrieb  [unter  Anderem]:  Widerlegung  deijenigen,  welche  be- 
haupten, dass  Nichts  aus  Nichts  entstehen  könne  (wörtlich:  dass  Nichts 
entstehe  ausser  aus  Etwas),  üeber  die  Gesichtswahmehmungen,  dass  diese 
nümlich  nicht  stattfinden  können  ohne  Strahlen,  die  vom  Auge  ausgesandt 
(zerstreut)  werden,  und  Widerlegung  derjenigen,  welche  die  Anssendung 
der  Strahlen  behaupten.' 

Porphyrios. 

Er  lebte  nach  Alexander  (v.  Aphrod.)  und  Galenos  und  vor  Amniouios, 
war  ans  Tyrus  gebürtig;  er  commentierte  die  Schriften  des  Aristoteles  and 


•)  Ut  eine  oft  genannte,  doch  nicht  sicher  zu  stellende  Persönlichkeit,  und 
heisst  auch  bisweilen  Amkidoros. 

**)    Wahrscheinlich   eine  Verwechslung   mit   der   Eukleidischen  Optik   oder 
Katoptrik  (de  speculii). 
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schrieb  überdies  [anter  Anderem]:  Ein  Buch  tlber  die  Elemente/  Ueber 
die  Geschichten  der  Philosophen;  ich  sah  von  diesem  Werk  das  vierte 
Buch  in  syrischer  Sprache. 

Theophroditos?* 
Was  von  seinen  Schriften  vorhanden  ist,  habe  ich  gelesen  in  einer 
Abschrift  des  Jahjä  ben  'Adl,  nämlich  den  Commentar  zu  der  Abhandlung 
des  Aristoteles  Über  die  Höfe  und  Regenbogen  (ein  Theil  der  Meteorologie), 
übersetzt  von  Täbit  ben  Knrra. 

Jabjä,  der  Grammatiker  (Johannes  Philoponos). 

Er  schrieb  [unter  Anderem]:  Das  Buch,  welches  darüber  handelt,  dass 
jeder  Körper  begrenzt  (endlich)  sei,  und  dass  also  auch  seine  Kraft 
(Wirkung)  eine  begrenzte  sei. 

[Der  Verfasser  erwähnt  nun  eine  weitere  Beihe  von  Naturphilosophen, 
theilweise  die  blossen  Namen,  unter  diesen  befindet  sich  unter  Andern]: 

Theon, 
der  Platoniker.     Er  schrieb  ein  Buch  über  die  Anordnung  des  Lesens  der 
Platonischen  Schriften  und  die  Namen  (Titel)  dessen,  was  er  verfasst  hat/ 

Al-Kindl.« 

Abu  Jüsuf  Ja'küb  ben  Ishäk  ben  as-Sabbäh  ben- 'Imrän  ben  Ismail 
ben  Muhammed  ben  al-Asch'at  ben  Kais  al-Kindi  ben  Ma'dl  Karib  ben 
Mu'awwija  ben  Dschabala  ben  'Adl  ben  Rabi'a  ben  Mu'awwija  ben  al-Härit 
ben  Mu'awwija  ben  Kinda  ben  Taur  ben  Muratti'  ben  'Adl  ben  al-Härit 
ben  Murra  ben  Udad  ben  Zaid  ben  al-Hamaisa'  ben  Zaid  ben  Kahlän  ben 
Sabä  ben  Jaschdschub  ben  Ja'rub.*)  —  Er  war  der  Vortrefllichste  seiner 
Zeit  und  einzig  dastehend  in  der  Kenntniss  der  alten  Wissenschaften  ins- 
gesammt;  er  wurde  der  Philosoph  der  Araber  genannt;  seine  Schriften 
handeln  über  die  verschiedensten  Wissenszweige,  wie  die  Logik,  die  Philo- 
sophie, die  Geometrie,  das  Bechnen,  die  Arithmetik,  die  Musik,  die  Astro- 
nomie und  Anderes.  Er  war  geizig.  Wir  haben  ihn  unter  die  Natur- 
philosophen eingereiht,  weil  wir  ihn  wegen  seiner  bevorzugten  Stellung  in 
der  Wissenschaft  so  früh  als  möglich  erwähnen  wollten,  wir  werden  aber 
auch  seine  sämmtlichen  Schriften  in  den  übrigen  Disciplinen  anfuhren. 

*)  Ich  habe  mich  in  dieser  Genealogie  genau  an  den  von  Flügel  veröifent- 

Text  des  Fihrigt  gehalten,  in  der  Abbandlang  Flügels  über  Al-Eind!  (Ab- 

f.  d.  Kunde  des  Moigenlandes,  Bd.  1,  Heft  2)  kommen  einige  Abwei- 


[Unter  den  zuerst  angeftlhrten  philosophischen  Schriften  befindet  sich]: 
Die  ÄbhaudluQg  darüber,  dass  die  Kenntniss  der  Philosophie  nur  durch 
die  mathematischen  Wissenschaften  erreicht  werden  kaxm. 

Die  arithmetischen  Schriften.*) 
Fünf  Bücher  Einleitung  in  die  Arithmetik.  Vier  Bücher  über  den 
Gebrauch  der  indischen  Rechnungsweise.  Ueber  die  Erklilrung  der  Zahlen, 
die  Piaton  in  seinem  Buch  vom  Staate  erwllhnt.  Ueber  die  Znsammen- 
setzung der  Zahlen.  Ueber  die  Einheit  mit  Bücksicht  auf  die  Zahl.  Ueber 
die  Auffindung  des  Verborgenen  und  Geheimen.  Ueber  die  Weissagung 
ans  dem  Vogelflug  und  das  Ffilstechen  *"  mit  Rücksicht  auf  die  Zahl.  Ueber 
die  Linien  und  das  Multipliciereii  mit  der  Zahl  der  Gerstenkörner  (?).  Ueber 
die  hinzugefügte  (in  Verbindung  gebrachte)'"  Quantität.  Ueber  die  zeit- 
lichen Verhältnisse  (Proportionen)."  Ueber  die  Zahleutuuststücke  und  die 
Kunst,  sie  zu  ersinnen  (zu  ergründen)." 

Schriften  über  die  Kugel. 
Abhandlung  darüber,  dass  die  Welt  und  Alles  was  darin  ist  (d.  h.  die 
Himmelskörper)  Kugelgestalt  hat.  Ueber  die  Erklilrung  (ErlUuternng)  des 
Satzes,  dass  alle  primitiven  Substanzen  (Elemente,  Atome)  und  die  letzten 
Körper  (d.  h.  die  zusammengesetzten,  grossen  Wellkörper)  nur  kugelförmig 
sind.  Abhandlung  darüber,  dass  die  Kugel  die  grösste  der  körperlichen, 
der  Kreis  die  grösste  der  ebenen  Figuren  sei.  Abhandlung  darüber,  dass 
die  Obertiilche  des  Meeres  sphärisch  sei.  Ueber  die  ebene  Darstellung  der 
Kugel  (Planisphaerium).  Ueber  die  sphärischen  Figuren.  Ueber  die  Con- 
stmction  des  Zeiiithes  (Poles)  auf  einer  Kugel.  Ueber  die  Construction 
und  den  Gebrauch  der  Armillarsphäre  mit  sechs  Ringen. 

Schriften  über  die  Musik. 
Eine  grössere  Abhandlung  über  die  Composition.  Ueber  das  Sjstem 
der  Töne,  welche  die  natürlichen  Eigenschaften  der  höheren  Individuen 
darthun  und  die  Uebereinstimmung  (Harmonie)  der  Composition.  Ueber 
den  Rhythmus.  Einleitung  in  die  musikalische  Kunst.  Ueber  die  Ge- 
schichte der  Kunst  der  Composition.  Ueber  die  Kunst  der  Poesie.  Ueber 
die  Geschichte  der  Kunst  der  Musik. 

Astronomische  Schriften. 
Abhandlung  darüber,  dass  die  Erscheinungen  des  Mondes  nicht  genau, 
sondern    nur    angenUbert   festgesetzt   werden    können.'^     Abhandlung   über 


*)  Hier  macht  der  Verfasser  keinen  Unterschied  mehr  zwischen  Rechnen  und 
Arithmetik  wie  oben. 
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die  Fragen,  welche  an  ihn  (AI-Kindl)  gerichtet  worden  ttber  den  Znstand 
der   Sterne.     Abhandlang   ttber   die   Beantwortung   physikalischer    (nator- 
philosophischer)  Fragen  ttber  die  Eigenschaften  der  Gestirne,     üeber  die 
Projection    der  Strahlen."     Ueber   die    beiden  Jahreszeiten.     Abhandlang 
darüber,  welche  Sternbilder  (des  Thierkreises)  und  welche  Sterne  (Planeten) 
jeder  einzelnen  Gegend  zokommen.     Abhandlung  über  die  Fragen,  die  an 
ihn  gesteUt  wurden  ttber  die  Verschiedenheit,  die  sich  in  den  Gestaltungen 
der  Horoskope  zeigt.    Abhandlung  ttber  das,  was  von  den  Lebensaltem  der 
Menschen  in  den  frttheren  Zeiten  erzählt  wird,  und  ihre  Verschiedenheit  in 
der  Gegenwart.     Ueber  die  Verbesserung  der  Construction  der  Horoskope, 
und  die  Auffindung  des  Regenten  der  Geburtsstunde  und  des  Regenten  der 
ganzen  Lebensdauer.^     Ueber  die  Verdeutlichung  der  Ursache   der   rück- 
läufigen Bewegung  der  Planeten.    Ueber  die  Strahlen.*'    Ueber  die  grossere 
Schnelligkeit  der  Bewegung,  wie  sie  an  den  Gestirnen  wahrgenommen  wird, 
wenn  sie  am  Horizonte  sind,  und  die  Verlangsamnng  derselben,  wenn  sie 
in   die  Höhe   steigen.     Ueber  die  Erklärung  der  Verschiedenheit,    welche 
sich  an  den  Himmelskörpern  zeigt.     Ueber  den  Unterschied  zwischen  dem 
Laufe    und   der  Wirkung   der   Strahlen.     Ueber   die   Ursachen    der    Stel- 
lungen der  Gestirne  (Aspecten?).    Abhandlung  ttber  das,  was  in  Abhängig- 
keit steht  von  den  beiden  Himmelskörpern,  genannt  „Glttck  und  Ungltlck" 
(Saturn  und  Mars).     Ueber  die  Ursachen  der  Kräfte,  die  den  Regen  an- 
zeigenden  Himmelskörpern  zukommen,      üeber  die   Ursachen   der   Erschei- 
nungen der  Atmosphäre.     Ueber  die  Ursache,  warum  es  an  einigen  Orten 
fast  nie  regnet.*) 

Geometrische  Schriften, 
üeber  die  Zwecke  des  Eukleidischen  Buches,  üeber  die  Verbesserung 
des  Eukleidischen  Werkes.  Ueber  die  Verschiedenheit  der  Bilder  (Optik). 
Abhandlung  darüber,  wie  die  Alten  jeden  einzelnen  der  fünf  (regelmässigen) 
Körper  auf  die  Elemente  bezogen  haben  (auf  je  ein  bestimmtes  Element). 
Ueber  die  nähere  Prüfung  der  Angaben  des  Archimedes  ttber  das  Mass 
des  Durchmessers  des  Kreises  aus  seinem  Umfange."  Ueber  die  Construc- 
tion der  Figur  der  beiden  mittleren  Proportionalen.**  Ueber  die  ange- 
näherte Bestimmung"  der  Sehne  (sollte  wohl  „Sehnen"  heissen)  des  Kreises. 
Ueber  die  angenähei-te  Bestimmung  der  Sehne  (Seite)  des  Neunecks.  Ueber 
die  Ausmessung  eines  Saales  (Säulenhalle).  Ueber  die  Theilung*"  der  Drei- 
und  Vierecke  und  Constructionen  hiezu.  üeber  die  Art  und  Weise  der 
Construction   eines  Kreises,  der  gleich  ist  der  Oberfläche  eines  gegebenen 


*)  FlflffAl  Cal-Kindi,  p.  24)  führt  aus  andern  Mannscripten  noch  fünf  weitere 
Abb' 
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Cylinders.  üeber  die  geometrische  Darstellung  des  Auf-  und  Untergangs 
der  Gestirne,  üeber  die  Theilung  des  Kreises:  drei  Abschnitte  (Capitel).*' 
üeber  die  Verbesserung  des  14.  und  15.  Baches  das  Eukleides.  üeber 
die  geometrischen  Geweise  zu  den  astronomischen  Bprechnungeu.  üeber 
die  Verbesserang  der  Arbeit  des  Hypsikles  über  die  AufgUnge  der  Gestirne, 
üeber  die  Verschiedenheit  der  Spiegelbilder.  *)**  Ueber  die  geometrische 
Construction  des  Astrolabiums.  Ueber  die  geometrische  Constructiou  der  j 
Mittagslinie  und  der  Gebetsrichtnng  (n.  Mekka),  üeber  die  geometrische 
Conätruution  der  Sonnenuhren,  üeber  die  geometriacbe  Auffindung  (Con- 
struction) der  Stunden  auf  einer  Halbkugel,  üeber  die  Anzeichen  aus  dem 
Vogelfluge.  Ueber  die  Construction  von  Sonnenuhren,  die  auf  Platten  er- 
richtet sind,  die  auf  einer  zum  Horizont  parallelen  Ebene  senkrocht  stehen, 
und  die  besser  sind  als  die  andern.**) 

Schriften  über  die  Hlmmelssphilren. 

üeber  die  Unmöglichkeit  der  Messung  (Berechnung)  der  äussersten 
Sphäre,  welche  die  übrigen  in  Bewegung  setzt  (oder  regiert),  üeber  die 
Erscheinungen  an  der  Himmelssphilre.  Abhandlung  darüber,  dass  die  Natur 
der  Hinmielsspbäre  von  derjenigen  der  vier  Elemente  verschieden  sei,  und 
dass  sie  ein  fünftes  Element  sei.**  üeber  die  iiusserste  Welt  (Sphäre). 
Ueber  die  Anbetung  des  Schfipfers  durch  den  entferntesten  Kör^ter.  Ueber' 
die  Widerlegung  der  Manichüer  in  Betreft"  der  zehn  Sätze  über  die  Grund- 
lagen der  Himmelssphilre.  üeber  die  Sternbilder.'^  Abhandlung  darüber, 
dass  es  unmöglich  sei,  dass  der  Waltkörper  (wohl  das  Weltall  gemeint) 
unendlich  sei.  üeber  die  verschiedenen  Anblicke  des  Himmels.  Ueber  die 
Unmöglichkeit,  dass  der  entfernteste  Körper  gekrümmt  8ei(?)*'  üeber  des 
Ptolemaios  künstliche  Darstellung  von  Sphären.**  üeber  die  Endlichkeit 
des  Weltkörpers,  üeber  die  gegebenen  Grössen,  üeber  das  Wesen  der 
Himmelssphäre  imd  der  ihr  eigenen  blauen  Farbe,  welche  wahrgenommen 
wird  an  der  Oberfläche  des  Himmels.  Ueber  das  Wesen  des  Körpers 
{ Weltkörjjers?),  dem  die  Farben  (oder  Formen)  der  vier  Elemente  eigen 
sind.  Ueber  den  Beweis  der  Bewegung  des  Körpers  (wohl  Weltkörpers, 
Himmelsgewölbes)  und  das  Wesen  des  Lichtes  und  der  rinstemi.-3S.  *•*) 

[Auf  die   medicinischen    folgen   neun  rein  astrologische  Schriften,   die 
ich  weglasse.] 


*)  Ist  wohl  eine  irrtbümliche  Wiederbolnng  des  im  Anfang  genannten  Werke«. 
**)  Auch  hier  führt  Flügel  (ul-Kindi  p.  86—87)  noch  vier  weitere  Abhand- 
lungen auR  andern  MaDuscripten  an. 

*•♦)  Flagel  (al-Kindi,  p.  27—28)  gibt  noch  fünf  weitere  Schriften  auB  andern 
Manuscriptcn  an. 
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y.*>^it  ii/t  lAlirxfzt  ia  ünaebe,  £e  vaaätctdimz  das  Werden  joi 
V«r^eb«a  ia  imc  Tergaogifefaec  Wesen  bewirfcs.  üebcr  du  Uisadie,  wesi- 
talr»  uan  lagt,  <iau  das  F«»«'.  dz«  Luft,  dai  Waoer.  die  Erde  die  Ek- 
aumt«  all«r  TtrgSaglieiaen  W«3«a  ttieu,  sad  da»  sie  und  andet«  Ton  einaa 
Ziutand  in  des  auidera  ab«rg«hea  k/tviiea.  UA«  die  Yencbiedenheit  der 
Z«it{)<>Tir/d«B.  in  denen  »eh  die  Krtfte  der  Tier  ersten  QnaUtSten  (der  vier 
CleirienteV,.  zeigen  zor  Geltung  kommen  .  Ueber  die  zeitlirhen  Teiliilt- 
ntMe.*^  Uei>«r  die  Uru/rbe  der  Veiseldedeniieit  der  EigentbtiinlicUceiteii 
d««  Jahres.  L'e^>er  da«  Wesen  der  Zeh,  der  Epcdien  nnd  der  Ewigkeit 
I  ewiger  Kr^ulanf  der  Zeiten,  unendliche  Zeit).  Ueber  die  Ursache,  wess- 
balV>  die  oF^ere  Laftocfaiebt  kalt,  die  nZber  an  der  Erde  befindliche  warm 
i*t.  Uel<er  di*:  Lnfterscheiiinnzen.  Ueber  die  gUnzende  Eracheinnng,  welche 
*icb  in  der  Lnfl  zeigt  nnd  Stern  r'bedentet  hier  wohl  Stemschnnppe  oder 
Meteor}  genannt  wird,  Ueber  den  Kometen.**  Ueber  den  Stern,  welcher 
ffir  einige  Tage  encbien  nnd  beobachtet  wurde  bis  er  rerschwand.  Ueber 
die  (Jrsache  der  KXlte,  die  man  Alt-Weiberk&lte  nennt.**  Ueber  die  ür- 
tacfae  de«  Entstehens  des  Nebels  nnd  der  Ton  ihm  wtin«nd  seiner  Dauer 
benrorgebrachten  Encfaeinnngen.  Ueber  die  Beobachtnng  des  im  Jahre 
222  d.  H.  erfolgten  grossen  Phänomens  (vielleicfat  Komet  oder  Meteor). 

Schriften  fiber  die  Entfernungen. 
Ueber  die  Ausdebnong  der  einzelnen  Klimata.  Ueber  die  bewohnten 
'Te-zecden  (Orte).  Die  grosse  Abhandlang  über  das  bewohnte  Viertel  der 
Eri«  Uel<er  das  was  berichtet  wird  von  den  Entfernungen  der  KSiper 
ELIsimelskSrperV^.  Ueber  die  Auffindung  der  Entfernung  des  Mondceutrums 
r-.B.  der  Erde.  Ueber  die  Erfindung  und  Construction  eines  Instrumentes, 
3iic  dessen  Hfllfe  die  Entfernungen  der  Körper  gefunden  werden.  Ueber 
•üe  •'onstmction  eines  Instrumentes,  mit  welchem  die  Entfernungen  der  für 
ins  äLL'htbaren  Körper  bestimmt  werden.  Ueber  die  Bestimmung  der  Ent- 
fezaongen  (Höhen?)  der  Berggipfel.* 

Tu  der  Abtheilung,  welche  die  Schriften  enthält,  die  sich  mit  den 
Irren  isr  Dinge  beschäftigen,  befinden  sich  noch  folgende  Erwähnenswerthe] : 
■^ie  .30«e  Abhandlung  über  die  Körper,  die  im  Wasser  tauchen.  Ueber 
ii<f  jeiöen  im  ami  Wasser  wahrzunehmenden  Phänomene  (Ebbe  und  Fluth?). 
■."«'er  Plurh  nnd  Ebbe."'  Ueber  die  fallenden  Körper.^*  Ueber  die  Con- 
~s«ccoa  IST  Brennspiegel.  Ueber  die  Gluth  (vielleicht  Brennpunkt?)  des 
-^«««»is.  Ueber  die  Entstehung  der  Dünste  im  Innern  der  Erde,  welche 
«He  '^nibeöai  and  Einstürze''^  erzeugen.  Beantwortung  von  14  phjsika- 
^■ura   TVawn.  'üe  einer  seiner  Freunde  ((ienossen)  an  ilin  gestellt  hatte. 


lieber  die  üisache  des  Donners,  des  Blitzes,  des  Schnees,  des  Hagels,  der 
DonnerschlSge  und  des  Regens.  Ueber  die  Nichtigkeit  der  Behauptungen 
derjenigen,  die  sich  aniuassen,  die  Kunst  des  Gold-  und  SUbermachens  zu 
verstehen  und  tlber  ihre  Betrügereien. 


Ahmed  ben  at-Tajjib.** 
Sein  voller  Name  ist  AbQ'l-'Abbäs  Ahmed  ben  Mahanimed  ben  MerwAn 
as-Sarachst;  er  war  ein  Schüler  von  Al-Kindi  und  Lehrer  und  Vertrauter 
des  Chalifen  al-Mutadid.  Er  schrieb  [unter  Anderem]:  Das  grosse  Bach 
der  Nester  und  der  Rechenkunst.'^  Das  kleine  Buch  des  Nestes  der 
Künste'*  und  des  Rechnens.  Einleitung  in  die  Astrologie.  Das  grosse 
Buch  über  die  Musik,  in  zwei  Theilen;  es  gibt  keiues,  das  ihm  an  Vor- 
trefHichkeit  gleichkommt.  Das  kleine  Buch  über  Musik.  Das  Buch  der 
Arithmetik,  über  die  Zahlen  und  über  die  Algebra."  Einleitung  in  die 
Musik. 

Ibu    Karnlb.'« 

Abu  Ahmed  al-Husain  ben  Abt'l-Huaain  Ishiik  ben  Ibrählm  ben  Jazld, 
der  Schreiber,  bekannt  unter  dem  Namen  Ibu  Karnlb,  ein  bedeutender 
Naturphilosoph  —  sein  Druder  Abü'l-'Ali\  war  Goometer  —  er  schrieb: 
Widerlegung  des  Abfl'l-Hasau  Tttbit  ben  Kurra,  betreffend  seine  Negation 
der  Nothwendigkeit  der  Existenz  von  Ruhepunkten  zwischen  je  zwei  ent- 
gegengesetzten Bewegungen.'" 


J 
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Abu  ..liihjii   al-Merwazl" 
war  ein  in  Geometrie  bewanderter  Arzt.     [Es  werden    keine  Schriften  von 
ihm  angeführt.] 

Mattä   ben  Jünus.** 

Abn  Bischr  Matti^  ben  Jftnns,  ein  Grieche,  üebersetzer  aus  dem  Syrischen 

ins  Arabische  und  erster  Logiker  seiner  Zeit.     Er  übersetzte  [unter  Anderem] 

auch    den   Commentar    des   Alexander    Cvon    Aphrodisias)    zum   Ruche    des 

Aristoteles  „über  den  Himmel'',  verbessert  von  Abu  Zakarijja  Jahjä  ben  'Adl. 

Ibn  Zur'a. 
Abu  'All  'tsU  ben  Ish&k  ben  Zur'a  ben  Markus  ben  Zur'a  ben  Jti- 
hannä,  war  jakobitischer  Christ  und  berühmter  Logiker,  Philosoph  und 
Üebersetzer;  er  wurde  geboren  zu  Bagdad  im  Jahre  331  (943)"  und 
schrieb  [unter  Anderem];  Einen  Auszug  aus  dem  Buche  des  Aristoteles 
über  die  bewohnte  Erde.  Ueber  die  Bedeutung  {oder  über  die  Itleou) 
eines  Theils  des  dritten  Buches  der  Schrift  des  Aristoteles  „über  den 
Himmel '. 
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Ibn  al'Chammikr. 
Abti\-(.'h3är  aJ-Haun  b«n  Sawwir  bea  BftU  ben  ffihFkm,  Logiker. 
gthfjrm  im  Jakre  331  ^943;.**  sdirieb  'unter  Anderem]:  Ein  Bach  JÜmt 
Avu  Ersch«iniuigen  der  Atmosphäre,  die  ans  dem  Wasserdaxnpf  entstehen 
and  welche  sind:  die  HSfe,  der  Regenbogen  and  der  NebeL  Ans  dem 
Bjrrischen  ins  Arabische  fibeisetzte  er  das  Bach  Aber  die  Meteorologie  (wahr- 
scheinlich des  Aristoteles^). 

n.  Unterabtheiliiiig. 

Sie  enth&lt  die  Geschichten  der  Geometer,  dar  Aritlimetiker,  der 
Mnsiker,  der  Bechner,  der  Astronomen,  der  Yerfertäger  Ton  Instrumenten 
ond  der  Mechaniker. 

Eakleides. 

Ein  Geometer;  er  war  der  Sohn  des  Naokiates,  des  Sohnes  des  Bere- 
neikes  (V) ;  er  lehrte  die  Geometrie  and  trat  aaf  diesem  Gebiete  als  Autor 
aaf  frflher  als  Archimedes  and  Andere,  er  gehSrte  za  den  exacten  Philosophen. 

Ueber  sein  Bach  „Von  den  Elementen  der  Geometrie'*.  Sein  Titel 
ist  axot%tUi**  und  dies  bedeutet:  Elemente  der  Geometrie.  Es  wurde  fiber- 
setzt Ton  al-Hidschftdsch  ben  JOsnf  ben  Matar  zwei  Mal:  die  eine  üeber- 
setzung  ist  bekannt  anter  dem  Namen  der  Härftnischen  nnd  diese  ist  die 
erot«,  die  andere  trägt  den  Namen  der  M&mänischen,  diese  ist  die  zuver- 
lässigere (wörtlich:  man  vertraut,  man  verlässt  sich  anf  sie).  Femer  über- 
setzte Isbäk  ben  Hunain  das  Werk,  verbessert  wurde  diese  üebersetzung 
von  T&bit  ben  Kurra  al-Harränl;  auch  fibersetzte  Abft  'Ütmän  ad- 
Diniiscbkl  einige  Bücher  desselben  —  ich  sah  das  zehnte  in  Mossul,  in  der 
Bibliothek  des  'All  ben  Ahmed  al-'Imränl,  einer  seiner  Diener  war  Abü's- 
Sakr  al-Kablitl,  and  dieser  las  ihm  den  Abnagest*)  vor  zu  unserer  Zeit. 
—  Dieses  Buch  (die  Elemente  nämlich)  commentierte  dann,  indem  er  seine 
Schwierigkeiten  zu  lösen  suchte,  Heron.  Ferner  commentierte  es  an-Nairlzl, 
ebenso  al-KaräblsI,  dessen  später  noch  Erwähnung  gethan  wird.  Einen 
Commentar  zum  ganzen  Buche  von  Anfang  bis  zu  Ende  schrieb  femer 
al-Dschauharl  —  er  wird  noch  erwähnt  werden.  —  Ein  weiterer  Com- 
meniar  zum  ffinften  Buche  existiert  von  al-Milhänl;**)  es  berichtete  mir 
femer  Nazlf  der  Arzt,  dass  er  das  zehnte  Bach  des  Eakleides  griechisch 
gesehen  habe,  dasselbe  hatte  40  Sätze  mehr  als  das,  welches  in  den  Händen 

*)  Wird  aach  allgemein  für  Astronomie  gebraacht. 

**)  Da«  Mr.  962.  2  (Suppl.  arabe)  in  Paris  enthält  einen  Commentar  dieses 
Autors  zum  10.  Buche;  vergl.  Woepke,  Essai  d'une  restitution,  etc.  in  M^m.  pr^s. 
par  div.  8av.  &  l'acad.   Tom.  XIV.     Paris,  1866.   p.  669. 
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der  Leute  war  und  dieses  batte  109  Sätze,  und  dass  er  sich  entschlossen 
habe,  dasselbe  ins  Arabische  zu  übertragen.  Es  erzählt  auch  Johannes  al- 
KasB  (d.  h.  der  Priester),  dass  er  den  Satz,  welchen  Tubit  im  ersten  Buche 
für  sich  in  Ansprach  nahm,  in  dem  ihm  gehörenden  griechischen  Exemplar 
gesehen  habe;  es  bestUtigte  auch  Nazlf,  dass  er  (.loh.  al-Kass)  es  ihm  ge- 
zeigt habe.  Auch  Abu  DscUa'far  al-Chäzin  al-ühon\8ftni  —  er  wird  spUter 
noch  erwähnt  werden  —  verfasste  einen  Comraentar  zu  dem  Buche  des 
Eukleides,  ebenso  Abft'1-Wafü,  alier  er  vollendete  ihn  nicht;  dann  com- 
mentierte  das  zehnte  Buch  ein  Mann,  Namens  Ibn  Rahiwaih  al-Ardschänl, 
femer  das  ganze  Werk  Abü'l-Käsim  al-Antak1,*)  nachdem  es  übersetzt 
worden  war;*-'  auch  war  es  commentiert  worden  Ton  Sind  ben  'AU  —  es  sah 
Abu  'All  neun  Bücher  desselben  und  einen  Theil  des  zehnten  —  das  zehnte 
commentierte  auch  Abu  Jüsuf  ar-Räzl,  und  zwar  vortrefflich  im  Auftrage 
von  Ibn  al- Am)d.  Al-Kiodi  in  seiner  Abhandlung  „über  die  Zwecke  des 
Eukleidischen  Buches"  erwähnt,  dass  dieses  Buch  von  einem  Manne  Namens 
Apollonios(V),**  dem  Zimmermann,  verfasst  worden  sei,  und  dass  er  es  in 
15  Abschnitten  entwarf;  zu  der  Zeit  nun,  da  das  Buch  schon  veraltet  und 
verbesserungsbedürftig  geworden  war,  ectschloss  sich  einer  der  Könige  von 
Alexandria  zum  Studium  der  Geometrie ;  nun  lebte  zu  seiner  Zeit  Eukleides 
und  diesen  beauftragte  er  mit  der  Umarbeitung  des  Buches  und  seiner 
Comroentierung;  dies  that  er  und  so  wird  es  auf  ihn  (als  Verfasser)  zu- 
rückgeführt. Später  fand  Hypsikles,  ein  Schüler  des  Eukleides,  noch  zwei 
Bücher,  das  vierzehnte  und  fünfzehnte,  und  brachte  sie  dem  König  und 
dieselben  wurden  dem  Buche  noch  hinzugefügt  —  und  dies  geschah  alles 
in  Alexandria.  —  Zu  den  Schriften  des  Eukleides  gehören  femer:  Das  Buch 
der  (himmlischen)  Erscheinungen.*'  Das  Buch  von  der  Verschiedenheit 
der  Bilder  (Optik).  Das  Buch  der  gegebenen  Grössen  (Data).  Das  Buch 
der  Tüne,  bekannt  unter  dem  Namen  der  Musik:  unächt.  Das  Buch  der 
Theilung,*"  verbessert  von  'Täbit.  Uas  Buch  der  Nutzanwendungen  (Po- 
rismen):'''' unächt.  Das  Buch  des  Kanon.^"  Das  Buch  vom  Schweren  und 
Leichten.^'  Das  Buch  der  Zusammensetzung  (Synthesis):  unächt.  Das 
Buch  der  Auflösung  (Analysis):  unächt.** 


Archimedes. 

Es  erzählte  mir  der  (ein)  Vertrauenswürdige,  dass  die  Griechen  von 
Büchern  des  Archimedes  15  Lasten  verbrannt  hätten;  die  ausführliche  Dar- 
legung dieser  Geschichte  würde  zu  lange  dauern,  wir  geben  daher  nur 
seine   noch   vorhandenen   Schriften  an:   Zwei   Bücher  über  die   Kugel   und 


*)  d.  h.  von  Antiochis. 

Abh.  Bur  üetch.  dor  MaUieni.   VI. 
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den  Cylinder.  Ein  Buch  über  die  Quadratur  des  Kreises.^  Ein  Bnc 
über  die  Siebentbeiluug  des  Kreises.'"'  Ein  Buch  über  die  sieh  berührenden 
Kreise.  Ein  Buch  über  die  Dreiecke.*'  lieber  die  parallelen  Linien.** 
Das  Buch  der  angenommenen  ßrfissen  (Assuinptorum)  für  die  Eleme 
der  Geometrie."  Ein  Buch  über  das  Vorausgesetzte  (Gegebene,  Bestimmte) 
Ein  Buch  über  die  Eigenschaften  der  rechtwinkligen  Dreiecke.*"  Ein 
über  die  Wasseruhren,  welche  Schleudersteine  werfen.  (?)*" 


Hjpsikles. 
Ein  Buch  über  die  Körper  (Himmelskörper?)  und  die  Entfemunge 
Ein   Buch   über  die   Aufgänge,   d.  h.  über   den   Auf-   und   Untergang    (der 
Gestirne).     Er  verbessr^rte  (oder  stellte  wieder  her)  das  14.  und   16.  Bnc 

der  Elemente  des  Eukleides.'^' 


Apollonios. 
Er  ist  der  Verfasser  des  Buches  der  Kegelschnitte.     Es  erwähnen 
Söhne  Mrtsfts  im  Anfang  (Einleitung)  des  Buches  der  Kegelschnitte  (wahr- 
scheinlich  Uebersetzung    und  Cornmentar  des  Apollonischen  Werkes),    di 
Apollonios   aus  Alexandria   (gebürtig)   war,   und   dass   sein  Buch   über   di 
Kegelschnitte  verdorben  war,  erstens,  weil  das  Jd^annscript  schwierig 


63 


lur- 


war. 


daher  auch  seine  Commentierung  vernachlässigt  wurde,  und  zweitens,  weil 
die  Erinnerung  au  das  Buch  verwischt  und  verschwunden  war;  so  kam  es, 
dass  ganz  verschieden  lautende  Exemplare  sich  in  den  Händen  der  Leute 
befanden,  bis  ein  Mann  ans  Askalon  mit  Nomen  Eutokios  auftrat,  der  sehr 
bewandert  war  in  der  Geometrie  —  die  Söhne  Mösfts  behaupten,  dass 
dieser  Manu  vortreffliche  Bücher  über  Geometrie  verfasst  habe,  dass  aber 
gar  nichts  von  denselben  bis  auf  uns  gekommen  sei  — ;  nachdem  dieser 
von  dem  Buche  gesammelt  hatte,  was  er  im  Stande  war,  brachte  er  wiedei 
vier  Bücher  in  Ordnung  —  die  Söhne  Müsäs  sagen,  das  Werk  habe  acht 
Bücher  gehabt  und  es  seien  von  ihm  noch  sieben  nad  ein  Theil  des  achten 
vorhanden,  die  vier  ersten  Bücher  seien  unter  der  Leitung  Ahmed  ben 
Müs&s  übersetzt  worden  von  Hilal  ben  Abi  Hilal  al  Himsl  (aus  Emesa), 
und  die  drei  letzten  von  Tabit  ben  Kiirra  al-  Harränl,  und  was  vom  achten 
Buche  noch  gefunden  wurde,  seien  vier  Sätze  — .  Also  ist  von  Apollonios 
vorhanden  das  Buch  der  Kegelschnitte  in  sieben  Büchern  und  einem  Theil 
des  achten.  Er  verfasste  femer:  Zwei  Bücher  über  den  Schnitt  der  Linien 
nach  (gegebenem)  Verhältniss/"*  Zwei  Bücher  über  das  bestimmte  Ver- 
h&ltniss:^'  das  erste  Buch  verbesserte  Tftl)it,  und  das  zweite,  obgleich  ins 
Arabische  übersetzt,  ist  nicht  zu  verstehen.  Ein  Buch  über  den  Schnitt 
der  Flächen  nach  (gegebenem)  Verhältniss.""     Ueber  die    sich    beiührenden 
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Kreise."'  Noch  wird  von  Tiibit  ben  Kurra  erwähnt,  daas  von  Apollonios 
eine  Abhandlung  herrühre  über  den  Satz,  dass  zwei  Linien  (Gerade),  die 
von  einer  dritten  unter  weniger  als  zwei  rechten  Winkeln  ausgehen,  sich 
schneiden.**^ 

Hermes." 
Wir  habeb  ihn  schon  früher  erwähnt.  Von  astrologischen  Schriften 
verfaaste  er:  Ueber  die  Breite,  erster  SchlUssel  der  Gestirne,  üeber  die 
Länge,  zweiter  Schlüssel  der  Gestirne.  Ueber  den  Umlauf  der  Gestirne 
(Planeten?).  Ueber  die  Gradeintheihing  des  Umlaufes  (Umwälzung,  Um- 
drehung)"* der  Jahre  der  Geburten.  Das  Buch  über  das  Verborgene,  d.  h. 
Über  die  Geheiimiisse  der  Gestirne,  auch  genannt  „die  goldene  Ruthe". 

Eutokios. 

Er  verfasste:  Einen  Commentar  zum  ersten  Buche  des  Archiraedes 
über  die  Kugel  und  den  Cylinder.  Das  Buch  Über  die  zwei  Linien;  er 
bewies  dies  Alles  (d.  h.  den  ganzen  Lihalt  des  Buches)  mit  Aussprüchen 
(S&tzen)  der  mathematischen  Philosophen;''^  es  wurde  ins  Arabische  über- 
setzt von  Täbit  und  man  fand  es  vortrefflich.  Einen  Commentar  zum  ersten 
Buch  des  Ptolemaios  über  das  Urtbeil  aus  den  Gestirnen  (de  judiciis 
astrorum).'* 

•  Menelaos. 

Er  lebte  vor  Ptolemaios,  denn  dieser  erw&hnt  ihn  im  Almagest.  Er 
verfasste:  Das  Buch  über  die  sphärischen  Sätze  (Sphaerik).  Ueber  die 
Kenntniss  der  Grösse  und  EintheUung  (Unterscheidung)  der  verschiedenen" 
Körper  (Himmelskörper?),  verfasst  im  Auftrag  des  Kaisers  Domitianus.'* 
Drei  Bücher  über  die  Elemente  der  Geometrie,  (neu-)  bearbeitet  von 
Tabit  ben  Kurra.  Das  Buch  über  die  Dreiecke:  einiges  Wenige  davon 
wurde  ins  Arabische  übersetzt. 


Ptolemaios. 
Er  ist  der  Verfasser  des  Almagestes  und  lebte  zur  Zeit  von  Hadrian 
und  Antonin;  zu  dieser  Zeit  beobachtete  er  die  Gestirne  und  für  den 
einen  derselben  schrieb  er  den  Almagest.  Er  war  auch  der  erste,  welcher 
ein  sphärisches  Astrolabium  und  (andere)  astronomische  Instrumente  ver- 
fertigte, und  Messungen  und  Beobachtungen  machte.  Es  wird  aber  auch 
gesagt,  dass  schon  vor  ihm  viele  Andere  die  Sterne  beobachtet  hätten,  zu 
denen  auch  Hipparchos  gehörte,  und  dass  dieser  sein  Lehrer  war,  von  dem 
er  (die  Beobachtung)  lernte;  aber  die  Beobachtung  ist  nicht  vollkommen 
ohne  das  Instrument,  und  der  Anfänger  im  Beobachten  wird  ein  Künstler 
mit  Hülfe  des  Instrumentes. 
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Ueber  den  Abnagest:  Dieses  Werk  hat  13  Bücher;  der  erste,  der 
seine  Commentierung  und  üebersetzung  ins  Arabische  besorgt  war,  war 
Jabj&  ben  Chiilid  ben  Barmak;  lui  dieser  Commentiemng  nun  arbeiteten 
für  ihn  eine  Menge  von  Leuten,  die  es  aber  nicht  geschickt  ausführten, 
so  dass  er  damit  nicht  zufrieden  war  und  zu  einer  andern  Comiuentieruug 
den  Abu  Huss&n*)  und  den  Salin  (oder  Salam),  den  Verfasser  des  Bait 
al-Hikma,**)  aufforderte,  welche  es  geschickt  in  Ordnung  brachten 
Anstrengungen  zu  seiner  Verbessei-ung  machten,  indem  sie  gute  Ueberse 
kommen  Hessen;  als  sie  deren  Üebersetzung  geprüft  hatten,  waren  sie 
staunt  über  ihre  Klarheit  und  Vollkommenheit  (Richtigkeit). 

Es  wurde  schon  gesagt,***)  dass  auch  al-Hidschädsch  ben  Matar  dies 
Werk  übersetzt  hat,  welche  Üebersetzung  von  an-Nairlzl  umgearbeite 
(commentiert)  wurde.  Auch  Täbit  verbesserte  das  ganze  Werk  nach  der 
&ltem  Uebersetzimg;  ferner  übersetzte  es  Ishak  (ben  Hunain),  and  T&bit 
verbesserte  auch  diese  Üebersetzung,  welche  aber  nicht  befriedrigend  war, 
also  ist  seine  erste  Verbesserung  ausgezeichneter.  —  Ausser  diesem  schrieb 
er  noch:  Das  Quadripartitum,  (gerichtet)  an  Syros,  seinen  Schüler;  es  über- 
setzte dieses  Buch  Ibrahim  ben  as-Salt  und  verbesserte  es  Hunain  ben 
Ishäic;  Eutokios  commentierte  das  erste  Buch,  ebenso  das  ganze  erste  Buch 
T&bit  und  erklärte  seinen  Sinn;  ebenso  wurde  es  commentiert  von  'Omar 
ben  al-Farruchiin ,  Ibrählm  ben  as-Salt,  an-Nairlzl  ujid«  al-Battänl.  Das 
Buch  der  Geburten.'*  Das  Buch  vom  Krieg  und  Kampf.  Ueber  die  Auf- 
findung der  Loose.'^  Ueber  den  Umlauf  der  Jahre  der  Welt.  Ueber  den 
Umlauf  der  Oeburtsjahre.  Ueber  die  Krankheiten  und  die  heilenden  Ge- 
tränke. Ueber  den  Lauf  der  sieben  ( Planeten V)."  Ueber  die  Gefangenen 
und  Eingekerkerten.  Ueber  das  Ansichziehen  und  Dienstbannachen  des 
Glückes  (der  Glückstorne).  Ueber  die  beiden  Prozessgegner,  welcher  von 
ihnen  Erfolg  habe.  Ueber  die  Personen  des  Adels  (der  Würde).  Das 
Buch  bekannt  unter  dem  Namen  des  „Siebenten"  (y).'*  Das  Bach  über  das 
Loos,  in  Tafeln  geordnet.  Das  Buch  über  die  Beschreibung  der  Stellungen 
der  Gestirne  (Planeten).  Das  Buch,  betitelt  die  Frucht,'^  commentiert 
von  Ahmed  ben  Jüsuf  al-Misri,  dem  Geometer.  Die  Geographie:  über  das 
bewohnte  Land,  eine  Beschreibung  der  Erde;  dieses  Buch  enthält  acht  Ab- 
schnitte, (Ur  (oder  von?)  al-Kindl  wurde  davon  eine  schlechte  Üebersetzung 
gemacht,  nachher  übersetzte  es  auch  Tübit  und  zwar  vortrefflich;  es  existiert 
auch  in  syrischer  Sprache.*" 


n 


*)  Ca«iri  (I.  p.  350)  hat  Abu  Hijün. 
**)  Haus  der  WeiBheit  (Wissenschaft):    grosees,   wissenacliaftliches    Sammel- 


I 


werk. 


***)  p.  244  des  Filiriat,  wo  von  Uen  UebersetxerD  gesproclien  wird. 


Autolykos. 

Er  schrieb:  Ueber  die  sich  bewegende  Sphiire,  verbessert  von  al-Kindl.** 
Drei  Bücher  über  den  Auf-  und  Untergang  (der  Gestirne). 

Siniplikios,   der   Grieche.** 
Er  verfasste:  Einen  Commentar  zum  Anfang  des  Buches  des  Enkleides, 
welcher  eine  Einleitung  in  die  Geometrie  bildet.*     Einen  Commentar  zum 
vierten  Buch  der  Kategorien  des  Aristoteles.*' 

DorotheoB.** 

Er  schrieb:  Ein  grosses  Buch,  welches  eine  Anzahl  von  Abhandlungen 
enthalt  und  das  Buch  der  Fllnfe  {TtevrÖTiviog)  genannt  wird;  es  wurde 
aber  noch  mehr  hinzugefügt,  wie  ich  sogleich  erwähnen  werde.  Die  erste 
Abhandlung  handelt  über  die  Geburten,  die  zweite  über  die  Verheirathnug 
(Paarung)  und  über  die  Nachkommen,"*  die  dritte  über  den  Regenten  der 
Geburtsstunile  und  denjenigen  der  Lebenszeit,  die  viei-te  über  den  Umlauf 
der  Geburtsjahre,   die  fünfte  über  den  Beginn  der  Handlungen,   die  sechste 

(Lücke),  die    siebente  über  die  Fragen  und  die  Gebarten;    von  ihm 

ist   auch   die    16.  Abhandlung  über  den  Umlauf  der  Geburtsjahre;*)  diese 
Abhandlungen  wurden  von 'Omar  ben  al-Famichän  at-Tabarl  commentiert.'" 

Theou  von   Alexandria. 
Er   schrieb:    Ueber    den    Gebranch    der    Armillarsphilren.     Das    Buch 
über  die  astronomischen  Tafeln  des  Ptolemaios,  bekannt  unter  dem  Namen 
Känön   al-Masir.**     Ueber   den  Gebranch   des  Astroliihiums.     Einleitung  in 
den  Alraagest,  ist  in  einer  ftltem  Uebersetzung  vorhanden."" 

Valens,  der  Grieche."* 
Er  verfasste:  Einleitnng  in  die  Kunst  der  Astrologie.  Ueber  die  Ge- 
barten. Das  Buch  der  Fragen.  Das  Buch  az-Zabradsch (?)•*),  commentiert 
von  Buzurdschmihr.''  Das  grosse  Buch  der  Fragen  jeder  Art.  Das  Buch 
der  unumschränkten  Herrschaft  (oder  des  Kaisers).  Ueber  den  Regen. 
Ueber  den  Umlauf  der  Jahre  der  Welt.     Das  Buch  der  Könige. 

Theodosios."' 
Er  schrieb:  Drei  Bücher  über  die  Kugeln  (Sphärik).     Ein  Buch  über 
die    Wohnungen    (bewohnte    Orte    der    Erde).      Zwei    Bücher    über    Tag 
und  Nacht. 


*)  Scheint  eine  Wiederholung  der  vierten  zu  sein. 
**)  Vergl,  Abu  Ha'icbar,  Aomerkung  188. 
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Pappos,  der  Grieche.** 

Seine  Schriften  sind:  Ein  Commentar  zum  Buche  des  Ptolemaios  über 

die   ebene  Darstellang  der  Engel    (Planisphaeriom) ,    übersetzt    von   T&bit 

ins  Arabische.     Ein  Conunentar  zum  zehnten  Buche  des  Enkleides,  in  zwei 

Theilen.** 

Herön. 

Er  schrieb:  Das  Buch  der  ErU&rung  (Auflösung)  der  Undeutlichkeiten 
bei  Eukleides.*^  üeber  den  Gebrauch  des  Astrolabiums.  Vom  Au&iehen 
der  Lasten  (Gewichte).**  Ueber  die  durch  Luft  bewegten  Maschinen  (wört- 
lich: über  die  Luftkräfte).*^ 

Hipparchos (Lücke)  az-Zafanl?*^ 

Er  verfasste:  Das  Buch  über  die  Kunst  der  Algebra,  bekannt  unter 
dem  Namen:  Die  Segeln  (Definitionen).  Es  wurde  ins  Arabische  übersetzt, 
dann  verbessert  von  Abü'l-Waf&  Mnhammed  ben  Mubammed  al-H&sib  (d.  h. 
dem  Bechner),  dieser  commentierte  es  auch  und  versah  es  mit  geome- 
trischen Beweisen.     Das  Buch  über  die  Theilung  der  Zahlen. 

Diophantos. 
War  ein  Grieche  aus  Alexandria;  er  schrieb:  üeber  die  Kunst  der 
Algebra. 

Thadinos?*» 

Er  schrieb:  Ueber  die  Sündfluthen  (allgemeines  Sterben),  üeber  die 
Kometen. 

Nikomachos   von   Gerasa. 

Er  verfasste:  Zwei  Bücher  über  Arithmetik.  Das  grosse  Buch  über 
die  Musik,  von  diesem  existieren  Auszüge  (Compendien). 

BadrogogiaV"'' 
Er  verfasste:  Das  Buch  über  die  Heraufziehung  (?)  des  Wassere  (wört- 
lich der  Wasser),*)  in  drei  Abschnitten:  der  erste  enthalt  39,  der  zweite  36 
und  der  dritte  30  Capitel. 

Tinkalos   (oder  Tinklos)?   der  Babylonier.'«*" 
Dieser  war  einer  der  sieben  Gelehrten,  auf  welche  ad-Dihftk  die  sieben 
Häuser  zurückführt,  die  nach  den  Namen   der  sieben  Planeten   (benannt) 
erbaut  worden    sind.     Er   schrieb:    Ueber   die  Dekane    und    die  Planeten- 
bezirke.'*" 

Tinkaros  (oder  Tinkros)?  der  Babylonier."* 

Dieser  gehörte  (auch)  zu  den  sieben  Aufsehern  beim  Tempeldienst 
der  Häuser,    und  ich  halte  ihn  für  den  Vorsteher  des  Hauses   des  Mars, 

*)  Könnte  auch  beiasen:  über  das  Auffinden  von  Wasier. 
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als   welcher  er  mir   auch  in    einigen  Schriften    begegnet  ist.     Er  schrieb: 
Das  Buch  der  Geburten  nach  den  Dekanen  und  Plaoetenbezirken. 

Muritos   (auch   Muristos)?'®* 
Er  yerfasst«:  Das  Buch  über  die   tönenden   Instrumente,  genannt  die 
Trompete  und  die  FlCte  (Pfeife),     üeber  das  t{5nende  Instrument,   welches 
auf  60  Meilen  weit  gehört  wird. 

Sft'Atos?'"» 
Er  schrieb:  Ueber  das  schreiende  (?)  Glöckchen.  ( 

Herkai   (Herakles?)  der  Zimmermann."" 
Er  schrieb:  Ueber  die  Kreise  und  die  Wasserrtlder.'*** 

Kitwar?   der   Babylonier.'"* 
Er  gehörte  zu  den  sieben  Tempeiwächtem  und  schrieb:  Ein  Buch  über 
die  Astrologie. 

Aristoienos."" 

Er  gehörte  zu  den  Musikern  und  schrieb;  Ein  Bach  Über  den  Rhythmus. 
Ein  Buch  über  die  Harmonie. 

Mazilb&. 
Ich  habe  in  einer  Schrift  von  Abft  Mu' schar  gelesen,   dass  dieser  der 
Astrolog  Xebukadnezars  war;  er  verfasste  nach  den  Angaben  Abfl  Ma'schars 
—  gesehen    habe   ich  es  nicht  —    das   Buch    der  Könige,    der   Dynastien 
(Schicksalswechsel),  der  Conjunctionen  und  des  Umlaufes  (der  Jahre). 

Aristarcbos. 
War  ein  Grieche  aus  Alexandria;  er  verfasste  das  Buch  Ober  die  Sonne 
und  den  Mond."* 

ApionV   der   Patriarch.'"'' 
Ich  setze  ihn  um  weniges  vor  Beginn  des  Islams,  oder  um  ganz  wenig 
nach  demselben.     Er  schrieb:  Ueber  den  Gebrauch  des  Planisphaeriums. 

Kankah   (auch  Katkah)   der  Indier.""  i 

Er  schrieb:  Das  Buch  „an-Nimftdär"  über  die  Lebenszeiten."'  Ueber 
die  Geheimnisse  der  Geburten.  Das  grosse  Buch  Ober  die  Conjunctionen. 
Das  kleine  Buch  über  die  Conjunctionen. 

Dschödar,  der   Indier. 
Er  schrieb:  Das  Buch  der  Geburten,  es  wurde  ins  Arabische  übersetzt. 
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tau,  wttkher  am  Loht  nek  tagt.  Bm  AUnäboig  u  Ittmk  «»ock  Zteüt. 
Eis  Amiag  am  itm  Bmthe  des  GaJewis  „Iber  die  tim£»Amm  RtSbmJaaAr 
r«ker  di«  Bbtten  «ad  MiMn  i,!'^  **^     Za  aämen  SekSkn 


n»  r»jji4  »a-lSmaial.  «vrde  tob  T&liä  koekscsteOs  «ad  «cfaitK.  Er 
Bada«  üefadsctmigCB  aas  dem  SjnsdieB  ios  Anbisehe  mmtar  1m-iiMmg 
TOB  T4bis  Bad  sckzi^  (aasserdem):  Die  AstvortcB  Xifaits  aaf  £«  Fimg« 
'Isi  IwB  Usaipds.*) 

SiaiB  bea  Tibit. 
Er  starb  ak  Mnslim  (GlSobiger:  Iner  im  Gegeasati  tm  SaJbitr\     Msa 
wird  seiner  Erwifannag  nater  dea   Medidaera  wiedetbegagnes: '"   ebenso 
wird  dort  erwifaa  wndea  seia  Sofai  Abttl-Hasu.'" 

Abö'I-Hasaa  al-HarriaL 
Sfaa  fiadet  iha  efaen£üls  nater  dea  Medidaen  crwiikBL^'* 

Ibrihlm  bea  Siaia  bea  Tftbit. 
Seia  Beiaame  war  AbA  Ishlk;  er  starb  scbon  frth  nad  war  em  ror- 
treflüdier,  henoiiagender  Geometer,  so  daas  za  seino-  Zeh  Ksner  gefnadca 
wurde,  der  ihn  an  Scbar&inn  abertreffen  hstte:  er  starb  im  Jakre  .... 
'L&ckej.'^  Er  schrieb:  Einen  Commentar  zum  ersten  Bache  der  Kegel- 
«efanitte,  der  aber  nicht  ToDstZndig  ist.     Ueber  die  Zwecke  des  Almagesteä.'* 

AbA'l-Hnsain  ben  Karnlb  ond  Abü'l-'Alä.  sein  Sohn."' 
Beide  worden  schon  anter  den  Xatorphilosophen  erwShnt  im  Artikel 
aber  Abä  Ahmed  ben  Abll-Hasain.  Abftl-Hnsain  ond  AbAl-'AlA  gehörten 
za  den  Mathematikem  (Zeichnern?)  nsd  Geometem,  der  erstere  rerfasste 
die  Schrift:  Wie  erkennt  man,  wie  viel  Standen  des  Tages  rorfiber  sind 
mit  Hlllfe  der  bestimmten  HShe  (der  Sonne). 

Abu    Mabammed   al-Hasan.'^ 
Ibn  'Ubaidaüäh   ben  Snlaim^  ben  Wahb.     Er  schrieb:    Einen  Com- 
mentar    in    einem   Bache    za    den    schwierigen    Partien   des   EakI  eidischen 
Baches  Ober  das  VerhXltniss."^' 


*}  Sollte  wohl  unter  den  Personen  eine  ümsteltoiig  »tattfinden 
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Eine  andere  Klasse  nud  zwar  die  Neueren.*) 

Al-Fazürl."« 

AbA  Ish&k  Ibrählm  ben  Hablb  al-FazArl  gehörte  zu  den  Nachkommen 
Samara  ben  Dschindabs;  er  war  der  erste  Muslim,  welcher  ein  Astro- 
Ittbium  verfertigte,  ebenso  construierte  er  ein  Mubat^ah'*'  und  ein  Plani- 
spbaerium.  Er  schrieb:  Ein  Gedicht  Über  die  Astronomie,  lieber  das 
Messinstnunent  für  den  wahren  Mittag.  Astronomische  Tabellen  nach  den 
Jahren  der  Araber.  Ueber  den  Gebrauch  des  Astrolabiums  und  zwar  des- 
jenigen mit  Ringen  (ArmillarsphUre),  Ueber  den  Gebrauch  des  Plani- 
sphaeriuius. 

'Omar  ben   al-Farruchan.**)'" 

Abil  Haf?  'Omar  ben  Haf?  ist  der  Commentator  des  Quadripartitmn 
des  Ptolemaios,  es  übersetzte  es  für  ihn  der  Patriarch  Abö  Jabjä  ben  al- 
Batnk.  Er  verfasste  femer:  Das  Buch  der  Vortheile  (Vorzüge)."'  Ueber 
die  Uebereinstimmung  und  die  Uneinigkeit  der  Philosophen  in  Bezug  auf 
die  Bahnen  der  Planeten.'" 

Sein   Sohn   Abft   Bekr. 

Mnhammed  ben  'Omar  ben  Haf?  ben  al-Famichän  at-Tabar1  war  ein 
vortrefflicher  Astronom.  Er  schrieb:  Ueber  den  Gnomon  (Zeiger  der  Sonnen- 
uhr)."* Ueber  die  Geburten.  Ueber  den  Gebrauch  des  Astrolabiums.  Das 
Buch  der  Fragen  (astrolog.).  Das  Buch  der  Einleitung  (in?)""  Ueber 
die  Tagewählerei.'*'  Das  kleine  Buch  der  Fragen.  Ueber  den  Umlauf 
der  Geburtsjahre.  Ueber  die  directiones.'**  Ueber  die  Neigungen  (?) '*•' 
Ueber  den  Umlauf  der  Jahre  der  Welt.  Das  Buch  der  directiones  bei 
den  Geburten. 

Mft-BchA-allah.  ***)'*« 

Ihn  Atari.  Sein  eigentlicher  Name  ist  Mischt^,  welches  ,,er  wird 
sich  -vermehren"  bedeutet.**'  Er  war  ein  Jude  und  lebte  zur  Zeit  al- 
Man$ürs  bis  auf  die  Tage  al-Mtoiüns.  Er  war  unübertroffen  zu  seiner 
Zeit  in  der  Astrologie  und  schrieb:  Das  grosse  Buch  über  die  Geburten, 
es  enthält  14  Abschnitte.  Das  Buch  der  21  (Abschnitte?)  über  die 
Conjunctionen,    die    Secten    und   Religionen.  '•''*     Ueber    die  Projection    der 


*)  d.  b.  die  muglimitischen  Mathematiker;  die  vorangehenden  (von  den  Söhnen 
MÜBS.S  an)  waren  Ungläubige  (Sabier,  Christen  etc.). 

•*)  Nach  Flügel    (Z.  D.  M.  G.    18.  Bd.    p.  630);   Casiri  und  Andere  achreiben 
Fercbän. 

**•)  d.  h.  „Wa«  Gott  will" 
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Strahlen.  Das  Buch  der  Bedeutungen  (significationes  in  der  Astrologie 
des  Mittelalters),  üeber  die  Zusammensetzung  der  Astrolabien  and  den 
Gebrauch  derselben.  lieber  die  ArmillarsphOren.  üeber  Begen  und  Winde, 
üeber  die  beiden  Loose  (das  günstige  und  nngünstige).  Das  Buch,  bekannt 
unter  dem  Namen  „das  siebennndzwanzigste":  der  erste  Abschnitt  handelt 
Ober  den  Beginn  der  Handlangen,  der  zweite  ttber  die  Zurttckweisang  (Zer- 
störung) der  Ordnung  (?),"*  der  dritte  tlber  die  Fragen,  der  vierte  über 
die  Zeugnisse  der  Gestirne,  der  ftlnfte  über  die  Ereignisse  (Erscheinongen),'^ 
der  sechste  llber  die  Bahnen  von  Sonne  und  Mond  und  das,  was  sie  be- 
weisen (was  sich  dabei  zeigt),  üeber  die  Buchstaben.***  üeber  die  Herr- 
schaft (Herrseher,  Sultan),  üeber  die  Keisen.'**  üeber  die  Preise.  Ueber 
die  Gebarten,  üeber  den  ümlaaf  der  Geburtsjahre,  üeber  das  Schicksal 
und  den  Glauben,  üeber  das  ürtheilen  nach  den  Conjnnctionen  and  Oppo- 
sitionen, üeber  die  Kranken.  Ueber  die  Sternbilder  und  das  ürtheilen 
nach  ihnen. 

Abu  Sahl  al-Fadl  ben  Nttbacht."' 
War  seiner  Abstammung  nach  ein  Perser;  ich  habe  die  Genealogie 
der  Familie  Nübacht  in  dem  Abschnitt  flber  die  Theologen  (Metaphysiker) 
schon  erwähnt  und  gründlich  durchgeführt.  Er  war  (angestellt)  in  der 
Chalifenbibliothek  anter  Hftrün  ar-Baschld  und  übersetzte  für  diesen  Werke 
aus  dem  Persischen  ins  Arabische;  er  vertraute  in  seiner  Wissenschaft  auf 
die  Bücher  der  Perser.  Er  schrieb:  Das  Buch  an-NahmatAn:*)  über  die 
Geburten.  Ueber  das  astrologische  Weissagen.'**  Das  Buch  der  Geborten: 
einzig  in  seiner  Art  (oder  auch  „selten"),  üeber  den  Umlauf  der  Geburts- 
jahre. Das  Buch  der  Einleitung  (in?).  Ueber  die  Vergleichung  und  die 
Allegorie  (?).***  Das  Buch  der  Citate  aus  den  Sentenzen  der  Astrologen 
über  die  Prophezeiungen,  Fragen,  Geburten  und  Anderes.'*" 

Sahl   ben   Bischr.'«» 

Abu  'Otmän  Sahl  ben  Bischr  ben  H&nl,  wurde  als  Jude  Häjä  genannt; 
er  diente  zuerst  dem  Tahir  ben  al-Husain  al-A'war,  hierauf  dem  al-Hasan 
ben  Sahl;  er  war  ein  scharfsinniger  und  vortrefflicher  Mann  und  schrieb: 
Die  Schlüssel  der  ürtheile,  oder  das  kleine  Fragenbuch.  Ueber  die  beiden 
Loose.  Das  grosse  Buch  der  Geburten,  üeber  den  Umlauf  der  Jahre  der 
Welt.  Das  kleine  Buch  der  Einleitung.  Das  grosse  Buch  der  Einleitung. 
Das  Buch  der  Astronomie  und  des  Rechnens.  Ueber  den  Umlauf  der  Ge- 
burtsjahre. Das  kleine  Buch  der  Geburten.  Das  grosse  Fragenbuch.  Ueber 
die  Tagew&hlerei.     üeber  die  Jahreszeiten  (auch  Zeitperioden).     Ueber  den 


--M  beissen:  an-Kimüd&r.    Vergl.  Anmerkung  111  zu  Kankah. 
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Schlösse].""  lieber  Regen  und  Winde.  Ueber  die  Bedeutangen.  Ueber 
den  Begeaten  der  Geburtsstuude  und  denjenigen  der  Lebenszeit.  Ueber 
die  Erwägungen  (oder  das  Relative?)'*'  Ueber  die  Verfinsterungen.  Das 
Buch  der  Synthesis.  Er  verfasste  auch  ein  grosses  Buch,  welches  13  Ab- 
schnitte eutbält  und  das  Wesentliche  aus  seinen  Schriften  in  sich  vereinigt, 
er  nannte  es  „das  zehnte"}'**  er  verfasste  es  in  Chor^sAn  und  es  wurde 
mir  gesagt,  dass  die  Kumäer  es  sehr  schützen.  Er  schrieb  auch  ein  Buch 
über  Algebra,  welches  sie  ebenfalls  loben. 

Al-Chuwjlrazml    (oder   Chowftreznjl). 

Muhammed  ben  Müsä,  gebürtig  aus  Chow&rezm,  arbeitete  auf  der 
Chalifenbibliothek  unter  Mümiiu  und  gehörte  zu  den  Astronomen.""  Vor 
und  nach  der  Zeit,  wo  Beobachtungen  gemacht  wurden,  pflegten  die  Leute 
sich  zu  verlassen  auf  seine  zwei  Tafeln,  die  unter  dem  Namen  Sind-Hind 
bekannt  sind.  Er  verfasste:  Das  Buch  der  astronomischen  Tafeln,  in  zwei 
Ausgaben:  die  erste  und  die  zweite.  Ueber  die  Sonnenuhr.  Ueber  den 
Gebrauch  des  Astrolabiums.  Ueber  die  Construction  des  Astrolabiums.  Das 
Buch  der  Zeitrechnung  (auch  Chronik).'"* 

Sind  ben  'All,  der  .Tu de. 
Sein  Beiname  war  Abü't,-Tajjib,  er  war  zuerst  Jude  und  ging  dann 
unter  Mamün  zum  Islam  über  und  wurde  unter  seine  Astronomen  aufge- 
nommen; er  ist  derjenige,  welcher  den  Tempel  (Observatorium)  baute,  der 
hinter  dem  Thor  asch- Scham fisijja  in  der  Residenz  Bagdad  steht;  er  arbeitete 
mit  den  astronomischen  Beobachtern,  ja  war  sogar  ihr  Vorstand.  Er  schrieb: 
Ueber  die  Apotomeen  und  die  Medialen.""  Ueber  die  Schneidenden  (Se- 
kanten ?J,  in  zwei  Ausgaben.'"*  Ueber  die  indische  Reohnuugsweise.  Ueber 
die   Vermehrung  und  die  Verminderung.     Das  Buch  der  Algebra.'*" 

JahjA  ben  Abi  Man^ilr.''" 
Es  wurde  seiner  schon  eingehend  an  einer  andern  Stelle  ErwUhuung 
gethau;  er  war  einer  der  Beobachter  unter  Mümün  und  starb  im  Lande 
der  Rumäer.  Er  schrieb:  Das  Buch  der  erprobten  Tafeln,  in  zwei  Aus- 
gaben, eine  erste  und  eine  zweite.  Ueber  die  Bestimmung  der  Höhe  des 
Sechstels  einer  Stunde  ftlr  die  Breite  von  Bagdad.  Ein  Bucb,  welches 
seine  Beobachtungen    enthält  und  Abhandlungen   über  eine  Menge   anderer 

Beobachtungen. 

Habasch  ben 'Abdallah. 

AI-Merwazl,  der  Rechner,  war  ebenfalls  einer  der  Beobachter  und 
wurde  über  100  Jahre  alt.  Er  sclirieb:  Das  Bucb  der  damasceiiischen 
Tafeln.     Das    Buch   der   mimünischen   Tafeln.''"      Ueber  die   Entfernun 


v>MH<i      '.''«'VW  <&»  ^rmMsaantt  aui  »ii«  ^aoauo*.     C-iäT  jk  ^ri  äck 
itf*\*xittAui  Cm*»  «iC  &•  Art  «ui  Tött  4ar  TcnäiiaKaB  ..•■•■■  mA: 


At-Abkkk 
AMfMU  Ims  ßctkt»  ktot  nur  at-Xtaifta  na  ii'fciiifc:    Ucbcr  die 


bi«  ErzSklBB«  des  Ibs  alM  aktafL'** 
Kr  M|^:  lek  b»l«  in  eioem  Boftlkt  t<»  Ibn  ai-Diekshm  folgead»  ge- 
l«M«;  Hfiwl  bm  'Ah  hktte  eis  Boeh  ,JEi»lMUHg^  gnefaidwa  nad  aclmkte 
«•  4«m  AiXi  Ma'iebar.  da  tdiiieb  neh  diewr  das  Back  selbst  zd:  nan  kat 
ab«r  Abfi  Maaekar  di*  Astronomi«  flnt  im  TorgertektaB  Alter  studiert  and 
«Mrin  V«r»taiid  räebUs  niekt  ans  fttr  die  AbfiuBsng  dieses  Baches,  ebento 
w«0if{  wie  fttr  die  neiin  Abfcandlnngwt  ftber  die  G^mrteB  nsd  das  Bock 
fiW  die  i^mjnattif/aen,  wekkes  an  Ibn-al-BAijlr  gerichtet  ist,  alle  diese 
»ind  ron  Hjnd  ben  'All  rerfssst. 

AI- Hasan   ben   Sahl   ben   NäbachL'*' 
Kr  s<;briet/:  (Jet^er  den  belis«hen  Untergang  der  Mondstationen.'' 

Jbn-al-Bäzjär.''* 
Mubainmed  ben  'Abdallah  ben  'Omar  ben  al-Bäzjär,  ein  Schfiler  ron 
HabaiK;b  ben  'Abdall&h  and  ein  voizfiglicher  Astronom,  schrieb:  Ueber  die 
Atmokph&re,  in  19  Theilen  (nach  anderen  Codices  auch  nur  sieben}.  Das 
Bach  der  astronomischen  Tafeln.  Ueber  die  Conjoncttonen  and  den  Um- 
lauf der  Jahre  d«r  Welt,  üeber  die  Gebarten  and  den  Umlauf  der  Ge- 
bortojahre. 

Oharz&d  ben   Därschäd.'" 
Der  Hechnor,   ein  Diener  des  Jaden  Sahl    ben  Rischr,   schrieb:    Ueber 
die  Geburten.      Ueber  die  TagewUhlerei. 

•)  Befindet  lieh  im  Ms.  962.  2   (Snppl.  arabe)  Paris;    vergl.  Woepke,    Essai 
ff«s   tütitution    etc.    in    Mäm.    pr<58.    par    div.    Sav.    ä    l'acad.     Tom.    XIV. 


Die  Söhne  as-Sabbi^hs.'" 
Mahammed,  Ibrtihlm  und  al-Hasan,  alle  drei  waren  scharfsinnige  Astro- 
nomen, besonders  auf  dem  Gebiete  der  beobachtenden  Astronomie  und  Astro- 
logie bewandert.  Sie  schrieben:  Das  Buch  der  Beweise  zu  den  Operationen 
mit  dem  Astrolabium,  es  wurde  verfasst  von  Muhammed,  dieser  vollendete  es 
aber  nicht,  sondern  Ibrilhlm.  Ueber  das  Verfahren  zur  Bestimmung  des  Mit- 
tags mittelst  einer  einzigen  geometrischen  Messung,  von  Muhammed  begonnen 
und  von  al-Hasan  beendigt  Die  Abhandlung  Muhammeds  über  die  Construc- 
tion  der  Sonnenuhren. 

Al-Hasan   ben   al-Cha^lb."* 

Er  wai  sehr  geschickt  in  der  Kunst  der  Astrologie  und  schrieb:  Das 
Buch,  betitelt  al-Kftrimibtar,""  es  enthält  vier  Abschnitte,  nUnilich:  Ein- 
leitung in  die  Astrologie,  Über  den  Umlauf  der  Jahre  der  Welt,  über  die 
Geburten,  Ober  den  Umlauf  der  Geburtsjahre. 

Al-Chajjät. 

Abu  'All  Jahjä  ben  Galib,  er  wird  auch  genannt  Tsm&'Ü  ben  Mu- 
hammed, war  ein  Schüler  von  Mik-schil-alläh  und  ein  vorzüglicher  Astronom, 
er  schrieb:  Das  Buch  der  Einleitung.  Ueber  die  Fragen.  Ueber  die  Be- 
deutungen. Ueber  die  Geschicke  (oder  die  Dynastien).  Ueber  die  Gelturten. 
Uflber  den  Umlauf  der  Geburtsjahre.  Das  Buch  des  Zerstreuten  (oder  der 
Blumonlese  ?),'*'  welches  er  für  Jahjä  ben  Chfllid  verfasste.  Das  Buch  der 
goldenen  Euthe.  Ueber  den  Umlauf  der  Jahre  der  Welt.  Das  Buch  von 
den  Anekdoten  (treffende,  oder  auch  vieldeutige  Antworten:  vielleicht  ist 
letztere  Bedeutung  die  passendste). 

'Omar  ben   Muhammed    al-Marwartidl.*"" 
Er  gehörte  zu  den  Beobaofatem  und  war   ein    vortrefflicher  Gelehi-ter. 
Er  sehrieb:  Ueber  die  Gleichung  der  Planeten.     Ueber  die  Coustruction  des 
Planisph&eriums. 

Al-Ilasan   ben   a?-Sabbäh.'" 

Er  gehörte  zu  den  Astronomen,  beschUftiglo  sich  aber  auch  mit  Geo- 
metrie und  schrieb:  Das  Buch  der  Lehrsätze  (Figuren)  und  der  Aus- 
messungen.    Ueber  die   Kugel.     Ueber  den   Gebrauch   der   Armillarsphüre. 

Abu  Ma'sohar."* 
Abo  Ma' schar  Dscha'far  ben  Muhammed  al-Balchi,  gehörte  anfänglich 
zu  den  Historikern  und  wohnte  im  westlichen  TheU  (von  Bagdad),  beim 
Thore  Chorasäu.  Er  hasste  den  al-Kindl  und  stachelte  das  Volk  gegen 
ihn  auf  und  schmBhte  ihn  wegen  seiner  Philosophie;  da  schickte  al-Kindl 
heimlich  solche  Leute  hinter  ihn,  welche  ihm  das  Studium  der  Arithmet" 


i 
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nnd  Geometrie  angenehm  zu  machen  wussten,  und  in  Folge  dessen  wandte 
er  sich  diesen  Gebieten  zu,  beendete  aber  die  Studien  hierin  nicht,   sondera 
ging  zur  Astrologie  über.     Jetzt  beim  Einblick  in  diesa  Wissenschaft  hSrten 
die  Bosheiten  gegen  al-Kindl  auf,   denn  er  gehßrte   nun   zu    derselben  Ge- 
lehrtenklasse.    Es  wird  erzählt,  dass  er  mit  dem  Studium  der  Astronomie 
erst   nach   seinem   47.  Lebensjahre    begonnen    habe;    er   war    von    scharfer, 
treffender  Crtheilskraft.     Einst  liess   ihn   al-Musta'ln   peitschen,    weil  er  in 
einer  Prophezeiung   das   Richtige   getroffen    hatte,   da   sprach    er:    ich   habe^i 
die  Wahrheit  gesagt  und  bin  doch   gestraft  worden.     Abu  Ma  schar   starb^^l 
als  er  schon  über  100  Jahie  alt  war,  in  Wäsit,  am  Mittwoch,   zwei  Nachte 
vor   Schluss   des    Kamad&n,   iiu   Jahre  272  d.  H.  (886).     Er    schrieb:    Das 
grosse  Buch  der  Einleitung:   acht  Abschnitte.     Das   kleine  Buch    der  Ein- 
leitung.    Das   Buch   der  Tafeln  al-Hazärtkt  mit  über  60  Capiteln-"*     Das 
grosse  Buch  der  Gehurten,  unvollendet,  aus  welchem  vielfach  Auszüge  ge- 
macht wurden.     Ueber  die  äussere  Erscheinung  der  HinunelssphUre  und  die 
Verschiedenheit    ihres   Aufganges:    fünf   Abschnitte.     Lieber    den    Regenten 
der  Lebenszeit.     Ueber  den  Regenten  der  Geburtsstunde.     Ueber    die  Con- 
junctionen,   an   lim   al-Bäzjär    gerichtet.     Das  Buch   über   den    Umlauf  der 
Jahre  der  Welt,    betitelt   „die   treffenden    Antworten".'*^     Ueber    die  Tage 
wählerei    nach    den    Mondstationen.     Das    Buch    der   Tausende:     acht    A 
schnitte.""     Das  grosse   Buch   der   Temperamente;    fünf  Theile,    nach   di 
EintheUung  von  Abu  Ma' schar.     Ueber  die  beiden  Loose,  die  Lebenszeit» 
der  Könige  und  die  Regierungen  (Dynastien).     Das  Buch  Zatrdschät,'**  uni 
über  die  Grenzen  und  die  Horizontalkreise. '"''     Ueber   die    Conjunction   der 
beiden   ünglückssterne   (Saturn   und  Mars)    im  Hanse   des  Krebses.      Ueber 
die  Sternbilder  und  das  Weissagen  nach  ihnen.     Ueber  die  Sternbilder  nud 
die  Grade'"  und  das  Weissagen  nach  ihnen.     Ueber   den  Umlauf  der  G 
burtsjahi-e:  acht  Abschnitte.     Das  Buch  über  die  Temperamente,   das   sei 
(kostbar)  war,  später  aber  häufiger  vorkam  (gefunden  wurde)  (?).    Ueber 
heiischen    Untergänge    der    Mondstationen.     Eine    Sammlung    von    Fragen. 
Ueber   die   Sicherheit   (Wahrheit)    des   astrologischen   Wissens.      Ein    Buch, 
dessen  Zusammenstellung  er  begann,   aber  nicht  vollendete,    er  wollte  üun 
den   Namen    gelien    „das    Vollständige    oder    die   Fragen".     Das    Buch    der 
Sammlung,  in  welchem  er  die  Aussprüche  der  Menschen  über  die  Geburten 
zusammenstellte.     Das  Buch   der  Elemente,   welches  Abü'l-'Anbas    fUr  sich 
in  Anspruch  nahm.     Ueber  die  Auslegung  der  Träume  aus  den  Gestirnen. 
Ueber    die   Urtheile    nach    den   Regeuten    der   Geburtsstunde.      Das    kleine 
Buch   der   Gebui'ten:    2   Theile    mit  13    Altschnitten.     Tafeln    der    Conjnnc- 
tionen    und    der    Abweichungen  (?).  '^'     Ueber  die  Jahreszeiten.      Ueber    die 
Jahreszeiten,   nach   den    12  Zeichen    des    Thierkreiaes.     Ueber    die    Loose, 
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und  zwar  über  dio  Loose  der  Lebensmittel,  der  KleiUttr,  des  Riecbbai-en 
(der  dufteuden  Dinge),  der  WohlfeilLeit  und  der  Tbeuerung  und  des  Weis- 
sagens  nach  ihnen.  Ueber  Regen  und  Winde  und  die  VerUnderungen 
der  Atmospbilre.  Ueber  die  Natur  der  Länder  und  die  Entstehung  der 
Winde.  Ueber  die  Schiefe  (Neigung)  (?)  '"*  im  Umlauf  der  Geburtsjahre. 
Abu  Ma'scbar  pflegte  (in  wissenschaftlichen  Dingen)  der  AutoritUt  der 
Barmakiden  'Abdallah  ben  JabjiV  und  Muhammed  ben  al-Dschahni  zu  folgen, 
und  doch  übertraf  er  sie  im  Wissen. 

'Abdallah  ben  Masrür  an-Na9rftnl  (d.  h.  der  Christ).*** 
War  der  Diener  von  Abu  Ma' schar  und  schrieb:  Ueber  die  Projection 
der  Strahlen.     Ueber  den  Umlauf  der  Jabre  der  Welt  und  das  Weissagen 
nach  diesem.     Ueber  den   Umlauf  der  Geburtsjahre. 

'Ut^rid  ben  Mohammed.''" 
Der  Rechner  und  Astronom,  war  ein  vortrefflicher  und  gelehrter  Mann 
und  schrieb:  Ueber  die  indische  Wahrsagekunst  (aus  Kameelmembranen) 
und  ihre  Erklürung.  Uober  den  Gebrauch  des  Astrolabiums.  Ueber  den 
Gebrauch  der  Armillarsphäre.  Ueber  die  Zusammensetzung  der  himmlischen 
Sphiiren.     Ueber  die  Brennspiegel. 

Ja'küb  ben  Tarik."* 
Er  gehörte  zu  den  ausgezeichneten  Astronomen  und  schrieb i  Ueber 
die  Theiluug  des  Sinus."'"  Ueber  d.as,  was  sich  vom  halben  Tagebogen 
in  die  EShe  erbebt  Das  Buch  der  Tafeln,  dem  Sind-Hind  entnommen, 
von  Grad  zn  Grad,  in  zwei  Theilen:  der  erste  für  die  Sphttrik,  der  zweite 
für  die  Wissenschaft  der  Zeitperioden  (Chronologie?)'^' 

Abü'l-'Anbas."« 
As-Saimarl,    wurde    schon    früher    als    eifriger  Astrolog   erwähnt,    er 
schrieb:  Ueber.  die  Geburten.     Einleitung  in  die  Astrologie. 

Ihn  Slmawaih.'»» 
Ein  Jude,  sein  Name  war Er  schrieb:  Einleitung  in  die  Astro- 
logie.    Ueber  den  Regen. 

'Ah  ben  Daüd.*)"" 

Er  war  ein  vortrefflicher  Mann  und  hervorragender  Astrolog  und  schrieb: 
Ueber  den  Regen. 


*)  Aach  Däwud  =  David. 

Abh.  mr  Oncli.  der  Malhsm.  VT. 


—    u    — 

Ibn  al-A'ribL 
Abfil'Haaan  'All  ben  al-A'r*bl  ans  KOfa  war  ebenfalls  ein  trefflkliar 
Mann  an<l  herromgend  in  seiner  KtinsC  (Astrologie),  und  bekannt  anter 
dem  Namen  aacb-Schail^nl,  weil  er  zn  den  Nachkommen  (znm  Stamme) 
Hchaib&ns  gehörte.  Er  schrieb:  Das  Bach  der  Fragen  und  der  Tage- 
wSfalerei. 

H&rit ,  der  Astrolog."" 

War  eng  befreundet  mit  al-Hasan  ben  Sahl  und  ein  TOtxIl^licher  Ge- 
lehrter, den  anch  Abu  Ma'scbar  als  Aatorit&t  anfahrt  Er  schrieb:  Das 
Bach  der  Tafeln. 

Al-Misslsl.*) 

Abtk'NHasan  'All  ben  al-Misslsl  schrieb:  Ueber  die  Conjonctionen. 

Ibn  Abi  Karra.*«» 
Sein  Beiname  war  Abft  'AU,  er  war  der  Ästrolog  von  al-'Alawl,  (des 
Forsten)  von  Basrft,  er  schrieb:  Ueber  die  Ursache  der  Verfinsterong  von 
Sonne  and  Mond,  für  al-Muwaffak  verfasst. 

Ibn  Bam'än. 
llahamroed  ben  'Abdallah,  Diener  des  Abft  Ma'scbar,  schrieb:  Einlei- 
tung in  die  Astrologie. 

Al-Fargftnl.*«' 

Muhammed  ben  Katlr,  war  ein  vorzüglicher  Mann  und  hervorragender 
Astronom,  er  verfasste:  Das  Buch  der  Elemente*"*,  Auszug  aus  dem  Al- 
niagest.     Uol)er  die  Oonstniction  der  Sonnenuhren.**'^ 

Ibn  Abi  R&fi'. 
Sein  Beiname  war  AbO.'1-Hasan,  ein  vorzüglicher  Gelehrter,  er  schrieb: 
IJolier  die  Verschiedenheit  des  Aufgangs  (der  Gestirne). 

Sein  Sohn  Abu  Muhammed. 
'Abdallah  ben  Abl'l-Hasan  ben  Abi  R&fi',  verfasste:  Eine  Abhandlung 
über  die  Geometrie. 

Ibn  Abi  'Abbftd  (oder  'Ubbüd).^»« 
Muhammed  ben  'tsil,  mit  dem  Beinamen  Abü'l-Hasan,  nur  unter  diesem 
Nivuiou  bekannt,  er  schrieb:  Ueber  den  Gebrauch  des  Astrolabiums  mit  den 
zwei  Ringen*'"  und  anderer. 


*)  Sollte  nnch  dorn  folgpnden  vollen  Namen  wohl  Ibn  al-Missts!  heissen,  oder 
dann  iit  da«  folgende  ben  fiberflüssig.    FlOgt;!  macht  hiezu  keine  Bemerkung. 


-     35 


An-Nairlzl."» 

Abü'l-'Abbas   al-Fft(lI   ben  Hätiin   an-Nairizl,   gehörte   zu  denen,    auf 

deren  Autorität   man   sich   gerne   bezog   in  der  Astronomie,   namentlich  in 

der  beobachtenden.     Er  schrieb:  Das  grosse  Buch  der  Tafeln.     Das  kleine 

Buch  der  Tafeln.    Daher  die  Gebetsrichtnng  (nach  Mekka).*)    Einen  Com- 

mentar  zum  Quadripartitum  des  Ptolemaios.  ■'"    Ueber  die  atmosphärischen 

Erscheinungen,   für  al-Mu'tadid   verfasst.     Das  Buch  der  Beweise  und  der 

Hi'rstelluug  von  Instrumenten,  mit  welchen  entfernte  Gegenstände  deutlich 

gemacht  werden. 

Al-Battftnl."» 

Abu  'Abdallah  Muhamnied  ben  DschAbir  ben  Sinftn  ar-Rakkl,  stammte 
aus  Harrln  und  war  (ursprünglich)  Sabier.  Der  Anfang  seiner  astrono- 
mischen Beobachtungen  fiel  nach  Dscha'far  ben  al-MuktaCl,  der  ihn  hierüber 
selbst  befragt  hatte,  ins  Jahr  264  und  sie  dauerten  bis  zum  Jahre  306. 
Er  gab  in  seinen  Tafeln  die  Oerter  der  Fiisteme  für  das  Jahr  299  an. 
Er  kam  mit  den  Söhnen  az-Zajjäts  aus  Rakka  nach  Bagdad  wegen  der 
Unterdi-ückuügen,  die  ihnen  dort  zu  Theil  wurden,  und  starb  auf  der  Rück- 
kehr auf  der  Feste  al-Dschass  im  Jahre  317.  Er  schrieb :  Das  Buch  der 
Tafeln,  in  zwei  Ausgaben,  die  zweit«  ist  ausgezeichneter  als  die  erste. 
Ueber  die  Kenntniss  der  Aufgänge  der  Häuser  nach  den  vier  Quadranten 
des  Thierkreises,  auch  bekannt  als  seine  Abhandlung  ülier  die  Verificierung 
der  Wirkungen  der  Conjunctionen,  die  er  für  Abü'l- Hasan  ben  al-Farftt 
verfasste.'"' 

Ibn  Araadschür.*" 

Abfi'l-KiVsim  'Abdallah  ben  Amädschflr  war  ein  Nachkomme  der  Pha- 
raonen und  ein  vorzüglicher  Gelehrter.  Er  schrieb:  Das  Buch  des  Fragens?"' 
Das  Buch  der  Tafeln,  bekannt  unter  dem  Namen  „die  Reinen"  (Besten, 
Fehlerfreien).  Das  Buch,  genannt  der  Reiseproviant.  Das  Buch  der  Tafeln, 
bekannt  unter  dem  Namen  „die  Gegürteten".  Das  Buch  der  Tafeln,  ge- 
nannt „die  Wundervollen".  Das  Buch  der  Tafeln  des  Sind-Uind.  Das 
Buch  der  Tafeln  der  Zeitlaufe.  (?)  "* 

Sein  Sohn  Abü'l-Hasan  'All  ben  Abl'l-Kftsim"'* 

schrieb (Lücke). 

AlHarünJ  (auch  al-Harawl).*'" 

JüBof  ben schrieb:    Ueber  astrologische  Betrügerei  (Heuchelei), 

in  circa  300  Blättern.*" 


•)  Befindet  sich  in  dem  M».  962.  2  (Suppl.  arabe)  in  Paris,  vergl.  Woepke, 
Essai  d'nne  restitution,  etc.  in  M^m.  pr^s.  k  l'acaJ.  par  div.  Sav.  Tom  XIV. 
Paris,  1866.  p.  666. 

3* 
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Abft  Zakarijjä. 
Dschannün  (auch  Dscbanüb)  ben  'Amr  ben  Jttbannft  ben  as-SaJt  schrieb: 
Das  Buch  des  Beweises  der  Eichtigkeit  (Sicherheit)  der  Sterne  (Astrologie) 
und  der  mit  Hülfe  derselben  gemachten  Prophezeiungen. 

As-Saidanänl. 
'Abdall&h  ben  al- Hasan,  der  Rechner  und  Astronom,   schrieb:    Einen 
Commentar  zur  Algebra  des  Muhammed  ben  Müsä  al-Chowärezml.^"    Einen 
Commentar  zu  seinem  Buche  über  die  Vermehrung  und  die  Verminderung.*'* 
Ueber  die  verschiedenen  Arten  des  Multiplicierens  und  Dividierens. 

Ad-Dandänl  (And.  Ar-Randänl). 
'Abdallah  ben  'All  an  Nasränl,  mit  dem  Beinamen  Abu  'Alt,  schrieb: 
Das  Buch  der  Stemdeutungsknnst,  dasselbe  war  schon  alt,  als  ich  es  sah. 

Eine  andere  Classe  von  neueren  Astronomen  and  Oeometem,  deren 
Wohnorte  (Heimatli)  anbekannt  sind. 

Al-Adaml.»'» 
Abu  'All  al-Husain  ben  Muhammed  schrieb:  Ueber  al-Har&f&t**"*  und 
die  Fäden  (am  Astrolabium)?**'  und  die  Verfertigung  der  Uhren. 

Al-Hajjftnl  (And.  al-Dschanftbl,  oder  al-Hanäl). 

Sein   Beiname    war   Abü'1-Fadl,    und   sein  Name  ......    er    schrieb: 

Das  Buch  der  geometrischen  Tafeln. 

Ibn  Bagan  (And.  Ihn  Näg^r). 

Al-'Abbfts  ben  Bägän  ben  ar-Rabl',  mit  dem  Beinamen  Abu  Rabl', 
war  Astronom  und  schrieb:  Das  Buch  der  Eintheilung  der  bewohnten 
Gegenden  der  Erde  und  der  äussern  Erscheinung  (Form)  der  Welt. 

Ibn  Nadschija  (And.  Nahija  und  Nadschlm).'** 

Muhammed   ben ,   der  Schreiber,  verfasste   ein  Buch  über  die 

Feldmessung. 

Abu  'Abdallah. 

Muhammed  ben  al-Hasan  ben  Acht  Hischüm  asch-Schatawl;  er  schrieb: 
Ueber  die  Construction  der  geneigten  Sonnenuhr.  Ueber  die  Construction 
der  trommelfißrmigen  Sonnenuhr"*',  über  die  Verfertigung  von  Schleuder- 
maschinen***      '  über  die  Bestimmung  der  Höhen  und  der  Azimuthe. 
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Die  neueren  Rechner  und  Ärithmetiker, "°  ^H 

'Abdalhamld. 

Abö'1-Fadl  'Abdalhamld  ben  W&si'  ben  Turk  al-Chuttall  (auch  Dscha- 
hall),  der  Rechner,  —  als  sein  Beiname  wird  a\ioh  Abfl  Muhamtned  ge- 
nannt —  schrieb:  Das  Ganze  der  Rechenkunst  in  sechs  Büchern.  Das 
Buch  über  den  Geschäftsverkehr  (polit.  Arithmetik).  ^^'' 

Abu  Barza. 
Al-Fadl  ben  Muhammed  ben  'Abdalhamld  ben  Turk  ben  Wäsi'**'  al-Chut- 
taü,  schrieb:    Das  Buch  über  den  Geschäftsverkehr.     Das  Bach  über  die 

Feldmeasang. 

Aba  Kämil.-*« 

Abu  Kttoil  Schndscha'  ben  Aslam  ben  Muhammed  ben  Schudscha', 
der  Rechner,  ans  Aegypten,  war  ein  trefflicher  und  gelehrter  Arithraetiker 
und  schnob:  Das  Buch  des  Glückes."  Das  Buch  des  Schlüssels  des  Glückes.® 
Das  Buch  über  die  Algebra.'"''  Das  Buch  des  Auagepressten  (vielleicht 
Auszug?).  Das  Bach  der  Vorbedeutungen  (aus  dem  Vogelflug).  Ueber  die 
Vomiehrung  und  die  Venninderung.  Das  Buch  der  beiden  Fehler.*""  Das 
Buch  der  Feldmessung  und  der  Geometrie.    Das  Buch  des  Genügenden.*" 

Sinftn  ben  al-Fath.^-'* 
Er  war  aus  Harrän  gebürtig,  ein  hervon-agender  Kechner  and  AritU- 
Dietiker,  und  schrieb:  Das  Buch  at-Tabt,  in  der  (über  die)  indischen  Rech- 
nimgsweise.***  Ueber  die  Vennehrung  und  die  Verminderung.  Einen  Com- 
mentar  zum  Buche  „über  die  Vermehrung  und  die  Verminderung"  fwabrseheinl. 
eines  andern  Autors).  Ueber  die  Erbtheilungen.  Ueber  die  Eubenrechnung 
(Kubikwurzelausziehung?).*'*  Einen  Comnientar  zur  Algebra  des  Chowörezml. 

Abu  Jüsuf  al-Mi??!?!.*"* 
Jaküb  ben  Muhammed,  der  Rechner,  schrieb:  Eine  Algebra.  Ueber 
die  Erbtheilungen.  Ueber  die  Verdoppelungen  der  HUuser  (Felder)  des 
Schachspiels.  Das  Universalbuch.  Ueber  das  Verhallniss  der  Jahre.  Das 
allumfassende  Buch.  Das  Buch  der  beiden  Fehler.  Ueber  die  Testaments- 
rechming.*** 

Ar-R&zl.»" 

Ja'küb  ben  Muhammed,  mit  dem  Btinamen  Abd  Jüsuf,  schrieb:  Das 
Buch  über  das  gesammte  Kechnen.  Das  Buch  at-Taht.  Ueber  die  Rech- 
nung mit  den  beiden  Fehlem.  Das  Buch  der  dreissig  seltenen  (ungewtflm- 
lichen,  fremdartigen)  Fragen  (Probleme). 
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n»  J^jX  hea  Alxam.  der  Btekter.  sekrieb:   üefaer  ZaUenFKobleme. 

Al-K*ribliU** 
AhmMl    b«D  'Omar    g«h3rte   m   den    TOtzSgliehsteit    Gcoaneiera    und 
AritbcMtikem  und  sehrieb:  Einen  Commentar  znm  Enklsides.     Ueber  die 
T<Htain«ottr««hniuig.   üeber  die  Erbtheihmgen.  Ueber  das  Planisphaerinm.** 
Das  Bo«h  des  Indisehea  ^BecfaneosV;. 

Ahmed  ben  Mnfaammed. 
L>er  B*ehner  —  aber  seine  LebensrerfaSltniss«  ist  nichts  weiteres  be- 
kannt —  schrieb:  Das  Bach  an  Mohammed  ben  Müsa  aber  das  Erreicheii 
(VortbeilV)."'    Eine  Einleitang  in  die  Astrologie.    Ueber  die  Termehning 
and  die  Venninderang. 

Al-MakkL 
Ilscfaa'far  ben  'All  ben  Mahammed  al-Makkl,  der  Geometer,   schrieb: 
Das  Bach   aber  die  Geometrie.     Abhandlang  aber  den  Kobos  (die  Kabik- 

xahlj."* 

Al-I»tachrt»*» 

Der  Rechner,  sein  Name schrieb:  Das  Bach  aber  das  gesammte 

Ker:hnen.     Einen  Commentar  zur  Algebra  des  Abu  KämiL 

Ein  Mann,  bekannt  nnter  dem  Namen  Mahammed  ben  Lnrra  (And. 
Lud  da)  der  Reebner,  aus  I^fahän  (Ispahan)  schrieb:  Ein  Bach  Ober  das 
gesammte  Rechnen. 

Die  neueren  Oeometer,  Arithmetiker  und  Astronomen,  deren  Lebens- 

oder  Sterbezeit  nicht  weit  entfernt  ist  (d.  h.  von  derjenigen  des 

Verfassers  des  Filirist,  also  kurz  die  Zeitgenossen). 

Jühannä  al-Kass. 

Johanna  bon  Jfisuf  ben  al-Härit  ben  al-Batrik  al-Kass  (d.  h.  der  Priester) 

goh'irto  zu  denen,  welche  Vorlesungen  hielten  über  die  Elemente  des  Eu- 

kldidos   und   andere   geometrische  Bücher;   er  machte  auch  üebersetzungen 

iiuH    dorn   Oriochischen   und   war  ein   vorzüglicher   Gelehrter,    er   starb  im 

Jiihr*** or  schrieb:  Einen  Auszug  aus  (in)  zwei  Tafeln  für  Geometrie. 

lOinu  Al>handlung  über  den  Beweis,  dass,  wenn  eine  gerade  Linie  zwei 
nndorn  in  einer  Kbono  gelegene  Gerade  schneidet,  die  beiden  innem  Winkel, 
witlcho  auf  der  einen  Seite  liegen,  weniger  als  zwei  Rechte  sind. 


Ibn  Rauh,  der  Sabier. 


Ob 


Abä  Dscha'far  al-Cb&zin  (d.h.  der  Schatzmeister  oder  Bibliothekar).*" 

Sein  Name Er  schrieb:  Ueber  die  Scheiben  (des  Astrolabiums).'" 

üeber  die  Zahlenprobleme, 

'All  ben  Ahmed  al-'Imrfi.nl.'" 
War    aus   Mosul    gebürtig    und    ein   vonsüglicher  Büchersammler,    es 
kamen  zu  ihm  Leute  aus  den  entferntesten  Gegenden,  um  seine  Vorlesungen 
zu  hören,   er  starb   im  Jahre  344  (955).     Er   verfasste  einen  Commentar 
zur  Algebra  des  Abu  Kiimil."" 

Abü'l-Waffl. 
Mahammed  ben  Muhammed  ben  Jahjä  ben  Ismä'il  ben  al-'Äbbfts^ 
wurde  geboren  zu  Bözdschän  im  Gebiete  von  Nlsübür  im  Jahre  328  (940), 
Mittwochs  am  Neumond  des  Monats  Ramadan  (10.  Juni).  Er  erhielt  Unter- 
richt von  seinem  Oheim  (väterl.  Seits)  Abu  'Amr  al-Mugftzill  und  seinem 
Oheim  (mütterl.  Seits)  Abu  'Abdallah  Muhammed  ben  'Ambasa  —  Abu 
'Amr  selbst  studierte  die  Geometrie  unter  Abu  Jahjl  al-Milwardl*)  und 
Abü'l-'Alä  ben  Kamlb.'*"  —  Abö'1-Wafa  wandei-te  im  Jahre  348  (959) 
nach  'Irftk  aus.  Er  schrieb:  Das  Buch  tlber  das,  was  die  Geschäftsleute 
und  die  Schreiber  (Secretäre)  von  der  Rechenkunst  gebrauchen;  es  enthUlt 
sieben  Abschnitte,  jeder  mit  sieben  Capiteln:  Der  erste  Abschnitt  handelt 
über  das  Verhältniss,  der  zweite  über  Multiplication  und  Division,  der  dritte 
über  die  Operationen  des  Messens  (der  Flächen-  und  Körperbereehnung), 
der  vierte  über  die  Steuerverhältnisse,  der  fünfte  über  die  Theilangsge- 
schSfte,  der  sechste  über  die  Wechselgeschüfte,  der  siebente  über  den  Ge- 
schäftsverkehr der  Kaufleute."*'  Einen  Commentar  zur  Algebra  des  Cho- 
wärezml.  Einen  Commentar  zur  Algebra  des  Diophantos.  Einen  Commentar 
zur  Algebra  des  Hipparchos.**'  Ein  Buch  Einleitung  in  die  Arithmetik. 
Das  Buch  über  das  was  gelernt  werden  rauss  vor  (dem  Studium  des  Buches) 
der  Arithmetik.  Das  Buch  der  Beweise  zu  den  Sätzen,  welche  Diophantos 
in  seinem  Buche  aufstellt  (eig.  gebraucht),  und  zu  dem,  was  er  (Abil'I- 
Wafil)  in  seinem  Commentar  aufstellt.  Eine  Abhandlung  über  die  Auf- 
findung der  Seite  des  Würfels,  des  Quadrates  des  Qua  Irates^'^  und  dessen 
was  aus  beiden  zusammengesetzt  ist.  Ein  Buch  über  die  Kenntniss  den 
Kreises  aus  der  Sphäre.*^  Das  vollständige  (umfassende)  Buch,  es  ent- 
hält drei  Abschnitte:  der  erste  handelt  über  die  Dinge,  die  gelernt  werden 
müssen  vor  der  Bewegiing  der  Himmelskörper  (Gestirne);  der  zweite  über 
die  Bewegung  der  Himmelskörper;   der   dritte   über  das   was  sich  bei  der 


*)  Sollte  vielleicht  heissen  Äbü  Jahjä  al-Merwazi  s.  p.  16. 
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B«ir«^axkg  d«r  Hiinm«lsk<Jrper  zeigt  (ereignet,  dazaas  lesaltieri '.  Das  Bock 
int  %KXAXuia  tkbkKB,  zweif«ll<»eDj  Tafela,  in  drei  Abschnitten:  der  erste 
iaaütsh  fiber  die  IHoge,  die  gelernt  werden  mfissen  vor  der  Bewegung  der 
HimmthiüirptT;  Anr  zweit«  Ober  die  Bewegung  der  HimmelskSrper;  der 
dritt«  fiber  das  was  sieh  bei  der  Bewegung  der  HimmelskSrper  zeigt  *^ 
—  Hein  Obeim  Abb  .Sa  id  schrieb  ein  aus  nngef&hr  600  BlSttem  bestehendes 
Bncb  Ober  das  Eindringen  in  die  Wisseoschaflen  (Erkenntnisse)  f&r  Schtiler. 

Al-Kfthl.»« 
Abu  Sah]  Widschan  ben  Bostam  (oder  Bostom)  ans  KAh,  d.  h.  den 
iUtTgt^n  von  Tabaristän  gebfirtig,  schrieb:  Das  Buch  Aber  die  Mittelpunkte 
der  Kugeln  *^^,  das  er  aber  nicht  vollendete.  Das  Bach  der  Elemente,  nach 
demjenigen  des  Eukleides,  und  den  aus  ihm  gemachten  Auszogen.*^  Zwei 
BOcher  Aber  den  vollkommenen  Zirkel.*^'  Zwei  Btlcher  fiber  die  Con- 
struction  (Kunst)  des  Astrolabinms  mit  Beweisen,  üeber  die  Auf&ndung 
der  Punkte  auf  den  Linien.  (V)^^  Das  Buch  an  die  Logiker  fiber  die  Auf- 
einanderfolge der  beiden  Bewegungen:  zurYertheidigung  Täbit  ben  Kurras.**' 
Ueber  die  Mittelpunkte  der  Kreise  auf  den  Linien  (gegebenen?)  nach  der 
Methode  der  Analysis  ohne  Synthesis.  *^*  Das  Buch  der  Zusätze  zum  zweiten 
Buche  des  Arcbimedes  (über  die  Kugel  und  den  Cylinder?).*^  Abhandlung 
über  die  Auffindung  der  Siebeneckseite  im  Kreise. ^^ 

Gulam  Zuhal.*«^ 

Abü'l-Kftsim  'Abdallah  ben   al- Hasan,   aus Er   schrieb:    Ein 

Buch  über  die  Profectionos  oder  Directiones.*"*  Ein  Buch  über  die  Strahlen.'" 
(lebnr  die  Wahrsagung  aus  den  Gestirnen.  Ein  grosses  Buch  über  die 
Directiones  und  die  Strahlen.  Das  Buch  der  grossen  Zusammenstellnng 
(oder  das  grosse,  allumfassende  Buch).  Das  Buch  der  erprobten*^*  Elemente. 
Uebor  die  TagowUhlerei.    üeber  die  Trennungen  (Zertheilungen).  (?) 

A?-Si\fl. 
Al)ft'l-Hu8ain  'Abdarrahman  ben  'Omar,  gehörte  zu  den  vortreflflichsten 
Astronomen;  or  war  Diener  des 'Adudaddaula**'  und  lebte  in  Schädiküh  (?), 

Silin  (idburtsort  war er  starb  im  Jahr*"" Er  schrieb:    üeber 

die  Gestirne,  mit  Figuren. 

Al-Antak! 
mit  dein  Ehrennamen  al-Mudschtaba  (der  Auser wühlte).  Sein  Name  war*'' .... 
Mr  starb  kurz,  vor  Beginn  des  Jahres  376  (986—87).*'*  Er  schrieb:  Das  grosse 
Huch  at-T«ht  tlber  die  indische  Rechnungsweise.*"    Uober  das  Rechnen  nach 
(der  Methode)  at-Taht  ohne  Ausstreichen  (der  Zittern).    Einen  Commentar  zu 
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der  Arithmetik  (wessen?)."*     Ueber  die  Auffindung  der  Uebersetzer. (?)*'* 
Einen  Comnientar  zum  Eukleides.     Uelier  die  Kuben. -^'' 

Al-Kalwadünl."' 
Abö  Nasr  Muhammed  ben  'Abdallah  al-Kalwadinl  gehört  zu  den  vor- 
trefflichsten Rechnern  und  lebt  zu  unserer  Zeit  (d.  h.  gegenwärtig  noch).*'* 
Er  schi-ieb;  Das  Buch  at-Taht  über  die  indische  Rechnungsweise. 


sein  Name  war *'" 


Al-Kafrant, 


Abhandlung  über  die  Instrumente  (astronomisclie)  und  ihre  Verfertiger. 

Es  waren  die  Astrolabien  in  der  frühem  Zeit  eben  (Planispharien) 
und  der  Erste,  der  solche  verfertigte,  war  Ptolemaios;  es  wird  aber  auch 
gesagt,  dass  vor  ihm  schon  solche  gemacht  worden  seien,  aber  dies  Ilisst 
sich  nicht  mit  Sicherheit  behaupten ;  als  der  erste  Verfertiger  ebener  Astro- 
labien (in  neuerer  Zeit)  wird  genannt  Apion  (?)  der  Patriarch.  Diese  In- 
strumente wurden  (zuerst  nur)  in  der  Stadt  Harrftn  gemacht,  später  wurden 
sie  (d.  h.  ihre  Verfertigung)  weiter  verbreitet  und  mehr  bekannt;  jedoch 
vermehrten  sie  sich  und  erweiterte  sich  für  die  Künstler  die  Arbeit  (erst 
recht)  unter  der  Herrschaft  der  Abbasiden  von  den  Tagen  al-Mämüns  an 
bis  auf  unsere  Zeit;  denn  als  al-Ma»>ün  die  Beobachtung  zu  unterstützen 
sich  vornahm,  wandte  er  sieb  an  Ihn  Chalaf  al-Marwarüdl  und  dieser  ver- 
fertigte für  ihn  die  Armillarsphäre,  und  sob^he  befinden  .sich  nun  im  Be- 
sitze von  einigen  (ielehrten  unseres  Landes;  auch  hatte  Marwarüdl  früher 
schon  Astrolabien  construiert. 

Die  Namen  der  Künstler. 
Ibn  Chalaf  al-Marwarüdl;  al-Fazirl,  dessen  schon  Erwähnung 
gethan  wurde;*"" 'All  ben 'isft,  Schüler*)  von  al-Manvarildl;'*"  Chaflf, 
Schüler  von 'All  ben  'Isft,  ein  geschickter  und  vortrefllicher  Mann;  Ahmed 
ben  Chalaf,  Schüler  von  'All  ben  'Isi'i;  Muhammed  ben  Chalaf,  eben- 
falls Schüler  von  'All;  Ahmed  boii  Isbäk  al-Harrän);  ar-Eabl'  ben 
Parrils  al-narrs\nl;  Kalastülus  (?)-",  Schüler  von  Chaflf;  'Ali  ben 
Ahmed,  der  Geometer,  Schüler  von  Cbafif;  Muhammed  ben  Schaddild 
al-Baladl;  'All  ben  Surad  al-Harrünl;  Schudschä'  ben  ....  war 
mit  Saif  ad-Daula  Schüler  von  Batülus  (?);***  Ibn  SaUm,  Schüler  von 
Batülus;    al-'Adsch!il,    der    Astrolabien  -  Verfertiger ,    Schüler    von    Ba- 


•)  Eigentlich  Diener,  hier  wohl  Lebrjunge,  ich  gebe  es  überall  durch  „Schüler" 
wieder. 
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tft]u8;   al-'Adschlajja,  seine  Tochter,  mit  Saif  ad-Danla  SchtÜoriii  von 
Batflius. 

Zu  den  Schtllern  Ahmeds  und  Mnhammeds,  den  Söhnen 
Chalafs  gehörten: 

Dschftbir  ben  Sin&n  al-Harr&nl;'**  Dschftbir  ben  Ktirra  al- 
Harr&nl;*«*  Sin&n  ben  Dschftbir  al-Harrftnl;*"  Farris  ben  al-Hasan 
al-Harrftnl;  Abü'r-Rabl'  H&mid  ben  'All,  Schüler  von  'All  ben 
Ahmed,  dem  Geometer. 

Zu  den  Schülern  Hftmid  ben  'Alls  gehörten: 

Ihn  Nadschijja,  sein  Name  war ;  al-Bükl,  sein  Najne  war  al- 

Husain,  statt  seiner  wird  auch  'Abda^^amad  genannt. 

Zu   den   (unmittelbar)   vorangehenden*)    Instrumentenkünstlern 

gehören: 
'AU  ben  Ja'küb  ar-Ba^^ä«;  'All  ben  Sa'ld,  der  Eukleidier;  Ahmed 
ben  'AU  ben'lsä,  aus  der  jüngsten  Zeit 

Kurra  ben  Kamltft  al-Harranl.**' 
Dieser  verfertigte  einen  Globus  (wörtlich  eine  Darstellung  der  Welt), 
welchen  Täbit  ben  Kurra   fUr   sich    in  Anspruch   nahm;   ich   habe    diesen 
Globus  gesehen,  aus  rohem  (ungebleichtem)  Stoff  aus  Dabik  verfertigt,  mit 
Farben  (bemalt),  doch  waren  dieselben  schon  verwischt. 

Die  Titel  der  Bücher,  die  über  die  Mechanik  (eig.  Bewegangen) 
geschrieben  worden  sind. 

Ueber  die  Einrichtung  des  Instrumentes  von  Archimedes,  mit  welchem 
die  Schleudersteine  geworfen  wurden.**'  Ueber  die  Kreise  (runde  Scheiben?) 
und  die  Wasserräder  von  Herkai,  dem  Zimmermann.*'*'*  Ueber  die  Dinge, 
die  sich  von  selbst  bewegen,  von  Heron.**"  Ueber  die  trompetenartige 
Pfeife.  Ueber  die  blähende(?)  Pfeife.  Ueber  die  Wasserräder,  von  Müritos.*** 
Ueber  die  Orgel.  Das  Buch  der  Mechanik  von  den  Söhnen  Mfts&s,  den 
Astronomen  (wörtlich  des  Astronomen),  es  enthält  eine  grosse  Zahl  von 
mechanischen  Kräften  (wörtlich  Bewegungen).'*'" 

[Der  am  Ende  dieses  Abschnittes  stehende  Abu  Ja'küb  Ishäk  gehört 
zu  den  Aerzten  und  sollte  also  in  der  folgenden  dritten  Unterabtheilung 
stehen,  wohin  ihn  auch  einige  Codices  gesetzt  haben.] 


Kann  aach  heisaen  „hervorragenden". 


Sie   enthält   die  Geschichten   der  ftlteren  und  neueren  Aerzte  und 
Titel  der  BUcher,  die  sie  verfasst  haben. 

Galenos. 

Er  schrieb  [unter  Anderem:  es  werden  von  ihm  72  medieinische 
Schriften  angei'ührtj:  Das  Buch  darüber,  dass  das  erste  Bewegende  fprimus 
motor)  selbst  unbeweglich  sei""*,  übersetzt  von  Hunain,  'Isa  hon  Jahjü  und 
Ish&k  (ben  Hunain). 

Hunain.*^' 

Hunain  ben  lahäk  al-'Ibädl,  mit  dein  Beinamen  Abtk  Zaid,  war  ein 
vortrefflicher  Arzt,  bewandert  in  der  griechischen,  arabischen  und  sjrrischen 
Sprache,  und  belesen  in  den  Schriften  der  Alten.  Er  schrieb  [unter 
Anderem]:  Ueber  Fluth  imd  Ebbe,  lieber  die  Ursachen,  warum  das  Meer- 
wasser salzig  wird.  Ueber  die  Entstehung  des  Feuers  zwischen  (mit  Hülfe 
von)  zwei  Steinen.*"* 

Kustft.*** 

KustA  ben  LOkä  aus  Ba'albek,  halt  eine  grosse  Zahl  alter  Werke  ins 
Arabische  übersetzt,  und  war  sehr  bewandert  in  vielen  Wissenschaften,  so 
in  der  Medicin,  Philosophie,  Geomelrie,  Arithmetik  und  Musik,  gewandt  in 
der  griechischen  Sprache  und  zeichnete  sich  durch  vortrefflichen  arabischen 
Styl  aus;  er  starb  am  Hofe  eines  armenischen  Königs.*'^  Er  schrieb  [unter 
Anderem]:  Ueber  die  Brennspiegel.  Ueber  die  Gewichte  und  Masse.  Ueber 
den  Wind  und  seine  Ursachen.  Ueber  die  Waage.  Ueber  den  Gebranch 
des  Himmelsglobus.*'"''  Einleitung  in  die  Geometrie.  Ueber  die  schwierigen 
Stellen  des  Eukleidischen  Buches.  Einleitung  in  die  Astrologie.  Abhand- 
lung über  die  Auflösung  von  Zahlenaufgaben  aus  dem  di'itten  Buche  des 
Eukleides.  Einen  Commentar  zu  dreieinhalb  Büchern  des  Diophantischen 
Terkea  über  arithmetische  Aufgaben. 

Ar-Ri\zl.*** 
Abu   Bekr   Muhammed   ben   Zakarijjft   «r-Bftzl,   aus   Raj    in   Chorasai 
Jürtig,   einzig   dastehend   zu   seiner  Zeit   als  Kenner   der  Wi.ssfnscbafton 
-  Alten  und  besonders  als  Mediciner;  er  war  sehr  hofhhereig  und  wohl- 
gegen   die    Armen,   so   dais   er  ihnen   neben    der  Verpflegung    noch 
übeneichen    pflegte.     Er  wnrde  ^egen    das    Ende   seines   Lebens 
er    war    ein   Schüler  Bnlch«»  üi   der   Philosophie.     Nach   sein. 
ncherve«eichniss   schrieb  er  fnnter  Anderem]:    Zwei  BUcher  Be 
lerste  17,  da^  zweite  12  Capitel  enthaltend.     Das  Buch  von  d 
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Siiss«m  Erscheinang  der  Welt  Das  Bach  der  Widerlegung  Derjenigen, 
welche  die  BUeher  der  Geometrie  geringschStzen.  üeber  das  Leere  und 
das  Tolle,  oder  Aber  Zeit  nnd  Baum  (Ort).  Ueber  die  Ursache,  wesshalb 
die  Erde  in  der  Mitte  des  Weltalls  in  Bnhe  ist  Ueber  die  Ursache  der 
Botationsbewegnng  der  Himmelssph&re.  Das  Bnch  darüber,  dass  die  Be- 
wegung nicht  xweifelhaft,  sondern  gewiss  ist.  Das  Bach  darüber,  dass  der 
KiJrper  ^die  Masse?)  sich  Ton  selbst  bewege,  oder  dass  die  Bewegung  ur- 
sprünglich in  seiner  Nator  begründet  seL  üeber  die  Diagooale  des  Qaa- 
dratesw  üeber  die  Ursache  der  Anziehang  des  Magnetsteins.  Ueber  die 
AbklLhlnng  des  Wassers  durch  Schnee.  Abhandlang  über  den  Untergang 
der  Sonne  und  der  Sterne,  and  dass  dieser  nicht  eine  Folge  der  Bewegung 
der  Erde,  sondern  derjenigen  des  Himmels  sei  Abhandlung  darüber,  dass 
l^eijenige,  welcher  nicht  im  Beweisen  (logischen  Schliessen)  gewandt  ist, 
sich  nicht  voisteUen  kann,  dass  die  Erde  kugelförmig  sei  and  rings  hemm 
auf  derselben  sich  Menschen  befinden,  üeber  die  Widerlegong  der  Mei- 
nung Derjenigen,  welche  glauben,  dass  die  Sterne  nicht  an  der  äossersten 
Grenze  der  rotierenden  Sphäre  (der  Rotationsbewegung)  seien.***  Abhand- 
lung über  die  Streitfrage  über  die  natürliche  Beschaffenheit  der  Erde,  ob 
diese  nSmlich  aus  Lehm  oder  Stein  bestehe.  Abhandlung  über  das  Mass 
dessen,  was  durch  die  Weissagung  aus  den  Sternen  zu  erkennen  möglich 
ist,  nach  der  Ansicht  der  Naturphilosophen  und  nach  der  Ansicht  Derjenigen, 
welche  verneinen,  dass  die  Gestirne  lebende  Wesen  seien. 


Anmerkungen. 


Aristoteles. 

1)  Andere  mathematisch-physikalisclie  Scbriften,  wie  die  mechanischen 
Probleme  und  über  die  untbeilbarea  Linien,  die  bei  Ibn  al-K.  und  H.  l'b.  an- 
geführt sind,  fehlen  im  Fihrist.  H.  Cb.  führt  überdies  noch  an:  Ueber  die 
Geheimnisse  der  Gestirne  V.  40,  über  die  Zahlen  V.  46,  über  die  fallenden 
Sterne  (Meteore,  Stemsebnupiien)  V.  16G,  1000  Worte  (Satze,  Aphorismen) 
über  die  Astrologie  I.  407. 

Proklos  Diadochos. 

2)  Eines  von  den  beiden  Werken  ist  wahrscheinlich  der  Commentar 
zum  ersten  Buche  der  Elemente  des  Eukleides.  Flügel,  A.,  p.  116  hält 
das  Letztei-e  für  die  azoiidtaaig  qovfftx»;,  als  die  kleinere  im  Gegensatz  zur 
fliotjjf/wöts  9ioloyiMj  als  der  grösseren;  was  ist  dann  aber  das  erste  Werk? 
—  3j  Also  über  die  Atomei"  Wahrscheinlich  steht  dieser  Titel  in  Verbin- 
dung mit  einem  Abschnitte  aus  irgend  einem  seiner  philosophischen  Werke; 
oder  ist  es  etwa  jene  Definition  des  Punktes,  mit  der  nach  dem  Prolog 
der  Commentar  zum  ersten  Buch  der  Elemente  des  Eakleides  beginntV 

Alexander  tou  Aphrodisias. 

4)  H.  Ch.  II L  619  schreibt  ihm  auch  eine  physica  auscultatio  zu,  meint 
aber  damit  wahrscheinlich  einen  Commentar  zum  gleichnamigen  Werke  des 
Aristoteles. 

Porphyrios. 

5)  Was  dies  für  Elemente  sind,  ist  unsicher.  Nach  Proklos'  Com- 
mentar zu  T.  Euki.  scheint  es  allerdings  wahrscheinlich,  dass  Porph.  ent- 
weder Elemente  der  Geometrie  verfasst,  oder  ebenfalls  einen  Commentar 
zu  Eukl.  geschrieben  hat.  Wenrich  p.  281  hält  sie  für  die  von  Suidas 
und  Proklos  (Tbeolog.  Piaton.)  erwUhnte  Srhrift  des  Porphyrios  jrtpi  igimv 
libri  U. 

TheopUroditos. 

6)  In  den  arabischen  Codices  sind  die  Namen  der  Autoren,  besonders 
der  alten,  oft  so  entstellt,  dass  die  richtige  Schreibweise  nur  schwer,  oft 
gar  nicht  festzustellen  ist;  zu  dieser  Gattung  gehört  auch  dieser  Ni 
wir  werden  später  noch  andern  solchen  begegnen. 
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^^^^^  Theou  (v.  Smyrna).  ^^^^^^^^^^ 

'  7)   Da  aach   die  Titel   der  Werke   oft   entstellt  sind,   so   kSnnte  dies 

vielleii-ht   die    Iheil weise    noch   vorhandene  Schrift  Tbeons  sein:    lieber  daaJ 
Mathematische,  was  zum  Lesen  der  platonischen  Schriften  nützlich  ist.       1 

Al-Kindl.  I 

8)  Von  den  Schriften  dieses  bertlkmtea  Mannes,  des  „Philosophen  den 
Araber",  habe  ich  nur  die  auf  die  mathematischen  Wissenschaften  sich  be-1 
ziehenden  angeführt,  für  das  Uebrige  verweise  ich  auf  Flügels  Abhandlnng: ' 
Al-Kindl,    genannt  der  Philosoph  der  Araber  etc.    Abbandlgii.  f.  d.  Kunde 
des  Morgenlandes.    Bd.  1.   Heft  2.   54  8.     Ich  hätte  al-Kind)  in  Rücksicht 
auf  diese   umfassende  Arbeit  ganz  auslassen  können,   allein  ich  wollte  ein 
womöglich    vollständiges    Matbematikerverzeichniss    aus    dem    Fihrist    hier 
wiedergeben.  Die  Ltbenszeit  al-Kindls  fiillt  ungefsihr  in  die  Jahre  184 — 257 
d.  H.  (800  —  870  p.  Ch.).  —  9)  So  übersetzt  Flügel  in  der  eben  citierten 

t. 
Abhandlnng  p.  22  JLaJI;    es   ist   dies   eine   besondere  Art   des  Weissagens, 

H.  Ch.  sagt  IV.  346:  Haec  est  oa  doctrina,  qua  evenlum  aliquod  futurum 
interposito  orationis  ex  alio  auditae  genere  aut  Corano  aufc  libris  Sheikhorum 
aperiendis,  cuiusmodi  sunt  Häfitzi  Diwan,  Carmen  Methnewi  et  alia,  cogno- 
seitur.  Vergl.  auch  Anmerkg.  158.  —  10)  FlUgel  [ibid.  p.  22)  übersetzt 
„relative".  —  11)  FlUgol  (ibiJ.  p.  23)  übersetzt  nach  einer  andern  Lesart: 
„lieber  die  äussom  Erscheinungen  der  Proportionen  und  Zeiten"  und  ver- 
jnuthet  (wohl  nicht  unbegründet),  es  sollte  statt  v_äJLi-  (äussere  Erschei- 
nungen, eig.  Eigenschaften)  i_iLi>.  (Verschiedenhpiten)  stehen.  —  12)  Flügel 
(ibid.)  übersetzt  L^.LasI  Jis.  mit:  „Anweisung  Andern  das  Geheime  dieser 
Kunststücke  nicht  sichtbar  werden  zu  lassen".  —  13)  Flügel  (ibid.  p.  24) 
übersetzt  ivt.  durch  „Wandlungen",  und  denkt  wohl  damit  an  die  Phasen, 
es  könnten  damit  aber  auch  die  Erscheinungen  der  verschiedenen  Anoma- 
lien der  Mondbewegung  gemeint  sein.  —  14)  cLjulJt  ^  Ir-*  ist  ein  astro- 
logischer Kunatausdmck,  wörtlich:  Ort  der  Strablenwerfung  (lat.  projectio 
radiorum);  es  sind  dies  nach  Woepke  (über  ein  in  der  k.  Bibliothek  «u 
Berlin  befindl.  arab.  Astrolab.  in  Abhandig.  der  k.  Akad.  d.  Wiss.  z.  Berlin, 
Jahrg.  1858,  math.  Tbeil  p.  1  —  31)  die  Projectionen  der  sog.  Positionskreise 
auf  dem  Astrolabium,  d.  h.  derjenigen  grüssteu  Kj-eise  der  Sphäre,  die  durch 
den  Nord-  und  Südpunkt  des  Horizontes  gehen  und  deren  Pole  auf  dem 
ersten  Vertikal  liegen;  sie  dienen  zur  Bestimmung  der  sog.  Radiationen, 
d.  h.  derjenigen  Punkte  des  Himmels,  welche  zu  einem  gegebenen  Punkte 
(besonders  dem  Ascendens,  d.  h.  dem  aufgehenden  Punkt  der  Ekliptik)  im 
Gedritt-,  Geviert-  oder  Gesechstschein  stehen.  —  15)  Flügel  (p.  24)  über- 
setzt k\JI>*JI  «I^lo^  mit  „Modelle  der  Horoskope",  Dom  (p.  97) 
ol.|jj*jJ|  einfach  mit  „Horoskope";  es  ist  dies  das  persische  Wort  für 
diesen  astrologischen  Begriff  (vergl.  Vullers,  Lexicon  pers.-latin.).  Wir 
geben,  Flügel  folgend,  _iLj>  durch  „Regenten  der  Geburtsstonde"  «(Aä-JlT 
(auch  sIjijjjv*/)  durch  „Regenten  der  ganzen  Lebensdauer"  wieder.  Diese 
Ausdrücke  kommen  in  den  ins  Lateinische  übersetzten  astrologi^chea  Werken- 
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leistena    unübersetzt  vor,    z.  B.   Alchabitius,   astronomiae  iudic.  principia, 
lUgduni  s.  a.  fol.  55  steht:    De  significatione  vitae.     Hylech:   id  est  locus 
itae  in   nativitatilras.     fol.  5G:   hylech,   id  est  significator  vitae  in  nativi- 
tatibus.    fol.  57:  aleochoden,  qui  est  significator  vitae,  id  ost  dominus  an- 
ziorum  vel  dans  annos  ....  ibid.  alcuchoden,  qui  est  dator  annoruin  vitae. 
—  16)  cylx.L*.Ä  kann  nicht  wohl  „Strahlenbrechungen"  heissen,  wie  es  Flügel 
ttbersetzt,    sondern    einfach    „Strahlen".    —    17)    Flügel    p.    26    Übersetzt 
lgh,>-g\^  ^^  KjjtAJi  jlaä  ^Jo  ^  (j-^-W-i^l  Jy>  wsiyi^  ^    mit:    über    das 
n&here  Verständniss  des  Ausspruchs  des  Archimedes  über  die  Bestimmung 
der  den  Kreis  in  zwei  gleiche  Hälften  theilenden  geraden  Linie  (Diameter) 
von  seiner  Peripherie  aus?!  —  18)  Flügel  (ibid.)  übersetzt:  lieber  die  Be- 
schreibung   der  Figur  der   Medialliaiea   (^tja^y^l   JJLi).    —    19)   Flügel 
(ibid.)   gibt  v-^jJti  hier  und  bei  der  folgenden  Abhandlung  durch  „näheres 
YerstUndniss"    wieder?    —    20)    Flügel   (ibid.)   schreibt  „Eintheilung".    — 
21)  Flügel  (ibid.)  übersetzt  |,LJjl  SiJLS  »jjfj^JI  iU*v3  ^  mit:  Theilung  des 
Kreises  in  drei  Theile.     Darüber  hat  wohl  al-Kindl  keine  Abhandlung  ge- 
schrieben, ich  bin  daher  der  Ansicht,  dass  meine  Uebersetzung  zutreffender 
sei,    zumal    **.-ä  pl.  ^Ljil  für  Theile  eines  Buches  (statt  sJLi«  oder  v^iU) 
im  Fihrist  wiederholt  yorkommt,  so  in  der  dritten  Unterabtheilung  (Aeiv.te), 
im  Artikel  über  Galenos  (^Fihrist  p.  289.  Z.  3  v.  n.)  und  im  Artikel  über 
ar-Rüzl  (ibid.  p.  'SOO.  Z.  5  v.  o.).     Eine  andere  Möglichkeit  würe  auch  die, 
dass  es  statt  SJj\o  =  Kreis  heissen  sollte  !s!.lj  =  Winkel,  dann  wäre  die 
Flügel'sche  Uebersetzung  „in  drei  Theile"  wohl  richtig.  —  22)  Flügel  (ibid.) 
übersetzt;  Ueber  die  Parallasen  des  Spiegels.  —  23)  Dieses  fünfte  Element 
wurde  dann  durch  das  Dodekaeder  reprüsentiert,  während  die  vier  andern, 
Erde,  Wasser,  Feuer,  Luft,  dnrch   Hexaeder,  Ikosaeder,  Tetraeder  und  Ok- 
taeder   versinnlicht   wurden.    —    24)   Flügel   (p.  27)   übersetzt    .yc  durch 
„Gestalten  (der  Himmel)";  es  bedeutet  aber  nichts  anderes  als  „ytembilder", 
vergl.   Dorn,   p.   144.   —    25)    So   übersetzt  Flügel;    ich   würde   aber  statt 
„gekrümmt  sei"   vomehen   zu   übersetzen   „einer  Veränderung  unterworfen 
sei"    (sJLyiiL*,lj,  und  unter  dem  entferntesten  Körper  die  äusserste  Sphäre 
verstehen.    —    26)    Flügel    (ibid.)    hat:    Ueber   des    Ptolemaios    künstliche 
Construction    des  Himmels    (d.  h.  über  seinen  Almagest);   ich   bin  der  An- 
sicht,   dass   es   sich    hier   um   die  Armillar-  und  Planisphärien   bandelt.   — 
27)    Flügel   (p.  32)   übersetzt  (was   man    aus  dem  Texte  nicht  herauslesen 
kann):  Deber  die  (nach  den  verschiedenen  Jahreszeiten  verschiedenen)  Pro- 
portionen der  Zeit.  —  28)  So  übersetzt  Flügel  (ibid.)  gjL  JJI  v^J^,  sonst 
heisst  der  Komet  ^^i\X*  y-^yf  (geschwänzter  Stern).  —   29)  So  übersetzt 
Flügel  (ibid.),  weil  ;  y^svt  =  altes  Weib.    Wahrraund  (arab.  Wörterb.)  hat: 
:jj=v«Jt  |.Ut  =  5  Tage  des  Wintersolstitiums.  —  30)  Flügel  (p.  33)  schreibt 
in  Klammern  „Höhenmessung";  jLiuI  heisst  aber  eben  nur  „Entfernungen" 
und   würde   besser  für   die  gegenseitige  Entfernung  der  Berggipfel  als  für 
ihre  Höhe   passen.    —    31)   Dies   ist  vielleicht  nur  eine  diu-ch  Abschreiber 
hineingekommene  Wiederholung  der  vorhergehenden  Abhandlung,  zu  we 
ursprünglich   als   nähere  Bezeichnung  die  beiden  Worte  ,,Ebbo  und  Fl« 
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hinzngcfttgt  waren,  die  gpäter  irrthümlich  als  eigene  Abbandlang  hingestellt 
wurden.  —  32)  FlUgel  fibersetzt  siuld  mit  „tmtersinkend",  es  heisst  aber 
ganz  allgemein  „herabfallend".  —  33)  Flflgel  hat  (p.  34)  nach  einer  andern 
Lesart  „Furcht"  (*->>=-)  statt  ,^instürze"  («Jy-Ä-),  —  Noch  andere 
Schriften  al-Kindls  siehe  bei  H.  Ck  L  389,  U.  296,  HL  372,  V.  152 
und  274. 

Ahmed  ben  at-Tajjib. 

34)  Starb  nach  Casiri  (I.  407)  im  Jahre  286  (899).  —  35)  Was 
^Lmc.'^I  =  die  Nester  bedeutet,  habe  ich  nicht  feststellen  kSnnen;  die 
beiden  Bficher  sind  bei  H.  Ch.  getrennt  aufgefahrt,  das  erstere  Y.  46,  das 
letztere  III.  66.  —  36)  Casiri  (I.  407)  hat:  Sx.LuaJ{  ^Ji^L  statt  v::;LcLuaJt  JU 
und  fibersetzt:  Commentarius  in  artem  sophisticam?  —  37)  Das  Wort 
,rA.lgebra''  fehlt  bei  H.  Ch.  Y.  38,  die  Algebra  dieses  Autors  findet  sich 
dann  aber  V.  67.  —  H.  Ch.  ffihrt  noch  andere  Schriften  von  Ahmed  ben 
atrXajjib  an,  die  ich  nicht  alle  citieren  kann,  ich  verweise  auf  die  Stellen: 
III.  385,  Y.  33,  58,  104,  128. 

Ibn  Earnlb. 

38)  Ueber  dessen  Lebenszeit  habe  ich  keine  directen  Angaben  ge- 
funden, doch  berichtet  Casiri  (I.  433)  nach  der  Bibl.  philos.  arab.,  dass  sem 
Bruder  AbüT-Alft  ums  Jahr  348  (959)  der  Lehrer  Abü'l-Waffts  in  'Irftk 
war.  —  39)  Andere  Codices  haben  „gleichen"  statt  „entgegengesetzten". 
Wttstenfeld  (p.  38)  hat  nach  Casiri  (I.  387):  De  quiete  inter  utmmque 
arteriae  motum.  Ibn  al-E.  fuhrt  von  ihm  noch  an:  Wie  man  mittelst  der 
Hebe  erkennen  kann,  wie  viel  Stunden  des  Tages  verflossen  sind  (Fihrisi 
A.  263.  3). 

Abu  Jahjä  al-Merwazl. 

40)  Lebte  nach  Ibn  al-K.  und  Ibn  Abi  U^aibi'a  in  Bagdad  (Fihrist 
A.  263.  6);  die  Lebenszeit  ist  unbestimmt,  wahrscheinlich  Ende  des  9.  und 
Anfang  des  10.  Jahrhunderts. 

Mattä  ben  Jünus. 

41)  War  ein  berühmter  Arzt  und  Philosoph  zu  Bagdad  zwischen  320 
und  330  (932  —  942)  (Abulph.  304).  Nach  Wüstenfeld  (p.  53)  starb  er 
im  Jahre  329  (941). 

Ibn  Zur'a. 

42)  Er  starb  nach  Abulph.  (p.  338)  im  Jahre  398  (1008)  in  Bagdad. 

Ibn  al-Chammär. 

43)  Er  starb  nach  Wüstenfeld  (p.  58)  im  Jahre  381   (991). 

Eukleides. 

44)  Flügels  Ausgabe  des  Fihrist  hat  I  .-•X^U-.  (  (Istnlschijä) ,  andere 
Autoren  haben  besser  LÄ-^Ixwt  (Istüchijä)  odur  oLmüIxwI  (Istukisät)  für 
atotxeia.   —   45)   Die   Worte  »■  jÄ-  Jö.  sind  unklar,   vielleicht  ist  darunter 
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verstanden,  „welcher  (der  Commentar)  soeben  voriiffentlicbt  worden  ist". 
Steinsehneider  (Enkl.  bei  il.  Arab.  Z.  f.  M.  Ph.  31.  Jahrg.  p.  90)  bat  nnr: 
„der  verCffenUicht  worden  ist'';  ich  glaube  aber,  v>3  habe  hier  die 
Bedeutung  von  „soeben,  ■vor  Kunsem";  in  der  That  starb  al-An^äkl,  der 
später  (p.  40)  als  selbststilndiger  Autor  genannt  wird,  im  .Jahre  376, 
also  kurz  vor  der  Abfassung  des  Fihrist.  —  46)  Der  arabische  Name  ist 
kaum  anders  zu  lesen,  wird  aber  wohl  anfänglich  anders  gelautet  haben, 
wenigstens  wird  im  Artikel  über  Apollonios  seiner  Abfassung  der  Elemente 
nicht  Erwähnung  gethan.  Wir  führen  hipr  schon  anticipierend  an,  dass 
verschiedene  Autoren,  wie  H.  Cb.  (V.  148),  Dm  al-K.  und  nach  ihm  Casiri 
(1.  384  ),  Abulph.  (p.  64)  don  Apollonios,  den  Verfasser  der  Kegelschnitte, 
der  Zeit  nach  vor  Enkleides  setzen;  die  älteste  Quelle,  der  Fihrist,  thut 
dies  nicht,  sagt,  wie  schon  erwfthnt,  unter  „Apollonios"  nichts  von  Eukleides 
und  seinön  Elementen  und  bringt  die  drei  grossen  Mathematiker  Blukleides, 
Archimedes,  Apollonios  in  richtiger  chronologischer  Reihenfolge.  Forner 
ist  die  Schreibweise,  worauf  wir  freilich  kein  zu  grosses  Gewicht  legen 
wollen,  nicht  ganz  dieselbe:  Apollonios  der  Zimmermann,  im  Artikel  „En- 
kleides"   ist   geschrieben   y«ui-Jj!,    und   der  Verfasser  der  Kegelschnitte  im 

Artikel  „Apollonios"  ^ySyL\;  der  erstera  hat  den  Zunamen  .LsuJi  =  der 
Zimmermann,  der  zweite  nicht  —  alles  dies  rechtfertigt  doch  wohl  die 
Vemiutbung,  der  Verfasser  des  Fihrist  habe  die  Beiden,  wenn  ihm  auch, 
was  gar  nicht  sicher  ist,  derselbe  Name  vorgelegen  haben  .sollte,  nicht  für 
eine  und  dieselbe  Persönlichkeit  gehalten.  Vergl.  hierüber  auch  Wenrich 
(p.  198)  und  Gartz  (de  interpretibus  et  explan.  Euclid.  arab.  Halae  1823, 
p.  7).  Dasa  übrigens  schon  al-Kindl  durch  Stellen  des  Proklos  und  die 
bekaimte  Vorrede  des  Hypsikles  zum  14.  Buche  in  seinem  Bericht  über  die 
Elemente  irregeleitet  worden  sein  mag,  wollen  wir  nicht  bestreiten.  —  47)  Im 
Fihrist  und  bei  Casiri  (I.  340)  fehlt  <i5Ui.'i,  das  bei  anderen  Autoren  sich 
vorfindet,  nach  (CjlyjLt;  doch  ist  hier  kein  anderes  Werk  als  die  tpaivö- 
licva  gemeint,  und  nicht  wohl  zu  begreifen,  wie  Casiri  übersetzen  konnte; 
Loca  ad  superficiem.  —  48)  Sehr  wahrscheinlich  das  in  griechischer  Sprache 
verloren  gegangene  Werk  Euklids  de  divisionibus  superficierum,  das 
arabisch  als  Bruchstück  von  Woepke  aufgefunden  und  übersetzt  worden  ist 
(Journal  asiat.  1851),  und  von  dem  eine  Bearbeitung  durch  einen  gewissen 
Muhammed  Bagdadinus  von  John  Dee  schon  1.570  in  lateinischer  üeber- 
setzung  herausgegeben  und  später  verschiedenen  Euklidausgaben  beigefügt 
worden  ist.  Vergl.  Cantor,  Vorlesg.  I.  p.  247.  —  49)  Casiri  (I.  430)  und 
Wenrich  (p.  184)  übersetzen  JsjIjjjJ)  mit  utilitas  (Wenrich  fügt  unter  d. 
Addenda  und  Corrig.  hinzu;  lege  „utilia"),  und  in  der  That  ist  die  nächste 
Bedeutung  von  gjuli  pl.  Ool^,  wie  diejenige  von  nÖQiSfia  =  Nutzen, 
Gewinn;  eine  weitere  Bedeutung  beider  Wörter,  des  arabischen  wie  des 
griechischen,  ist  auch  Erklärung,  Anmerkung,  Zusatz  (ein  (Jevrinn,  eine 
Nutzanwendung  aus  etwas  Vorhergegangenem).  Dass  also  unzweifelhaft 
mit  diesem  Buche  die  Porismen  Eukl.  gemeint  sind,  hätten  wohl  schon 
Casiri  und  Wenrich,  noch  eher  Gartz  (der  im  oben  citierten  Werke  p.  5 
übersetzt:   de   reditibus),   gewiss  aber    Heiberg   herausfinden   sollen,   wele 
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letzterer  (Literargesch.  Stud.  über  Eukl.  p.  7  —  8),  nachdem  er  aus  denl 
Casiriscben  Verzeiehniss  der  Eukl.  Schriften  angeführt  hat:  liber  de  utiljl 
täte,  weiter  nn^en  forttUhrt:  „Es  fehlen  hier  folgende,  uns  aus  griechischea 
Quellen  bekannte  Werke:  -xogiofiazu  etc."  Was  soll  man  aber  gar  vo» 
Steinschneider  denken,  der  in  seiner  Abhandtang  „Euklid  bei  den  Arabern'" 
(Z.  f.  M.  Ph.  ;il.  Jahrg.  p.  81—110.)  dieses  Werk  des  Eukl.  gar  nicht  be 
rücksichtigt,  obgleich  es  in  dem  wesentlich  von  ihm  benutzten  Filirist 
deutlich  steht?!  Wir  wollen  annehmen,  dasselbe  sei  von  Herrn  Stei: 
Schneider  übersehen  worden.  —  50)  Jedenfalls  das  musikalische  Wei 
KOTcrrofi^  xRvdi'oj,  wie  auch  Casiri  und  Wenrieh  (1.  c.)   richtig  vermuthen. 

—  51)  Ein  Fragrtient  dieser  Schrift  ist   bekanntlich   verschiedenen  Euklid- 
ausgaben   beigefllgt,    so    denen    von    1537    und    1546   ^Basel)    and    17 
(Oxford).  —   52)  Diese   beiden  Schriften   über   die  Synthesis  und  Analysi 
sind  vielleicht  Theile  der  Data   oder  Porismeu    oder  weitere  Axisflihrungi 
derselben  (vergl.  Heiberg,  litenir.  Stud.  p.  39),  oder  beziehen  sich  auf 
wenigen  SUtze  des   13.  Buches  der  Elemente,  deren  Beweise  in    eine  An 
lysis  und  eine  Synthesis  zerfallen,   die  man  dem  Eudoxos  zuschreibt,   und 
die    nach   Klamroth    (Ueber   den   arab.  Euclid,  Z.  D.  M.  G.  Bd.  35.  p.  31 
u.  32(j)  ziemlich  spUte   Einschiebiingen  sein    sollen,   da  sie  in  den    iiltest 
arabischen  EuklidUbersetzungen  nicht  vorkommen. 

Archimedes. 

53)  Damit  ist  wohl  das  Bach  „de  dimensione  uirculi"  gemeint,  welcb< 
aller  arabisch  eher  heissen  sollte:  «jSljJI  Sa-L-^;    und  in   der  That  fUh 
(Jasiri  (I.  384)  ein    solches  an,   daneben    über   auch   noch    eine    „Quadratur 
(«A}j3)    des    Kreises."     Auch  H.  Ch.   nennt    zwei    Werke:    V.  60    de    qua 
dratum    circuli   nnd  V,    150   de    dimensione    cireuli    ejusque   compuiationi 
(Lffj*— JUj).      Vergl.    Wenrieh    p.    191.     —    54)  Casiri   (1.  c.)   und    M.  C 

(V.  16l)  haben:   de  septangulo    ( fL^i    in    circulo.     —    55)  Casiri   (U 
übersetzt  vn[jdX*J\  mit:  de  figuris  conoidibus,  was  eine  unglaubliche  Freiheit 
der  üebersetzung  verriith  (dieses  Werk  fehlt  nümlich  bei   allen    arabischen 
Autoren   und   sollte    nach    Casiris  Meinung   dcuh  da  sein!).    —    56)   Cas 
übersetzt  wieder  sehr  kühn:  S^jt^Ji  J?jJai\Jt  mit  „de   lineis   spiralibus**! 
violleicht    ist    dieses    Werk    gemeint,    dann    ist    aber    ursprünglich    stal 
!;,)jImJI   ein   anderes  Wort   dagestanden:    spiralig,    schraubenförmig    bei 
im  Arabischen     e*iy^'.   C'asiri  selbst  führt  (I.  382)  ein  Werk  eines  gewisi 
Simmeadis  (er  fUgi  hinzu:  id  est  Samii)  an,  betitelt  SuJ  JJl  J^JajcvJt  ^j 
de  lineis   spiralibus.     Es  ist  dies   wahrscheinlich   das  Archimedische  Werk, 
als  dessen  Verfasser  die  Araber  Kouon,  den  Samier,  gehalten  haben  tm'fgei 

—  57)  H.  Ch.    sagt    V.    351:    sunt    (assumpta    sive    lemmata)    quindec 
figurae  et  recentiores  hoc  opus  numcro  librorum  intermediorum  adjecem 
qui    inter  Euclidem    et  Almagestum    legendi    essent.    —    58)  Dieses  W« 
wird  von  11.  Ch.  (V.  154)  und  Casiri  (1.  c.)  auch  angeführt  und  sein  Tj 
ist  der  Bedeutung  nach  von  dem  des  vorigen  nicht  wesentlich   verschieden 

—  59)  Casiri   (1.  c.)    übersetzt    falsch:    de   anguli    rectiliuei    trisectione    ot 
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proprietatibus.  —  60)  JJies  ist  die  wörtliche  Uebersetzung  von  «yLtL«  IUI 
s_5^UJL  -Aß  jJf  cLj'I;  Casiri  (1.  c.)  übei-setzt  falsch  und  Weunc:h 
{^p.  lyil,  welcher  einfach  sagt  „de  clepsydris",  unvollständig,  indem  er  den 
Nnchsatz  weglässt;  FUlgel  tberset/t  im  H.  Ch.  (\^  93)  den  ganz  gleichen 
Text,  wie  er  im  Fihrist  steht,  mit:  de  clepsydris,  ubi  aqua  per  cauales  tulliturV 

Hypsikles. 

61)  Casiri  (I.  346)  Übersetzt  »sbu^l.  -Ij^yi  -i  mit:  de  corporum  coe- 
lestium  magnitudine  et  distantia;  es  heisst  aber  wörtlich  nichts  anderes 
als  „über  die  Körper  und  die  Kntfernungen."  —  62)  Es  heisst.  im  Text 
das  vierte  und  fUnfte  Buch;  jxmx.  =  zehn  ist  durch  die  Abschreiher  weg- 
gelassen worden:  Flügel  vergisst,  dies  zu  erwähnen. 

Apollo  nies. 

63)  Es  ist  wohl  gemeint  „schwierig  zu  verstehen."  —  64)  Es  sind  dies 
die  Kwei  Bücher  Über  den  Verhältnissschnitt  (de  sectione  rationis),  von 
Bemard  und  Hallcy  aus  dem  Arabischen  ins  Lateinische  übertragen   1706. 

—  65)  H.  Ch.  (V.  1C4)  hat  ai:  Stelle  von:  de  ratione  determinata,  de  ra- 
tione  radicura  arithmeticarum  (..JcsiJI  y,;--- «  statt  Bt>,iX^uJl  !1«mjJI  ). 
Die  Lesart  des  Fihrist  deutet  auf  die  verloren  gegangene  Schrift  „de  sec- 
tione determinata"  hin,  nur  heisst  es  eben  ratio  [f-  -»)  statt.  Sectio  («iaS) 
was  aber,  nach  dem  Inhalt  der  nach  Papi»os'  Angaben  wiedorhergestellten 
Schrift  zu  ui-theilen,  ganz  wohl  gestattet  und  ebensso  bezeichnend  ist;  die 
Lesart  des  H.  Ch.  aber  könnte  die  ebenfalls  nicht  mehr  vorhandene  Arbeit 
des  Äpollonios  über  die  IrrationalgrSssen  bedeuten.  Vergl.  Lantor,  Vor- 
lesungen L  p.  299  u.  f.  und  Woepke,  Essai  d'une  restitution  de  travaux 
perdus  d'Apoll.  (Mfein.  present.  par  div.  Sav.  ü  l'Acad.  des  Sc.  Tome  XIV. 
Paris   IgrjC.)  —   66)  -.Ja^  kann  allgemein  „Fläche",  speciell  aber  „ebene 

Fläche",  auch  „Oberfläche"  bedeuten;  Wenrieh  (p.  203)  vermuthet  hierin 
das  Buch  „de  locis  planis",  wir  glauben  eher,  es  sei  damit  „de  sectione 
spatii"  gemeint.  Casiri  (I.  385)  übersetzt:  de  locis  planis  eonimque  sec- 
tionibus  similibus,  was  freilich  die  Stelle  im  Fihrist  niemals  heissen  kann. 

—  67)  Ist  wohl  identisch  mit  „de  tactionibus".  —  68)  Casiri  (I.  385)  hat 
diese  Schrift  auch,  sonst  findet  sie  sich  nirgends  erwähnt. 

Hermes. 

69)  War  nach  der  Tradition  der  Araber  der  Hüter  des  dem  Merkur 
geweihten  Tempels  zu  Babylon;  er  ist  wahrscheinlich  identisch  mit  der 
ägyi)tisch-griechischen  mythischen  Persönlichkeit  des  Hermes  Trismegistos, 
dem  angeblichen  Erfinder  der  Alcliymie  und  Magie,  dem  (besonders  von 
den  Neuplatonikeni)  eine  Reihe  alcbymistischer  und  astrologischer  Schriften 
zugeschrieben  werden,  und  der  von  Jenen  als  ein  ägyptischer  König  oder 
Weiser  gebalten  oder  ausgegeben  wurde.  Vergl.  über  ihn  auch  Abulph. 
p.  9  u.  10,  H.  Ch.  I.  62.,  Casiri  I.  374—376,  und   Fihrist.  A.  p.  Iö6  u.  f. 

—  70)  y^y^xi,  das  in  der  Folge  sehr  oft  wiederkehrt,  ist  in  den  mittel- 
alterlichen lateinischen  Büchern  über  Astrologie  durch  revolutio  (revolutio 


annoruin  nativitatnm,  revolutio  annoram  mundi)  wiedergegeben,  ich  über- 
setze es  mit  .,ümlaaf";  man  könnte  wohl  auch  mit  Flügel  (al-Kindi, 
Abhandhingen  für  die  Kunde  des  Morgenlandes.  Bd.  1.  p.  29)  s&gen 
„Wechsel  der  Jahre"  (d.  i.  der  Stufenjaliro  des  Menschenalters),  oder  viej 
leicht  noch  besser  „Verlauf  der  Jahre".  Statt  „Gradeintheilung  des  ümlaafei 
der  Jahre"  wllre  vielleicht  richtiger:  Stufen-  oder  Staffetjahre  (anui  clima 
terici):  in  der  Astrologie  je  das  siebente  oder  neunte  Jahr  von  der  Geburt  i 

Eotokios. 

71)  Dieses  Buch  über  „die  zwei  Linien"  ist  nichts  anderes  als  der 
L'oinmentar  zum  zweiten  Buche  des  Archimedes  Ober  die  Kugel  und  den 
C'ylinder,  was  weder  (,'asiri  noch  Wenricb,  jedenfalls  aus  Unkenntniss  des 
Inhaltes  dieses  Cominoutars,  bemerkt  haben.  Unter  den  „zwei  Linien"  sind 
die  zwei  mittleren  Pri>i>ortionalen  zu  zwei  gegebenen  Geraden  verstanden, 
über  deren  Construction  jener  Commentar  zum  grossen  Theile  handelt  und 
mit  den  „Aussprüchen  der  mathematischen  Philosophen"  sind  die  verschie- 
denen von  Eutokios  angeführten  AnflQsnngen  griechischer  Mathematiker 
gemeint.  —  72)  H.  Ch.  (V.  386)  hat  statt  dieses  Conunentars  einen  solche 
zum   1.   Buche  des  Almagestes. 

Meuelaos. 

73)  Casiri   (I.  345)   übersetzt    xiaixjcu    durch  „mixtorum",    was   aller- 
dings  die    nächste  Bedeutung  ist,    al)er   keinen   Sinn   gibt,    es    kann    wohli 
auch  „verschieden"    heissen;   Wenrieh   (p.  lill)  hat:    de    cognitione    quantH 
tatls  discretae  corporum    pennixt^irum?  —  74)  H.  Ch.  ^III.  471)  hat:    Ob- 
servationes  astronomicae  a  Menelao   Eomae    anno    octingentesimo    quinqna- 
gesimo  quarto,  qningentos  quindecim  anuos  ante    aeram    islamicam    factae.^ 
Das  würde  mit   der  Zeit  Trajans,    nicht  Domitians   stimmen,   doch    könnte' 
wohl   Menelao»  auch  schon  einige  Jahre  vorher  in  Rom  gewesen   sein. 

Ftolemaios. 

75)  iXJ}j^  übersetze  ich  in  der  P'olge  immer  wörtlich  mit  ,,6e- 
burten",  es  ist  natürlich  darunter  der  astrologische  Begriff  „Nativitaten"' 
oder  „Horoskope"  verstanden.  —  78)  Ueber  den  astrologischen  Begriff 
„Loose"  vergl.  Flügel,  die  Loosbticher  der  Mnhammedaner,  1860.  — 
77)  Wenrieh  (p.  233)  hält  diese  Schrift  für  das  Buch  „de  hypothesibus 
planetarum."  —  78)  Es  ist  wahrscheinlich  ebenfalls  eine  astrologische 
Schrift;  denn  in  dieser  Kunst  spielte  die  „sieben"  eine  gi-osse  Rolle;  vergl. 
Flügel,  LoosbUcher,  p.  41,  42  u.  49.  —  79)  Es  ist  diese  Schrift  das  soge- 
nannte (.'entiloquium,  griecliiscli  xagnög  =  fmctus  (hbroruni  suorum),! 
welche  ,s?ewöhnlich  dem  Ptolemaios  zugeschrieben  wird,  was,  wie  man  aasj 
diesem  Artikel  ersieht,  von  den  Araltern  in  Bezug  auf  verschiedene  astro'^ 
logische  Schriften  gethan  wurde.  —  80)  Die  Schrift  „de  planisphaerio*^ 
ist  also  im  Fihrist  nicht  erw&hnt,  dagegen  bei  H.  Ch.  V.  61. 

Autolykos. 

81)  H.  Ch.  (V.  140)   fügt  zu    dem    Buche   de    sphaera    quae    movetur 
hinzu:  quem  Thabit  recognovit  et  Nassir  Eddin  correxit;  während  er  1  389, 


sagt:    lihrum    tempore   Khalifae   Maiiiun   arabice  verterunt,    illuniqne  postea 
Yacub  ben  Is'hac  Kindi  recognovit  et  emendavit. 

SimplikioB.  ' 

82)  Mit  ^«yi  =  der  Eumfter,  Grieche,  bezeichnet  der  Araber  den  Oat- 
römer,  Byzantiner,  im  Gegensatz  zum  Westeuropäer,  den  er  _3cUyll|  = 
den  Pranken  nennt  —  83)  Ist  vielleicht  in  dieser  Schrift  eine  Beziehnng 
ru  der  in  des  Simplikios  Commentar  zur  Physik  des  Aristoteles  aufge- 
nommenen Stelle  aus  der  Geschichti»  der  Geometrie .  des  Eudemos  zu  ver- 
muthenV  —  84)  Wenrich  (p.  209)  erwllhnt  irrthümlich  diese  beiden  Schriften 
des  Simplikios  anter  Autolykos  und  unter  Simpiikios  (p.  297)  bloss  den 
Commentar  zu  „de  anima"  des  Aristoteles. 

Dorotheos. 

86)  Der  Name  ist  unsicher,  doch  stimmen  Wenrich  (p.  292)  und  Flügel, 
A.  123  darin  (iberein,  dass  hier  kein  anderer  ala  Dorotheos  von  Sidon  (Sido- 
nius)  gemeint  sei,  welcher  Apotelesmata  in  Versen  geschrieben  hat.  Vergl. 
Fabricius,  Bibl.  gr.  Lib.  III.  p.  511  u.  f.  und  Zedier,  Gelehrtenlexicon.  — 
86)  Andere,  z.  H.  Ihn  al-K.  und  nach  ihm  Wenrich  (].  c)  haben:  Ueber 
die  Epochen  und  Perioden.  —  87)  H.  Ch.  (I.  198)  erwähnt,  Dorotheos 
habe  auch  über  electiones  ^  Tagewählerei  geschrieben. 

Theon  von  Aleiandria. 
88)  Maslr  (jf^  heisBt  wörtlich  „Gang",  „Fahrt",  „Lauf",  also  wahr- 
scheinlich: Kanon  des  Laufes  der  Gestirne.  H.  Ch.  (III.  470j  sagt:  Obser- 
vationes  astronomicae  Theonis  Alexandr.  nongentos  viginti  unum  (!)  annos 
ante  aeram  islam.  factao.  In  tabulis  astron.  ex  illis  obsenrationibus  enatis 
et  (.'anun  nominatis  aera  n^s  est  Fhilippi  Riiraaei  El-Bennä,  tjui  Alexandri 
M.  frater  (?)  fuit.  —  89)  Es  ist  dies  jedenfalls  sein  Commentar  zum  Almagest. 

Valens.  I 

90)  Der  Name  ist  unsicher,  doch  wird  höchst  wahrscheinlich  der  Astro- 
loge Vettius  Valens  v.  Antiochia  gemeint  sein,  dessen  Lebenszeit  abweichend 
angegeben  wird:  Cantor  (Vorlesg.  I.  p.  300)  setzt  ihn  ins  II.  Jahrh.  n.  Chr.; 
Zedier  (Gelehrtenlei.)  hillt  ihn  für  denjenigen  Valens,  welchen  Constantin 
d.  G.  über  das  zukünftige  Schicksal  Konstantinopels  befragt  haben  soll; 
Pauly  (Realencyclop.  VI.  b.  p.  2532)  kennt  nur  einen  Vettius  Valens  aus 
Ariminum,  der  von  Plinius  in  der  Reibe  der  berühmten  Aerzte  genannt 
wird  und  nach  demselben  zur  Zeit  des  Kaisers  Claudius  gelebt  hat.  Vergl. 
die  Anmerkung  zu  Pappos. 

TheodosioB. 

91)  Der  arabische  Name  y„.  .Ov*^',  wie  er  im  Fihrist  steht,  aber  in 
den  verschiedenen  von  Flügel  benutzten  Codices  ganz  verschieden  ge- 
schrieben ist,  ist  allerdings  eher  Theodoros  zu  lesen,  aber  die  citierten 
Werke  lassen  keinen  Zweifel  übrig,  dass  hier  Theodosios  gemeint  ist^^^ 
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annorum  oativitatum ,  revolutio  aanormn  mondi)  wiedergegeben,  ich  flbw- 
setze  es  mit  ,,ütnlnuf'';  man  könnte  wohl  auch  mit  Flügel  (>I-Kindl, 
Abhandlungen  fttr  die  Kunde  des  Morgenlandes.  Bd.  1.  p-  29)  sagen: 
„Wechsel  der  Jahre"  (d.  i.  der  Stnfenjahre  des  Menschenalters),  oder  viel- 
leicht noch  besser  „Verlauf  der  Jahre".  Statt  „Gradeintheiloiig  des  Umlaofti 
der  Jahre"  wSre  vielleicht  richtiger:  Stufen-  oder  Staffeljahre  (^anni  clima«- 
terici):  in  der  Astrologie  je  das  siebente  oder  neuute  Jahi-  von  der  UebnrttB,  , 

EutokioB. 

71)  Dieses  Buch  über  ,,die  zwei  Linien"  ist  nichts  anderes  als  d«l 
C'ommentar  zum  zweiten  Buche  des  Archimedes  über  die  Kugel  und  da 
C'ylinder,  was  weder  ("asiri  noch  Wenrich,  jedenfalls  aus  Unkenntniss  d«t 
Inhaltes  dieses  Commeutars,  bemerkt  haben.  Unter  den  „zwei  Linien"  sind 
die  zwei  mittleren  Proi)ortionalen  zu  zwei  gegebenen  Geraden  verstanden, 
über  deren  Construction  jener  Commentar  zum  grossen  Theile  handelt  und 
mit  den  „Aussprüchen  der  mathematischen  Philosophen"  sind  die  verschie- 
denen von  Eutokios  angeführten  Auflösungen  griechischer  Mathematiker 
gemeint.  —  72)  H.  Ch.  (V.  386)  hat  statt  dieses  Commentars  einen  so! 
*   zum   1.  Buche  des  Almagestes. 

Menelaos. 
73)  Casiri   (I.  345)   übersetzt    isixUsa^    durch  „mistorom",    wa« 
dinga    die    nlichste  Bedeutung  ist,    aber   keinen    Sinn   gibt,    es    kann 
auch  „verschieden"    heissen;    Wenrich   (p.  211)  hat:    de   cognitione    quanti 
tatis  di;icretae  corporuni   permixtoramV  —  74)  H.  Oh.  llIL  471)  hat:   Ob- 
servationes  astronomicae  a  Menelao   Romae    anno   octingenteslmo    qoinqoa- 
gesimo  quarto,  quingentoä  quindecini  annos  ante   aeram    islamieam    factae 
Das  würde  mit   der  Zeit  Trajans,   nicht  Doniitians   stimmen,    doch    kOnnt* 
wohl   Menelaos  auch  schon  einige  Jahre  vorher  in  Rom  gewesen    sein. 

Ftolemaios. 
75)  iXJI«^  übersetze  ich  in  der  Folge  immer  wörtlich  mit  „C 
burten",  es  ist  natürlich  darunter  der  astrologische  Begriff  „Nativitat 
oder  „Horosl\ope"  verstanden.  —  76)  üelier  den  astrologischen  Beg 
„Loose"  vergl.  Flügel,  die  LoosbOcher  der  Mnhammedaner,  1860. 
TJ)  Wenrich  (p.  233)  hält  diese  Schrift  für  das  Buch  „de  hypothesil 
planetarum."  —  78)  Es  ist  wahrscheinlich  ebenfalls  eine  astrologische 
Schrift;  denn  in  dieser  Kunst  spielte  die  „sieben"  eine  grosse  Rolle;  vergl 
Flügel,  LoosbUcher,  p.  41,  42  u.  49.  —  79)  Es  ist  diese  Schrift  das  soge- 
nannte Centiloquium,  griechisch  xa^Tro'c  =  "  mm  snomm), 
welche  gewöhnlich  dem  Ftolemaios  zuge  wie  man  ans 
diesem  Artikel  ersieht,  von  den  A  hiedene  astro- 
logische Schriften  gethan  wnc  planLsphaeri^ 
ist  also  im  Fihrist  nicht  er* 
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sagt:    libruui    tempore  Khalifae  Maniun   arabice  verterunt,.    illumqup  postea 
Yacub  ben  Is'hac  Kindi  recognovit  et  emendavit. 

Simplikios, 

82)  Mit  ^.yi  =  der  Rumäer,  Grieche,  bezeichnet  der  Araber  den  Ost- 
römer, BjKantiner,  im  Gegensatz  zum  Westeuropäer,  den  er  ^leüjiH  ^- 
den  Franken  nennt  —  83)  Ist  vielleicht  in  dieser  Schrift  eine  Beziehung 
zu  der  in  des  Simplikios  Commentar  zur  Physik  des  Aristoteles  aufge- 
nommenen Stelle  aus  der  Geschichte  der  Geometrie .  des  Eudenios  zu  ver- 
mutheD?  —  84)  Wenrich  {p.  209)  erwähnt  irrthümlich  diese  beiden  Schriften 
des  Simplikios  unter  Autolykos  und  unter  Simplikios  (p.  297)  bloss  den 
Commentar  zu  „de  anima"  des  Aristoteles. 

Dorotheos. 

85)  Der  Name  ist  unsicher,  doch  stimmen  Wenrich  (p.  292)  und  Flügel, 
A.  123  darin  llberein,  dass  hier  kein  anderer  als  Dorotheos  von  Sidon  (Sido- 
nins)  gemeint  sei,  welcher  Apotelesmata  in  Versen  geschrieben  hat.  Vergl. 
Fabricins,  Bibl.  gr.  Lib.  III.  p.  511  u.  f.  und  Zedier,  Gelehrtenlexicon.  — 
86)  Andere,  z.  B.  Ibn  al-K.  und  nach  ihm  Wenrich  (1.  c.)  haben:  lieber 
die  Epochen  und  Perioden.  —  87)  H.  Ch.  (I.  198)  erwllhnt,  Dorotheos 
habe  auch  ülier  electiones   =   Tagewfihlerei  geschrieben. 
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Theon  von  Alexandria. 
88)  Maslr  (j~-~.)  heisst  wörtlich  „Gang",  „Fahrt",  „Lauf",  also  wahr- 
scheinlich: Kanon  des  Laufes  der  Gestirne.  H.  Ch.  (III.  470)  sagt:  Obser- 
▼ationes  astronomicae  Theonis  Alexandr.  nongentos  vigiiiti  unum  (!)  annos 
ante  aeram  islam.  factae.  In  tabulis  astron.  ei  illis  observutionibus  enatis 
et  Canun  nominatis  aera  u^s  est  Philippi  Rumaei  El-Bennä,  nui  Alexandri 
M.  frater  (?)  fuit.  —  89)  Es  ist  dies  jedenfalls  sein  Commentar  zum  Abnagest. 

Valens. 

90)  Der  Name  ist  unsicher,  doch  wird  höchst  wahrscheinlich  der  Astro- 
loge Vettius  Valens  v.  Antiochia  gemeint  sein,  dessen  Lebenszeit  abweichend 
angegeben  wird:  Cantor  fVoriesg.  I.  p.  300)  setzt  ihn  ins  U.  Jahrh.  n.  Chr.; 
Zedier  (Qelehrtenlex.)  hlllt  ihn  für  denjenigen  Valens,  welchen  Constantin 
d.  G.  über  das  zukünftige  Schicksal  Konstantinopels  befragt  haben  soll; 
Pauly  (Realencyclop.  VI.  b.  p.  2532)  kennt  nur  einen  Vettius  Valens  aus 
Ariminum,  der  von  Pliniiia  in  der  Reihe  der  berühmten  Aerate  genannt 
wird  und  nach  demselben  zur  Zeit  des  Kaisers  Claudius  gelebt  hat.  Vergl. 
die  Anmerkung  zu  Pajjpos. 

Theodosioa. 
Der  arabische  Name  j_^.  .»ik*j",  wie  er  im  Pihrist  steht,  aber  in 
Uedenen    von    Flügel     benutzten    Codices    ganz    verschieden    ge- 
ist,   ist   allerdings    eher   Theodoros   zu    lesen,    aber   die   citierten 
sen  keinen  Zweifel  übrig,  dass  hier  Theodosios  gemeint  ist. 
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annonun  nativitatum,  revolutio  annonim  mundi)  wiedergegeben,  ich  über- 
setze   es    mit    „Umlauf";    man    könnte    wohl    auch    mit    FlUgel    (&1-Kindl, 
Abhandlnngeti    für    die    Kunde    des    Morgenlandes.    Bd.   1.   p.  29)    sagei 
„Wecbsel  der  Jahre"  (d.  i.  der  Stufenjabre  des  Menschenallers),  oder  vi' 
leicht  noch  besser  „Verlauf  der  Jahre".    Statt  „Gradeintheilung  des  Unilaul 
der  Jahre"  wilre  vielleicht  richtiger;  Stufen-  oder  Stafleljahre   (anni  climi 
terici):  in  der  Astrologie  je  das  siebente  oder  neunte  Jahr  von  der  Gebnrt  an. 

Eutokios. 

71)  Dieses  Buch  über  „die  zwei  Linien"  ist  nichts  anderes  als  der 
Commentar  zum  zweiten  Buche  des  Archimedes  Ober  die  Kugel  und  deu 
Cyliuder,  was  weder  Casiri  noch  Wenrich,  jedenfalls  aus  Unkenntniss  des 
Inhaltes  dieses  Commontars,  bemerkt  haben.  Unter  den  „zwei  Linien"  sind 
die  zwei  mittleren  Proportionalen  zu  zwei  gegebenen  Geraden  verstanden, 
Über  deren  t'onstruction  jener  Commentar  zum  grossen  Theile  handelt  und 
mit  den  „Aussprüchen  der  mathemalischen  Philosophen"  sind  die  verschie- 
denen von  Eutokios  angeführten  Auflösungen  griechischer  Mathematiker 
gemeint.  —  72)  H.  Ch.  (V.  386)  hat  statt  dieses  Cominentars  einen  solch 
zam   1.  Buche  des  Almagestes. 

Menelaos. 
73)  Casiri  (T.  345)  übersetzt  sixlxia«  durch  „mixtorum",  was  alli 
dinga  die  nächste  Bedeutung  ist,  aber  keinen  Sinn  gibt,  es  kann  wol 
auch  „verschieden"  heisseu;  Wenrich  (p.  21 1)  hat:  de  eognitione  quanti- 
tati.s  discretae  corporuni  permixtorum?  —  74)  H.  Ch.  (IIL  471)  hat:  Ob- 
servationes  astronomicae  a  Meneluo  Bomae  anno  octingentesimo  qoinqua- 
gesimo  quarto,  quingentos  quiiidecim  annos  ante  aeram  islamieam  factae. 
Das  würde  mit  der  Zeit  Trajans,  nicht  Doniitians  stimmen,  doch  könnte 
wohl   Menelaos  auch  schon  einige  Jahre  vorher  in  Rom  gewesen  sein 

Ptolemaios. 
75)  Jt^lwt  übersetze  ich  in  der  Folge  immer  wörtlich  mit 
burten",  es  ist  natürlich  darunter  der  astrologische  Begriff  „Nstivitütea' 
oder  „Horoskope"  verstanden.  —  76)  üeber  den  astrologischen  Begriff 
„Loose"  vergl.  Flügel,  die  Loosbücher  der  Muhammedaner,  1860.  — 
77)  Wenrich  (p.  233)  hält  diese  Schrift  f«r  das  Buch  „de  hypothesibus 
planetarum."  —  78)  Es  ist  wahrscheinlich  ebenfalls  eine  astrologische 
Schrift;  denn  in  dieser  Kunst  spielte  die  „sieben"  eine  grosse  Rolle;  vergL 
Flügel,  Loosbücher,  p.  41.  42  u.  49.  —  79)  Es  ist  diese  Schrift  das  soge- 
nannte ('entiloquium,  griechisch  xopreog  =  fractus  (libromm  snormn), 
welche  gewöhnlich  dem  Ptolemaios  zugeschrieben  wird,  was,  wie  man  aus 
diesem  Artikel  ersieht,  von  den  Aral>ern  in  Bezug  auf  verschiedene  astro- 
logische Schriften  gethan  wurde.  —  80)  Die  Schrift  „de  planisphaerio" 
ist  also  im  Fihrist  nicht  erwähnt,  dagegen  bei  H.  Ch.  V.  61. 

Autolykos. 

81)  H.  Ch.  (V.  140)   fügt  zu    dem   Buche  de    sphaera    quae    mo^ 
hin/u:  quem  Thabit  recognovit  et  Nassir  Eddin  correxit;  während  er  I.  3i 
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sagt:    libruui   tempore  Khalita«  Mauiuii  arabice  verterunt,    illumqne  postea 
Yacttb  ben  Is'hac  Kindi  recognovit  et  emendavit. 

SimplikioB.  ' 

82)  Mit  ,«^jjJI  =  der  Eum&er,  Grieche,  bezeichnet  der  Araber  den  Ost- 
römer, Byzantiner,  im  Gegensatz  zum  Westeuropäer,  den  er  «scviylJI  ^- 
den  Franken  nennt.  —  83)  Ist  vielleicht  in  dieser  Schrift  eine  Heziehuog 
ra  der  in  des  Simplikios  Commentivr  zur  Physik  des  Aristoteles  aufge- 
nommenen Stelle  aus  der  Gesuhichte  der  Geometrie  des  Eudemos  zu  ver- 
mutheni'  —  84)  Wenrich  (jy.  209)  erwähnt  irrthtimlich  diese  beiden  Schriften 
des  Simplikios  unter  Autolykos  und  unter  Simplikios  (p.  297)  bloss  den 
Commentar  zu  „de  aninia"  des  Aristoteles. 

Dorotheos. 

85)  Der  Name  ist  unsicher,  doch  stimmen  Wenrich  (p.  292 )  und  Flügel, 
A.  123  darin  überein,  dass  hier  kein  anderer  als  Dorotheos  von  Sidon  (Sido- 
nins)  gemeint  sei,  welcher  Apotelesmata  in  Versen  geschrieben  hat.  Vergl. 
Fabricius,  Bibl.  gr.  Lib.  III.  p.  511  u.  f.  und  Zedier,  Gelehrtenlexicon.  — 
86)  Andere,  z.  B.  Ihn  al-K.  und  naeh  ihm  Wenrich  (1.  c.)  haben:  Ueber 
die  Epochen  und  Porioden.  —  87)  H.  Ch.  (I.  198)  erwähnt,  Dorotheos 
habe  auch  tlber  electiones  =>   Tage  wählerei  geschrieben. 

Theon  von  Alexandria. 
88)  Maslr  (j-— w«)  heisst  wörtlich  „Gang",  „Fahrt",  „Lauf",  also  wahr- 
scheinlich: Kanon  de.s  Laufes  der  Gestirne.  H.  Ch.  (III.  470)  sagt:  Obser- 
vationes  astronomicae  Theonis  Alfixaudr.  nongentos  viginti  unnm  (!)  annos 
ante  aeram  islam,  factao.  In  tabulis  astron.  ex  illis  observationibus  enatis 
et  Canun  nominatis  aera  u^is  est  Philipp!  Ruraaei  El-Bennn,  i^ui  Ale.\audri 
M.  frater  (?)  fuit.  —  89)  Es  ist  dies  jedenfalls  sein  Comment-ar  zum  Almagest. 

Valens. 

90)  Der  Name  ist  unsicher,  doch  wird  höehst  wahrscheinlich  der  Astro- 
loge Vettius  Valens  v.  Antiochia  gemeint  sein,  dessen  Lebenszeit  abweichend 
angegeben  wird:  Gantor  (Vorlesg.  I.  p.  300)  setzt  ihn  ins  11.  Jahrh.  n.  Chr.; 
Zedier  (Gelehrtenlex.)  hält  ihn  für  denjenigen  Valens,  welchen  Constantin 
d.  G.  über  das  zukünftige  Schicksal  Konstantinopels  befragt  haben  soll; 
Pauly  (Realencyclop.  VI.  b.  p.  2532)  kennt  nur  einen  Vettius  Valens  aus 
Ariminum,  der  von  Plinius  in  der  Reihe  der  berühmten  Aerzte  genannt 
wird  und  nach  demselben  zur  Zeit  des  Kaisera  Claudius  gelebt  hat.  Vergl. 
die  Anmerkung  zu  Pappos. 

Theodosios. 

81)  Der  arabische  Name  ^-,.  »Owji',  wie  er  im  Fihrist  steht,  aber  in 
den  verschiedenen  von  Flügel  benutzten  Codices  ganz  verschieden  ge- 
schrieben ist,  ist  allerdings  eher  Theodoros  zu  lesen,  aber  die  citierten 
Werke  lassen  keinen  Zweifel  übrig,  dass  hier  Theodosios  gemeint  ist. 
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a&uoruin  natiyitatum,  revolutio  annorum  mundi)  wiedergegeben,  ich  Über- 
setze es  mit  „Umlauf";  man  könnte  wohl  anch  mit  FlUgel  (al-Kindl, 
Abhandlangen  für  die  Kundp  des  Morgenlandes.  Bd.  1.  p.  29)  sagen: 
„Wechsel  der  Jahre"  (d.  i.  der  Stafenjivhre  des  Menschenaltersj,  oder  viel- 
leicht noch  besser  „Verlauf  der  Jahre".  Statt  „Gradeintheiluug  des  Umlaufes 
der  Jährt*"  wäre  vielleicht  richtiger:  Stufen-  oder  Staffeljahre  (^anui  climac- 
terid):  in  der  Astrologie  je  das  siebente  oder  neunte  Jahi-  von  der  (.teburt  an. 

Eutokios. 

71)  Dieses  Buch  über  „die  zwei  Linien"  ist  nichts  anderes  als  di 
Coinmentar  zum  zweiten  15uche  des  Archimedes  über  die  Kugel  und  detf 
(-'yliiider,  was  weder  Casiri  noch  Wenrich,  jedenfalls  aus  Unkenntniss  des 
Inhaltes  dieses  Commentars,  bemerkt  haben.  Unter  den  „zwei  Linien"  sind 
die  zwei  mittleren  Proportionalen  zu  zwei  gegebenen  Geraden  verstanden, 
über  deren  Construction  jener  Comraentar  zum  grossen  Theile  handelt  und 
mit  den  „Aussprüchen  der  mathematischen  Philosophen"  sind  die  verschie- 
denen von  Eutokios  angeführten  Auflösungen  griechischer  Mathematiker 
gemeint.  —  72)  H.  Ch.  (V.  38tij  hat  statt  dieses  Comuientars  einen  sülchea 
zum  1.  Buche  des  Älmagestes. 

Menelaos. 
73)  Casiri  (I.  345)  Obersetzt  sIxLiv«  durch  „niistorum",  was  aller 
dings  die  nüchste  Bedeutung  ist,  aber  keinen  Sinn  gibt,  es  kann  wohl 
auch  „verschieden"  heissen;  Wenrich  (p.  211)  hat:  de  cognitione  quanti- 
tativ discretae  corporuni  permixttorumV  —  74)  H.  Ch.  (IIL  471)  hat:  Ob- 
servationes  astronomicae  a  Menelao  Romae  anno  octingentesimo  quinqua- 
gesimo  qnarto,  quingontos  quindecim  annos  ante  aeram  ishimicam  factae. 
Das  würde  mit  der  Zeit  Trajans,  nicht  Douiitiaus  stimmen,  doch  könnte 
wohl  Menelaos  auch  schon  einige  Jahre  vorher  in  Rom  gewesen  sein. 

Ftolemaios. 
75)  \\fJ\yA  übersetze  ich  in  der  Folge  immer  wörtlich  mit  ,,Ge 
burten",  es  ist  natürlich  darunter  der  astrologische  Begriff  „Nativitäten"' 
oder  „Horoskope"  verstanden.  —  76)  Ueber  den  astrologischen  Begriff 
„Loose"  vergl.  Flügel,  die  Loosbüeher  der  Muhammedaner,  1860.  — 
77}  Wenrich  (p.  233)  hillt  diese  Schrift  für  das  Buch  „de  hypothesibus 
planetarum."  —  78)  Es  ist  wahrscheinlich  ebenfalls  eine  astrologische 
Schrift;  denn  in  dieser  Kunst  spielte  die  „sieben"  eine  grosse  Rolle;  vergl. 
Flügel,  Loosbüeher,  p.  41,  42  u.  49.  —  79)  Es  ist  diese  Schrift  das  soge- 
nannte Centiloquium,  griechisch  xagnog  =  fructus  (librorum  suorum), 
welche  gewöhnlich  dem  Ptolemaios  zugeschrieben  wird,  was,  wie  man  ans 
diesem  Artikel  ersieht,  von  den  Arabern  in  Bezug  auf  verscldedene  astro- 
logische Schriften  getban  wurde.  —  80)  Die  Schrift  „de  planisphaerio*^ 
ist  also  im  Fihrist  nicht  erwähnt,  dagegen  bei  H.  Ch.  V.  61. 

Autolykos. 

81)  H.  Ch.  (V.  140)   fügt  zu    dem   Buche   de    sphaera    quae    movfi 
hiu/.ii:  quem  Thabit  recognovit  et  Nassir  Eddin  corresit;  während  er  I  38S 
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sagt:    librum   tempore  Khalif'ae  Maiuuu  arabice  verterunt,    illumque  postea 
Yacub  ben  Is'hac  Kindi  recognovit  et  emendavit. 

Simplikios. 
82)  Mit  j^jjJt  =  der  Rumäer,  Grieche,  bezeichnet  der  Araber  den  Ost- 
römer,  Byzantiner,  im  Gegensatz  zum  Westeuroptter,  den  er  _s\jyüf  ^^ 
den  Pranken  nennt.  —  83)  Ist  vielleicht  in  dieser  Schrift  eine  Beziehnng 
m  der  in  des  Simplikios  Commentar  zur  Physik  des  Aristoteles  aufge- 
nommenen Stelle  aus  der  Geschichte  der  Geometrie .  des  Eudemos  zu  ver- 
muthen?  —  84)  Wenrich  (p.  209)  erwBhnt  irrthilmlich  diese  beiden  Schriften 
des  Simplikios  anter  Autolykos  und  unter  Simplikios  (p,  297)  bloss  den 
üommentar  zu  „de  anima"  des  Aristoteles. 

Dorotheos. 

86)  Der  Name  ist  unsicher,  doch  stimmen  Wenrich  (p.  292 )  und  Flügel, 
A.  123  darin  (iberein,  dass  hier  kein  anderer  als  Dorotheos  von  Sidon  (Sido- 
nius)  gemeint  sei,  welcher  Apotelesmata  in  Versen  gesehrieben  hat.  Vergl. 
Fabricin.s,  Bibl.  gr.  Lih.  111.  p.  511  u,  f.  und  Zedier,  Gelehrtenloxicon.  — 
86)  Andere,  z.  B.  Ihn  al-K.  und  nach  ihm  Wenrich  (1.  c.)  haben:  Ueber 
die  Epochen  und  Perioden.  —  87)  H.  Ch.  (I.  198)  erwäihnt,  Dorotheos 
habe  anch  über  electiones  =  Tagew&hlerei  geschrieben. 

Theon   von   Alexandria.  ■ 

88)  Maslr  (jnM^)  heisst  wörtlich  „Gang",  „Fahrt",  „Lauf",  also  wahr- 
scheinlich: Kanon  des  Laufes  der  Gestirne.  H.  Ch.  (III.  470)  sagt:  Obser- 
vationfis  astroiiomicae  Theonis  Alexandr.  nongentos  viginti  unum  (1)  annos 
ante  aeram  islam.  factao.  In  tabulis  astron.  ex  illis  observittionibus  enutis 
et  Canun  nominatis  aera  u8\is  est  Philippi  Rumaei  El-Benna,  qui  Alexandri 
M.  frater  (V)  fnit.  —  89)  Es  ist  dies  jedenfalls  sein  Comment-ar  zum  Abnagest. 

Valens. 

90)  Der  Name  ist  unsicher,  doch  wird  höchst  wahrscheinlich  der  Astro- 
loge Vettius  Valens  v.  Antiochia  gemeint  sein,  dessen  Lebenszeit  abweichend 
angegehon  wird:  Cantor  fVorlesg.  I.  p.  300)  setzt  ihn  ins  II.  Jahrh.  n.  Chr.; 
Zedier  (Gelehrtenlex.)  hlllt  ihn  für  denjenigen  Valens,  welchen  Constantin 
d.  G.  über  das  zukünftige  Schicksal  Konstantinopels  befragt  haben  soll; 
Pauly  (Realencyclop.  VI  b.  p.  2532)  kennt  nur  einen  Vettius  Valens  aus 
Arirainum,  der  von  Püniiis  in  der  Reihe  der  berthmten  Aerate  genannt 
wird  und  nach  demselben  zur  Zeit  des  Kaisers  Claudius  gelebt  hat.  Vergl. 
die  Anmerkung  zu  Pappos.  « 

Theodosios. 

91)  Der  arabische  Name  ^-.  .Owi,  wie  er  im  Fihrist  steht,  aber  in 
den  verschiedenen  von  Flügel  benutzten  Codices  ganz  verschieden  ge- 
schrieben ist,  ist  allerdings  eher  Theodoros  zu  lesen,  aber  die  citierten 
Werke  lassen  keinen  Zweifel  übrig,  dass  hier  Theodosios  gemeint  ist. 
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PappoB. 

92)  FlUgFil,  A.  p.  124  gibt    die    Schreibarten    der    einzelnen    Codices:] 
drei  haben    jj^Jj  halos,    einer   ,j«»*»    (ohne  dialirit.  Pnnkte);  Ihn  »l-I 

hat  p.  11-1  ,j~*^  =  hiinos   (die   Araber  haben   kein    P);   da   n  und  b  sich 
im  Arabischen  nur  durch  die  Stellung  des  diakritischen  Punktes  (oben  oder 
unten)    unterscheiden,    so    können    sie   durch    die    Abschreiber    leicht    ver- 
wechselt worden  sein,    auch  das  1   kann   aus   einem   un^pi'ünglichen   b   ent-i 
sUiii'ien  sein  und  so  hat  Flüge!  wohl  Recht,  w^enn  er  behauptet,  es  könne] 
hier  nur  Pappos  gemeint  sein,     Woepkes  Ansicht  (vergl.  die  oben  citiertej 
Abhandlung  in  den  M6m.  pri'S.  par  div.  Sav.  ii  l'acud.  Tome  XIV.  p.  674),,l 
dass    der  Verfasser  des   Commentars   zum    lU.  Buche   des   Eukleides   nicht] 
Pappos,    sondern    Valens    sei,    ist   kaum    haltbar;    sein    Hanptbeweis,    dass 
niliiilich   in  einem  MS.  IJ152.2  Suppl.  arabe)  Pappos  durch      -^oL    wieder- 
gegeben sei,  ist  nicht  durchschlagend,  ich  erinnere  nur  daran,  auf  wie  viele 
Arten  der  Name  ApoUonios  in  den  arabischen  MS.  geschrieben  wird.     Und 
schliesslich    ist    noch    ku    bemerken,    dass    der    Fihrist    bestimmt    zwischen 
ilie.son  beiden  Persönlichkeiten  unterscheidet  und  sie  in  getrennten  Artikeln 
behandelt  und  dem   Valens  nur  astrologische  Werke  zuweist,  wie  er  in  der 
That  auch  nur   als  Astrologe    bekaimt  ist.    —    93)   Die  Collectiones   math. 
des   Pappos    scheinen    also    dem   Verfasser    des   Fibrist  nicht    bekannt   ge- 
wesen zu  sein. 

Herou. 

94)  Soll  nach  Th.  H.  Martin  in  einer  Handschrift  der  Lejdener  Bibl, 
existieren;  Wenrich  (p.  213  —  214)  gibt  an  im  Codex  1061  (39!),  1),  abei 
unter  dem  Titel:  Heronis  Scholia  in  eleni.  Eucl.  prohlcmata  quaedam.  Es 
wäre  an  der  Zeit,  dass  diese  Frage,  ob  Horon  einen  Comnientar  zu  den 
Filemeiiteu  geschrieben  habe,  einmal  endgültig  »riedigt  würde.  —  95)  Wen- 
rich yj.  213)  bemerkt  hierzu:  E  Graeco  in  arab.  sermonem  a  Kosta  ben 
Loca  conversus.  Exemplum  huius  versionis  habetur  in  bibl.  Lugdun.  cod. 
1091  C51).  —  98 1  Es  sind  dies  natürlich  die  Pneumntica  Herons.  —  H.  Ch 
V.  48  erwSlhnt  auch  seinen  über  de  maehinis  hellicis  (ßelonoiixa). 


Hipparchos. 

97)  Flügel,  A.  124  sagt:  „ —  Es  herrscht  hier  überhaupt  eine  arge 
Verwirrung.  Unstreitig  ist  nach  ywj».ji  (Hipparchos)  der  ganze  ihn  be- 
sprechende Artikel  ausgefallen  und  von  dem  folgenden  das  den  Anfang 
eines  neuen  Aiiikels  bildende  Stichwort  j.j*;.*^t  t  (vVristippos),  woran  sich 
^ÄiJ!  (az-Zafanl)  anschliesst".  Um  al-K.  bat  nämlich  einen  Artikel  über 
Aristippos  von  Kyrene,  dem  er  unerkl^licherweise  den  Beinamen  al-Zafani 
(nach  einem  Ort  in  Syrien,  in  der  NUhe  von  Emesa)  gibt  und  dem  er  die 
hier  im  Fihrisi  dem  Hipparchos  zugetheiltei)  Bücher  zuweist.  Nun  tritt 
aber  die  Schwierigkeit  hinzu,  auf  die  auch  Flügel  hinweist,  dass  Aristippos 
jedenfalls  keine  mathematischen  Hücher  verfasst  hat  und  dass  in  dem  spa- 
teren Artikel  des  Fihrist  über  Abü'1-Wafä  dieser  als  der  Commentator  der 
Algebra  des  Hipparchos  genannt  wird,  wie  es  hier  geschieht.     (Dies  kunnte 


H 
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freilich  auch  in  den  Artikel  Über  Abö'l-WafÄ  durch  spätere  Abschreiber 
hineingeftlgt  worden  sein,  die  sich  der  Stelle  in  dem  schon  verdorbenen 
Artikel  über  Hipparchos  erinnerten.)  Wir  wollen  übrigens  nicht  unter- 
lassen zu  bemerken,  dass  Cantor  (Vorlesg.  I.  313)  es  nicht  fUrv  uain?iglich 
hiilt,  dass  Hipparch  über  quadratische  Gleichungen  geschrieben  habe.  Ich 
fUr  meinen  Theil  bilte  es  für  das  Wahrscheinlichste,  dass  hier  dnrch  Ab- 
schreiber arge  Verwechslungen,  Auslassungen  und  Entstellangon  stattge- 
funden haben  und  dass  die  dem  Hipparch  oder  dem  az-Zafanl  zugeschrie- 
benen Bücher  ursprünglich  unter  dem  unmittelbar  folgenden  Diophantos 
gestanden  haben;  dann  ist  vielleicht  auch  das  Buch  „über  die  Theilnng 
der  Zahlen"  identisch  mit  dem  Diopbantischen  Buch  „Ueber  die  Polygonal- 
zahlen". Dass  hier  das  „Versehen  mit  geometrischen  Beweisen"  durch 
Abü'l-Wafft  vom  Commentar  des  Hipparchschen  Buches  und  im  Artikel 
über  AbiVl-Wafä  vom  Commentar  des  Diopbantischen  Buches  gesagt  ist, 
dürfte  auch  für  meine  Ansicht  sprechen.  Steinschneider  (Die  mittl.  Büuher 
der  Araber  in  Z.  f.  M.  Ph.  10.  476—78),  der  die  Stelle  in  Ibn  al-K.  nicht 
kennt,  ist  mit  Casiri  fdr  Aristarch  und  macht  aus  uz-Zafanl  „der  Saniier". 
Diese  Ansicht  ist  jedenfalls  nicht  mehr  haltbar,  mn  so  weniger,  als  der 
Fihrist  weiter  unten  den  Aristarch  mit  seinem  bekannten  Buche  über 
Sonne  und  Mond  anführt. 

ThadinoaV  ' 

98)  Flügel,  A.  125  bemerkt,  dass  sich  Veüio  geeignete  Transscription 
für  irgend  einen  bestimmten  griechischen  Namen  biete. 

Badrogogia? 

99)  Ein  arg  verstümmelter  Name,  woraus  sich  bis  jetzt  nichts 
machen  Hess. 

Tinkalos  (oder  Tinklos)? 

100)  Dieser  Name,  sowie  der  folgende,  Tinkros,  treten  bisweilen  in 
astrologischen  Schriften  auf;  es  sind,  wie  der  oben  genannte  Hermes,  myth.- 
liaby Ionische  Persönlichkeiten,  die  von  den  Arabern  als  die  Vorsteher  der 
den  sieben  Planeten  geweihten  Tempel  zu  Babylon  gehalten  wurden.  Vergl. 
auch  Salmasius,  de  annis  climact.  Praef.  et  p.  561  n.  f.,  der  an  ersterer 
Stelle  beide  für  die  nämliche  Persönlichkeit  hält  und  mit  dem  in  grie- 
chischen Schriften  genannten  Tenkros  identificiert.  —  101)  Beides  sind  spe- 
cifisch  astrologische  Begriffe:  »j^jjf  sind  die  facies  oder  decani,  d.  h.  die 
Drittel  jedes  Thierkreiszeichens  (also  je  zehn  Grade),  oder  eigentlich  ihre 
Regenten;  >.>,Ji.»:\Jf  sind  die  termini,  gr.  ooia,  d.  h.  die  Planetenbezirke 
oder  auch  Zeichenbezirko,  indem  die  30  Grade  jedes  Zeichens  auf  diu  fünf 
Planeten  (Sonne  und  Moad  participieren  nicht)  in  bestimmter  Weise  (nicht 
gleichmassig)  vertheilt  werden.  Vergl.  Salmasius,  de  annis  clim.  Praef.  etc. 
und  Ptolemaei  lib.  quadripart.  tract.  I.  cap.  XXT. 

Muritos   (oder  Muristos)? 

102)  Ein  nicht  festzustellender  Name:  Ibn  al-K.  (p.  371)  nennt  ihn 
nach  Flügel,  A.  125  einen   griechischen  Gelehrten;   ebenso  Abulfeda  (Bist. 


anteislani.  p.  157j:  Mjrtos  vel  Myristos,  Doctor  grsecus,  matheseos  iteritus 
et  ioTentionis  plurimae  etc.  I 

Sä'&tosV  ^M 

103)  Flngel,  A.  125  schreibt:  Ohne  allen  Nachweis.  ^M 

Uerkal?  H 

104)  Ibn  al-K.  (p.  464)  nennt  ihn  nach  Flügel,  A.  l'2n  einen  bafiy^ 
Ionischen  rxelehrten  und  einen  der  sieben  TenipelwHchter;  in  der  Ausgabe 
V.  H.  Ch.  (V.  171)  übersetzt  Flügel  das  iirabische  Wort  mit  ,.Heraclia8", 
und  daselbst  ist  ihm  ein  anderes  Buch,  nämlich  de  alchymia,  zugeschrieben. 
—  105)  Mit  jSljii  „Kreise"  ist  hier  höchst  wahrscheinlich  ein  den  Wasser- 
rädern verwandtes  rundes,  oder  sich  drehendes  Instrument  gemeint,  oder 
sollte  es  heissen  „lieber  die  Umdrehung  der  WasseiTüder"? 

Kitwar? 

106)  In  andern  Codices  liest  mau  auch  Kitwiin.  (.'asiri  (I.  418)  über- 
setzt: Canthon,  ein  bedeutender  babylonischer  Musiker,  schrieb  unter  Anderem 
de  tononuD  casu. 

AristoxenoB. 

107)  So  vermutbet  Flügel,  A.  12fi,  dass  ^  K'l^  ■  ,j  zu  übersetzen  sei, 
dieser  Grieche  schrieb  bekanntlich  über  Musik. 

Aristarohos. 

108)  Nach  Wenrich  (p.  209)  ist  bei  Ibn  al-K.  noch  hinzugeiti| 
U^ii^XBj.  „und  ihrer  Entfernungen".  Ebenso  bei  Casiri  (I.  346);  dieser  fügt 
noch  bei:  über  de  arithnietica  (im  arabischen  Text  steht  Algebra)  und  über 
de  numerorum  divisione.  Bekanntlich  stehen  diese  beiden  Bücher  im  Fih- 
rist  unter  Uipjmrch  oder  uz-Zafan),  und  wir  kommen  hier  wieder  auf  di«s 
in  Anmerkg.  '.t7  behandelte  Verwechülung  der  Autoren.  H.  Ch.  V.  70  hat 
unmittelbar  nach  einander  dasselbe  Buch  „über  Sonne  und  Mond  und  ihre 
Entfernungen"  das  eine  Mal  dem  Aristoteles,  das  andere  Mal  dem  Ari- 
starchos  zugeschrieben.  Es  ist  jedenfalls  eine  durch  Abschreiber  hervor-  ■ 
gebrachte  Wiederholung  desselben  Werkes.  I 

Apion?  ■ 

100)  Flügel,  A.  274  Index  II,  gibt  diese  unsichere  Traiisscription  voal 
Q^t,  das  ebenfalls  verstümmelt  sein  kann,  wenigstens  kennt  man  keinen] 
Patriarchen  dieses  Namens,  und  Apion  der  Grammatiker  aus  Aegypten,  der! 
zur  Zeit  des  Tiberius  lebte,  kann  gewiss  nicht  damit  gemeint  sein.  S.  2Ö4| 
wird  er  im  Fihrist  nochmals  genannt  als  erster  ¥erfertiger  von  Plani-I 
sphllrien.  I 

Kankah.  I 

110)  Wüstenfeld  (p.  3  u.  4)  hat  Katkah,  was  auch  Flügel,  A.  125  fllr' 
das    richtigere    hillt.     Wüstenfeld   bemerkt  dann   im   weitern:   „Die   Araber 
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haben  fast  überall  Kankab  geschrieben;  sie  haben  den  Nameti  des  Buches 
Kutt&ka  =  Algebra  für  den  Namen  des  Verfassers  gehalten,  welcher  Arya- 
bhatt*  heisst".  Vergl.  v.  Hohlen,  das  alte  Indien,  II.  p.  281  und  Cantor 
Vorlesg.  I.  p.  533  u.  ff.  Vergl.  auch  Reinaud,  Mt-moire  sur  linde  p.  315, 
nach  welchem  A!blninl  erzllhlt,  dass  Kankah  in  die  Dienste  HtVrün  aj'-Ra- 
schlds  als  Astronom  getreten  sei;  es  ist  dies  wahrscheinlich  eine  Verwechs- 
lung mit  dem  indischen  Arzt  Mankah.  Vergl,  ebenfalls  Eeinaud  (1.  c).  — 
lll)  Das  Wort  „Niniüdär"  übersetzen  Wüstenfeld  (1.  c.)  und  FHlgel  in  H. 
Ch.  (V.  165)  mit  „specimen";  es  ist  aber  das  persische  Wort  für  „Horo- 
skop" (vergl.  Vullers,  Leiicon  persico-latinmn  und  Anmerkg.  15). 


Nahak. 

112)  Dieses  Werk  schreibt  Wüstenfeld  (1.  c.)  dem  Sandschahl  zu  und 
erwähnt  Nahak  gar  nicht,  ebenso  H.  Ch.  VI.  24"J. 

113)  Vergl.  über  die  Namen  dieser  indischen  Gelehrten  auch  Wüsten- 
feld (1.  c.)  und  Flügel,  A.  126. 

Die   Söhne   MüsAs, 

114)  Die  Stelle  .  .  ,^UJ!  ,^1/.  ist  schwer  zu  übersetzen,  ich  konnte 
keine  andere  Version  als  die  gegebene  herausfinden,  die  einen  Sinn  gehabt 
hätte,  und  doch  hiilto  ich  sie  nicht  für  die  richtige,  ich  bin  der  Meinung, 
dasB  hier  eine  corruiite  Stelle  vorliege.  —  115)  Casiri  (I.  418)  schreibt 
diesen  Sohn  dem  Muharamed  z«,  —  116)  Ueber  den  Streit  zwischen  Flügel 
und  Steinschneider,  ob  Farastiln  oder  Karastün  die  richtige  Lesart  sei,  lasse 
ich  mich  hier  nicht  weiter  aus,  man  vergi.  Flügel,  A.  127  und  des  Letzteren 
Brief  an  den  Fürsten  Boncompagni  in  den  Annali  di  niatem.  da  Tortolini 
Tom.  V.  1862.  —  117)  Casiri  (L  418}  übersetzt  JJa*«^l  ^jJuJf  JJui.Ji 
mit  de  cylindro,  und  auch  L.  Nix  (Das  fünfte  Buch  der  Conica  des  Apoll, 
in  der  arab.  Uebers.  des  Thabit  ben  Korrah,  Leipzig  1889),  sowie  Stein- 
schneider (Bibl.  math.  v.  Encström,  1887,  p.  71)  glauben,  es  könnte  diese 
Bedeutung  haben,  obwohl  der  Letztere  ganz  richtig  bemerkt,  dass  „Gylinder" 
durch  die  Araber  mit  SülJa-^l  wiedergegeben  wird.  Die  Bedeutung  „Gy- 
linder" ist  auch  deshalb  noch  zu  bezweifeln,  weil  ein  Körper  kaum  jemals 
durch  JjL«;  wiedergegeben  wird,  dies  bedeutet  stets  „Figur"  oder  besser 
„Lehrsatz"  (weil  zu  einem  Lehrsatz  gewöhnlich  eine  Figur  gehört).  — 
118)  Wahi-scheinlich  ein  Commentar,  oder  eine  Umarbeitung  der  Apollo- 
nischen Kegelschnitte.  —  119)  Es  ist  unklar,  was  unter  diesem  Buche  ver- 
standen ist,  vielleicht  ein  Commentar  zu  den  drei  letzten  Büchern  (V — VII) 
des  Apollonios,  oder  eine  Einleitung  hierzu,  ilie  über  gewisse  Dreiecks- 
eigenschaflen  handelt.  Vergl.  Steinschneider  (Bibl.  math.  1887  p.  72  u.  73). 
—  120)  „Galenos"  hat  es  jedenfalls  ursprünglich  nicht  geheissen,  wahr- 
scheinlich ist  die  Vermuthung  Steinschneiders  (1.  c),  dass  Menelaos  zu  lesen 
und  die  Figur  „Sektor  oder  Sekante",  al-Katt^',  gemeint  sei.  Vergl.  die 
Anmerkung  zu  Tübit.  —  121)  Die  Lesarten  für  „Theil"  variieren  sehr  bei 
den  verschiedenen  Autoren,  Steinschneider  (I.  c.  74)  schlägt  als  „freie 
Emendation  Djlzu,  den  gewöhnlichen  Ausdruck  für  radix"  vor:  sollte  doch 
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wohl  heissen  djidr?  Casiri  (I.  418)  hat  Zi^  =  Zng,  Anziehung,  statt  jS^ 
lind  übersetzt:  de  virlute  attrahendi.  Vergl.  Art.  Proklos  und  Anmerkg.  3. 
—  122)  Steinschneider  hat  statt  „erklärendem"  „mathematischem"  für 
-4j>Li:t.  —  123)  Steinschneider  (I.e.)  liest  statt  SUSL (Wesen) RS L«  (hundert) 
und  Übersetzt  demgemäss  „über  das  Centiloqniuni".  Nun  ist  zu  beachten, 
dass  diese  Schrift  des  Ptoleraaios  arab.  allgemein  heisst  ijtiii  =  xcpiws, 
(vergl.  den  Artikel  „Ptolemaios"  und  Anmerkung  79)  und  dass  Ibn  al-K. 
nach  Flügel,  A.  127  berichtet,  dass  Muhammed  auch  in  der  Logik  sehr 
bewandert  war;  warum  kann  er  nicht  Schriften  aus  diesem  Gebiet  veifasat 
haben?  Ich  halte  vor  der  Hand  meine  üebersetzung  aufrecht.  —  124)  Es 
ist  dies  der  von  M.  Curtze  (Halle  1885)  herausgegeb.  Liber  trium  fratmm 
de  geometvia,  der  sich  hauptsächlich  mit  diesen  drei  Problemen  beschili'ligt. 
Am  Schlüsse  ist  jedenfalls  zu  lesen  !U*>*i  ( Verhältniss)  statt  ;Um3  (Thei- 
lung).  H.  Gh.  fU.  213)  hat  unter  den  „mittleren  Büchern"  diese  Schrift 
unter  dem  Titel:  l.iber  cognitionis  dimensionis  figurarum,  aber  ohne  Ver- 
fasser, die  Flügel  in  Klammern  hinzufügt  (auctoribus  filiis  Musae).  Vergl. 
f.  weiteres   Steinschneider  (1.  c.  p.  44 — 48).  i 

Al-Milhanl.  1 

125)  Lebte  nach   Delambre   (Hist.   de   Tastron.  du   moyen   ilge,  p.  79)  1 
um  die  Mitte  des  9.  Jahrhunderts.     Er  verfasste  nach  dem  Fihrist  (s   Art. 
Eukleides)   einen  (Jommenlar   zum  5.  Buche   des  Eukl.     Ist   dies    vielleicht 
identisch    mit    seiner   Abhandlung    über    das    Verhältniss?    —    126)   Casiri 
(I.  431)  hat  {jo^jL.  statt  ^Ji^jC-  und  übersetzt:    de   latitudinibus   siderom; 
allerdings  ist  auch  ^ji^jc  =  Throne  ein  astronom.  Begriff  (vergl.  Sedillot, 
Mirti.  sur  les  instr,  iistron.  des  Arabes  in  M6m.  prf'S.  par  div,  Sav.  ä  TAcad. 
des    inscript.  Tom.  I.  1844.  p.  2*21).  —  127)  So  übersetzt  Flügel,  A.   128,  | 
während  Woepke  wahrscheinlich  mit  mehr  Recht  liest:  dans  la  demonstra- 
tinn   desquelles  on  n'a  pas  besoin  de  la  supposition  du  contraire.     Er  ftthrt 
dann  auch  diese  2ü  Sätze  des  ersten  Buches  an  (Vergl.  L'AlgObre  d'Omar 
AikhayyAml,  p.  2).    —    Woepke    gibt    auch    au.s   dem   MS.  952.  2    (Suppl.  i 
arabe)  einen  Commentar  al-MühänIs  zum   10.  Buche  Eukl.  an    (Mem.   prfes. 
par  div.  Sav.  li  l'Acad.  des  Sciences,  Tom.  XIV.  p.  663).  J 

Al-'Abbas.  I 

128)  War  nach  Casiri  (I.  431)  ein  Zeitgenosse  al-Mamüns.   —   H.  Ckl 
(III.  466)  schreibt  ihm  noch  astron.  Tafeln  zu.  j 

TAbit    ben   Kurra.  ^^M 

129)  Diese  Altersatigabe  vei-steh«  ich  nicht;  211  und  288  sind  doch 
Jtthie  d.  Hidschra  und  dies  sind  Mondjahre,  also  wurde  TAbit  77  Mond- 
jahre ==  74,6  Sonnenjahre  alt;  ich  vermisse  hierüber  jede  Anmerkung.  — 
130)  Es  ist  dies  der  im  Anfang  des  dritten  Buches  der  Sphaerik  des  Me- 
nelaos  stehende  Satz  über  die  sechs  Abschnitte,  die  auf  den  Seiten  eines  < 
sphärischen  Dreieckes  durch  einen  sie  schneidenden  grfissten  Kreisbogen 
entstehen  (entsprechend  dem  Transversalensatz  des  Menelaos  fUr  das  ebene 
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Dreieck),  nml  der  mit  dem  Niitnen  iJer  Refpila  sex  quantitatnm,  oder  Bp- 
pula    interseclionis,    oder   der    arabischen    Uebersetzung    onisprechend    mit 

Fi^ura  sector  oder  Figura  secantis  (clLaJI  J>X«Ä)  bezeichnet  wird.  Vergl. 
Aiunerkiing  120  und  Cantor  (Vorlesg.  T.  350  u.  356)  und  Steinsclineider 
(Pie  luittleren  Bücher  der  Araber.  Z.  f.  M.  Ph.  Jahrg.  10  \).  494—496). 
—  Casiri  {I.  399)  führt  den  t'odex  9G7  des  Escurial  an,  welcher  enthalt: 
'rhabeti  opusculera  de  sectionibus  conicis,  ubi  de  figura  eui  iionien  secfins. 
Auch  der  Pariser  Codex  952.  2.  (Suppl.  arabe)  enthillt  ein  MS.  dieser 
Schrift.  —  131)  Ks  wird  von  verschiedenen  Autoren  (u.  A.  v.  H.  Ch.  V.  154) 
dem  Tübit  auch  ein  Libor  datorum  (sive  definitorum.  H.  Ch.)  zugesuhrioben; 
der  Fihrist  kennt  kein  solches  unter  Tabit,  auch  erwilhnt  er  unter  Eu- 
klt'ides  den  Täbit  nicht  als  Comra(>ntator  seiner  Data,  was  H.  (^h.  (1.  c.) 
thut;  es  ist  noch  nicht  entschieden,  in  welcher  Beziehung  diese  Data  des 
Tfihit  zu  dentjn  des  Eukleides  stehen.  Wie  wir  unter  Archimedos  gesehen 
haben,  wird  auch  diesem  vom  Verf.  des  Fihrist  (ebenso  v.  H.  Ch.  !.  c.) 
ein  Buch  des  Bestimmten  (Gegebenen,  Vorausgesetzten)  zugeschrieben.  — 
Casiri  (1.  380  u.  f.)  führt  noch  eine  grosse  Zahl  medicin.,  inath.  und  astron. 
Werke  des  Täbit  an,  die  ich  hier  nicht  alle  anführen   kann. 

Sinän   ben   Tftbit. 

132)  Daselbst  (Fihrist  p.  302)  sind  aber  keine  math.  Werke  von  ihm 
erwähnt,  der  bei  reffende  Artikel  zeigt  überhaupt  eine  Lücke  nach  den 
Worten:  „An  Büchern  verfasste  er". .  —  Casiri  (I  438}  führt  von  ihm 
eine  Reihe  von  Werken  an,  von  denen  ich  hier  nur  folgende  erwähne: 
t'omiiientarius  in  libruin  ,,Acatonis"  (Steinschneider,  Eukl.  bei  d.  Arab.,_^ 
Z.  f.  M.  Ph.  Jahrg.  31.  p.  9(1  vermuthet  „Euklid")  de  elementis  Geometriae, ' 
cui  non  pauca  de  suo  adjecit.  Liber  de  fignris  rettiüneis  in  circulo. 
Commentarius  in  librum  Archlmedis  de  figuris  triangutaribus ,  conoidibus 
etc.  (von  conoid.  steht  nichts  im  arab.  Text),  »[uem  Josephus  Sacerdos  ex 
Syriaco  sennone  in  Arabicam  transtulit:  quam  v»>r8ioiiem  Senanus  etiam 
i-ustigavit.  —  Er  sUrb  nach  Casiri  (I.  437)  i.  J.  331  (943).  —  133)  Vergl. 
Wüstenfeld  p.  37.  No.  84. 


Abtl'l-Hasan   al-Harrftnl. 

134)  Auch  von  diesem  sind  daselbst  (Fihrist  p.  303)  keine  mathem. 
Schriften  angefilhrt 

Ibri^him   ben    Sinftn    ben   Täbit. 

135)  Ueber  sein  Todesjahr  habe  ich  keine  Angaben  anderswo  gefunden. 
—  136)  Flügel,  A.  128  u.  f.  hat  über  diesen  Autor  eine  ziemlich  umfang- 
reiche Stelle  aus  Ibn-al-K.  (p.  67)  abgedruckt,  die  ich  hier  in  ihren  wesent- 
lichen Punkten  wiedergebe;  nachdem  Ibn  al-K.  die  auch  von  H,  Ch.  (V. 
48,  87  u.  113)  angeführten  Werke  Ibrilhlms:  „Ueber  die  Schatteninstru- 
mente (Sonnenuhren)",  „über  die  Erklärung  der  Constructiou  und  Anwen- 
dung der  Sonnenuhren"  und  „über  den  Schatten"  kurz  besprochen  hat, 
fährt  er  fort;  „Dann  verfasste  er  auch  ein  Buch  über  das,  was  Ptolemaio° 
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nai;h  der  Methode  der  ebenen  (geometrischen?)  Darstellang'  flir  die  Auf- 
findoog  (Erklärung)  der  Ungleichheiten  des  Satiirns,  Mars'  und  Jupiters 
angewandt  hatte;  er  behandelte  dies  in  einer  einzelnen  Schrift,  die  er  im 
24.  Lebensjahre  vollendete  und  in  der  er  zeigte,  dass,  wenn  er  (Ptolemaios) 
von  dieser  Methode  abgewichen  und  zu  einer  andern  Ubergegrangen  wire, 
er  die  ebene  (geometr.?)  Darstellung  hütte  entbehren  können,  welche  er 
angewandt  hatte;  er  (Ibrithlra)  schlug  aber  einen  andern  Weg  als  den  der 
Messung  (Vergleichuiig,  Analogie?)  ein.*)  üeber  die  Geometrie  verfasste 
er  13  Abhandlungen,  11  derselben  handeln  über  die  sich  berührenden 
Kreise,  er  zeigte  darin  alle  möglichen  Arten  der  Berührung  von  Kreisen 
und  von  Linien,  die  durch  (gegebene)  Punkte  gehen  und  And.  Dann  ver- 
fasste er  noch  eine  andere  Schrift  (hier  folgt  eine  verdorbene  Stelle  ».«.»j 
HjMis.  viUi  (?)),  in  welcher  er  41  schwierige  geometrische  Probleme  be- 
handelte über  Kreise  und  Gerade,  über  Dreiecke  und  sich  berilhrende  Kreise 
und  And.  mehr.  Er  wandte  darin  die  Methode  der  Analysis  an,  ohne  sich 
der  Synthesis  zu  bedienen,  ausser  bei  drei  Aufgaben,  welche  der  Synthesis 
bedürfen.  Ebenso  schrieb  er  eine  Abhandlung,  in  welcher  er  die  Art  und 
Weise  der  Auflösung  geometrischer  Aufgaben  vermittelst  der  Analysis  und 
Synthesis  und  anderer  .lusfübrungsarten,  die  bei  geometrischen  Aufgaben 
auftreten,  beschreibt  und  über  die  Irrtbünier  handelt,  die  den  Geometem 
bei  der  Anwendung  der  Methode  der  Analysis  begegnen  können,  wenn  sie 
dieselbe  gemäss  ihrer  Gewohnheit  abkürzen  wollen.**)  Er  verfasste  auch 
eine  schöne  (subtile)  .Vbhandlung  über  die  Construction  der  drei  Kegel- 
sfhnitte,  in  welcher  er  !;eigt,  wie  auf  (von)  jedem  der  drei  Kegelschnitte 
eine  beliebige  Anzahl  Punkte  gefunden  werden  können".  —  Diese  letztere 
Abhandlung  wird  wohl  identisch  sein  mit  dem  im  Fihrist  genannten  Com- 
Hientar  zum  ersten   Buche  der  Kegelschnitte. 


Abü'l-Husain   ben    Karnlb   und    Abu'l-'Alä,   sein   Sohn. 

137)  Bezüglich  ihrer  Lebenszeit  ist  mir  nur  aus  (Jasiri  (I.  433)  be- 
kannt, dass  AbiVl-'Alii  bald  nach  dem  Jahre  348  (959)  der  Lehrer  Abü'l- 
Waffts  in  'Irak  war. 

Abu    Muhammed   al-tlssan. 

138)  Ueber  seiiir  Lebenszeit  habe  ich_  keine  Angaben  gefunden.  — 
139)  Hiermit  ist  wahrscheinlich  das  fünfte  Buch  der  Elemente  gemeint. 
Hammer  (Lit.  Gesch.  d.  Araber  V,  308)  macht  aus  dieser  Abhandlung  zwei: 
„Erklärung  dessen,  was  schwierig  ist  in  dem  Buche  Euklids''  und  „über 
die  Proportionen,  in  einem  Tractat".  Es  w5re  auch  möglich,  dass  statt 
ly-wuj  zu  lesen  wäre  is«,«ö,  dann  wäre  es  das  Buch  der  Theilung  (der 
Figuren). 


*)  Diese  Arbeit  Aber  Ptolemaios  ist  wohl  das  im  Fihrist  genannte  Buch  über 
die  Zwecke  des  Almagestes. 

♦*)  Diese   Abhandlung   befindet  sich  in  dem  MS,  952.  2   (Snppl.    ambe)    fol. 
1—18.    8.  Woepke,  Möm    pres.  k  l'acad.  des  sc.  Tom.  XIV.    Paris  1866.    p.  «68. 


^^^^^^^^^^  Al-Faz&rl.  ^^f^^^BS^M 

140)  üeber  seine  Lebenszeit  finde  ich  keine  Angaben,  oder  sollte  ei 
etwa,  wie  Flügel,  A.  129  zu  vermuthen  scheint,  identisch  sein  mit  dem 
von  Ja'krtb]  im  Kitäb  iil-Buldän  (j).  13)  erwähnten  Astronomen  und  Bau- 
meister ai-Mansürs  Ibrfihlm  ben  Mnhaiiuned  al-FazilriV  —  141)  Ist  eine 
Art  von  Astrolabien,  deren  von  den  Arabern  viele  unterschieden  wurden. 
Vergl.  H.  Uh.  I,  397   und  Dom,  p.  83  —  87. 

'Omar   ben   al-Farruch4n. 

142)  Lebte  nach  Casiri  (L  362)  und  Ihn  al-K.  (p.  279)  zur  Zeit  al- 
MiVmüus.  —  143)  Casiri  (I.  362)  übersetzt  (^_wL?r.J|  mit  „de  viris  bene 
meriti8"(?)  —  144)  Casiri  (1.  c.)  lllsst  ^  {yXJ\  weg  uud  übersetzt  L^ai-  j 
mit  „cum  notis  interlinearibus".  Der  Codex  Esi:urial.  917  enthält  von 
ihm:  Elementa  astrologica  (Casiri  1.  c).     Vergl.  auch  den  Art.  „Dorotheos". 

Aba   Bekr.  | 

145)  |j~Ua<  kann  nach  Dom  (p.  88)  auch  die  Sonnenuhr  selbst  be- 
deuten. Casiri  (I.  431)  übersetzt:  de  instrumento  mensorio  (seu  de  nilo- 
metro).  —  146)  Casiri  (1.  c.)  schreibt:  ad  astronomiani,  was  nicht  im  ara- 
bischen Text  steht.  —  147)  iiy(.L;ii-!  ^  eleetiones  =  Tagewählerei  (Flügel), 
in  der  Astrologie  die  Auswahl  der  nach  den  ConstcHationen  günstigen  Zeit 
(Tage,  Stunden)  zur  Vornahme  irgend  einer  Handlung  (vergl.  H.  Ch.  1.  198); 
der  heute  noch  gebrauchliche  Ausdruck  ,,Loostage"  wftre  wohl  hier  der  be- 
zeichnendste. —  148)  ■••'!  ■;;.■''  =  profectioues  oder  directiones.  Es  ist  dies 
ein  astrologischer  Begrill',  für  den  ich  kein  passendes  deutsches  Wort  ge- 
funden habe.  Derselbe  befindet  sich  u.  A.  in  den  Prolegom.  des  Ihn 
Chaldün  (Uebers.  v.  de  Slane  in  den  Notices  et  eitr.  des  Ms.  de  la  bibl, 
imp6r.  Tom.  XX.  1865,  p.  219),  wo  vom  Uebersetzer  in  oiner  Note  eine 
Stelle  aus  der  Astrolog.  gallica  v.  Morin  angeführt  wird,  worin  es  heisst: 
Directio  nihil  aliud  est  quam  movere  sphaeram,  doneo  locus  secundus,  hoc 
est  promissor,  traducatur  ad  situm  primi,  sive  significafcoris  (d.  i.  des  Re- 
genten). Vergl.  auch  Delambre,  Hist.  de  l'astron.  du  nioyen  äge,  p.  489, 
und  Sedillot,  Prolegom.  anx  tables  d'Oloug  Beg.  p.  211.  Ich  glaube  da- 
her, dass  Flügel  im  H.  Ch.  IL  296  dieses  Wort  unrichtig  durch  „cursas  et 
motna"  wiedergibt.  —  149)  Die  Codices  haben  statt  cy'5)L.«  verschiedene 
andere  Lesarten,  so  Casiri  nach  Ibn  al-K.  vo^lx«  und  übersetzt  (l.  431) 
de  parabolis(?);  vielleicht  könnte  es  aus  einem  Pural  von  }.m  verdorben 
sein.  Die  arabische  Astronomie,  unterschied  nämlich  verschiedene  Nei- 
gungen (Schiefen),  so  die  erste,  zweite,  grösste  und  totale  (vergl.  Dom, 
p.  112  u.  149  und  Södillot,  M6m.  pr6s.  ä  l'acad.  des  Lnscript.  Tom.  I.  p.  227); 
oder  es  ki'innte  auch  ein  astrolog.  Begriff  sein;  vergl.  die  letzte  Schrift  im 
Art.  Abu.  Ma' schar. 

Ma-scha-alUh. 

150)  In  den  raittelalt.-lat.  Schriften  über  Astrologie  wird  er  gewöhn- 
lich  Mcssalah    oder   Messahalach    genannt;    vergl.   Casiri  I.  435,  Abulphar. 
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p.  248  (üebers  161).  —  151)  Vergl.  Fihrist,  A.  129.  —  152)  Casiri  (1.  c.) 
macht  aus  diesem  Werke  zwei;  de  planetarum  conjunctionibus,  et  de  gentiarn 
sectis,  was  vielleicht  das  richtige  seiu  wird.  — ■  153)  Casiri  (1.  c.)  übersetzt: 
de  expeUcndo  roipublicae  regiraine.  —  154)  Casiri  (1.  c.)  hat  statt  <£j^J<s- 
(Ereigiiisse)  O.J^^-  und  Obersetzt:  de  renim  definitionibus  (^was  er  an  an- 
dern Orten  mit  „Horoskope"  übersetzt).  —  155)  d,  b.  über  die  magischen 
Eigensebal'ten  der  Buchstaben  o.  .^\JI  (w3»i>JU.,  ditJK  war  ebenfalls  ein 
wesentürlies  ('ajiilel  der  Astrologie  und  Magie  (vergl.  Flügel.  Loosbücher 
d.  Muh.).  —  156)  Wahrscheinlich  astrologisch:  über  die  Auswahl  der 
lioisetage. 

Abn    Sahl   al-Fadl    ben    Nübacht. 

157)  Vergl.  ('a.'=iiri  (I.  421)  und  Abuipbar.  p.  224  (Uebei-s.  145).  — 
158j  Eigentlich  das  Bach  des  astrologischen  oder  mit  Hülle  der  Gestirne 
gewonnenen  F:il.s  (s.  Flügel,  Loosbücher,  [).  15 — 16  und  Anmerkung  9). 
Flügel  in  H.  Ch.  (VI.  C)  übersetzt;  daves  decreti  divini.  —  159)  Könnte 
auch  beissen;  über  die  Aebnlicbkeit  uml  die  Abbildung;  es  ist  aber  sehi 
w:ihrscheinlich  keine  geometrische,  sondern  eine  astrologische  Schrift.  — 
160)  Hier  übersetzt  Casiri  (1.  c.)    sehr  einfach:   Excerptji   varia   astrologica. 

Sahl   ben    Bischr. 

161)  üeber  Lebenszeit  und  Wohnsitz  habe  ich  keine  weiteren  Angaben 
gefunden  als  diejenigen  Casiris  (I.  43[H,  die  er  seiner  üebersetziing  des 
arabischen  Textes  in  Klammem  beifügt:  Hispanus  tertio  Egirae  secalo  jam 
itietmto  nobilis,  was  ziemlich  unwahrscheinlich  ist.  Vergl.  auch  die  Be- 
merkung zum  zweitletzten  Werke  Sahl  ben  Bischrs,  dass  er  es  in  Chorasan 
verfasst  habe.   —   162)  Hier  fehlt  wahrscheinlich  eine    nähere  Bestimmung. 


yLLÄt^l  =  die    Erwügungen;    ^_j  .Li«.)    =  relativ, 


im 
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satz    7.U    oilia^   =  absolut;  sollte  es  vielleicht  beissen  oLcUä»'! 

junctiouen  (des  Mondes)?  —  164)   Vergl.  Fihriat,  A.  130  (274.  5) 


Al-Chowärezml. 

185)  Genaueres  über  seine  Lebenszeit  findet  man  nirgends.  —  166)  Leider 
ist  dieser  Artikel  über  einen  der  bedeutendsten  arabischen  Mathematiker 
unzweifelhaft  verdorben,  denn  seine  beiden  bis  auf  unsere  Zeit  erhaltenen 
Hauptwerke,  die  Algebra  und  die  indische  Rechnungsweise  (der  sog.  Algo- 
rithmus 1  fehlen.  Casiri  bat  keinen  eigenen  Artikel  über  Muhammed  ben 
Musa,  sondern  nur  zerstreute  Stellen  (so  I.  371,  wo  er  ihn  nach  Cardanas 
als  den  „algebrae  instaurator"  bezeichnet),  H.  Ch.  erwähnt  (V.  67)  seine 
Algebra  unter  anderen  Werken  gleichen  Inhaltes  und  fUgt  hinzu:  Hic  est 
priinus,  qui  de  Algebra  scripsit,  und  Ibn  al-K.  (p.  326)  schreibt  nach 
Flügel,  A.  l.'5ü  einfach  den  Fihrist  ab.  Es  ist  also  möglich,  dass  diese 
Stelle  des  Fihrist  schon  vor  Ibn  al-K.  verdorben  gewesen  ist.  Wahr- 
scheinlich liegt  nun  hier  eine  Verschiebung  vor;  man  beachte  nämlich,  dass 
diese  beiden  Schriften  nebst  derjenigen  „über  die  Vermehrung  und  die  Ver- 
minderung" dem  folgenden  Autor,  dem  Sind  ben  'All,  am  Schiasse  des 
Artikels  /.ugescbriubcn  sind;  es  ist  nun  möglich,  dass  dieselben  urspUnglich 
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unter  al-ChowärB/.inl  gestunden  und  durch  Absclireilier  au  deu  Schluss  des 
nächsten  Artikels  üher  Sind  ben  'All  vei-scbohen  worden  sind;  umgekehrt 
könnten  auch  die  letzten  Schriften  Sind  ben  'Alls  dem  f'howürezniier  zu- 
geschoben worden  sein,  so  dass  also  eine  Vertauschung  der  drei  letzten 
Schritten  unter  diesen  beiden  stattgefunden  hütte.  Diese  Verwechslungen 
waren  um  so  eher  möglich,  iils  hier  vier  Mathematiker  aufeinander  folgen, 
die  alle  am  Hofe  al-Mäniüns  zu  gleicher  Zeit  als  astronomische  IJeobacbter 
lebten;  man  beachte  noch,  dass  allen  vieren,  ausser  Sind  ben  'All,  astro- 
nomiscliB  Tafeln  zugeschrieben  sind  und  zwar  bei  zweien  ,,in  zwei  Aus- 
gaben", und  dass  bei  Sind  ben  'All  eine  Abhandlung  „über  die  Sehnei- 
denden'', „in  zwei  Ausgaben''  vorkommt  —  vielleicht  sollte  es  hier  statt 
„über  die  Schneidenden"  heissen  „astronomische  Tafeln",  oder  dieses  ist 
nach  ,, Schneidenden"  ausgefallen?  —  Dass  der  Verfasser  des  Fibrist  die 
oben  genannten  Werke  ursprünglich  dem  al-Cbowärezml  beigelegt  hat,  wird 
auch  noch  sehr  wahrscheinlich  dadurch,  dass  in  der  Folge  (Kommentatoren 
der  Algebra  (Abü'l-Waffi)  und  der  „Vermehrung  und  Verminderung"  (^'Ab- 
dallah ben  al-Hasan)  des  Chow&rezmiers  genannt  werden.  Ich  rauss  hier 
noch  bemerken,  dass  es  mir  aufgefallen  ist,  dass  Woopke,  wo  er  über  das 
lluch  „de  l'augmentation  et  de  la  diminution"  spricht  (^Journ.  asiat.  tj.  Serie, 
Tom.  I.  1863),  die  Lücke  im  Artikel  des  Fihrist  über  al-Chowt\rezral  nicht 
cnvähnt. 

Sind  ben  'AU. 
167)  So  ist  wohl  -•ilU...^v,H  o.iLaAi*Jl  zu  übersetzen,  obwohl  statt 
des  zweiten  Wortes  eher  i-il t-i-r-JI  stehen  sollte;  es  wird  dies  also  eine 
Abhandlung  über  das»  11).  Buch  Eukl.  sein  (vergl.  Art.  Kukleides),  oder 
wenigstens  über  die  Irrationalitäten.  —  168)  Casiri  (I.  440)  erwähnt,  dass 
Sind  auch  astronomische  Tafeln  verfasst  habe  und  so  ist  wohl  die  oben 
(Aumerkg.  166j  ausgesprochene  Vermuthung  berechtigt,  dass  die  Worte  „in 
zwei  Ausgaben"  nicht  zu  „Schneidenden'",  sondern  zu  ausgefallenen  „astro- 
nomischen Tafeln''  gehören.  —  169)  In  Bezug  auf  die  drei  letzten  Werke 
siehe  Anmerkg.  166;  über  das  zweite  vergl.  noch  Cantor,  Vorlesg.  I.  627  u.  f. 

Jahja   ben   Abi   Mansür.  I 

170)  Vergl.  Casiri  I.  425  und  Ahulphar.  p.  248  (Debers.  161).  | 

Habasch  ben  'Abdallt\h.  | 

171)  Ihn  al-K.  (p.  199)  und  Abulphar.  (p.  247.  üebers.  16l)  zahlen 
drei  Arten  von  Tafeln  auf:  die  Sindhindischen,  die  erprobten  (d.  h.  durch 
eigene  Beobachtung)  und  die  kleineren,  betitelt  al-Schikb  (des  Königs); 
Reinaud  (Mpm.  snr  l'Inde,  p.  319)  nennt  die  letzteren  die  itersischen. 
Eigenthtlinlicberwoise  zählt  Ihn  al-K.,  nachdem  er  von  diesfn  drei  Tafeln 
gesprochen  hat,  unter  den  nach  dem  Fihrist  angeführten  Schriften  al-Mer- 
wazls  nur  zwei  Tafeln  (die  damascenischen  und  die  mumilnischen)  auf.  — 
172)  Obgleich  im  Text  _  JauJI  =  Flache,  ebene  Fläche  steht,  so  bin  ich 
doch  der  Ansicht,  dass  es  sich  hier  um  Astrolabien,  oder  vielleicht  noch 
besser  um  Sonnenuhren  und  Astrolabien  handeil;  die  ersten  drei  Ac^tictive, 
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„horizontal",  ^s«nkrecht*",  „geneigt",  entsprechen  in  ihrer  arabischen  Form 
genau  den  drei  Arten  von  Sonnenahren,  welche  die  Araber  anterschieden 
(vergl.  Dom,  p.  86),  und  das  letzte  Adjectiv  „schief  (sj_3r,i*)  bezeichnet 
eine  besondere  Art  von  Astrolabinm,  das  den  Namen  nach  der  eigenthOro- 
lich  geformten  Alhidade  (!<i^ju."f  ?v>Li«j|)  erhalten  hat  tvergl.  Woepke, 
aber  ein  in  d.  kgl  Bihl.  zu  lierün  betindl.  arab.  Astrolab.  Abhdig.  der  k. 
Acad.  zu  Berlin,  Jahrg.  1858,  math.  Tbl.  p.  3). 

Ihn   Habasch. 

173)  Er  iflt  der  Sohn  des  vorigen,  der  bei  Ihn  al-K.  auch  Ahmed  ben 
'Abdallah  heiast.     Näheres  tlber  sein  Leben  habe  ich  nicht  gefunden. 

Die   Erzählung  des  Ihn  al-iMuktafL 

174)  Dieser  starb  nach  Abulphar.  (p.  329.  Uebers.  216)  im  Jahre  377 
(987).  Wie  al)er  seine  Erzilhlung  an  diese  Stelle  konunt,  ist  nur  wieder 
durch  Verschiebungen  der  Abschreiber  zu  erklären,  sie  stand  jedenfalls  ur- 
sprunglich nach  dem  Art.  über  Abft  Ma'schar,  oder  demjenigen  Ober  Sind 
ben  'Ah. 

AI-Hasan   ben   Sahl   ben   Nflbacht.  i 

175)  Er  lebte  nach  Abulphar.  (p.  258.  üebers.  168)  unter  den  CTia- 
lifen   al-WiUik   und   al-Mutawakkil   (842—861). 

Ihn   al-Büzjar.  I 

176)  Lebte  nach  ('asiri  (I.  432)  als  A.strologe  unter  al-M&mün.  . 

Churzad   ben   Därsch&d.  ^^ 

177)  Ibn  rhalHkan  (No.  849)  schreibt  nach  Flttgel,  A.  131  Chur- 
razüd.     Ich  habe  keine  weiteren  Angaben  über  ihn  gefunden. 

Die  Söhne   a^-Sabbähs.  VH 

178)  üßber  ihre  Lebenszeit  habe  ich  keine  Angaben  gefunden.  Vergl. 
Ihn   al-K,   p.  (59. 

AI-Hasan    ben   al-Cha^lb,  I 

179)  Casiri  (I.  413  — 14)  nennt  ihn  einen  Perser  und  sagt,  er  habe 
sein  Buch,  Florilegium  betitelt,  dem  Jahjä  ben  Chälid,  der  zur  Zeit  Härfin 
ar-Rascbids  lebte,  gewidmet;  der  Fihrist  aber  schreibt  dieses  Buc-b  dem 
folgenden  Autnr  al-CbHi,jiVt  mit  derselben  Bemerkung  zu;  es  scheinen  hier 
wieder  Verwechslungen  oder  Verschiebungen  stattgefunden  zu  haben.  — 
180)  Ktiriniilitar  ist  persisch  und  bedeutet  „das  grössere  Werk". 

Al-Chajj&t.  ( 

181)  Vergl.  Anmerkg.  179;  ich  halte  Casiris  üel)ersetzung  „Florilegium" 
Rtr  die  treflendste.  Vergl.  auch  Steinschneider,  die  mittleren  Bttcher  der 
Araber  [Z.  (.  M.  Pb.  Jahrg.  10.  p.  463).  , 


'Omar   ben   Mnhammed   al-Marwarüdl. 

182)  Andere  (^'odices  haben  al-Merwazl,  CasLri  (I.  436)  al-Merw  al- 
Buzi  (in  orbe  Merw  in  Persia  natus);  nach  ilim  war  er  der  Enkel  Ch&lid 
ben 'Abdulmaliks,  und  gab  nach  dessen  und  Sind  hea  'Alls  und  Anderer 
System  und  Berechnung  verfertigte  astronomische  'fafeln   heraus. 

Äl-Hasan    ben   a^-Sabbäh. 

183)  Ist  wahrscheinlich  identisch  mit  dem  dritten  der  oben  genannten 
Söhne  a;-Sabbahi>. 

Aba    Ma'schar. 

184)  Ist  der  im  Mittelalter  unter  dem  Namen  Albnmasar  bertthmte 
Astrolog.  —  185)  Casiri  (I.  351)  übersetzt:  Tabulae  de  annonae  inopia 
et  fraudibus?  Es  ist  aber  hazärüt  ein  persisches  Wort,  welches  „Tausende" 
he^eichnet  und  von  Abu  Ma' schar  in  der  Bedeutung  von  „Perioden  von 
1000    Jahren"    gebraucht    vrorde.      (Vergl.    auch    Reinaud,    p.    329.)    — 

186)  (:>JijJI  bezeichnet:  Anecdoten,  witzige,  treffende  Reden,  vieldeutige 
Antworten;    Casiri  (l.  c.)  übersetzt:    de    astrorum   signis    et   vestigiis?!    — 

187)  d.  h.  der  Jahrtausende  (hier  braucht  Abu  Maschar  nicht  den  pers. 
Ausdruck  hazärät  für  „Tausende",  sondern  den  arab.  o»JI);  diese  Schrift 
handelt  von  den  Tempeln  und  andern  monumentalen  Gebäuden,  die  in 
jedem  Jahrtausend  auf  der  Erde  errichtet  worden  sind.  Vergl.  Plügol,  A. 
131  und  H.  Ch.  V.  50.  —  188)  In  den  Prologom.  des  Ihn  Chaldön  (Trad. 
par  De  Slane,  Notices  et  eitraits  des  MS.  de  la  bibl.  impfcr.  Tom.  XIX. 
Paris,  1862  p.  245)  liest  man:  al-zafrdja,  une  figure,  sur  la  quelle  i!s  (les 
astrologues)  opörent,  eile  a  la  forme  d'un  grand  cercle,  qui  rani'erme  d'autres 
cercles  concentriques,  dont  les  uns  se  rapportent  aox  spheres  cölestes,  et 
les  autres  ans  elöments,  aux  choses  sublunaires,  etc.  —  On  y  remarque 
aussi  des  chiffres  appartenant  au  caractiire  nomine  ghobar.  —  In  denselben 
Prolegom.  III.  Theil  (Notices  et  extraits,  Tom.  XXI.  p.  193  u.  ff.)  liest  mau: 
nou3  indiquerons  ensnite  le  caractere  de  cette  Operation  (avec  la  za'Irdja),  la 
quelle  n'a  aucun  rapport  reel  avec  le  monde  invisible  et  consiste  unique- 
ment  ü  trouver  une  röponse  qui  soit  d'accord  avec  une  question,  et  qui, 
etant  prononcee,  offre  un  sens  raisonnable.  —  H,  Ch.  (III.  530)  sagt: 
SLs-jjiyi  =^  ars  ei  literis  continua  mixtione  extractis  verba  eliciendi,  qui- 
l)us  quae  in  futurum  nobis  vel  accident  vel  non  accident,  significantur.  — 
Ich  vermuthe,  dass  das  unter  Valens  angeführte  Buch  az-Zabradsch  heisseu 
sollte  az-Zätrdscha.  —  189)  al-intihA'ilt  und  al-mamarrüt  sind  zwei  astro- 
logische Kunstausdrücke:  der  erstere  bedeutet  nach  S^dillot  (Prolegom.  aux 
tables  d'Oloug-Beg,  p.  215 — 218)  les  termes  (Grenzen?)  und  ist  verwandt 
mit  demjenigen  der  profectiones;  derselbe  ist  aber  mit  wenige«  Worten 
schwer  klar  zu  legen,  ich  muss  daher  Jen  Leser  auf  das  genannte  Werk 
Sedillots  verweisen;  der  letztere  (nach  Dorn,  p.  78)  ist  identisch  mit  dawät 
al-afäk,  und  dies  sind  die  Kreise  (der  Astrolab.),  auf  denen  die  Himmels- 
gegenden verzeichnet  sind:  die  Horizontkreise.  —  190)  „  .J  bedeutet  wohl 
hier  nicht  „Grade"  im  Sinne  der  Geometrie  oder  Astronomre,  sondern  viel- 
mehr die  Stui'enjahi'e  des  Lebens,  die   anni   ciimacterici   (vergl.  Salmasius, 

<VMt    «nr  Cirrch.  der  Mnlliem.    VI.  5 
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de  anujs  clünact.).  —  191)  cbij*j>-l  gibt  keinen  Sinn,  es  sollte  vielleicht 
faeissen  cuUI -y\il  d.  h.  die  Abweichungen,  nllmlich  der  tiebetsrichtang 
(Kibla)  vom  Meridian  eines  Ortes  (vergl.  Dom  p.  33,  und  Sedillot,  Mi 
nioire  p.  101).  Oder  hängt  es  etwa  mit  den  niagiscben  Eigenschaften  der 
Buchstaben  f»-»jS-  1>1-  <-J.jA-)  zusammen?  Ich  finde  freilich  diese  Form  in 
Flügels  „Loosbdcher  der  Muhamuied.''  nicht.  Casiri  (1.  c.)  hat  iSjL»\jisJ 
und  übersetzt:  rerum  evitandanun.  —  192)  Vergl.  Anmerkg.  149  (Abft 
Bekr). 

'Abdallah  ben  Masrür  an-Na$ränl. 

193)  Vergl.  Casiri    I.  403.     Näheres   über  sein  Leben  fand  ich  nichi 

'Utärid  ben  Mahammed. 

194)  Ich  habe  über  seine  Lebenszeit  keine  Angaben  gefunden.  H.  Ch. 
(IV.  113)  hat  von  ihm:  conslellationes  astromm  und  fügt  hinzu:  miniiue 
tarnen  veritati  et  rectae  rationi  respondet. 

Ja'kftb  ben  Tärik. 

195)  Casiri  (I.  425)  macht  ihn  zum  Spanier,  aber  fügt  nichts  Weiteres^ 
über  sein  Leben  hin2u.  —  Reinaud  (Mem,  sur  l'Itide,  p.  313  —  14)  bemerkt, 
Allilrflul    berichte,   Ja'kilb  ben  TArik    habe    seinen    Traite   de  la  spht-re    im 
Jabro  161  (777)  verfasst,  und  fügt  hinzu:  11  i>aralt  avoir  ecrit  dans  Bagdad 
menie,  et  sous  la  mPrae  Inspiration  que  Muhammed  al-Fazary.  —  196)  Kar- 
dadschAt  al-Dscha-ib.  Dschail>  ist  bekanntlich  das  arabische  Wort  für  Sinus,  und  j 
Kardadschät  soll  nach  Reinaud  (1.  c.)  corrumpiert  sein  aus  dem  indischen  „cra-l 
niadjya",  welches  sinns  rectus  bedeutet  (d.  h.  der  Sinus  von  225',  der  von  den 
Indjcrn   nicht  mehr  vom  Bogen  unterschieden  werden  konnte;  vergl.  Cantor, 
Vorlesg.  I.  p.  560).    Nach  dem  Titel  dieser  Schrift  scheint  nun  Ja'küb  diesenJ 
Sinus  rectus  noch  weiter  getheilt,  d.  h.  die  Sinus  der  Winkel  unter  225'  be- 1 
rechnet  zu  haben,  wie  er  auch  die  Tafeln  „Sindhind"  vervollkommnet  (d.  h,l 
von  Grad  zu  Grad  berechnet)  hat.  —  197)  J.j  kann  auch  heissen  Geschicke,! 
Schicksalswechsel,  und  dann  würde  J.düf  Ac  die  Astrologie,  oder  ein  be-J 
sümmtes  Gebiet  derselben   bedeuten.  I 

Ahü'l-'Anbas.  ^H 

198)  Casiri  (1.  409)  sagt  von  ihm:  Traditur  gloria  stimulis  esagltalns 
alionun  scripta  sibi  arrogasse,  sonst  uichts  über  sein  Leben.  Flügel,  A.  64 
sagt,  a$-Saimarl  sei  der  im  Jahre  243  (857)  gestorbene  Tischgenosse  des 
Chalifen  Mutawakkil  gewesen.  J 

Ibn  Blmawaih.  I 

199)  Casiri  (1.  416)  bat  über  ihn  nicht  mehr  als  was  im  Fihrist  stehuJ 

'All  ben  D&üd.  I 

200)  Casiri  (L  408)  erwähnt  einen  Abu  Daäd,   genere  Judaeus,   Ira-fl 
ceusis,  Bagdad!  floruit  ante  seculuin  Egirae  tertium,  professione  astrologus. 
Vielleicht  sind  diuso  Beidon  identisch.  . 
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Zeit 


Hftrit,  der  Astrolog. 

201)    Lebte    also,   da   er  mit  al- Hasan  ben  Suhl  befreundet  war,   zur 
der  Chalifen  al-Wfttik  und  al  Mutawiikkil ;  vergl.  Aamorkg.  175. 


Ibn  Abi  Kurra. 


202)  Le!)te  natb  Casiri  (1.  409)  ums  Jahr  2r,7  (880),  denn  er  fügt 
IM  MnwaÖ'ak  binzfi:   Is  anno  Egirae  267  C'alipbatiini  usurpavit 

Al-Pargänl. 

203)  Seine  Blttthezeit  fallt  in  die  Regierung  al-Mäm<lns  (813-883!, 
do(;h  habe  ich  keine  genaueren  Notizen  über  seine  Lebenszeit  gefunden.  — 
204)  Es  sind  dies  seine  Elemente  der  Astronomie,  ISÖO  von  Jakob  L'hrist- 
mann,  Fnmkfurt,  und  1669  von  Golius,  Amsterdam,  arabisch  und  lateinisch 
herausgegeben.  Casiri  (I.  432)  macht  aus  dern  Zusatz  ,,Auszng  aus  dem 
Alraagesf'  ein  eigenes  Werk:  de  Almagesti  electionibus.  H.  Ch.  (IV.  438  — 39) 
hat:  Liber  triginta  sectionum  statt  liber  eleraeutoruui;  allerdings  haben  die 
Codices  JyiaAJl  statt  Jj^a^l,  wie  es  eigentlich  heissen  sollte,  und  wie  auch 
der  innere  Titel  der  Goliusausgabe  wirklieb  lautet:  ^yS\iJ\  At.  Jv*!^) 
die  Schreibweise  der  (.'odices  kommt  von  den  30  Abschnitten  (Jwflij  her, 
in  welche  das  Buch  getheilt  ist  —  205)  H.  Ch.  (II.  288)  erwllhut  v-n 
ihm  noch  ein  Planisphaerium,  und  V.  419:  explanator  perfectus  de  doi:lrina 
spliaeram  in  planitiem  redigendi,  auctore  el-Fergani. 

Ibn  Abi  'Abbad. 

206)  üeber  seine  Lebenszeit  fand  ich  keine  Angaben.  —  207)  So  über- 
setzt Dorn  p.  85,  die  nächste  Bedeutiing  von  S^aam  ist  Zweig,  Ast,  dann 
auch  Rinne,  Rinnsal. 

An-Nairlel. 

208)  In  verschiedenen  Codices  und  auch  hei  H.  Ch.  (V.  386)  steht 
Tebrizl  statt  Nairizl,  letzteres  ist  aber  nach  Flügel  n.  And.  das  richtige 
(Nairiz  oppidum  Persiae,  quod  simile  est  Tabrizo:  Wenrich  p.  18(j  nach 
Ihn  al-K.).  Weitere  Angaben  über  sein  Leben  habe  ich  nicht  gefunden, 
da  er  aber  für  al-Mu  tadid  ein  Werk  verfasst  hat,  so  muss  er  ums  Jahr  900 
zur  Zeit  Tähits  gelebt  haben.  —  209)  Casiri  (L  348;  und  H.  Ch.  (V.  386) 
haben  einen  Conmieutar  zum  Abnagest  (nicht  Quadripartitum).  Im  Text 
des  Fihrist  soll  im  Titel  dieses  Werkes  jedenfalls  der  Strich  über  dem 
zweiten  i^\xf  weggelassen  werden. 

Al-Battänl. 

210)  Der  im  Mittelalter  unter  dem  Namen  Albategnius  bekannte,  be- 
rühnito  Astronom.  Vergl.  über  sein  Leben  und  seine  Schriften  auch  Casiii 
I.  343  —  344,  Abulphar.  (j>.  21U,  Uebers.  191),  Vite  di  matematici  arabi  di 
Bernard.  Bakli,  (.on  note  di  Steinschneider,  Roma  1873,  p.  21 — 32.  — 
211j  Steinschneider  (1.  c.)  ist  der  Ansicht,  dass  ein  in  verschiedenen  Aus- 
gaben vorkommender  lateinischer  Tractat,  betitelt:  de  ortu  triplicitatum, 
der   gewöhnlich   im   Verein  mit  andern  Schriften  Bethens,  d.  i.   AlbattOi' 
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gedruckt  -vorkomint,  mit  dieser  Abhandlung  Über  den  Aufgang  der  Häuser  etc. 
identisch  sei;  in  der  That  heissen  in  der  Astrologie  je  drei  Zeichen  des 
Thierkreises,  also  ein  Viertel  desselben,  eine  Triplicitas.  Allein  dieser 
Traetat  ist  so  unbedeutend  (gewöhnlich  erscheint  er  nur  als  Anhängsel  zu 
den  ebenfalls  sehr  geringfügigen  „horae  i)lanetaruni")  und  sein  Libalt  hat 
so  wenig  mit  Conjunctionen  zu  thun,  dass  wir  der  Ansicht  sind,  der  Schluss- 
satz „auch  bekannt  als  seine  Abhandlung  über"  etc.  i|üsse  ursprüngli 
anders  gelautet  hat)eii,  d.  h.  mit  andern  Worten,  es  soll»  damit  ein  selbi 
stundiges  Werk  gemeint  sein. 

Ibu   Amädschür. 

212)  Casiri  (I.  403)  nennt  ihn  einen  Perser,  ans  Herat  gebürtig,  ei 
regia  Pharaontim  stirpe.  Lebenszeit  unbestimmt.  —  213)  ^^JÜ\  kann  ich 
hier  nicht  anders  als  durt^h  „Frage"  übersetzen.  —  214)  Es  ist  kaum  anzu- 
nehmen, dass  hier  \£i\'2*A  die  Horizontkreise  bedeute.  Vergl.  Anuierkg.  189. 
Casiri  (1.  c.)  hat  statt  diesem  ^^ja  (Murs)  und  übersetzt:  Liber  tabularum 
martis  secundum  Persaruin  computuni  conditaram. 

Sein  Sohn  Aba'l-Hasan  'All. 

215)  H.  Ch.  ei-wahnt  an  niehrem  Stellen  (IV.  141.  VI.  243.  436) 
Abil'l-IIasaii  'All  beu  Abri-K&sijiv  ol-l)eihaki,  vulgo  Funduk  dictus,  der 
kein  Mathematiker  war. 

Äl-Harünl. 

218)   Nach  Casiri  (1.  426)  ist  Harawl,  d,  h.   aus  Herat,  das   richtige. 
—   H.  Ch.  (II.   121]   nennt  einen  Yusuf  bfiti   Gorion   Israili  al  Harflnl,    der 
aber  Historiker  war  und  eine  (iestdiichle  der  Israeliten  geschrieben   hat. 
217)  ('asiri  (1.  c.)  übersetzt     _«jjs\>J|  wJjjil  mit  Caerulea  Sidera,  de  fti 
rorum  praedictionibus  (?). 

A^-Saidauänl. 

218)  Siehe  Anmerkung  166. 

Al-Adaml. 

219)  Casiri  (I.  430)  und  Reinaud  (Mem.  sur  Finde,  320)  berichten 
nach  Ibu  al-K.  von  seinem  Sohne  Mohammed  ben  al-Husain  (vielleicht  liegt 
eine  Umstellung  der  Namen  vor,  so  dass  beide  identisch  wtlren),  er  habe 
astronomische  Tafeln  nach  dem  Sindhind  verfasst,  die  eine  grosse  Bertlhnit- 
heit  erlangt  hätten;  er  habe  sie  aber  nicht  vollenden  können,  sie  seien^H 
dann  nach  seinem  Tode  im  Jahre  308  (920)  von  seinem  Schüler  al-Kiksin^H 
ben  Muiiammed  herausgegeben  worden.  Hieraus  würde  sich  eine  obere 
Grenze  für  die  Lebenszeit  al-Adamls  ergeben.  —  220)  al-harafiU  gibt  keinen 
Sinn,  wahrscheinlich  soll  es  heissen  al-inhiräfät  =  die  Abweichungen  (Azi- 
muthe  d.  Kibla).  —  221)  Vergl.  Dorn  p.  77. 

Ibn  Nädschija. 
222)  Casiri  (I.  433)  nennt  ihn  einen  Spanier. 


-     69 

Abu  'Abdallfth. 

223)  Flügel  sagt  im  Fihrist,  A.  132  zu  sljht.H  suLä-jJ!:  Unstreitig 
eine  Sonneauhr,  die  die  Mittagsstunde  durch  Boukeaschall  andeutete.  Vergl. 
dagegen  Dom,  p.  87.  SuLs-.  =  Marmorplatte,  bedeutet  übrigens  nicht  bloss 
Sonnenuhr,  sondern  nach  Tschaghminy  (vergl.  Dom,  p.  86)  ein  Instrument 
von  Stein,  Messing  oder  Anderem,  für  eine  bestimmte  Breite,  länglich  oder 
rund,  mit  Linien  versehen,  -i.  B.  der  Linie  der  Neige  und  der  Gleiche, 
durch  welches  man  viele  Operationen  ausführen  könne,  z.  B.  die  Bestim- 
mung der  Höhen,  der  Zeiten,  der  Schatten  u.  8.  w.  —  Die  Bedeutung 
„trommelRirmig"'  würde  dann  allerdings  eher  die  Form  juLL  oder  vielleicht 
auch  Sj.L»ia«  voraussetzen,  ans  welch'  letzterer  leicht  diejenige  des  Fihrist 
entstehen  konnte.  —  224)  Es  sollt«  im  Texte  wohl  heissen  vJijjUj,  denn 
OioLj  bedeutet  „Schlendersteine". 


Die  neueren  Rechner  und  Arithmetiker. 

225)  Damit  meint  jedenfalls  der  Verfasser  des  Pihrist,  ans  den  Werken 
der  aufgefllhrten  Autoren  zu  scbliessen,  diejenigen  Mathematiker,  die  sich 
hauptsächlich  mit  praktischer  Mathematik,  d.  h.  mit  der  indischen  Rech- 
nuugsweise,  der  sog.  bürgerlichen  Arithmetik,  und  der  praktischen  Geometrie 
(Flächen-  und  Körperberechnung)  beschäftigt  haben. 

'Abdalhamld. 

226)  Casiri  (L  406)  hat  an  Stelle  des  letzteren  Werkes  zwei:  De  in- 
geniosis  arithmeticis  inventis  und  de  numerorum  proprietatibus. 

Abfi  Barza. 

227)  Er  ist  der  Enkel  des  vorigen  und  deshalb  sollte  es  hier  wohl 
heissen:  ben  Wftsi'  ben  Turk.  Casiri  (L  408)  berichtet  von  ihm,  dass  er 
in  Bagdad  lebte,  sich  in  der  Wissenschaft  der  Zahlen  ausgezeichnet  habe 
und  daselbst  im  Jahre  298  (911)  gestorben  sei.  L  421  nennt  er  ihn 
„Persa". 

Abft  Kftmil. 

228)  üeber  seine  Lebenszeit  habe  ich  keine  Angaben  gefunden.  — 
229)  Die  Algebra  wird  yon  H.  Ch.  mehrmals  erwähnt,  so  IL  58&:  \^\xS 
J^^LlJf  =  das  Umfassende,  qnod  in  optimis  huius  generis  (er  spricht  näm- 
lich hier  von  Büchern  über  Algebra)  operibus  numeratur,  et  optimus  eius 
commentarius  Coreshi  (?)  auctorem  habet;  IV.  10,  wo  er  zu  dem  J^^Lä 
noch  sJLLaJtj  j*jc\JI  -i  =  „über  die  Algebra"  hinzufügt;  V.  27,  wo  er  ^\J 
statt  Jw«Lä  hat,  was  aber  dasselbe  bedeutet.  —  H.  Ch.  (V.  68)  heisst  es 
bei  Besprechung  der  Algebra  des  Mnhammed  ben  Mftsä:  Abu  KAmil  etc. 
in  libro  el-wa?Ajft  bi'l-jebr  we'1-mocabelet:  Composui,  inquit,  librum  titulo 
Kemäl  el-jebr  notum,  qui  perfectara  Algebrae  doctrinam  et  additamenta  ad 
eius  principia  continet;  et  argumentis  in  libro  meo  secundo  confirmavi, 
libro  Mohammedis  ben  Musa  de  reductione  per  aequationem  primas  pa' 
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bt paim*m  daodas  «••  «ic    Nadi  H.  CU  laS  al«o  Ab«  KtadI 

Ketitoit:  «l-wafij*  bil-jabr  wtrl-noah^ei,  d.  h.  aber  die 

VTMtWBMto)  Bit  HlUe  dar  Algrtn  C^cncbMt,  geUM),  rtxfami,  OImt 

U«UaC  Mkaosflidi  sw^  MiUmmmai  bta  MteA  in  Miaer  Algebra 

pL  Ck   fttrt  V    168  aoA  an  BoA  tm  Ab*  KAafl  aa,   bctüeH 

riar  Tcatamante  mit  Hfilfe  der  Wimeb  (Wamlncbamg)   gvlOct;    ••  iit 

die«  alwr  aiit  dem  eben  gananirtea  identiaeli,  denn  hier  wnd  ans  danoalbea 
rwiader  diMeftw  Stall«  «Wr  Mahafnawd  b«  Mftifta  Algebra  aagafUtt  wie 
nr.  «tf ;  «akndwialiefc  «dUe  atatt  ^ö*.  ->  Wanel,  j,».  »  Algärm  atdbaa; 
pnOgel  abenetzt  abrigeas:  Über  itstitutionom  radicum  aritfameticaniBi.  — 
^ßOj  Ea  i)t  diea  die  aog.  B«gaU  al-cfaatain  (eig.  chaU'ain)  d.  h.  der  beidea 
iPehler,  die  heutige  regnla  fiüsi :  nach  dem  too  Libri  (bist,  des  aeiebe.  matk 

Bd.  I.  304 — 368)  rereffeDtUchten  Liber  aograeoti  et  dijninationis   nnd  daa 

Kemerknogen    ron   Woepke    Aber   die«eD   Gegenstand    (r«rgL   Joora.  aaiat. 

6.  ß^rie,   Tom  I.  p.  513 — 514;   wäre  also  der  Inhalt  dieses  Baebe«  ideo- 
,  tisch   mit  dem    des   vorhergehenden  .,Ueb«r  die  Vermefaning  und  die  Ver- 
rainderang"  —  rielleicht  ist  nnprllDglicfa  im  Texte  zwischen  beiden  «J  JUi, 
nas  wird  aach  genaont)  oder  etwas  ähnliches  gestanden.  —  231)  Maa  Teigl 
rdanit  den  Titel  dea  Werkes  von  al-Karchl:  KAfl  fll-hLsi^b  =  GeDllgei 

ober  das  Rechnen. 

I  8in&n  ben  al-Fath. 

232)  ('eher  seine  Lebenszeit  habe  ich  nichts  gefunden.  —  233)  ,-^bi«uJ1 
(at-taht)   bedeutet   „der   untere  Theil",  „was  unten  ist";    dies  gibt  keiooi 
Binn;  Woepke  (Journal  asiat.  6.  8me,  Tom.  I.  p.  490  u.  493)  liest  «s^aÄsI? 
(at-tacht)  and  übersetzt:   Traite  de  la  table  relatif  au  calcul  indieo,  oder 
Le  traite  da  calcul  effectu^  sur  la  table.     Diese  üebersetzung   wäre    wohl 
annehmbar,    besonders   wenn   man    damit  den   Titel   eines   Werkes    von    al- 
LAnt&kl    vergleicht,    das   Ibn    al-K.,    nicht    aber   der   Fihrist   anfahrt:     Das 
pBuch    lllicr   die    Rechnung» weise  mit  der  Hand    fden  Fingern)   ohne   TafeL 
Aber   nun    kommt  hinzu,   da>s  H.  Ch.  III.  61    Ober   „Ilra  hisäb  el-taht  we 
el-meil"  •=   die    Kunst    (Wissenschaft)   des   Rechnens   el-tabt   and    el-meil 
(Neigung,  Schiefe)  folgendes  sagt:  quae  ea  ars  est,  qua  ratio  cognoscitar, 
operationes   mithmeticas    signis  tractandi,   quae  nameros  ab  uno  usque  ad 
decem  expriniiint  et  omnes  alios,   qni  hos  excednnt,  ope  ordinum  quo  po- 
nnntur  excludnnt.     Haec  signa  ab  Indis  originem  daxisse  dicantnr.  —  — 
Eadem  doctrina  nobia  el-taht  we  el-taräb  (Erde,  Staub  =  gobftr)  dicitnr. 
Hiemach   wliro   hisäb  cit-taht   nichts   anderes   als   das  Kechnen  mit  den  in- 
dischen  Ziffern   mit  Stellenwerth,    die  Bedeutung   von    taht  und   von    meil 
(oder  mail)   ist   aber   diimil  norh   keineswegs   festgestellt.      Ich   wage   nun 
die    Vennntbung    auszusprechen,    das    Wort    „taht"    bedeute    das    indische 
„tatstha",   welclies   die   sog.  symmetrische   oder  kreuzweise  Mnltiplications-  _ 
meihode  bezeichnet,   tind   das  Wort  „mail"   bedeute   die   schiefe  oder  Dia-  ■ 
L    gonalmethode   (vergl.   Cantor,  V^orlesg.  I.   p.  51f)  u.  520).     Ich   will    aber 
P    nicht  unterlassen,  noch  durch  eine  andere  Conjectur  auch  der  Woepkeschen 
Ltsaii  zu  ihrem   Rechte  zu  verhelfen:  Liest  man  mit  Woepke  ,,tacht"  und 
abtnetst  „'[alel'',  so   wäre   dann   vielleicht  das   „mail"  in   ü.  Ch.  =  mll  ^ 
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(welches  arabisch  gleich  geschrieben  wird)  zu  lesen,  und  „Griffel"  oder 
„Stift"  zu  übersetzen;  dann  würde  also  hhith  at-tacht  wa'l-mll  das  indische 
Rechnen  mit  dem  Griffel  nuf  der  Sandtafel,  im  Gegensatz  zum  Fingerrechnen 
bedeuten.  Gewissheit  wird  man  über  diese  Fragen  aber  erst  erhalten,  wenn 
eine  dieser  Abbandiungen  mit  dem  Titel  at-taht  oder  at-tacht  niiher  untor- 
bucht  sein  wird,  was  bis  jetzt  meines  Wissens  nicht  geschehen  ist  (Woepke 
gibt  1.  c.  nicht  eine  Analyse  des  Inhaltes  eines  der  Werke  von  AntAkI, 
sondern  eines  Buches  von  an-Nasawl,  betitelt:  le  satisfaisant)."  —  234)  Es 
kann  auch  über  die  Summation  von  Kuben  handeln;  vergl.  Woepke:  I'as- 
sages  relatils  a  des  sonimattons  de  s6ries  de  cubes  etc.  (Journal  de  mathem. 
par  Liouville,  1864  u.   18(55). 

AbA  JUBuf  al-Mif^I^l. 

235)  Ueber  sein  Leben  fand  ich  keine  Angaben.  —  236)  Hisi\b  ad- 
daur  ist  nach  H.  Ch.  III.  62  ein  besonderer  Fall  der  Erbtheilungs-  oder 
Testamentsrechnung,  er  sagt  daselbst:  Um  hisüb  el-dewr  we  el  wesftya, 
ars  legata  coinputand)  in  orbem  circumlata.  Haec  est  ea  doctrina,  qua 
quantitas  cognoscitur  testamento  raandata,  quando,  ut  primo  adspectu  in- 
telligitur',  ad  ea  perlinet,  quae  in  orbem  circumferenda  sunt.  Dann  folgt 
ein  längeres  Beispiel  und  am  Schlüsse:  Itaque  hac  doctrina  quantitas  partis 
donatione  in  alium  transeuntis  terminatur,  et  apparet,  eius  utilitatem  mag- 
nam  esse,  quamquam  raro  tan  tum  necessaria  sit.  Diese  Definitionen  sind 
iiieht  klar;  man  vergl.  die  Algebra  von  Muhamnied  ben  Müsä,  wo  Rosen 
(p.  133)  hisäb  ad-daur  mit  Computation  of  retums  übersetzt;  aus  den 
Beispielen  ersieht  man,  dass  es  sich  hauptsächlich  um  das  Zurückgehen 
eines  Vermächtnisses  auf  die  Hinterlassenen  des  Testators  handelt,  wenn 
der  im  Testament  Bedachte  vorzeitig  stirbt.  Z.  B.:  Ein  Mann  auf  dem 
Todtbette  emancipiert  einen  Sklaven,  dessen  Kaufpreis  300  Dirhem  war, 
und  hat  sonst  kein  Vermögen,  der  Sklave  stirbt  und  hinterlUsst  300  Dirhem 
und  eine  Tochter,  was  erhält  die  Tochter  und  was  muss  sie  den  Erben 
des  älannes  zurUckbezahleu. 

Ar-R&zL 

237)  Lebenszeit  unbekannt.     Vergl.  den  Art.  Eukleides. 

Muhammed. 

238)  Casiri  (T.  433)  fügt  zum  Namen  hinzu:  Praetor  (Hispalensis), 
hat  aber  weiter  nichts  über  die  Lebenszeit.  Woher  Casiri  das  „Hispalensis" 
hat,  weiss  ich  nicht,  es  steht  nicht  im  arabischen  Text. 


Al-Karftblsl. 

239)  Lebenszeit  unbestimmt.  Vergl.  Art.  Eukleides.  —  240)  So  über- 
setzen sowohl  (,'asiri  L  410,  als  auch  Wahrmund  (arabisches  Wörterbuch) 
misähat  al-halka,  was  wörtlich  „die  Ausmessung  des  Ringes''  heisst;  das 
Planisphaerium  heisst  sonst:  Tastlh  al-Kura. 
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Al-Kühl. 

256)  Er  beobachtete  nach  L'asiri  (I.  441)  im  Jahre  378  (988)  'in 
Bagdad  unter  den  Buiden.  —  257)  Andere  Codices  haben  „der  Instrumente,, 
(vergl.  L'algöbre  d'Alkhayyftml,  par  Woepke,  p.  55),  wieder  andere  „der 
Erde"  (vergl.  Fihi-ist.  I.  Lesarten  p.  26).  —  258)  «üL.  yi.  ^Jülj  über- 
setzt Steinschneider  (Euklid,  b.  d.  Arabera,  Z.  f.  M.  Ph.  Jahrg.  31.  p.  94) 
durch  „was  er  veröftentlicht  hat"  (dies  soll  sich  nüinlich  auf  die  folgenden 
Werke  beziehen).''  —  259)  Vergl.  die  Veröffentlichung  dieser  Abhandlung 
aus  dem  Nachlasse  Woepkes  in  den  Notices  et  estr.  des  Ms.  de  la  bibl. 
imper.  Tom.  XXII.  1.  —  260)  Woepke  (Lalgi-bre  d'Alkhayyäml,  p.  55  u.  56) 
vermuthet,  dies  sei  die  Abhandlung  al-Kühls,  betitelt:  Trait^  du  problcmo 
de  menev  d'un  point  dounc  deux  ligiies  renfermant  un  angle  donne,  welche 
sich  im  Ms.  952.  2  (Suppl.  arabe  de  la  biljl.  impi-r.)  befindet  (vergl.  Woepke, 
Essai  d'one  restit.  de  irav.  perdus  d'Apoll.  in  M6ni.  prts.  par  div.  sav.  & 
l'acad.  des  sc.  Tom.  XIV.  Paris  1856,  p.  6(j4).  —  261)  Diese  Abhandlung 
steht  wahrscheinlich  im  Zusammenhang  mit  derjenigen  Tibits  über  die 
Verzögerung  und  Beschleunigung  der  Bewegung  im  Thierkreis,  also  handelt 
es  sich  hier  um  die  bekannte  Theorie  der  Trepidation  der  Fixsterne.  — 
262)  Vergl.  Woepke,  L'algcbre  d'Alkhayy^iml  p.  55.  —  263)  Vergl.  Woepke 
(Ibid.  p.  55  u.  103  ff.).  —  264)  Im  Test  des  Fihrist  fehlen  die  zwei  Ab- 
handlungen, die  Woepke  (1.  c)  als  8)  und  9)  anführt:  Traitc  de  la  con- 
slnictioD  des  dem  lignes  en  proportion,  und  Traitr  des  cercles  qui  se 
touchent  suivant  la  mi-thode  de  l'aualyse;  dagegen  finden  sie  sich  in  den 
Lesarten,  p.  26;  warum  sie  FlUgel  nicht  in  den  Text  aufgenommen  hat, 
wissen  wir  nicht,  zumal  die  Existenz  der  zweiten  neben  der  hier  angeführten 
Allhandlung  „über  die  Mittelpunkte  der  Kreise  auf  gegelienen  Linien"  nach- 
gewiesen ist  (vergl.  Woepke,  1.  c.  p.  55).  —  H.  Ch.  Ilt.  449  hat  von  al- 
Siihl  die  Abhandlung:  de  ratione  eins,  quod  de  linea  nna  inter  tres  lineas 
cadit;  ist  wahi-scheinlich  die  oben  genannte  Schrift  des  Ms.  952.  2.  — 
Steinschneider  (Die  mittleren  Bücher  der  Araber,  Z.  f.  M.  Ph.  Jahrg.  10. 
p.  480)  fühlt  von  al-Kfthl  einen  Comnientar  zu  den  Lemmata  des  Archi- 
medes  an. 

Guläm  Zuh&l. 

266)  d.  h.  der  Knabe  (Diener)  Satunis.  Er  lebte  nach  Casiri  (T.  404) 
und  Abulphar.  (p.  327.  Uebers.  315)  in  Bagdad  als  Astrolog  unter  den 
Buiden,  und  starb  im  Jahre  376  (986  —  987).  —  266)  Vergl.  Anmerkg.  14»^. 
—  267)  Vergl.  Aumerkg.  14  und  16.  —  268)  Rjjyu  kann  auch  heissen 
,,der  ausgezogenen"  (d.  h.  aus  grösseren  Büchern). 


Aj-Süfl. 
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Einer  der  Herrscher  aus  dem  Geschlecht  der  Buiden.  —  270)  Nach 
Casiri  (I.  361)  im  Jahre  376  (986  —  987).  Dieser  führt  von  ihm  ausser 
dem  im  Fihrist  genannten  Werke  noch  an:  Ueber  die  Projection  der  Stralden. 
U.  Gh.    (ni.  366)    schreibt   ihm    einen    „Tractatus   de    astrolabio    eiusque 


sen  ^j 


Al-Antiikl.  ^^C^»^^^^^^^ 

271)  Nach  Ibn  al-K.  war  sein  Name:  'All  ben  Ahmed  Abü'l-Kiisiin 
(vergl.  Wo'epkp,  Propag.  des  uhiflVes  ind.  in  Journ.  asiat.  Six.  Ser.  Tom.  I. 
1863.  p.  493).  —  272)  Genauer  am  15.  April  9ö7  in  Bagdad  (s.  Woepke, 
I.  c),  —  273)  Siehe  Anmerkg.  233.  —  274)  Woepke  (1.  i:.)  fügt  in  Klammern 
hinzu:  probiiblement  celle  de  Nic-omaijue.  —  275)  Woepke  (I.e.)  übersetzt: 
d«  la  manit're  de  ehoisir  panni  les  traducteurs;  *^Lf  kann  übrigens  auch 
heissen  „Ueberaetiungen'^.  —  276)  Diese  Abhandlung  fehlt  bei  Woepke  (1.  c), 
dafür  stehen  die  zwei  im  Fihrist  fehlenden:  Le  traiti'-  des  preuves  nunii'- 
riques  (telles  que  la  preuve  par  neuf  etc.),  und  le  traitv  du  calcul  nuumel 
(iAaJL)  Sans  table.  Es  ist  dies  meines  Wissens  die  einzige  Abhimdluiif,' 
mit  diesem  Titel,  die  iii  arabischen  bibliographischen  Werken  vorkommt, 
nnd  daher  könnte  es  leicht  möglich  sein,  dass  der  Titel  verdorben  wäre. 
(Vergl.  Anmerkg.  233.) 

Al-KalwadänI. 

277)  Woepke  (1.  o.  p.  494)  sagt:  Kalwadj^,  son  lieu  de  naissance,  est 
nn  village  pr6s  de  Bagdad.  —  278)  Woepke  (I.  c.)  fügt  nach  Ibn  al-K. 
bei,  dass  iil-Kalwadini  unter  der  Itegierung 'Adudaddaulas  und  noch  einige 
Zeit  nachher  gelebt  habe. 

Al-Ka9r4nl. 

279)  Casiri  (I.  4l9)  gibt  auch  keinen  andern  Namen  an,  bemerkt  aber 
im  Weitern,  dass  er  aus  Kasräii,  einem  StUdtchen  im  Gebiet  von  Haj  in 
t'horasan  gebürtig  und  ein  iierühnitor  Astrolog  gewesen  sei;  er  führt  von 
ihm  ein  Buch  über  die  Fragen  (astrolog.)  an. 

Die  Namen  der  Künstler. 

280)  Vergl.  den  Art.  al-Fazan.  —  281)  H.  t^h.  (III.  36(11  gibt  ihm 
den  Zunamen  al-Astnrläb1,  d.  h.  der  Verfertiger  von  Astrolabien.  —  282)  Eine 
nicht  festzustellende  Persönlichkeit,  die  nach  Flügels  Vermuthung  mit  dem 
folgenden  Batülus  7,u  identilicieren  ist.  —  283)  Vergl.  die  vorige  Anmerkg. 
Flügel,  A.  135  bemwkt,  dass  der  Name  Bu^vXog  nicht  unbekannt  sei.  — 
284)  Kann  nach  Flügels  Vermuthung  der  Vater  al-Battänls  sein;  vergl. 
diesen  Art.  —  285)  Waren  nach  Flügel,  A.  135  Oberhäupter  der  Sabier. 
—  286)  Vergl.  Chwolsohn  I.  p.  620.  Dieses  Werk  war  mir  nicht  zu- 
gänglich. 

Die  Titel  der  Bücher,  die  über  die  Mechanik  geschrieben 

worden  sind. 
287)  Vergl.  den  Art.  Archimedes.  —  288)  Vergl.  den  Art.  Herkül 
(Herakles?).  —  288)  Sind  jedenfalls  die  durch  Luft  bewegten  MaschiiuMi 
Herons;  vergl.  diesen  Art.  —  290)  Dieses  Werk  findet  sich  unter  Artikel 
Mnritos  nicht,  dagegen  die  beiden  vorhergehenden.  —  291)  Vergl.  den  Art. 
Die  Söhne  Müsäs. 

Galenos. 

292)  Galenos  erwUhnt  selbst  diese  seine  Abhandlang  im  Verzeichniss 
seiner  Schriften  cap.  15,  imter  dem  Titel:  lig  xb  n^&tov  juvovv  ^c^fr/tov; 
sie  ist  verloren  gegangen  (vergl.  Wenrich,  p.  25b).  j— 


Hnnain. 

293)  Dies  ist  der  beknnnte  Uebersetzer  griechischer  Werke  (vergl.  Art. 
Ptolemaios)  ins  Arabische.  Er  war  aus  dem  christlichen  Stamme  'Ihad, 
ans  ülra  gebürtig,  lebte  die  grösüte  Zeit  seines  Lebens  in  Bagdad  und 
starb  ira  Jahre  260  (873  —  74).  Vergl.  Casiri  I.  286.  —  294)  H.  Ch. 
V.  166  erwtthnt  Aristotelis  librum  de  stellis  cadentibus,  quem  Uonain  beu 
Ighftk  commentario  instnuit  et  emendavit. 

KuBtft. 

296)  Ebenfalls  bekannter  Uebersetzer  (vergl.  Art.  Aristoteles),  so  unter 
Anderem  der  Schriften  des  Theodosios,  Aristarchos,  Hypsikles  und  Autolykoä 
(vergl.  Wüstenfeld,  p.  60).  —  296)  WUstenfeld  (1.  c.)  gibt  seine  Lebens- 
zeit zwischen  864  und  923  an.  —  297)  H.  Ch.  (III.  399)  hat  eine  Ab- 
handlung über  das  Sternbild  Cassiopeia,  diese  ist  aber  wahrscheinlich  mit 
der  uusrigen  über  den  Himmelsglobus  identisch,  denn^AwjJJI  olj  bedeutet  so- 
wohl den  Himmelsglobus  n.ls  die  Cassiopeia,  letzteres  aber  gewöhnlich  nur 
mit  vorgesetztem  i^yo  (Sternbild).     Vergl.  Dorn,  p.  31  u.  46. 

Ar-Razl. 

298)  Als  Todesjahr  dieses  berühmten  Arztes  hat  Casiri  (I.  262)  320 
(932)  nach  Ihn  al-K.,  Wüstenfeld  (p.  41)  311  oder  320,  hlllt  aber  das 
letztere  für  das  richtige.  —  299)  Nach  Casiri  (1.  c.)  wegen  des  zu  httufigen 
(lenusses  aegyptischer  Bohnen,  nach  Wüstenfeld  (1.  c.)  in  Folge  eines 
Peitschenschlages,  den  er  von  dem  Emir  al-Man^Ar  (dem  Fatimiden?)  er- 
halten hatte.  —  300)  Wüstenfeld  (p.  47)  übersetzt  «j|ju<w.:iJI  SjLfi  ^  mit 
„in  Bununa  rotatione'^ 


Nachträge  zu  den  Anmerkungen. 

Zu  Aristoteles:  a)  d.  h.  die  vier  ersten  Bücher  gehören  zu  den  Xiyoi 
AiöaaxakiKoi  oder  uK^oafitniKol ,  daher  «jpvfftxfj  axQÖaaig,  die  vier  letzteren 
wahr.scboinlii.-h  zu  den  ngayuaztttoi.  Vergl.  Ueberweg,  Grundriss  der  Gesch. 
d.  Philosophie.  7.  Aufl.  1886.  Bd.  1.  p.  192.  Casiri  (I.  244)  übersetzt 
«aJUli  mit  „in  modum  dialogi",  mir  scheint  „in  unterrichtender  Form  (Vor- 
lesungsform)"  darunter  verstanden  zu  sein. 

Zu  Valens:  b)  Flügel,  A.  p.  149  verweist  in  Betreff  des  Namens  Bu- 
zurdschmihr  auf  Ihn  Badrün  p.  44  u.  fl".,  der  mir  nicht  zugänglich  war.  Es 
ist  dies  jedenfalls  kein  Anderer,  als  der  WezJr  Nüschii-wiins  des  Gerechten, 
von  dem  Salemann  und  Schukowski  in  ihrer  persischen  Grammatik  (Chresto- 
mathie) eine  Erzählung  veröflfentlichen ,  die  einem  Petersburger  Codex  des 
Buches  ,,Ti"irlch  i  Guzlda"  oder  „Peudniime  i  Buzurdschmihr"  von  Hamduiläh 
i  Kazwini  entnommen  ist.  Dieser  Buzurdschmihr,  der  den  Beinamen  „Ha- 
klm",  d.  h.  der  Gelehrte,  Weise,  hatte,  wird  vom  Verfasser  des  Fihrist  neben 
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Andern  auch  als  der  Autor  des  Baches  ,^ahla  wa  Dünna"  genanut  (Fih- 

rist,  8.  üuch.  j».  305). 

Zu  Trtbit  hen  Knrra:  c)  Der  Text  des  Pihrist  hat  JUajl  und  das 
heisst  „Aulhebung,  Abschaffung'';  das  schon  mehrmals  genannte  MS.  952.  2 
(Su{)pl.  arabe),  das  diese  Abhandlung  T;ibitt  (No.  13,  fol.  56 — 59)  ent- 
hält, hat  eUajl  =  Verzögerung  und  unmittelbar  nachher  als  Gegensatz 
dazu  Rcj«.  =  Besi'hleunigung ;  man  sieht  hieraus  sofort,  dass  es  sich  nm 
die  bekannte  TAbitst-he  (resp.  Theonsche)  Theorie  von  der  Trepidation  der 
Fixsterne  handelt,  der  Titel  dieser  Abhandlung  im  Fihrist  ist  also  verdorben 
und  onvolIstÄndig,  ira  genannten  MS.  lautet  er  nai-h  der  üebersetzuug 
Woepkes:  Sur  la  retardation  du  mouveinent  dans  la  sphere  des  signes  et 
sur  son  afcelöration  suivant  les  points  de  Teieentriqne  oü  so  tronve  le  (oorps 
en)  mouvement.  (Woei>ke,  Essai  d'une  restitution  etc.  in  Mem.  pres.  par 
div.   Sav.  ä  larad.  Tom.  XIV.  1856.  p.  665.) 

Zu  AI -Hasan  ben  Sahl  ben  Nübacht:  d)  Weder  Wüstenfeld  (Die 
üebersetzungen  ai-al)isrhei'  Werke  in  das  Lateinische  seit  dem  Xf.  Jahrh. 
1877.  p.  76)  norh  Libri  (Hist.  des  Sc.  math.  en  Italie,  Tome  I.  Deui.  Edit. 
p.  454)  kennen  die  richtige  Bedeutung  von  <..i  pl.  tljjl  =  heiischer 
Unterg8uig  der  Moiidstation«n  (ui  den  lateinischen  üebersetzungen  aus  ün- 
kenntniss  der  Bedeutung  einfach  in  anoe  oder  anohe  transscribiert).  Der 
Letztere  schreibt  (1.  c.  wo  er  einige  Bemerkungen  zu  seiner  Veröffentlichung 
des  Liber  anoe,  eines  arabischen  Kalenders,  hinzufügt):  Liber  anoe  signifie 
„Livi'6  du  tenips  et  de  ses  divisions".  Teile  est,  eomme  od  le  sait,  la 
signification  du  mot  arabe  anu  s.  anoe.  Und  doch  hatte  er  nur  p.  391 
seiner  Veröffentlichung  dieses  ,,libei'  anoe"  auiinerksam  lesen  dürfen,  so 
hätte  er  die  richtige  Bedeutung  dieses  Wortes  gefunden!  (Man  lese  1.  c. 
Zeile  10  —  12  v.  o.  und  Zeile  1 — 2  v.  u.)  —  Auch  Stein-'^chneider  kommt 
in  seiner  Abhandlung  „Oeber  die  Mondstationen  (Naxatra)  und  das  Buch 
Arcandam"  (Z.  D.  M.  0.  Bd.  18.  p.  IIH  u.  ff.)  und  in  einer  späteren  „Zur 
Geschichte  der  üebersetzungen  aus  dem  Indischen  ins  Arabische"  (Z.  D.  M. 
G.  Bd.  24.  p.  387)  nicht  auf  die  richtige  Bedeutung  und  doch  ist  er  in 
der  erstgenannten  Abhandlung,  wo  er  auch  Libris  Veröffentlichung  des 
„Liber  anoe"  citiei-t,  derselben  so  nahe  gewesen!  In  der  zweiten  Abhand- 
lung gibt  er  (1.  c.)  zuerst  »l«Jl  durch  „Meteore"  und  drei  Zeileu  nachher 
durch  „Witterung"  wieder.  Allerdings  setzten  die  Araber  die  Witteraiig 
zu  den  verschiedenen  Zeiten  des  Jahres  in  enge  Verbindung  mit  den 
heiischen  Untergängen  der  Mond.stationen  —  man  lese  nur  auch  einmal 
etwas  genauer  den  von  Libri  ven'iffentlichten  Kalender,  genannt  „Liber  anoe"  I 
—  (Im  25.  Bd.  der  Z.  D.  M.  G.  p.  382  citiert  dann  Steinschneider  eine 
Stelle  aus  der  Uebersetzung  eines  arabischen  Werkes  durch  Schemtob  ben 
Isak  ans  Tortosa,  in  welcher  die  richtige  Bedeutung  von  „anoe"  ziemlich 
klar  ausgesprochen  ist.) 

Zu  Abu  Kamil:  e)  Falüh  habe  ich  wie  Flüge!  in  H.  Ch.  (IV.  461) 
wörtlich  mit  „Glück"  übersetzt;  ob  es  mit  'ilm  al-falaba  (Ackerbaukuude, 
s.  H.  Ch.  1  c.)  zuBammenhiVnge,  oder  ein  astrologisches  Werk  sei  (vielleicht 
aber  die  Auswahl  der  Zeit  zur  Vornahme  der  Arbeiten  des  Landbaus), 
ist  natürlich  aus  dem  Titel  allein  nicht  zu  entscheiden. 
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Zu  Anmerkung  136:  f)  Eine  nachträgliche  Einsicht  in  den  Theil  des 
Almagestes,  der  über  die  Darstellung  der  Bewegung  der  ol>em  Planeten 
handelt,  brachte  mich  auf  den  Gedanken,  es  könnte  das  Wort  tas^ihul 
(sahula  ^=  eben,  gleiuhmäasig,  leicht  sein),  das  ich  nicht  anders  als  durch 
„ebene  (geometrische?)  Darstellung"  zu  tibersetzen  wusste,  den  sogenannten 
Aequanten  bedeuten,  d.  h.  den  exceutrischen  Kreis,  von  dessen  Mittel- 
punkt aus  die  Bewegung  des  Planeten  gleichförmig  erscheinen  soll 
(vergl.  auch  Wolf,  Gesch.  d,  Astronomie,  p.  57  —  5H).  Es  wilre  interessant 
gewesen,  zu  Temebmen,  was  für  eine  Methode  Ibrflhlra  an  Stelle  der  Ptole- 
mäisuhen  zu  setzen  versucht  hat,  das  Citat  aus  Ihn  al-K.  sagt  ans  nur 
verneinend,  er  habe  nicht  den  Weg  al-kij^  (das  kann  heissen:  Messong, 
Vergleichung,  Analogie,  log.  Schluss,  Hj'pothese,  vielleicht  auch  Reclmang, 
im  Gegensatz  zur  geometrischen  Darstellung)  eingeschlagen. 

Zu  Anmerkung  2::)3:  g)  Weiteres  Nachdenken  über  diese  Sache  und 
auch  die  Anmerkg.  2  auf  p  411  von  Steinschneiders  Arbeit:  Zur  Gesch. 
der  Uebers.  aus  d.  Ind.  ins  Arab.  (Z.  D.  M.  G.  Bd.  25)  haben  die  von  rair 
ausgesprochene  Vermuthung  etwas  zweifelliaft  erscheinen  lasüen;  immerhin 
ziehe  ich  dieselbe  nicht  ganz  zurück,  es  bleiben  immer  noch  zwei  Punkte 
übrig,  die  für  sie  sprechen  könnten:  Erstens  ist  (wie  ich  schon  in  Anmer- 
kung 276  angedeutet  habe)  die  Richtigkeit  des  Titels  der  von  Ibn  al-K. 
angeführten  Abhandlung  al-Antilkls  „über  die  Rechnungsweise  mit  der  Hand 
(den  Fingern)  ohne  Tafel"  nicht  ganz  zweifellos,  da  der  Verfasser  des  Fihrist 
(ein  Zeitgenosse  al-Antäkis)  dieses  Buch  nicht  kennt  und  auch  sonst  meines 
Wissens  in  der  arab.  Literatur  keine  zweite  Schrift  über  Fingerrechnung 
vorkommt^  zweitens  ist  überall  in  denjenigen  Stellen  arab.  Ms.,  die  über 
die  indischen  Ziffern  handeln  und  die  Woepke  veröffentlicht  hat  (Jonm. 
asiat.  6.  Serie,  Toni.  I.  p.  58  —  69),  die  mit  Sand  bestreute  Tafel,  auf  der 
die  Inder  gerechnet  hätten,  durch  _jj  und  nie  durch  .^^.iJe^i  wiedergegeben. 

Zu  Anmerkung  258:  h)  Ich  gebe  zu,  dass  die  Uebersetzung  Stein- 
schneiders die  dem  arab.  Text  entsprechendere  ist,  und  acceptiere  sie  da- 
her für  den  Artikel  „al-Kühl'',  also  demgemilss  auch  für  den  Artikel  „Abu 
Ma' schar"  (an  Stelle  der  Worte:  aus  welchem  vielfach  Auszüge  gemacht 
wurden.  Z.  14  v.  o.),  wo  sie  aber  leider  nach  einigen  im  Mittelalter 
sehr  bekannten  Werken  dieses  Autors,  wie  seiner  grossen  und  kleinen  Ein- 
leitung (in  d.  Astrol.),  steht,  die  also  gerade  zu  den  nicht  verüffentlicbtei 
gehören  sollten!     Wie  ist  dies  zu  erklären? 
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Register. 


(Dar  Artikel  sl  und  4ia  WArter  ibn,  heu  =  Sohu  uml  ibil  ((ienltir  «M)  =  Tttur  wnrden  bsi  der 

nlpbabetllcben  Anordnunif  uulipr>^cksirhtigt  ge1a4st>n,  nnd  detfhalb  and  der  beaei^rn  Cebaratobt  weiten 

Dilt  kti<iDeD   Aufan^ibiu-Iaalabeu  ffddrackt.     Die  fett  godritukten  /alilen  be^eiclinen  die  Seite,  anf 

wclcltor  dorn  lielrelTeuilen  Autor  etu  eigeuur  Artikel  gowiilmet  Itt.) 


A. 

al  Abahh  80. 

ibn  abi  'AbK'iJ  S4.  67. 

iibü'l- Abbüa  Ahmud  ben  Miihauinied  beii 

Merwäu  as-Sarachsi  a.  Ahmed  ben  ut- 

Tajjib. 
al-'Abb&8  ben  Bdg&n  ben  ar- Rab'i'    b. 

ibn  BfigAu. 
iibü'l-'Abbds  al-F'atU  ben  Hütiin  s,  an- 

Nairizi. 
Abbasiden  41. 
al-'Abbü8  ben  Sa'td  al  -  Dacliauhari   IG. 

2h.  &8. 
'Abdalhamid  37.  09. 
abü  'Abdallah  3«.  09. 
'Abdalhlb    ben  'Ali    an-Nasrftnt    8.  nd- 

Oandäni. 
'Abdallah  ben  al-Hosan  s.  as-Saidanüni. 
'Abdallah  ben  abi'l-Haaan  ben  abi  Räfi' 

8.  abü  Muhammed. 
'Abdallah  ben  Jahjä  33. 
'Abdallah  ben  Masrfir  an  NasrAn!  83.  66. 
abü  'Abdallah  Muhammed  ben  'Ambaan 

39. 
abü  'AbdallSii  Muhammed  ben  Dschäbir 

ben  Sinän  ar-Hakki  b.  al-Batt&ni. 
abü  'Abdallah   Muhammed   ben  'Isi't    b. 

al-Mäh&ni. 
'Ahdolmaath  ben  N&'ima  8. 
'Abdaaaamad  tS. 
Abulfeda  66. 
Abulphar.  ^=  Abiilpharnjii  Hiatoria  dy- 


uastiarum  6.  48.  49.  51.  61.  GS.  63.  64 
07.  74. 

al-AdamI  M.  68. 

al-'AlBchU  41. 

al-'A'lschlajja  42. 

'Ailudsddaula  (<1.  Biiide)  40.  7r>. 

Aequ.int  78. 

Abmed  ben  'Abdallah  64. 

Ahmed  byn  'Ali  ben  'Isfi  ii. 

Ahmed  ben  Chalaf  41.  42. 

abü  Abmed  ljt>n  abi't-Huüain  r.  ibn  Kainib. 

abü  Ahmed   al-Husain   bcii  abi'l-liusain 

Ishak   ben   Ibrühim   bcu  Jiii'.id   h.  ihn 

Karuib. 
Ahmed  ben  IsUitk  al-Hanttui  41. 
Abmed  bun  .lü-uf  al-Misri  20. 
abü  Ahmed   lien   Karnib  u.  ibn  Kariiib. 
Ahmed  ben  Muliammeil  38.  72. 
Ahmed  ben  Müsä  ben  Schukii'  18.  24.  25 
Ahmed  ben  'Omar  al-KaräbUi  8.  al-Ka 

ribisi. 
Ahmed  ben  at-'T^ijib  16.  48. 
abü'l-'Alä  15.  86.  39.  48.  60.  73. 
abü'l-'Alä  ben  KaimSb  b.  abü'l-'Alä. 
al-'Alawi  (Emir  von  Baarft)  34. 
Albategnius  s.  al-Battäni. 
Alblrüni  67.  66. 
Albumaaar  a.  abü  Ma' schar. 
AlchabitiuB  47. 
Alcochoden  47. 

Alezander  von  AphrodiaiaA  8.  9.  16.  46. 
Alexander,  der  Uroase,  53. 
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Algwütana  C«. 

AlUdade  «4. 

abä  'AI!  IT.    «.  aaefc  Um  abi 

ab&  'AÜ  'AhdaSUk  bea'Afi  amStmttm 

'Ah  be*  Akaed,  der  Cto^eter  41.  43. 
•AG  be»  AkMtd  «l-'taiKftü  IC.  S9l  73. 

AI!  bea  Abiacd  ab«l-KM»  L  ml-AM2iä. 

AB  ba  Möd  t».  M. 

abö  'AK  al-Houa  bea  li«hi»«wi  t.  ai- 


ab«  'Afi  Jakii&  bca  Gfttib  ■.  al-CkqüM^  ^ 

'Ali  bea  J»k«b  ar-U/^mt»  O.  Ba'albek  4X. 

AB  bca  'U  41.  TS.    '  Btint^sm  .?)  2».  »& 

ab&'AB'iai  beafaUk  beaZv'a  s.ib«  Ob  Badrfa  T«. 

Z«a.  a-  B^*»  »- 

ab&'ABbeBabii:«im«.ibaabiK«ia.  Bau  al-SikM  M. 

AB  bca  al-X«iÜ  t.  ai-Hks^  Bttbw  M. 

AK  bea  Said  4*  al-Bafc«  =  abS 

AK  bca  Sand  al-Bantei  41.  B"**»  Bw— »*■» 

Aiu^cit  ».  ».  Sl.  SS.  SC  4T.  S».  S«.  ***  ■■«»  ««-  «* 

S3l  M.  CT.  T3.  TT.  BaÄ«  8. 

flw  IwIdarbÜ.  Sä.  ca.  *•  al-Baiift  -  al 
il«  al  'A>id  IT.  ^fy»  «^ 

AMkidoraa  i.  Xakidona.  il  fliltiii  S*.  &.  CT.  T&. 

Abbokos  ».  Bstäln  41.  «L  TL 

abd   Amt  ai-Mm^^t  ».  al-Bäwarfi  #_  alw  Jab>  ü-Kisvii: 

abdVAabaa  a»^MMri  ».  Sl>  ««  «T»  »»-fli^*»  »^  »t  ♦*. 

Aadi  S4.  *:-BeaakI  «. 

Äakar  oder  Aakä.  ti.  »*»^-  »ekr   a(-Ta(ian>  ».  »7.  CL 

Jl»t  eäm*Mr«i  SS.  54.  CS.  ■^«**  ^*^  WTäfifW  ha  Zaoc^^  m 
Abo«    AMb&  Aaa    TT.  K*«^  4»-M.  4T.  TC 

4l-Aatfki  II.  «»—»l.  4».  TO.  Tl.  T3l  T8.  B«aeiko  1«. 

AatOBäoa    Caker)  1».  Bcraaid  Sl. 

A|ÜB.  ier  PUziareb  it.  41.  «.  B«bai  aad  Bcth^  i.  al-HiCriwf 

ApotloakM.  der  G«cneter  1*-ML   4».  »i-R»^»;  «^  AibiriaL 

^1    ^.    j-    -.  iiin  fikKUu-  Mani  <.  MatsL  aaea.  >iaaa. 

Afofloai«    ?    der  TImm laa  IT  »-  Bak^tm  ST. 

Apoedcnuta  S3-  Baaeo«f*g«i  .Bau««.    ST.  7» 

Ato«««.  «e  ».  B«i«ü*..  «b«  ä..  Ä 

:c*  »:  A  rfel  S4.  Baidea.  «le.  T4. 

Areiaöui    d.  »Kb    TT.  »i-Biki  »,  a;-H3ia»  *i-En*f. 

ARiiia»e>i&  li  IC  IT-l*.  1».  40.  48.  Bnrf*tiüa  » 

4T.  4».  i 
Acka;  tL. 


4T.  4».  ä»>.  St  5».  T4.  TS.  BB»*«i«ikr  il    TC 


SS.  <^ 

SL  S&.  Ml  T«L  CberaJek  ädaa  Ce. 


^^^^ 

■ 

■ 

^^^^^^^^^^^H 

Cantor,  M.  6.  26.  49.  61.  63.  66. 

67. 

59. 

al-Dschabali  s.  'Abdalbamid.                        ^^^H 

63.  66.  70.  73. 

Ddchab&ri  34.                                                   ^^^| 

Card  an  US  63. 

Dschabhar  24.                                               ^^^H 

Caairi  6.   20.  27.  48.  49.  60.  61. 

62. 

65 

Dschäbir  ben  Korra  al-Harräni  42.             ^^^H 

—76  (jede  Seite). 

Dschäbir  ben  Sinän  al-Harräni  42.                    ^^M 

Cassiopeia  76. 

Dschad!  8.  Dschabäri.                                            ^M 

CentUuqtiium  (daa  dos  PtolemaionJ 

i63. 

68. 

abü  Uscha'far  ben  Abmed  ben'Abdaliair           ^| 

Chafif  41. 

ben  Habascb  s.  ibn  Habosch.                          ^H 

al-Chajjat  81.  64. 

Dscfaa'far  ben  'AI!  ben  Mubaoimed  s.  al-            ^H 

abiVl-Chair  al- Hasan   ben  Sawwär  beh 

Makki.                                                                  H 

Babä  ben  Bihräm  a.  iba  al-Cbamm&r. 

abn  Dchafar  al-Cb&zin  9.  17.  8».  72.                ^M 

ibn  Cbaiaf  al-Marwariidi  41. 

Dscha'f.ir  ben  Muhammed  al-Batch!   a.             ^| 

ibn  Cbaldün  Gl.  66. 

abö  Ma' schar.                                                      ^H 

Cliillid  ben  'Abdulmalik  66. 

Dacbafar  ben  al-Muktafi  s.  ibn  al-Muk-             ^H 

ibn  Challiki'in  3.  64.  73. 

un.                                                      ^M 

ibn  al-Cbammär  16.  48. 

ibn  al-Dachahm  a.  Muhammed  ben  al-      ^^^H 

Choraaän  43.  62.  76. 

Dacbahm.                                                    ^^^^| 

al-ChortUflni  72. 

Dscbaib  «=  Sinns  66.                                    ^^^^M 

Cbristmann ,  J  ,  67. 

al-DscbanJiliI  u.  al-Hajj&nt                             ^^^H 

Ohnraüd  ben  Därschfid  80.  64. 

Dgchannilt)   ben  'Auir  ben  Jübannä  ben           ^^M 

ai-Chuwürazra!  (al  Cbowäre/.nii)   ' 

2«. 

36. 

as-Salt  8.  abü  Zakarijjä.                                    ^H 

37.  38.  39.  62.  63.  69.  70.  71. 

Uachanüb  ben  'Amt  i.  Dscbannün   beu            ^H 

Chwolsohn  3.  72.  75. 

'Amr.                                                                     ^H 

Claudias  (Kaiser)  63. 

DschÄti  8.  Dschab&rl                                             ^M 

Computation  of  retums  71. 

al  DschasB  (Festung)  35.                                        ^H 

Constaotin  (Kaiser)  63. 

al-Dschaubarl  s.  al-'Abb&s  ben  Sa'id.          ^^^H 

Coresh  (?)  69. 

al-dscbebr  wa'1-mukabala  60.  70.                 ^^^H 

Cramadjya  66. 

Dschüdar                                                          ^^^H 

Curtee,  M.,  68. 

^^^H 

D. 

Electionea  =  Tagewäblerei  63.   61.  73.            ^M 

Dabik  42. 

Emesa  64.                                                         ^H 

Dähir  24. 

EnestrCm  (Bibl.  niath.)  57.                          ^^^M 

Damascenischen,  die  (Tafebi)  29. 

63. 

EudemoB                                                        ^^^^H 

ad-Dandänl  86. 

Eudoxos  60.                                                    ^^^1 

Dänik  26. 

Eukleides    12.    1.3.   16-17.   18.  21.  22.            H 

abö  Däüd  66. 

26.  26.  38.  4U.  4t.  43.  45.  48.  49.  50.             ^M 

Dee,  Jobn  49. 

64.  68.  69.  60.  63.  71.  72.  73.                            ^H 

Dekane,  die  22.  23.  66. 

Eutokios  18.  1».  20.  52.                                        ^M 

Delambre  68.  61.  73. 

^H 

ad-Dihdk  22. 

^fl 

ad-Dimiachkl  8.  16. 

Fabriciua                                                       ^^^^M 

Üiopbaotos  22.  39.  43.  66. 

Facies                                                               ^^^^| 

Directiones  27.  40.  61. 

abü'1-Fadl  'Abdalbamid   ben  Wasi'  ben           ^H 

Domitianus  (Kaiser)  19.  62. 

Turk  al-Chuttali  s.  'Abdalbamid.             ^^^M 

])orn,  B.  6.  46.  47.  61.  64.  65.  66.  67 

.69. 

76. 

abul-FadI  al-Hajj.ln!  s.  al-Hajjäni.              ^^^H 

üorotheoa  21.  63.  61. 

al-Fiidl   ben   Muhammed  ben  'Abdalha-            ^^M 

Dreitheilung  des  Winkels  26. 

mld  ben  Turk  ben  Wftsi'  a.  ab«  Bana.           ^H 

Abb.  xar  netob.  der  Mattaom.  YI. 

■ 

■ 

^H 
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al-Fadl  ben  Ntibacht  8.  abfl  Sahl  al- 

Fadl  ben  Nübacht. 
Fäl,  der,  od.  das  Fälstechen  11.  46.  62. 
Fal&h  77. 

abü'l-Faradsch  Kadäma  benDscha'&r  8. 
abfl'l-Faradscb  Muhammed  ben  Isb&fc  s. 
*  Muhammed  ben  Ishäk. 
Farastün  67. 
al-Fargän!  84.  67. 
Farr&8  ben  al-Hasan  al-Harrän!  42. 
al-Fazär!  27.  41.  61.  75. 
Fercb&n  27. 

Figur,  die  länglich-runde,  24. 
Figura  gector  (a.  secans)  69. 
Fihrist,    A.   =   Fihrist,    Anmerkungen 

(2.  Bd.)  46.  48.  61.  64.  66.  66.  67.  68. 

69.  61.  62.  64.  66.  66.  69.  72.  76.  76. 
Florilegium  64. 
Flagel.  A.  8.  Fibriat.  A. 
Flfigel,   Gnat.   8.  6.   10.   12.  13.  27.  34. 

46.  47.  48.  61.  62.  63.  66.  67.  68.  61. 62. 

66.  67.  70.  74.  76.  77. 
Fundn^  a.  al-Beihakt. 

Q. 

(Salenos  7.  9.  24.  26.  48.  47.  57.  76. 

Gartz  49. 

Gnomon  27.  30. 

Gobär  (Ziflfem)  65.  70. 

Goliua  67. 

GuUm  Znhal  40.  74. 


ibn  Habasch  80.  64. 

Habasch  ben  'Abdallah  al-Merwazt  29 

—80.  30.  63. 
Hadrian  (Kaiser)  19. 
HädschS  Chalfa  3.  6.  46.  46.  48.  49.  60. 

61.  62.  53.  66.  67.  68.  69.  61.  62.  66. 

66.  67.  68.  69.  70.  71   73.  74.  76.  76.  77. 
H&fitzi  Diwan  46.    ' 
abü  Hafs  'Omar  ben  Hafa  a.  'Omar  ben 

al-Farruchän. 
H&jä  28. 
al-Hajjänt  86. 
HaUey  51. 

Hamdnll&h  i  Kazwtn!  76. 
Hammer-Purgstall  3.  60. 


al-Han&!  s.  al-Hajjänt. 

Hankel  3. 

al-haräfftt  36.  68. 

al-Haraw!  b.  al-Harün!. 

Härit,  der  Aatiolog,  84.  67. 

Hariin  35.  37.  41. 

Härün  ar- Raschid,  der  Cfaalife,  18.   28. 

67.  64. 
Bärüniache,  die  (üebersetsong)  16. 
al-Harän!  86.  68. 
abü'l-Hasan'Alt  ben  al-A'rfibt  s.  ibn  al- 

A'rftb!. 
abfl'l-Hasan'Al!  ben  abri-Käsim  85.  68. 
abfl'l-Hasan  'Alt  ben  al-MiMiri   s.  al- 

Missist. 
al-^asan  ben  al-Chaatb  81.  64. 
abfl'l-Hasan  ben  al-Farät  35. 
abfl'l  Haaan  al-Harränt  2«.  59. 

al-Hasan  ben  Ibrähtm  s.  al-Abahh. 

.   *  * 

abfl'l-Haaan  Muhammed  ben  'Isä  a.  ibn 

abl  'Abbäd. 
Hasan  ben  Mflaä  ben  Schäkir  S4. 
abfl'l-Hasan  ben  abi  Räfi'  s.  ibn  abt  B&fi'. 
al-Hasan  ben  as-Sabbäh  81.  66. 
al-Hasan  ben  Sahl  s.  al-Hasan  ben  Sahl 

ben  Kübacht. 
al-Hasan  ben  Sahl  ben  Nflbacht  28.  80. 

34.  64.  77. 
abfl'l-Hasan  ben  Sinän  ben  T&bit  86. 
abfl'l-Hasan  Täbit  ben  Eurra   s.  Täbit 

ben  Eurra. 
al-Hasan  ben  'Ubaidalläh  ben  Solaimän 

benWahb  s.  abü  Muhammed  al-Hasan. 
al-hazarät  (Tafeln)  32.  66. 
Heiberg  49.  50. 
Heraclius  s.  Herkal. 
Herakles  s.  Herkal. 
Herat  68. 

Herkal  23.  42.  66.  75. 
Hermes  19.  51.  65. 
Hermes  Trismegistos  s.  Hermes. 
Heron  16.  22.  42.  54.  76. 
al-Hidscb&dsch  ben  Jflauf  ben  Matar  9. 

16.  20. 
abfl  Hg&n  20. 

Hiläl  ben  abt  Hil&l  al-Himst  18. 
HipparchoB  19.  22.  39.  64.  66.  66. 
9ira  76. 
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Hiaäb  ad-daur  71. 
Horizontkreiae  6ö.  68. 
Horoskop  40.   52.  57.  62. 
Uuiiain  ben  Ishilk  8.  9.  20.  43.  76. 
abiVi-Husain  'Abdarrahmiin   ben  'Ouiiir 
s.  as-Süfi.  » 

id-Husain  al-Büki  42. 
abü'l-Uusain  beu  Karaib  26.  60. 
abii  Husään  20. 
Hylech  47. 
Hypsiklea  13.  17.  18.  49.  51.  76. 

I. 

'Ibäd  76. 

al-'lbädi  s.  Hiinaiu  ben  hbä^. 

Ibrahim  ben  Habib  s.  ul-Fazäri. 

Ibrfihtm  ben  Muliammed  aUFazflri  61. 

Ibräbim  UH-Subbäli  31. 

lbi-&him  ben  as-Salt  8.  20. 

Ibrahim    ben    Siuftn    ben   Täbit  2ß.  69. 

60,  78. 
'lim  al-faläha  77. 
'lim  hisüb  el-taht  we  el-meil  70. 
Indische  Rechnungaweise  ;h7.  38.  41.  09. 
ul-intiixifilt  Ü6,  68. 
al-intihä'üt  66. 
'hälif.  39.  48.  60. 
'laä,  ben  Jahjä  43. 
'luii  ben  üsajjid  an-Nasrän!  26. 
Infah^  =  kpafaan  38. 
abühhAk  Ibrähtm  ben  Habib  a.al-Fazäri. 
abü    lahä^    b.   Ibiähim    ben    Siofin    beu 

Täbit. 
lühük  ben  Hunain   16.  20.  43. 
lsm.i'il  ben  Muhammed  8.  al-Chajjüt. 
al-lBtachr!  88.  72. 


Jahjä  ben  'Ad!  8.  9.  10.  15. 

abü  Jahjä  ben  al-Batrik  27. 

Jahjä  ben  Chälid  (ben  Barmak)  20.  31.  64. 

Jahjä,    der   Grammatiker    ».    Johannes 

Phitopouos. 
Jahjä  ben  abi  Mansiir  '29.  63. 
Abu  Jah^jä  al-Mäwardi  39.  78. 
abü  Jahjä  al-Merwazi  15.  39.  48. 
abü  Ja'küb  Ishäk  42. 
Ja'küb  ben  Mnhammed  g.  abü  Ji'iBuf  al- 

Miesisi. 


ibn  ab!  Ja'küb  an-Nadim  s.  Muhammed 

bou  Ishi'ik. 
Ja'küb  ben  Türik  33.  66. 
Ja'küb!  61. 

Johannes  Philopono«  8.  10. 
Johannes  der  Priester  s.  Jühaiinä  al-Kass. 
Jühaunä  ben  Jüsuf  ben  al-Hürit  ben  al 

Batrik  s.  Jühannü  al-Kass. 
Jnhannä  al-Kasa  17.  38.  72. 
abü  Jüsuf  Ja'küb  ben    Mohammed   ar- 

Bali  17.  87.  71. 
abü  Jüsuf  al-MisHisi  87.  71. 
abü   Jüsuf  ar-Rilzi  s.   abü  Jüsuf  Ja'küb' 

ben  Muliammed  ar-iläzi. 


K&ft  fl'l-his&b  70. 

Kallla  wa  Diiuna  77. 

Kalwadä  75. 

al-Eatwadäui  41.  76. 

abü  Kflmil  37.  38.  39.  09.  70.  77. 

Kankah  23.  28.  56.  57. 

Känön  al-masir  21. 

al-Karubi8i  16.  88.  71. 

Karastün  s.  Farastün. 

al-Karcbi  70. 

Kardadschät  al-dschaib  66. 

al-Kärimihtar  31.  64. 

ibn  Kam!b  8.  15.  26.  48. 

abü'l-Käsim  '  AbilallAh    beu   Amädsebür 

8.  ibn  Amädschür. 
abü'l-Eäsim  'Abdallah  ben  al-Hasan  s. 

Guläm  Zuhal. 
abü'l'KüBim  al-Antäki  8.  al-Antäki. 
al-Kfisim  ben  Mnhammed  68. 
Kaarän  75. 
al-Easräni  41.  75. 
Katastülus  41. 
Katkah  b.  Kankah. 
al-kattÄ'  (Figur,  Satz)  26.  67. 
Kegelschnitte  (Buch  der)  18.  84. 
Kibla  66.  68. 
al-kijäs  (die  Methode)  78. 
al-Kindi  10—15.   17.  20.  21.  31.  .32.  46. 

47.  48.  49.  61.  63. 

Kit&b  al-buidän  61.  

Kitwan  8.  Kitwar. 
Kitwar  23.  56. 
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toamroth  60. 

Eonon  50. 

Küfo  34. 

ibn  al-Kafti  (auch   Kifti)   3.  6.  46.  48. 

49.  63.  64.  66.  66.  68.  69.  61.  62.  63. 

64.  67.  68.  70.  73.  75.  76.  78. 
Eüh  40. 
al-Eüht  40.  74. 
ibn  ab!  Eorra  84.  67. 
Eurra  ben  Eomttä  alHarr&nt  42. 
Eiut&  ben  Ld!^  7.  8.  48.  64.  76. 
ibn  Eataiba  3. 
Eottäka  67. 

I.. 

Liber  anoe  s.  anoe. 

Liber  angmenti  et  diminutionis  70. 

Libri  70.  77. 

Lionville  (Journal  mathem.)  71. 

Loose,  die  62. 

Loostage  61. 

Loosbücher  62.  66. 

M. 
al-Mäh&nt  16.  25.  68. 
Mail  (meil,  mll)  70.  71.  72. 
MakidoTOB  9. 
al-Makki  88.  72. 
al-mamarr&t  66. 
al-M&mün(d.  Chalife)  18.  27.  29.  30.  41. 

62.  58.  61.  63.  64.  67. 
Mämünische  Tafeln  29.  63. 
—  —  Uebersetzung  16. 
Mankah  57. 
al-Mansür  (d.  Chalife)  27.  61. 

(Emir,  d.  Fatimide)  76. 

Martin,  Th.  H.  54. 

Mfi-8chä-alläh  27—28.  31.  61. 

abü  Ma' schar  23. 30. 31—83. 34. 61. 64. 65. 

Mattä  ben  Jönus  8.  9.  16.  48. 

Mazäba  23. 

Medialen,  die  29. 

Menelaos  19.  52.  67.  58. 

Merw  65. 

al-Merw  ar-Kuzt  s. '  Omar  ben  Muhammed 

al-Marwarüdi. 
Messalah  od.  Messahalach  61. 
Methnewi  carmen  46. 
M!sch&  8.  Mä-Bcbä-aUfib. 


al-Missist  84. 

Mondstationen  (heliacher  Untergang  ders.) 

SO.  82.  77. 
Morin  61. 
MoBul  39. 

Mnbattah  (ein  Aetrolab.)  27. 
al-Mudschtabä  8.  al-Antfiki. 
Mflller,  Aug.  3. 
Muhammed  88.  71. 
abü  Muhammed  84. 
abü  Muhammed 'Abdalhamid  ben  Wäsf 

B.  'Abdalhamid. 
Muhammed   ben  'Abdall&h    ben  'Omar 

ben  al-Bä^är  8.  ibn  al-B&zj&r. 
Muhammed  ben  'Abdallah  ben    Sam'&n 

8.  ibn  Sam'än. 
Muhammed  Bagdadinus  49 
Muhammed  ben  Chalaf  41.  42. 
Muhammed  ben  al-DBchahm  30.  33. 
Muhammed  al-Faz&r!  66. 
abü  Muhammed  al-Haaan  26.  60. 
Muhammed  ben  al-Haaan  ben  Ach!  Hi- 

8chäm  asch-Schatawi  s.  abü  'Abdall&h. 
Mohammed  ben  al-Husain  68. 
Muhammed   ben  Jabj&    ben   Aktam    b. 

Mohammed. 
Muhammed  ben  'Isä  g.  ibn  abi  'Abbäd. 
Muhammed  ben  leb&k  3.  8. 
Muhammed  ben  Eattr  al-Farg&nl  s.  al- 

Farg&nt. 
Muhammed  ben  Lnrra  (auch  Ludda)  38. 
Muhammed  ben  Muhammed  ben  Jahjä 

ben  Isma'tl  ben  al-' Abb&s  B.abü'l-Wafä. 
Mohammed  ben  Mü8&  al-Chuwärazmi  s. 

al-Chuwärazmi. 
Muhammed  ben  Müsä  ben  Schäkir  24. 

26.  57.  58. 
Muhammed  ben  NädBchija  b.  ibn  Näd- 

Bch^a. 
Muhammed  ben  'Omar  ben  Hafa  ben  al- 

Farrucbän  at-Tabari  a.  abü  Bekr. 
Muhammed  ben  as-Sabb&h  31. 
Muhammed  ben  Scbaddäd  al-Baladi  41. 
ihn  al-Muktaft  30.  36.  64. 
MuritoB  (od.  MuriBtos)  23.  42.  55.  76. 
Müsä  (ben  Sch&kirs)  Söhne  18.  24—26. 

42.  57.  75. 
al-Musta'in  32. 


^^^^^ 

■ 

^^^^^^^^^^B 

al-Mu'tadid  (d.  Chalife)  16.  24.  26. 

36.67.      Planetenbezirke  2S.  23.  65.                    ^^( 

Mutahhar  (ben  Ahmed  ben  Müg&) 

24. 

Planisphaeriom(dag  d.  Ptolemaioa)  22.  52.       ■ 

al-Mntawakkil  (d.  Chalife)  64.  66. 

67. 

Piaton  7.  10.  11.                                            H 

Muwaffak  (d.  Chalife)  34.  67. 

Pliniua  63.                                                   ^^^H 

Myrto«  (Myriatoa)  g.  Mnritos. 

Foriamen  17.  49.  50                                 J^^^| 
Porphyrios  8.  ».  46.                                ^^^^| 

N. 

Poaitionakreiae  46.                                   ^^^H 

ihn  Nädachija  3«.  68 

Profectionea  40.  61.  66.                            ^^H 

ihn  Nadschijja  42. 

Protection  (d.  Strahlen)  12.  27.  33.  46.  74.         ■ 

ihn  Nädachim  a.  ibn  N&dachija. 

Frokloa  Diadochoa  0.  46.  49.  68.                    ■ 

ihn  Nägftr  b.  ibn  BflgÄn. 

Promisaor  61.                                                      ^M 

Nahak  24.  57. 

Proportionale,  zwei  mittlere,  12.  25.             ^H 

an-Nabma^än  (d.  Buch)  28. 

Ptolemaioa   13.  1»— 20.  21.  22.  27.  36.       V 

ibn  Nähya  s.  ibn  Nädachija. 
Nairiz  67. 

41.  47.  62.  55.  58.  59.  60.  76.                        M 
Pythagoras  7.                                           ^^^H 

an-Nairizi  16.  20.  85.  67. 

^^B 

an-Naaawi  71. 

Quadripartitum  (des  Ptolemaioa)  SO.  37.  ^^^| 

Naair  ed-Din  62. 

^^H 

abü  NB«r  Muhammed   ben  'Abdullah  s. 

Quatrem^re  3.                                           ^^^^| 

al-Ealwadäni. 

•^^^^M 

Nativität  62. 

^^B 

Naukratea  16. 

abü  Babf  a.  ibn  Bagan.                           ^^H 

NawawS  3. 

ar-Rabi*  ben  Farrfla  al-Harrani  41.           ^^^B 

Naxatra  (Mondatationen)  77. 

abiVr-Rabi'  Hamid  ben  'Ali  42.                       H 

Nasif  16.  17. 

Radiationen,  die  46.                                         ^H 

Nebnkadnezar  28. 

Radschah  a.  Rahah.                                     ^^H 

Nenplatoniker  61. 

ibn  abi  Rafi    84.                                      ^^H 

Nikomachoa  t.  Gerasa  22.  76. 

RAhah                                                          ^^H 

an-Nimüdär  (d.  Buch)  23.  28.  67. 

ibn  Rabiwaih  al-Ardach&ni  17.                 ^^^| 

Nisabür  39. 

Boj  43.                                                         ^^H 

Nil,  L.  67. 

Rakka  35.                                                    ^^H 

Nüachirwän  (d.  Gerechte)  76. 

ar-Randant  e.  ad-Dandänt.                                ^H 
abll  Rauh  8.                                              ^^H 

O. 

ibn  Banh,  der  .Sabier  88.  72.                     ^^H 

*  Omar  Alkhayyanii  (L'algöbre  de)  68. 

74. 

ar-Razi  a.  1)  abü  Bekr  Muhammed  ben          ^H 

'Omar  ben  al-Farruchän  20.  21.  27. 

61. 

Zakarijja,    2)   abü   Jüauf  Ja'küb    beu           ^M 

'Omar    ben    Muhammed    al-Marwarüdi 

Muhammed.                                                        ^^ 

31.  65. 

Regula  al-chatain  (chat&'ain)  70.               ^^H 

abn  'Otni4n  s.  Sahl  ben  Biachr. 

Regula  interaectionis  69.                             ^^^H 
Regula  aex  qnantitatum  59.                              ^B 

P. 

Reinand  3.  6.  67.  63.  65.  66.  68.                        H 

PappoB  22.  61.  53.  64. 

Bfidiger,  Job.  3.                                                      H 

Pauly  63. 

Roien  71.                                                             H 

Pendname  i  Bnzurdachmihr  76. 

^^1 

ntVTtizcvxo^  21. 

Sa'atoa  23.  56.                                               ^^H 

l'haraonen,  die  35. 

a«-Sabbah,  seine  Söhne  81.  64.  65.            ^^M 

Philippoa  (König)  68. 

Sabier  26.  26.  27.  36.  72.  76.                       fl^| 
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de  Sacy  3. 

Saflha    (pl.   Safö'ih)  —  Tabula   rogio- 

nnm  72. 
abü  Sahl  al-Fadl  ben  Nübacht   28.  62. 
Sahl  ben  Bischr  28—29.  30.  62. 
abü  Sahl  Widacban  ben  Bugtam  8.  al- 

Etibl. 
abü  Sa'td  40. 
abü  Sa'td  al-Hasan  ben  Ahmed  ben  Ja- 

«td  B.  al-Iatachri. 
af-Saidan&nt  86.  63.  68. 
Saif  ad-Danla  41.  42. 
as-Saimarl  e.  abfl'l-'Anbas. 
abü's-Sakr  al-Eabts!  16. 
ibn  Sal&m  41. 
Salemann  76. 
Salm  (od.  Salam)  20. 
SalmasiuB  65.  66. 
ibn  Sam'ftn  S4. 
Samara  ben  Dschindab  27. 
SajidBchahl  2i.  67. 
Schädiküh  40. 
al-Schfih  (Tafeln)  63. 
asch-Schaibänt  b.  ibn  al-A'räbi. 
aBch-Schamäsijja  (Thor  t.  Bagdad)  29. 
asch-Schatawl  s.  abü  'Abdallah. 

Scheiben  (dcB  Astrolab.)  39.  72. 

SchndBchä'  ben  ....  41. 

Schndschä'  ben  Aslam  ben  Mahammed 
ben  Schndschä'  b.  abü  E&mil. 

SchnkowBki  76. 

S^dillot  58.  61.  65.  66.  72. 

Sexagesimaltafeln  73. 

SidoniuB  a.  Dorotheos. 

Significationes  28.  47. 

Significator  47.  61. 

ibn  Simawaih  38.  66. 

Simmeadis  (?)  60. 

Simplikios  21.  53. 

Sinän  ben  Dsch&bir  al-Harräni  42. 

Sin&n  ben  al-Fath  37.  70. 

Sin&n  ben  T&bit  26.  69. 

Sind  ben 'Ali,  der  Jude,  17.  24.  25.  29. 
30.  62.  63.  64.  65. 

Sind-Hind  (Sindhind)  29.  .18.  35.  66.  68. 

Sindbindische  Tafeln  63. 

Sinus  33. 

SinuB  rectnB  66. 


de  Slane  61.  66. 

Sokrates  86. 

SphMre  (des  Autolykos)  21. 

Spbaeiik  (des  MenelaoB)  19.  68. 

Sphaerik  (des  Theodosios)  21. 

Steinschneider,  M.  8.  6.  49.  60.  65.  67. 

68.  69.  64.  67.  72.  74.  77.  78. 
eroixeta  16. 

Sufah  8.  ^okah. 
as-Süf!  40.  74. 
Suidas  46. 
Snkah  84. 
SyroB  80. 

T. 

at-Tabarl  s.  abü  Bekr. 
Tabarist&n  40. 

Tftbit  ben  Knrra  8.  10.   16.   16.   17.  18. 
19.  20.  22.  25—26.  40.  42.  62.  67.  58. 

69.  67.  74.  77. 
at-tacht  70. 

Tahir  ben  al-Husain  al-A'war  28. 
at-tabt  87.  40.  41.  70. 

abü't-TiÜJib  B-  ^"^^  ^^  '^li-  ' 

Tfttich  i  Gnrida  76. 

Tärich  al-Hukamä  6. 

tasähnl  77. 

Tatatha  70. 

at-Tebr!zt  a.  an-NairizS. 

Termea,  les,  66. 

Termini,  die  66. 

Teokros  65. 

Thadinoa  22.  55. 

Thaies  7. 

Themiatios  8.  9. 

Theodosios  21.  63.  76. 

Theon  t.  Alexandria  21.  63. 

Theon,derPlatoniker(T.Smyma)7.10.46. 

TheophraatoB  9. 

Theophroditoa  10.  46. 

Tiberius  (Kaiser)  66. 

Tinkaloa  (od.  Tinklos)  22.  55. 

Tinkaros  (od.  Tinkros)  22.  56. 

Tortolini  (Annali  da)  57. 

Trajan  (Kaiser)  62. 

Trepidation  der  Fixsterne  74.  77. 

Triplicitas  68. 

Tschaghminy  69. 
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u. 

ibn'Ubaidall&h  ben  Sulaim&n  ben  Wahb 

8.  abfl  Mohammed  al-Uasan. 
ibn  ab!  'Ubbftb  s.  ibn  ab!  'Abb&d. 
Ueberweg  76. 
ülflg  Beg  od.  Olong-Beg  (Prolägom.  anx 

tables  de)  61.  65. 
Untergang,  heiischer,  der  Mondstationen 

30.  82.  77. 
ibn  ab!  üsaibi'a  8.  48. 
'ütärid  ben  Muhammed  88.  66. 
abü'ütmänad-Dimigch^  8.  ad-Dimiech^i. 
abü  'Utmän  Sahl  ben  Bischr  ben  H&n! 

8.  Sahl  ben  Bischr. 


V. 


Valens  (Vettios)  21. 
Vullers  46.  67. 


63.  64.  76. 


W. 

abfi'l-Wafä  17.  22.  89—40.  48.  54.  66. 

60.  63.  73. 
Wahrmund  47,  71. 
al-wasäja  (Erbtheilung)  69.  70. 
Wftsit  82. 

al-Wätik  (d.  Chalife)  64.  67. 
Wenrich  6.  6.  46.  49.  60.  61.  62.  63.  64. 

66.  67.  76. 


Woepke  8.    16.   30.  36.  46.  49.   51.   64. 

68.  60.  68.  64.  70.  71.  72.  78.  74.  76. 

77.  78. 
Wolf,  E.  78. 
Wfistenfeld  6.  6.  48.  66.  67.  69.  76.  77. 


Yusnf  ben  Gorion  Tsraili  al-Harün!  68. 

Z. 

az-Zabradsch  (?)  21.  66. 

az-Zafan!  (?)  22.  54.  66.  66. 

abd  Zaid  s.  Hanain  ben  Ishä^. 

abü  Zaid  al-Balchl  9. 

az-Z^&t  86. 

zatrdja  8.  das  folg. 

az-zairdsch&t  (d.  Bnch)  32.  66. 

abü  Zakarijjä  86. 

abü  ZakarijjA  Jahj&  ben  'Ad!  s.  Jahjä 

ben  'Adt 
Zänik  8.  D&niV. 
Zankal  24. 
az-Zar^U  72. 

Zar^&lische  Astrolabium,  das,  72. 
Zedier  63. 

Zirkel,  der  vollkommene,  40. 
ibn  Znifa  16.  48. 


HISTORISCH-ASTRONOMISCHE  FRAGMENTE 


AUS   DER 


ORIENTALISCHEN    LITEEATÜR 


VON 


ARMIN  WITTSTEIN. 


(Türkische  SprflchwOrter.) 

Wer  fast  zwei  Jahrzehnte  hindurch  einer  wissenschaftlicheu  Materie 
nicht  hios  ein  oberüiichliches  Interesse  bewahrt  hat,  sondern  wilhreni 
eines  solchen  Zeitraumes  bemüht  gewesen  ist,  ihren  Entwickelungsphase: 
im  Einzelnen  mit  Aufmerksamkeit  und,  soweit  es  seine  sonstige  Beschafti- 
gnng  erlaubte,  auch  in  voller  Hingebung  zu  folgen,  dem  kann  es  gar  zu 
leicht  begegnen,  dass  er  sich  dazu  verleiten  Itlsst,  die  Rolle  des  Beschauers, 
vor  dessen  Augen  sich  das  Werdende  allmälig  vollzieht,  mit  der  des  tiBrdemd 
in  die  Gestaltung  Eingreifenden  vertauschen  oder,  nach  einem  alten  schönen 
Gleichnisse,  selbst  Steine  zum  Baue  lierbeitragen  zu  wollen,  die  dann,  so 
hofft  er  zuversichtlich,  die  Rauleute  nicht  verwerfen  werden.  Es  ist  ein, 
ttber  wirklich  inniges  Vertrantsein  mit  Gegenständen  langjährigen  Stadiums 
oft  tänschendes  Gefühl,  unter  dessen  beherrschendem  Einflüsse  der  gewagte 
Schritt  geschieht. 

Kaum  darf  ich  es  erst  aussprechen,  dass  auch  ich  einige  Male  der 
Macht  dieses  Impulses  ans  Schwäche  nicht  widerstehen  konnte.  Kleine, 
und  wohl  auch  unbedeutende  Arbeiten  sind  es  gewesen,  die  ich  seither  auf 
dem  Gebiete  historisch-astronomischer  Forschung  veröffentlicht  habe.  Wie 
das  gelehrte  Publicum  darüber  geui-theilt  hat,  muss  ich  dahingestellt  sein 
lassen;  denn  aus  referirenden,  des  kritischen  Colorits  (vielleicht  aus  Nach- 
sicht?) ermangelnden  Anzeigen  hält  es  schwer,  Antwort  hierauf  zu  geben. 

Was  ich  zu  meiner  Entschuldigung  sagen  kann,  dass  ich  aufs  Neue 
(aber  wohl  zum  letzten  Male!)  der  Stimme  des  Versuchers  nicht  mein  Ohr 
verschlossen,  das  wollte  ich  dui'ch  die  erste  —  „In  flacher  Gegend  dünkt 
sich  schon  ein  kleiner  Hügel  als  Berg"  —  der  beiden  osmaniachen  Sen- 
tenzen an  der  Spitze  der  einleitenden  Worte  zu  diesen  Mittheitangen  aus- 
drücken; die  zweite  —  „Wer  die  Rose  will,  muss  auch  die  Domen  wollen" 
—  wird  für  alle  Diejenigen  keines  Commentars  zu  ihrer  Anführung  bedürfen, 
die  jemals  in  der  Lage  waren,  über  erfreuliche  und  besonders  aufmanterade 
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Erfolge  ihrerseits  za  berichten,  und  zugleich  wünschten,  sich  dieser  ange 
nehmen  Aufgabe  in  knappster,  Jedoch  nicht  niisszuverstehender  Form  zu 
entledigen. 

Dass  ich  durch  die  etwas  ungebräuchliche  Art  der  sprachlichen  Ein- 
Icleidung  von  Rechtfertigungs-Versuch  und  Resignation  zu  sehr  aus  der 
Gewohnheit  trockenem  Geleise  heraus-  und  in's  Exotische  hineingerathen 
bin,  werden  wahrscheinlich  Manche  tadeln.  Mögen  sie  es  immerhin  ibou! 
—  Freilich,  Entgegnung  auf  eine  Kritik  in  diesem  Punkte  würde  man 
von  mir  schwerlich  erwarten  dürfen. 


U 


„Der  älteste  uns  bekannte  Erdglobus  scheint  der  zu  seyn,  den  Rogei 
König  von  SicUien,  im  12.  Jahrhundert  verfertigen  liess,  und  der  sich  vor- 
züglich durch  den  Werth  des  dazu  verwandten  Metalls  auszeichnete,  indem 
er  400  Pfund  Silber  gewogen  haben  soll.  Das  Andenken  an  diesen  Globus 
würde  schwerlich  bis  auf  unsere  Zeiten  gekommen  seyn,  hätte  nicht  Edrisi, 
der  berühmteste  Geograph  der  damahligen  Zeit,  eine  besondere  Erklärung 
desselben  unter  dem  Titel:  Nosthatol  mostac  (Vergnügen  des  Gemüths) 
geschrieben.'")  — 


1)  Monatliche  Correspondenz  zur  Beförderung  der  Erd-  und  Hirn- 
melaknnde,  herausgegeben  vom  Freyherrn  F.  von  Zach.  Dreyzehnter  Band.  Gotha, 
1806;  8°.  S.  157  bis  168. —  Aus  demselben  Bande  lasse  ich  hier  noch  die  Anmerkung  auf 
S.  294,  die  ich,  des  dort  angeführten  Buches  wegen,  nicht  gern  nnterdrOcken  möchte, 
folgen:  „Curiositez  inonyes  snr  la  scnlptare  talismaniqiie  des  Persans.  Ho- 
Toscope  des  patriarches,  et  jecture  des  ästoiiles,  par  .1.  Gaffard.  Rouen,  16S1 
in  12^  Es  sind  am  Ende  zwey  chaldäiscbe  Flanispbäria  nach  dem  Rabiner  Chomer 
angehängt,  in  welchen  die  Sternbilder  durch  Buchstaben,  welche  er  das  himm- 
lische hebräische  Alphabet  nennt,  vorgestellt  sind.  Diese  Charaktere  sind  von 
jenen  etwas  verschieden,  welche  der  Schotte  Bonaventura  Hepbnrnua  in 
Kupfer  stechen  liess,  und  die  Duret  in  seiner  Histoire  des  langnes  aufge- 
nommen bat.  Der  Oberst  Valancey  (erzählt  La  Lande  in  seiner  Bibliographie) 
versichert,  dass  die  Irischen  Namen  der  Sternbilder  die  orientalischen  oder  hebrä- 
ischen wären,  so  behauptet  er,  dass  das  hebräische  Wort  Kesil  den  nOrdlichen 
Drachen  bedeute,  asch  (vielleicht  nach  Beigel  nasch)  den  kleinen  Bär,  kimah  den 
Orion  u.  s.  w."  —  Dagegen  wäre  zu  erinnern,  dass  unter  vi9  'a&  wohl  die  uijLwJ 
(jSjijJI  benSt  an-n'a£  (Töchter  der  Bahre,  oder  die  zur  Bahre  Gehörigen,  nach 
Analogie  von'  |^«^l  ^\^  Töchter  der  Erde,  fSr  Quellen;  ftysfKjJi  Ät  Matter  dei 
Gestirne,  für  Milchstrasse  etc.)  der  Araber  zn  verstehen  sein  wi-rden,  womit  diese 
schliesslich  die  gesammten  sieben  Haupteteroe  im  grossen  und  kleinen  Bären  be> 
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Auf  Grund  übereinstimmender  Nachrichten,  alten  wie  neuesten')  Da- 
tums, die  ich  bona  fide  hinnahm,  stand  früher  für  mich  fest,  der  älteste' 
Verfertiger  eines  Erdglobus  sei  der  im  3.  Jahrhundert  vor  Christus  lebende 
Mallote  Krates  (^KQÜtrjg  6  MakliÖTtjg)  gewesen;  stets  aber,  d.  h.  so  lange, 
bis  leise  Zweifel  au  deren  Unanfechtbarkeit  in  mir  rege  wurden,  hatte  ich 
versäumt,  selbst  die  Quelle,  aus  der  jene  Nachrichten  alle  geschöpft  sind, 
die  „Geographie"  des  ehrwürdigen  Strabo  (aus  Amasea,  wahrscheinlich 
66  V.  Chr.  geb.  und  24  n.  Chr.  gest.),  darum  zu  befragen.  Als  die  einmal 
erwachte  Skepsis  jedoch  immer  dringlicher  dazu  aui'forderte,  zog  ich  die 
Kram  er 'sehe  Ausgabe  des  Strabo^)  zu  Bath  und  fand  dort  endlich,  nach 
langem  Suchen,  die  Stelle,  die  in  der  Tbat  alles  Misstrauen  beseitigen  muss, 
da  sie  u.  A.  aufs  Unzweideutigste  besagt,  dass  man  sich  nach  der,  die 
Erde  darstellenden  Kugel  des  Krates  richten  müsse,  wenn  man  die 
bewohnte  Welt  getreu  nachbilden  wolle.     Hier  ist  sie: 

Nvi'l  ^v  ovv  iniyiyqäifia^i.iv  in\  Gcpaiotxjjg  inupavtlag  xo  iwqIoi', 
iv  at  q>afi(v  iöova&at  t^v  oiKOV(iivi}v'  nai  dti  xbu  iyyvxaxa  äia  xätv 
2Et^oxjui]i;o)v  otufjiidxfüv  (iinovfitvov  xijv  ilrj^siav  noirfiatna  aipai()av  n^v 
yrjv,  ](tt9äneQ  lifv  Kquitixiiov ,  itiI  Totvrt/ij  änolußovxa  x6  xtxQäTcXiv^v 
ivxbg  xovtov  xt&ivat  xbv  nivmut  xijg  yccayQatpiag.  &kV  inctdij  fieydkrjg 
öü  atpctl^ag,  etc.     (I.  Band,  S.  174.) 

Ganz  leicht  ist  mir  ihre  Entdeckung  nicht  geworden;  denn  das  Inhalts- 
verzeichniss  enthalt  keinen  Hinweis  darauf,  und  ohne  einen  solchen  ist  es, 
bei  Gott!,  manchmal  kein  Spass,  sich  im  Urtext  durch  „der  Vüter  Weise" 
hindurchzuwinden. 


zeichneten.  Vos  keall  aber  ist  Canopna  (a  Ärgns).  Von  rixi^s  ktmah  vermuthet 
man,  da^s  damit  das  Siebeogeiitirn  (die  PIejaden)  gemeint  sei. 

Vielleicht  ist  auch  eine  Mittbeilung  im  14.  Bande  der  angezogenen  Zeitschrift 
für  die  Geechicbte  der  morgentilndiscben  Astronomie  nicht  ganz  wertfalos.  Es 
heisat  dort,  dass  Seetzen  u.  A.  io  Damask  für  daa  orientaliache  Museum  zn  Gotha 
ein  (bandechriftlicbes)  astronomischea  Werk  in  persischer  Sprache  (198  Seiten  in 
k].  Folio)  Ton  ^^^iXi  »A^t^^l  ^  Jk4>^c\^  angekauft  habe;  und  dann  wörtlich: 
„Dietes  prächtige  und  ungemein  schßn  anf  Seidenpapier  geschriebene  Exemplar 
eiacB  seltenen  Werkes  enthält,  ausser  87  MiuiaturgemUilden,  eine  Menge  auffal- 
lender Bphärischer  Zeichnungen,  fremder  Cbaractere  und  niedlicher  Verzierungen 
von  Golde  und  Lasur.  Der  Einband  besteht  aus  rotbem  Eorduan."  —  Eine  Darch- 
aicbt  dieses  Manuscriptcs  könnte  sich  am  Ende  als  lohnend  erweisen. 

8)  Vergl.  z.  B.  Richard  Friedrich,  Materialien  zur  Begriffsbestimmung 
des  orbia  terrarum.  (Abhandlung  zu  dem  Programm  des  Eönigl.  Gymnasiums 
zu  Leipzig  auf  das  Schuljahr  Ostern  1886  bis  Ostern  1887.    Leipzig,  1887;  4°.) 

3)  Strabonis  Geographica  recensoit,  commentario  critico  instruxit 
GnatavuB  Kramer.    Berolini,  MDCCCXLIV— LH.    3  Bände  in  8«. 
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ricH^ 

Ver- 


Wer  sich  nllher  über  des  Krates  Erdkugel  unterrichten  will,  so  nament- 
lich über  das  darauf  zur  Anschauung  gebrachte,  im  Altertbum  sich  häufig 
wiederholende   Bestreben,    die   Erscheinungen    der  Ebbe    und   Flath    d 
entgegengesetzte   Strömungen    (meridioniile    und    äquatoriale)    zu    erkläre: 
dem  möchte  ich  die  yor  einigen  Jahren  erschienene  Schrift  von  R.  Fried r 
über  den  „orbis  terrarum"  (siehe  Anm.  2)  dazu  empfehlen.    Der  Herr  Ver^ 
fasser  bezieht  sich  darin  mehrfach,  als  Gewährsmann,  auf  den  im  5.  Jai 
hundert  n.  Chr.  lebenden  und  als  Commentator  des  Somnium  Scipioni 
von  Cicero  bekannten  Macrobius. 

Zuweilen  soll  an  die  Stelle  des  Wortes  oixovfiivri,  dem  wir  vorbin 
bei  ßtrabo  begegneten,  xöo^og,  also  ganz  unserem  Sprachgebrauch  ent- 
sprechend, getreten  sein.  Mit  dieser  gelegentlichen  Notiz  glaube  ich  eine 
Bemerkung  des  Herausgebers  der  Werke  des  Plato  verbinden  zu  dürfen, 
die  folgendermaassen  lautet:  Vides  autem  mundum  vel  rerum  universitatem 
prouiiscue  variis  appellari  nominibus.  Vocatur  enim  rö  näv.  Porro  dicitor 
6  ovgavög.  Denique  frequentissimum  est  nomen  xoH  xöc^iov,  quod  Plato 
prorsus  idem  esse  evincit  locus  etc.  Quamquam  proprie  illis  temporibi 
Koa^os  appellatum  est  coelura  cum  sideribus,  cuius  appellationis  aac 
fertur  Pjthagoras  fuisse.*) 

Noch  eine  kleine  Abschweifung  vom  Hauptthema  sei  mir  gestattet! 
Haben  beglaubigte  Ueberlieferuugen  uns  gelehrt,  dass  der  Erste,  der  es 
unternahm,  die  bewohnte  Erde  auf  einer  Kugel  zu  entwerfen,  im  Zeitalter 
des  Aristarch  lebte,  so  besitzen  wir  in  dem  Tagebuch  Nearch's,  des 
Admirals  Alexanders  des  Grossen  (324  v.  Chr.  gest.),  eine  ebenso  zavei 
lässige  Urkunde,  dass  das  erste  Pilotenbuch  oder  Schiffsjournal  seh 
im  4.  Jahrhundert  v.  Chr.  von  einem  griechischen  Seemanne  verfi 
worden  ist.  Eine  lichtvoll  und  fesselnd  geschriebene  Derstellung  dieser 
Fahrt  verdanken  wir  in  neuester  Zeit  einer  gelehrten  Abhandlung  des 
Herrn  Tomaschek'"),  der  darin,  an  der  Hand  der  britischen  Adniiralitäts- 
karten  und,  wo  uöthig,  mit  Bezug  auf  Mai'co  Polo,  Ptolemaeus  und  die 
arabischen  Reisenden  und  Geographen*^),  tiefe  Untersuchungen  hierUberj 
insbesondere  über  die  berüchtigte  IchthyophagenkUste,  anstellt. 


des^n 
ver^l 
hoS 

r 

s       I 

i 


4)  Platonis  Opera  Omnia  recensoit  et  commentarüs  initruxit  Godo* 
l'redns  Stallbaum.  Vol.  VII.,  continens  Timaeam  et  Critiam.  Gothae  et 
Erfordiae,  MDCCCXXXVIII;  8°.     Seite  107. 

6)  Wilhelm  Tomascbek,  Topographische  Erläaternng  der  Eüetenfabrt 
Nearch's  vom  Indus  biu  znm  Eaphrat.  (Sitzungsberichte  der  EaiaerL  Akademie 
der  Wissenschaften  in  Wien.  Philosophigch-historische  Classe.  Band  CXXI.) 
Wien,  1890.     Gr.  8». 

6)  Vergl.  Beinaad,  Relation  des  vojages  faita  par  les  Arabes  et  lea  P«rsa 


Ich  nebme  nun  den  entfallenen  Faden  wieder  auf  and  glaube  zontLchst 
getrost  behaupten  zu  können,  dass,  soweit  mein  Wissen  reicht,  Ton 
einem  arabischen  oder  anderen  Erd-  resp.  Himmelsglobus  sichere  Kunde 
erst  wieder  aus  dem  13.  Jahrhundert  auf  uns  gekommen  ist.  Wie  es  um 
eine  derartige  Kunstfertigkeit  über  1400  Jahre  lang  (nilmlich  seit  Krates) 
bestellt  gewesen  sein  mag,  ist  uns  nicht  bekannt;  das  Capitel  von  den 
Globen  anlangend,  lliessen  eben  die  Quellen  sehr  spärlich.  Abgesehen  von 
dem  attributiven  Adjectiv  „Ulteste",  das  uns  jetzt  nicht  mehr  beschäftigt, 
ist  die  vom  Herausgeber  der  ,,Monatl,  Corresp."  geäusserte,  noch  heute, 
nach  8t)  Jahren,  oft  genug  anzutreffende  Meinung  —  nur  dass  sich  jetzt 
Einige  vorsichtiger  ausdrücken  und  schlechthin  von  einem  „silbernen  Globus" 
sprechen  —  auf  ein  Missverstttndniss,  im  doppelten  Sinne,  zuriU'kzuftihrPn. 
Nach  A?-Safadl'),  dem  hier  in  Frage  korauienden  Berichterstatter,  handelt 
es  sich  nämlich  einmal  nicht  um  eine  Erd-,  sondern  um  eine  Himmela- 
kugel  und  eine,  gleichfalls  silberne  Darstellung  der  damals  bekannten  Erde 
in  Scheibenform,  die  Edrlsl  verfertigt  haben  soll;  die  ganze  Nachricht, 
die  sich  fast  nur  um  das  verbrauchte  Silber  dreht,  ist  ziemlich  werthlos, 
aber  doch  so  deutlich,  dass  schliesslicb  nur  eine  Armillarsphäre  übrig 
bleibt,  von  der,  meines  Erachtens,  allein  die  Rede  sein  kann.  So- 
dauu  geschieht  einer  solchen  Erd-  oder  Himmelskugel  in  der,  Mitte  Januar 
1154  vollendeten  „Geographie"  des  Edrlsl^),  dem  Kit&b  nuzhat  al- 
mnstt^k  t\  ihtirük  al-afak  (Belustigung,  durch  die  man  sich  in  dem  in  der 
Weltherumreisen  ergötzt),  die  der  Herausgeber  der  „M.  t'."  ohne  Zweifel 
im  Auge  hatte,  mit  keiner  Sylbe  Erwähnung.  Endlich  passt  der  Titel 
„Vergnügen  des  Gemüths"  mehr  für  ein  zweites  Werk  des  Edrlsl,  das 
dieser  für  Wilhelm  I.,  Nachfolger  und  Sohn  des  Roger  II.,  verfasste,  näm- 
lich für  das  (j~AiJi  XjSjJj  j~j^I  ij^j  >  ^awcl  al-uns  wa  nuzhat  an-nafs 
(Garten  des  vertraulichen  Umganges  und  Ergötzung  der  Seele),  von  dem 
es  nur  heisst,  dass  es  ähnlichen  Inhaltes,  wie  das  vorherige,  sein  soll. 


dana  l'Inde  et  a  la  Chine  dans   le  IX"  si^cle  de  Tire  cbr^tienne.    Pari»,  1845. 
2  Bände  in  12°. 

7)  Biblioteca  arabo-gicula,  raccolta  da  Michele  Amari.  Versione 
itahana.     Torioo  e  Koma,  1881.    Gr.  8°.    Volume  8econdo. 

8)  Description  de  l'Afrique  et  de  rEspagne  par  Edriat.  Texte  arabe 
public  pour  U  premit^re  fois  d'apr^s  les  man.  de  Paria  et  d'Oiford  avec  une  tra- 
daction,  des  notea  et  un  glossaire  par  R.  Dozy  et  de  Goeje.  Leyde,  1866.  Gr.  8°. 

.^_y*.^jOyi    v_«iyJI    <JuJ\j    v_5lJ^I    v^ljÄS^i     ^    wJfbiÄsJI 

{.jjL^fM* tl\  Ulf   SU..»,   y^ji    >*h»;i  %>^.jS^^  o^^   SUjA^   ^    «uL 
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Wie   ich   schon   sagte,   gehören  die  ersten  arabischen  H im roel skngel 
von   denen   wir   genaue  Kenntuiss  besitzen,   dem   13.  Jahrhundert   au. 
sind  deren  zwei,  durchweg  mit  kufischen  SchrLl'tzeichen.    Der  älteste  wurde 
im    Jahre    122Ö    in    Aegypten    von    Kai^ar    für    den    Sultan    M&lek    Adel 
(JjLxJI  JJU!  Al-Malik  al-'Adil),  der  andere,   entweder  1279   oder   128S 
zu    Merägah    (»i'j^  in  iM'-?4)'^f    Aderbeigän,    dem    Lande    der    Iranische 
Türken)   von  Muhammed,   dem  Sohne  des  Muwajid   ad-dln  al-'Ordl.  fcXj^ 
_öju't  j^jJh   verfertigt.     Beide  Globen  sind,  ebenso  wie  die,  durch  dd 
darin  erklärten  Sternbilder  mit  ihnen  im  nahen  Zusammenhange  stehenden 
cjIS  jiiuJI  i^»^.L:!cvc.  'agaibo'-l  mahlükiU  (MirabiHa  Creaturarum)  des  Kaz- 


:4 


wlul   (   J^.ß}\  Oj,fc>\^  ^  Lfj^Sj),    in   der  Neuzeit  von  einigen   Schrift- 
stelleru    ausfuhrlich    behandelt   worden. 


Der  Verfasser   der  „Wunder  der 


Schöpfung",  ein  arabisch  schreibender  Perser,  starb  1283. 

Mit  zwei  kurzen  Auszügen  aus  der  „Beschreibung"  des  Edrlsl,  die' 
wohl  schicklich  hier  eingereiht  werden  können,  gedenke  ich  den  ersten 
Abschnitt  meiner  „Fragmente"  zu  beschliessen.  Dieselben  sollen  einestheils 
/.u  einer  Stelle  im  E.  eriliuternde  Angaben  aus  der  „Geographie"  des  Ptole- 
niaeus  liefern,  anderen  Theils  von  einem  arabischen  Nilpegel  im  Mittelaltej^i 
das  Nöthige  beibringen. 

Im  Anfange  des  ersten  Clima  {^jli  !lll  ikllm,  tö  xA/fta)  ist  nämll 
zu  lesen:   es  gäbe  im  mare  tenebrosnm 


M 


cr*j 


«yljJ'-^U 


u 


zwei  Inseln,  genannt  die  glückseligi 
[die   KanariscbsD   InselnJ,    und    von 
diesen   Inseln    habe    Ptolemaeus 
gefangen,  die  Länge  und  die  Breite 
zu  zählen. 


Abgesehen  davon,  dass  Ptolemaeus  das  Letztere  gewiss  nicht  gethan  hat, 
drückt  sich  unser  arabischer  Auetor  sehr  scharf  aus:  die  Länge  und  IJreite 
zu  erfassen,  wie  die  wörtliche  Uebersetzung  lauten  würde  —  etwa  dem 
entsprechend,  was  wir  unter  Einsetzen  einer  Zirkelspitze  im  Nullpunkt 
verstehen.  Den  Mittelpunkt  der  Erdkarte  des  Ptolemaeus  bildete  be- 
kanntlich die  Insel  Tylos  (7i5Aog,  das  beutige  Bahrein  im  persischen  Meer- 
busen); in  ihm  kreuzten  sich  der  mittlere  Parallelkreis,  nämlich  der  Wende- 
kreis des  Krebses,  und  der  mittlere  Meridian,  der  vom  Ersten  90**  entfernt 


^ 


9)  Wieder  die  EigenihOmlichkeit  der  arabischen  Sprache,  den  plur.  fr.  als 
SiugTilar  generis  feminini  za  betrachten,  die  bei  astronomischen  Bezeichnungen 
schon  Irrthümer  veranlasst  bat 
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ist.     Welche  Ansdebnung  er  seiner  Karte  nach  Osten  und  Westen  hin  gab, 
mögen  im  Folgenden  seine  eigenen  Worte  erklären:'") 

,4)ahingegen   bestimmt  die  5st- 


IJäXiv  Si  Kul  tÖ  (liv  avarohxov 
nigag  tijs  iyvaOfiivijg  y-^j  ög/fft  fnatifi.- 
ßQivos  6  yQa(p6iisvog  äut  tiiv  t&v  üiväti' 
lir}XQon6l((og,  uni^av  xoü  ätä  'Ake^av- 
dqclag  yQa(pofiivov  n^hg  ävarolag  inl 
xov  lariiieQtvoH  (toCgag  Qi9g",  oxxi) 
di  &Qag  lyyiOxa  lanfie^tvag. 

Tb  äe  övxiKOv  nigag  6  ygaq>6fievog 
äuc  xäv  fictKÜgav  vri<!(ov,  catixav  xal 
ovxog  Tov  fiiv  dia  'AlslavdgeUig,  fiolgag 
I;",  tiaeagceg  äh  &Qttg  iatfixtQivig. 


liebe  Grenze  der  bekannten  Erde  deri 
durch  die  Hauptstadt  der  Sinen  gO'^ 
legte  Meridian,  welcher,  auf  dem 
Aequator  gezählt,  von  dem  Alexan- 
driner Meridian  nach  Osten  hin  11  i»^ 
Grade,  oder  sehr  nahe  8  Aequinoctial- 
stnnden,  entfernt  ist." 

„Die  Westgrenze  bildet  der  Me- 
ridian diircb  die  glückseligen  Inseln; 
sein  Abstand  von  dem  durch  Alexan- 
dria beträgt  60^^  Grade  oder  4  Aequi- 
Doctialstunden." 
In  dem  Thinae  {Bsivai)  der  Sinen  (lüvat),  oder  der   Hau])tstadt  des 
südlichen  China  (arabisch  i^rv^  gln,  ^-ji-ko  ^in,  persisch   -.;^-^  L'ln  oder  ■jaj^.L« 
maöln),  glaubt  Ideler")  das  heutige  Canton  zu  erkennen.    Nach  Cosmas,") 
dem  in  der  Mitte  des  6.  Jahrhunderts  zu  Alexandria  als  MOuch  verstorbenen 


10)  KAAY/ilOY  nrOAEMAlOY  AA£EANAPeßI  HEPI  THZ  rEOrPA'l'IKHZ 
Y<t>HrHZEnZ  BIBAION  nPOTON  KAI  TOY  EBAOMOY  eZXATA. 

Trait£!  de  Geographie  de  Claude  Ptolemdc,  d'Alexandrie,  traduitpour 
la  premicre  foia,  da  grec  en  frani;ais,  sur  les  manuscrits  de  la  6iblioth«^(]ue  du 
roi.     Par  l'abbe  Halma.     Paris,  1828.     Gr.  4°. 

11)  Ludwig  Ideler,  üeber  die  Zeitrechnung  der  Chinesen.  Eine 
in  der  KCnigt.  Preasgiachen  Akademie  der  WiBBenacbaften  am  16.  Febraar  1837 
gelesene  und  nachmals  weiter  ausgeführte  Abhandlung.    Berlin,  1839.    Gr.  4°. 

12)  Zu  einer,  uns  durch  ihn  überlieferten  Inschrift  vergl.:  Paul  de  Lagarde, 
Die  Inschrift  von  Aduli.  (Nachrichten  von  der  Königlichen  Gesellschaft  der 
Wissenschaften  und  der  Georg-Augusts-Univcrsität  zu  GCttingen.  19.  NoTember. 
No.  13.     1890.     Gr.  8".)    Hieraus: 

„Sädlich  des  jetzt  viel  genannten  „Massaua",  an  der  Annesley-Bay  —  aber 
jetzt  durch  eine  Stunde  Sand  von  der  See  getrennt  —  lag  und  liegt  Aduli,  auf 
italienischem  Gebiete.  In  diesem  Aduli  fand  sich  einst  eine  von  Ptolemaeus  Euer- 
getes  und  eine  andere  von  einem  eingeborenen,  aber  griechisch  redenden  Könige 
gesetzte  griechische  Inschrift.  Beide  sind  in  der  Urschrift  verloren,  aber  der 
Anfang  der  ersten,  das  Ende  der  andern,  ist  in  einem  griechischen  Werke  dei 
sechsten  Jahrhunderts  erhalten,  durch  einen  Mann  erhalten,  der  gar  nicht  merkte, 
dass  er  die  Bruchstücke  zweier  durch  viele  Jahre  von  einander  getrennten  Titel 
vereinigte.  Dieser  Mann  heisst  KoayMi  6  'Ivdiyioni.tvaxT)t"  Nach  dem  Herrn  Ver- 
fasser müBsten  die  Griechen  'jIdovUs  gehOrt  haben. 

Man  hat  zuweilen  Cosmas  mit  einer,  im  frühen  Mittelalter  geltenden,  aber 
sichte  weniger  als  erhabenen  Weltanschanung  in  Verbindung  gebracht,  die  u.  A, 

Abh.  <nr  Queh.  der  Mtthem.    VI  7 
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„Indienf&hrer",  müsste  Thinae  über  15"  nördlicher,  etwa  unter  dem  38.  Breit 
grade,  anzunehmen  sein. 

Das  ^ jJI,    in   der   obigen    Textstelle    scheint  mir   entweder    Zuthat 
eines,  mit  der  Sache  nicht  vertrauten  Abschreibers  zu  sein,  oder  an  Stelle  von 
ijij'il  zu  stehen   —  allerdings  gebe  ich  gerne  zu,  dass  „Länge   der  Erde" 
gerade  kein   sehr   gebräuchlicher  Ausdruck   sein  würde,   sondern    höchste^^y 
im  Sinne  einer  rechteckigen  Karte  hingehen  könnte.   —  ^H 

Indem   ich  mich  jetzt  dem   bereits   angekündigten   NUpegel    zuwende, 
schicke    ich    vorauf,    dass    sich    das    „Haus    des    Nilmessers"    ( 


LT- 


d&rol-mekias)    auf  einer   Insel,    in    tmmittelbarer  Nähe    der   Stadt    Fost 
(JsUxmJÜI  S.^.J^),  befand  and  von  Edrisl  folgendermaassen  geschildert  wird: 

„Es  ist  ein   ansehnliches   Gebäude,   im  Innern    mit  Bogengängen,    d^H 
von  Säulen  getragen  werden.     In  seiner  Mitte  befindet  sieh  ein   weites  un^^ 
tiefes  Becken,  in  das  man  auf  einer  mamiomen  Wendeltreppe    hinabsteigt 
und  dort,    mitten   in   demselben,    eine   Marmorsäule   erblickt,    welche    eine 
Theilong   in   Vorderarmen   [Ellen J    und   Fingern    [Zollen]    trägt.      Oberhalb 
der  Säule  befindet  sich  ein  fester  Steinbau,  bemalt  mit  verschiedenen  dauer- 
haften Farben,  darunter  Gold  und  Lasurblau.     [Mit  den  doi-t  eingegrabenen 
Inschriften   beschäftigt  man  sich  zur   Stunde.]     In   dieses   Becken    gelangt 
das  Nilwasser  durch  einen  breiten  Kanal,  jedoch  dringt  es  nicht  vor  dem 
Steigen  des  Flusses,  d.  h.  nicht  vor  August,  in  dasselbe  ein.     Die  zur  ge- 
eigneten Bewässerung  der  Läudereien  des  Sultans  erforderliche  Wasserhühe 
beträgt  16  Ellen,  zu  je  24  Zollen  [Liwol   \f    cl^oJI^];    steigt  letztere  auf 
18  Ellen,  so  werden  beide  Plu^sufer  völlig   überschwemmt.     Eine  Wasser-J 
höhe  von  20  Ellen  endlich  wirkt   schädlich  auf  das  Land,   dsLgegen   reicht 
eine  solche  von  12  Ellen  zur  Noth  hin;  niedriger  darf  sie  aber  nicht  sein, 


ir-j^H 


als  Erklämng  der  nächtlichen  Utinkelbeit,  lehrte,  die  Sonne  beschreibe  des  Kacbto 
ihre  Buhn  hinter  dem  grossen  Erdberge.  Nanmehr  finde  ich  dieses,  so  einfach 
gelöste  a-itroDomiache  Problem,  und  zwar  fast  im  gleichen  Wortlaute,  in  chioi:; 
»ischen  Ännalen  wieder  auf.  im  ernten,  1590  erschienenen  Hefte  der  ersten  Aus 
gäbe  des  Pen-za6-käng-mü  ist  von  dem  fabelhaften  Berge  Yän-dscheü-scfaän 
Rede  und  von  ihm  gesagt,  er  liege  im  Westen  der  grossen  Wüste  und  werdi 
aach  Berg  der  Mutter  des  westlichen  Königes  genannt.  Dort  solle  sich  die  Sonn< 
zur  Ruhe  begeben.  (Verzeichniss  der  Chinesischen  and  Mandshuischen 
Bücher  und  Handschriften  der  Königlichen  Bibliothek  zu  Berlin,  verfasst 
von  Julius  Kla]jroth.  Herauxgegobun  auf  Befehl  Seiner  Majestät  des  Königs 
von  PreuBsen.    Paris,  18Ü2.    Folio.) 

Cosmas  kann  recht  wohl  auf  seinen  Reisen  davon  gehört  und  aicb  beeilt 
haben,   der   abendländischen  Kosmographie  damit  ein    werthvolles  Geschenk  %\ 
machen. 


.118-  ^1 

rd^H 
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sonst  tritt  Dtlrre  und,  als  eine  Folge  davon,  Unfruchtbarkeit  ein.  Steigt 
der  Pluss  über  18  Ellen,  so  richtet  er  Schaden  an,  indem  er  Bäume  ent- 
wuraelt  und  Wohnungen  zerstört."   — 

Da  es  am  Ende  nicht  undenkbar  wäre,  dass  man  mir  vorwerfen  könnte, 
ich  hätte  im  Voraufgehendeu  beim  Entwurf  des  Gerippes  der  Karte  des 
Ptolemaeus  stillschweigend  Canton,  die  Insel  Bahrein  (^^.j^)  and  die 
Mitte  der  Kanarengruppe  insgesammt  auf  den  nördlichen  Wendekreis  ver- 
legt und  deren  Längendifferenz  zu  je  90"  angenommen  —  so  ist  es  viel- 
leicht besser,  zu  guter  Letzt  hier  noch  zu  constatiren,  dass,  wenn  man  dabei 
einen  bekannten  Erdort  als  Mittelpunkt  festhalten  will,^'j  eine  solche  grobe 
Annilherung,  über  die  ja  jeder  Handatlas  Auskunft  giebt,  völlig  genügt 
Man  darf  nur  nicht  vergessen,  welch'  arge  Fehler  im  Punkte  der  Längen- 
bestimmungen ,  njimentlic-h  was  das  Bassin  des  Mittelmeeres  betrifft,  bei 
Ptolemaeus  vorkommen! 


n. 

Im  vorigen  Jahre  erschien  ein  Aufsatz  von  Delphin  über  „Astro- 
nomie in  Marokko",'*)  der  möglichei-weise  dem  Sprachforscher  recht 
willkommen  sein   mag,   für  die  Geschichte  jener  Wissenschaft  aber,   wenn 


13)  Damit  gerathe  ich  in  Widerspruch   mit   Einigen,   bo   mit  dem  jüngeren 

S^dillot:  „ allein,    was  es  auch  mit  der  Etymologie  der  verschiedenen 

Namen  [für  die  Anfangspunkte  der  Längenzäblucg]  auf  sich  haben  mag,  und  in 
welcher  Beziehung  sie  zti  den  koamographiscben  Systemen  des  Alterthumea  und 
Mittelalters  stehen  mögen,  keineswegs  darf  man  glauben,  dass  daninter  wirklich 
eine  Gegend,  eine  Stadt  in  Indien,  eine  Insel,  ein  Pluss  u.  a.  w.,  zu  veratehen  sei. 

Es  sind  rein  systematische  Bezeichnmigen Das  geographische  Längcn- 

VerzeichnisB  des  Abü'l  Hasan  ist  es,  welches  zum  ersten  Mal  den  Meridian  von 
Kobbet  Arin  (qjiI  ^Ä3j  als  Ersten  gewühlt  hat;  derselbe  fällt  mit  dem  90.  Läoge- 
grade  des  Ptolemaeus  zusammen.  Wollte  man  nun  versuchen,  den  Abstand  dieses 
90,  Längegrades  des  Ptolemaeus  vom  Pariser  Meridian  dadurch  zu  eruiren,  dass 
man  aus  einer  Anzahl  beliebig  gewählter,  offenbar  durch  Fehler  sehr  entstellter 
geographischer  LUngen  das  Mittel  nimmt,  so  würde  sich  ein  Resultat  ergeben, 
das  auf  ein  wirklieb  wisaenscbaftliches  Interesse  keinen  Anspruch  machen  könnte." 
Siehe:  L.-Am.  S^dillot,  Memoire  aur  lea  ajstämes  g^ographiqaes  des 
Grecs  et  des  Arabes,  et  en  particulier  snr  Khobbet  Arine  yii'  &*3  (la  cou- 
pole  d' Arine)  et  Eankader  ,  JJÜJ',  servant  chez  les  Orientaux  ä  däterminer  la 
Position  du  premier  m^ridien  dans  l'enonciation  des  longitudes.   Paris,  184S,  Qr.  4". 

14)  Journal  ashatique   ou  recueil  de  m^moires,   d'estraits   et  de  notices 
relatifa  a  l'liistoire,  a  la  pbiiosophie,  aux  langues  et  ä  la  litterature  des  peuplet 

7* 
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äim  rrmSäritv  rxjien.  Ji  ^nB.iiii'!.  aeä  seäc  m  sear  aur  isr  JrsiMKrjxts  — m 
'TuaamLdBa  2a  mSiiwi.  liier  äe  ivir  —  am  inr  ini^wnii  Lii^.>«r  sk  iwin*^ 

—  «ac  -itiTiifMiii -t:!  Jaömi  «uf  tas    Viipiiiiii  iiiiiiiBia    iiiur»    fimig  axnL 

loiift  Siciniwiiiiiiini'  'is'  rimnrar  smdK  4»  -««ck  ■mnär-irti.  äss  -s-  sie 
^^^'  iF-i^ift'  ,x  ^"jT"  3u:iia  """''-*'■  if"  -aroBBK.  »nwMPrä^  -ipfimBT  -«r 
aek  im.  jcr-jame.  vom  v  fi«  2imm  tna  ?«  bl  :!;S  '  miiimmi  .  insusca 
-wiäi.  3Raiiaaii  üsnt  x*^-"»:!«  ürnmia  anxaasMa.  T>BciBHr  a.  -rnaa  «F^m» 
3uräxae  BegEmmano'  ■ieueümn.  nii'  MBimc  itmu^ioL  -w9k^  -nusezs.  Si- 
'OTHS  iek  lorn  nrlb«'  iunn  iiii'^i  'mniny  iiac  '&r«b  ^wrnimc, 
'S«  jgngnairiafn^  LJiia«;  im.  Laoä»  i^  jssoai  4 
•**i''-*ff    'Vje  9s  T'Ui  aur  ji  iec  j^ätsastiaidieii  'tr^m^n  l^KwQe  <■ mytr  soiL. 
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facb  mit  der  von  Ferro  identificirt;  die  Naminern  3,  3,  4,  6  sind  aus  dem 
XII.,  XXIT.  und  XXVI,  Bande  der  „Monatl.  CoiTesp."  (folgweise:  Gotha, 
1805,  1810,  1812)  eutnonimen.  Von  der  Breite  wird  gesagt,  dass  sie 
„ungefähr  für  den  Mittelpunkt  der  Stadt"  gelte. 

Oute  geographische  Ortsbestimmungen  aus  den  Ländern  des  Islam 
zu  erhalten,  dürfte  ohne  Zweifel  noch  lange  Zeit  ein  frommer  Wunsch 
bleiben;  und  so  lange  kann  mau  sich  wirklich  nicht  danach  sehnen,  das, 
was  darüber  vorhanden  ist,  oft  als  Daten  bei  astronomischen  Rechnungen 
einzuführen.  Bei  den  aUermeisten  Städten  bleibt  nur  übrig,  sich  mit,  oft 
recht  unzuverlllssigen  Zahlen  zu  begnügen;  so  gilt,  beispielsweise,  für  Me- 
ragah  auch  jetzt  noch  einzig  und  allein  die  geographische  Position,  welche 
einst  Prof.  Wurm  ans  der,  im  Jahre  1801  erschienenen  Beauchamp'schen 
Karte  eines  Theiles  von  Persien  ableitete  und  dafür  tp  =  -j-  37"  15',  A  =» 
04"  30'  (üstl.  V.  Ferro)  fand.  In  dieser  Stadt  errichtete  im  Jahre  1259 
der  Enkel  des  Cingiz-HAn  f^LiojXJo.)  eine,  zu  hoher  Berühmtheit  gelangte 
Sternwarte,  von  der  zuerst  Wa^^ftf  in  seiner  Persischen  Geschichte  (4-j<b 
otS.),  die  „ein  Meisterwerk  orientalischer  prosaischer  Kunst"  genannt 
wird,    gesprochen    haben    soll;    in    ihr    wurde    die    IlhiVn'sche    Tafel   f^^ ; 

-iLiUih  verfasst.  lieber  einige  wenige  Orte  sind  wir  ja  soweit  im  Klaren; 
aus  deren  Anzahl  seien  ^^j  J  Kazwln  (gj  =  +  36"  15'  2",  k  =  3^  10° 
50\  1  östl.  V.  Paris)  und  (.LäJI  ^ju^  o  Dimisk  (Damascus:  g>  =  -j-  33° 
30'  31",  A  — .  2"  lö"  51'.  9  östl.  v.  Paris)  hervorgehoben.  Femer  gilt  als 
sehr  sichere  Position  die  von  Taschkent  (90  =  +  41"  19'  32".  2,  A  =  S"* 
43"»  35'.  89  östl.  V.  Berlin). 

Nach  dem  Geschilderten,  und  unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht 
etwa  vorzügliches  Material  in  rassischen  oder  englischen  Archiven  unver- 
öffentlicht aufbewahrt  wird,  müssen  zwei,  mit  modernen  HUlfsmitteln  aus- 
geführte, deutsche  Ortsbestimmungen  in  Persien  wahrhaft  freudig  begrüsst 
werden;'®)  es  sind  die  von 

Ispahan   ly^i^iua]   I?fahän):    9)  =  -f  32"  38'  16".  3,  A  =  3"  26°  40".  24 

östlich  von  Greenwich 
und 

Teheran    ((jij^fc)    'Tehrän):    .p  =  +  35"  41' 6".  8,    A  =  3'' 25»  42".  74 

östlich  von  Greenwich. 


16)  Die  Venns-Dorchgänge  1874  und  1882.  Bericht  Qber  die  Deutschen 
Beobachtangen.  Im  Auftrage  der  Coumisaion  für  die  Beobachtung  des  Venus- 
DarcbgangcB  faeran.sgegeben  von  A.  Auwers,  VorsitzeTidem  der  Commigsion. 
Zweiter  Band.    Die  Beobachtungen  der  Expeditionen  von  1874.  Berlin,  1889.  Gr.  4°. 
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DBb«i  ist  die  Breite  Ton  Tehenm  der  Coanaissance   des    Tamps  ftr 
1893  entliehen. 

Dass  es  aach  in  Marokko  gegenirirtig  mit  der  Pfleg«  der  Astranoade 
Abel  aosäeht,  wie  Herr  Delphin  mittheilt,  liesa  sich  erwartan,  obwoU  w»- 
nigstens  der  Sultan  llber  Sextanten,  Theodolithai  imd  eia  pwaüaftiaeh 
montirtes  Dolltmd'sclMS  Femrohr  —  aber  anacheinend,  ohne  jeglicke  Notz- 
niessung  —  Tvfiigi.  Uebersetznngen  enropüsch^  astronoaüa^er  Werks 
existiren  wader  dort,  noch  in  Algier:  man  gebraneht  aodi  ahe  MaacnaerqMe, 
Ton  denen  mehrere  angefahrt  werden.*^  In  der  eoropiiaekBB  TSilsBi  da- 
gegen wird  allmtlig  wissenachaftlicher  Sinn  inuner  lager;  so  l  B.  ssekieH 
TW  nngefthr  iVt  Jahres  in  Konstantinopel  —  wohl  za  SAiüxweAe»  — 
«in  Lehrbuch  der  Astronomie  (awJUb  ,s**t*)  ^mi  'Mofta£a  KIflU  Eff«ti, 
Schifilkatenant  nad  Lehrer  der  Astronomie  nnd  Karigatiaa.^> 

D«  HanptinhaH  des  Delphin'sehoi  Aa&atns  bildet  die  Besdacih«Bg 
eines,  ftr  die  PoIhShe  Toa  33*  angefertigteB  nnd  bekaonteB  Zwecka  dife- 
amodai,  aiazokkaaiadaen  AstroIafainBis  ans  dem  Jahre  1783  (odo-  Aem.  Ende 
Ton  1782).  Es  besteht  aus  einer  kapferaoi  Scheibe,  tob  23  em.  Dsrck- 
messer  und  3  mm  Dicke,  am  deren  Mitte^Mmkt  sieh  eine  Afhiifaitf  AeAea 
Usst.  welche  2  Diopter  mit  schwach  cowiarhwi  LSeboa  xtigt.  Do^  -^^Vf*^ 
rat  wird  fitei  in  der  Hand  gehahen.  nnd  zwar  mit  Htll£t  Gna  dopprisaa 
AufhSLcgang.  eines  Bisges  nnd  BCgsls  cimlich:  nnudbalb  des  I«czser«B.  5s; 
das  Metall  soweit  aosgehöhlt.  am  eine  kleine  Bnssole  an^ehicäi  za  V-^mr^w 
Fast  alle  AnfsehrüieB  sind  in  koäschen  Gsazakteren  nad  nor  dz«i  is.  so««n. 
Mji^reb-Badtstabes  gtarirt.  — 

Dei^b«  Band  des  Joaraal  asiatiqae.  ans  iem  idi  das  ysr^zäusäe 
zBs:  Tlwil  ansäehobea  habe,  enthilt  eine.  Üi  den  B^ssc-sfksr  trr-f -»Tfä  ix- 
teressa&Mre  PnbIiicatzo&  des  Hena  Baroc  Car;a  d«  Vinx.  -iü»  r^s^^Q« 
2^o<ice  sar  deax  manuserits  arabes  ^b«rscliii«b«a  aas.  W^sa.  bea. 
mir.  ohce  Pfcilologe  ca  ««in.  eiiaz:b«n  dazt.  darl'»r   izi  A"jOTrf*TT.»w    rs. 

IT  Sehr  gaaliek  lam  Xarturit'ag^  g»xt%firmriier  üaä  ajmiiirni-r  5<iiir^flf 
öe»  Mocg«Blasiie>  sceihazpi  M  das.  344  Titel  «roiaraffi^  Bock  vm.  Fraexx: 
Isdicatica*  bibliograpkiqae*  reiaccTiei  poor  Ia  pci^ar:  ^  la  Jsser^are  ai- 
noäiea-gtafpxfhLn-x  ■ies  Azabem.  des  Fecma»  et  ita  Tzr«.  sptäaJimaait  ■äwcwe— 
i  ao«  imflsyem   et  laya^eots  ^   Aäe.    St.   P«iecsba«cc,    I94ä.    -j^  i'.    Vta^- 

ti  Vx'Jnäehi  geiefcäe&t  <s  aas  yiiifiVn  One.  ««at  ids.  äitar  aai  «ae.  küx- 
Ikä  endkäeaeaa.  aMfangreäeäe  seärifi  sber  Tibcc  lafm/Hrksaai  natämz  i»  ims  £» 
Toa  W.  WoodTille  B«ekkilt:  Tibet.  A  GgMgLAt'wä-«.'.  EäauauJ^äkuL.  toi 
Sifeaäeal  Sctch  ietmd  frcm  Ckfae*«  Sovieea.  Täe  Jiixrsal  jf  sks  &«t^ 
Asiakic  S«ci*tT  of  6nat  HHaiw  i  beiasi.     PsbLaäeii  37  ä«  «ugunj.    Baaii 

xnn.  iiijM.  S01.  GxL  r. 
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nrtbeilen,  so  muss  ich  sagen:  ein  bescheidener  Titel  für  eine  höchst  mühe- 
volle Arbeit,  deren  Ergebnisse  35  Seiten  füllen! 

Zuerst  wird  eine  arabische  Behandlrmg  der  aipaigtri«  des  Theodosios 
besprochen,  die  sich  in  einem  Manuscript  vorfindet,  dessen  anscheinend  aas 
dem  16.  Jahrhundert  stammende  Copie  die  Nationalbibliothek  zu  Paris  be- 
sitzt. Das  Original,  eine  Arbeit  des  j^juJI  yi-ÄJI  _jI  q<>^'  ^5^^"^ 
Mnhyl  Eddin  Abft  Sukr  Almagrebl,  gehört  dem  Jahre  1500  an.  Die  Copie 
ist  zusammengebunden  mit  einer  Abhandlung  über  Wasseruhren,  die  von 
Archimedes  herrühren  soll,  mit  einem  Tractat  über  den  „vollkommenen 
Zirkel",  den  Woepcke  übersetzt,'^)  und  der  mir  selbst  vorgelegen  hat, 
sowie  mit  verschiedenen  Bruchstücken  von  untergeordneter  Wichtigkeit. 
Das  Ganze  muss  böse  aussehen,  d.  h.  mit  einer  unglauBlicben  Sorglosigkeit 
geschrieben  sein,  so  dass  die  Entzifferung  des  Textes  und  der  beigegebenen 
Figuren  wohl  nicht  geringe  Schwierigkeiten  bereitet  haben  mag. 

Hier  wird  mich  das,  von  den  Wasseruhren  handelnde  Manuscript, 
dessen  Verfasser  sich  leider  nicht  genannt  hat,  allein  beschäftigen.  Die 
Zueignung  dieser  Schrift  anlangend,  fragt  Herr  C.  de  V.:  „Beweist  dieselbe, 
dass  es  eine  Ueberlieferung  gab,  der  zu  Folge  man  die  Erfindung  oder 
Vervollkommnung  der  Wasseruhren  auf  Archimedes  zurückführen  muss, 
oder  ist  sie  nichts  weiter  als  die  abgedroschene  List  eines  Auetors,  der 
sich  Leser  verschaffen  woUte?''  „Ohne  Zweifel"  —  meint  Herr  C.  de  V. 
—  „ist  die  zweite  Hypothese  die  wahrscheinlichere."  Freilich  citirt  das 
»LX:«\JI    f^jlj^   ^[xS    (Buch    der   Geschichten    der    Weisen),    unter    den 


19)  Trois  traitäs  arabea  sur  le  compas  parfatt,  publica  et  traduits 
par  Fran9oi8  Woepcke.  (Noticea  et  Elxtraita  dea  mannacrita  de  la  biblioth^que 
nationale  et  autrea  bibliothfeques ,  pabliea  par  l'Institat  national  de  France,  fai- 
sant  auite  am  Notices  et  Extraita  lus  au  comit^  stabil  dana  rAcaddmie  des  in- 
scriptions  et  bellea-lettree.    Tome  vingt-deoxieme.     Paris,  MDCCCLXXIV.  Gr.  4*.) 

Unter  dem  „vollkommenen  Zirkel"  (i»''^'  j^*  -Wl )  ixt  ein  Instrument  zu 
veratebeD,  mit  Hülfe  dessen  man  alle  Kegelschnitte  beachreiben  kann,  —  Das 
erste  Mannscript  iat  von  dem,  in  der  2.  Hälfte  des  12.  Jabrhaoderts  lebenden 
Mathematiker  ^>«.,i-<\JI  ^  Jc».3cv4  verfasst  vmd  war  für  die  Bibliothek  des 
Sultan  Sal&b  ad-din  (^jJt  -r^La)  bestimmt.    Das  zweite  ist  ein  Werk  dea  Abt 

Sehl  Dign  ben  üstem  al-Kühi  (^-*  jJL!  *>^j  /^  CT^'lj  J*^*"  i5^')»  ^^^  *™ 
Ende  dea  10,  Jahrhunderts  eine  sehr  hohe  Stelle  am  Hofe  des  Adad  ad-danla, 
dea  Bujiden,  eiagenommen  und  im  Jabre  378  d,  H.  zu  Bagdad  daa  Sommer^  und 
Winter-Solstitium  beobachtet  haben  soll.  Der  Verfasser  des  Dritten  endlich  lebte 
gleichfalls  in  der  zweiten  Hftlfte  des  10.  Jubibunderta,  gab  aber  nur  einen  Aus- 
zug aus  der  Abhantllung  eines  Anderen  über  Beschreibung  der  Kegelschnitte. 
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Werken  des  Archimedes  (^vX**j£.(),  ein  jJ\  cUJI  w'3\  v^ilcL»  *-As/ 
ii\JU  OoUJl»  ^j3,  Buch  der  Wasseruhren,  von  denen  Kugeln  hen,b- 
follen. 

Nunmehr  reproducire  ich,  nach  der  üebersetzung  des  Herrn  Heraus- 
gebers, wSrtlich  die  Beschreibung  einer  Wasseruhr,  deren  sich  Termnthlich 
die  Astronomen  bedient  haben: 

„Der  letzte  Paragraph  endlich  ist  der  Beschreibung  eines,  AiS  tagär 
genannten  Instrumentes  gewidmet,  n&mlich  der  einer  Wasseruhr,  deren 
Construction  eine,  von  der  gewöhnlichen  etwas  abweichende  ist.  Bei  letzterer 
entstrCmt  das  Wasser  mit  gleichfSrmiger  Geschwindigkeit  einem  Cieftsse, 
dessen  Inhalt  stets  auf  unverSuderlichem  Niveau  erhalten  wird;  beim  tagir 
dagegen  findet  kein  Wassenufluss  statt,  sondern  eine,  zu  diesem  Zwecke 
angebrachte  Theilung  ISsst  stets  erkennen,  welches  Zeitmoment  der  mngen- 
blicklichen  WasserhShe  entspricht  Der  ganze  Apparat  besteht  im  Wesent- 
lichen aus  einem  Gef&sse  Ton  ümdrehungsoberfiSche,  das  im  Innern  ein 
Ansatzrohr  mit  engem  Mundloch,  zum  Ablaufen  des  Wassers,  enthldt.  Auf 
der  Innenwand  dieses  GefSsses  sind,  in  der  Mitte  des  Bohres  xnsammen- 
laufende  Linien  des  st&rksten  Gefälles  gezogen  luid  dazu  bestimmt,  die 
Theilung  zu  tragen.  Letztere  richtet  sich  danach,  ob  man  nach  gleichen 
Stunden  (die  Zeit  von  einem  Sonnenaufgang  bis  zum  andern  in  24  Standen 
eingetheUt)  rechnen  will,  oder  nach  den  12  Stunden  zwischen  Sonnenanf- 
und  -Untergang.  Im  ersteren  Falle  bringt  man  am  Bande  des  tag^  einen 
kreisförmigen,  in  4  gleiche  Theile  eingetheilten  Limbus  an.  [Man  lässt 
den  t  in  einen  kreisförmigen  Band  auslaufen.]  Der  gemeinsame  Schnin- 
punkt  der.  von  diesen  Theilpnnkten  aus  gezogenen  Linien  [der  Meridias- 
curven,  wenn  ich  richtig  verstehe]  bestimmt  auf  dem  Grunde  des  Gefisses 
das  Centrum  des  Ansatzrohres.  Hat  man  non  auf  astronomis<^hem  Wege 
ermittelt,  wann  eine  Stunde  abgelaufen  ist,  so  bezeichnet  man  auf  ihnen 
die  entsprechende  WasserhShe.  Die  Dimensionen  des  Mundloches  mtUsen 
so  gewählt  sein,  dass  die  Zeit  eines  totalen  Wasseiablaufes  zum  mindesten 
der  des  längsten  Tages  an  dem  Orte  gleichkommt,  wo  der  Apparat  auf- 
gestellt ist.  Folglich  wird  das  Mtmdlocb  immer  kleiner,  resp.  der  Inhalt 
des  Gef&sses  immer  grosser  werden  mfissen.  je  näher  der  Beobachtasgsort 
dem  Erdpol  Uegt.  Sind  die  nöthigen  Versuche  beendet,  so  fixirt  tnan  die 
definitive  TheUung  durch  silberne  Sterne. 

Weit  complicirter  wird  die  Construction,  wenn  man  sich  der  ungleichen 
Stunden  bedienen  will,  d.  h.  wenn  man  die  Zeit  von  Soncesanfgan^  bis 
Sonnenimtergang  in  12  Stunden  eintheUt.  Dann  muss  man  zunScfast  eisen 
TollstSsdigen  Zodiakus  auf   dem  Bande  des   tagir   verzeichnen    und   jeden 
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der  12  Soctoren  in  5  gleiche  Theile  eintheilen.  Von  den  12  Haupttheil- 
ponkten  ziehe  mau  Linien  bis  auf  den  Grund  des  Gefässes  herab.  Hier, 
wie  im  vor&ufgehenden  Falle,  kann  der  tagttr  nur  für  eine  bestimmte  Pol- 
höhe eingerichtet  werden.  Auf  jeder  der  soeben  angeführten  12  Linien 
bemerke  man  nan  die  EShe  des  Wasserstandes,  nachdem  eine  Stunde  des 
Tages  verflossen  ist,  an  dem  sich  die  Sonne  in  dem  betreffenden  Zeichen 
befand  und  unter  der  gegebenen  Polhöhe  beobachtet  wurde;  die  Astronomie 
liefert  dazu  das  Hülfsmittel.  Hierauf  zieht  man  mit  dem  Zirkel  Kreis- 
bögen, welche  je  zwei  aufeinanderfolgende  der  so  erhaltenen  Punkte  ver- 
binden, 80  zwar,  dass  jeder  solcher  Kreisbogen  durch  den  Theilpunkt  (die 
Marke)  des  Widders  Lindurehgehi  Ebenso  verföhrt  man  für  die  übrigen 
angleichen  Stunden.  Auf  den  Linien  des  Widders  und  der  Wage  wird 
die  Eintheilung  in  ungleiche  Stunden  mit  der  in  gleiche  zusammenfallen, 
weU  während  des  Durchganges  der  Sonne  durch  diese  Zeichen  die  Stunden 
des  Tages  und  der  Nacht  einander  gleich  sind.  Die  krummen  Linien  der 
ungleichen  Stunden,  welche  die  aufeinanderfolgenden  Bogen  bilden,  lasse 
man  nicht  in  die  Zeichen  selbst  hineinreichen;  die  silbernen  Sterne  be- 
festige man  auf  den,  ihnen  entsprechenden  Theilpunkten,  und  gebe  ihnen, 
so  zu  sagen,  eine  bevorzugte  Stellung.  Eine,  um  ihren  tiefsten  Punkt,  als 
Mittelpunkt,  drehbare  Art  von  Alhidade,  im  Innern  des  Gefässes  und  sich 
dessen  Form  anschmiegend,  kann  man,  nach  Belieben,  auf  irgend  einen 
Punkt  des  getheilten  Limbus  einstellen;  ihr  Durchschnitt  mit  den  krummen 
Linien  der  ungleichen  Stunden  liefert  dann  eine  genaue  Theilung  für  jeden 
Tag  des  Jahres".  —  Damit  endet  die  Handschrift. 

Bei  den  ungleichen  Stunden  kommt  also  die  Anleitung  darauf  hinaus, 
die  einzelnen  Niveaucurven  (wie  man  vielleicht  nicht  unpassend  sagen 
kann)  als  Einhüllende  einer  Schaar  von  Kreisen,  die  einen  Punkt  gemein- 
schaftlich haben,  genauer  zu  bestimmen.  So  zu  verfahren,  mag  die  Praxis 
gelehi-t  haben;  wenig  bequem  war  es  aber  jedenfalls,  auf  einer  Rotations- 
fläche mit  dem  Zirkel  zu  operiren.  Denkt  man  sich,  das  GefSss  habe  die 
Form  eines  Rotations-Cy linders  besessen,  und  dessen  Mantelfläche  sei  in 
eine  Ebene  aufgerollt,  so  kann  die  Theilung  etwa  so  ausgesehen  haben, 
wie  ich  sie,  für  3  Stunden,  in  der  beigehefteten  Figurentafel  entworfen 
habe.  Die  zweite  Figur,  die  Umhtillungscurve  eines  Kreises  darstellend, 
dient  als  einfaches  und  anschauliches  Beispiel  von  graphischer  Bestimmung 
einer  Curvenform  mit  Hülfe  von  Kreisen,  die  sich  in  einem  Punkte 
schneiden. 

Wie  überall,  so  heissen  auch  in  dem  von  Herrn  C.  de  V.  untersuchten 
Manuscript  die  21  gleichen  Stunden  <^liy^,^J\  l:;U.L-JI,  die  12  ungleichen 
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oder   kmimnwi   ic-IajL^'I  <i>[s.L»Ji   oder  »ol^j««,'t  is'IcLmJI.      Dia  AQd- 

dade  ((oLäaJIj  hat   bier  die  Meiidianform    des  Geflases;    das   Aiaaixroht 

^  t,  ^  ^^  pttt 

heiast  äc^.     Unter  den  ^SUi  (Plnial  von  ^  JkJo)  sind  KiqtftxkngAin  n 

▼erstehen,  die,  Stande  f&r  Stande  und  eine  nach  der  andern,  Ton  Waaser- 
ohren  herabfallen;  wie  ich  ans  dem  WSrterbnch  ersehe,  bezeichnet  man 
jetzt  Gewehr-  oder  Pistolenkngeln  damit 

Ganz  TortrefDiche  Nachrichten  Ober  mancherlei  Astronomisches  bei 
den  Mohammedanern  ertfaeilt  ein,  zwar  schon  vor  vielen  Jahren  geschrie- 
bener, keineswegs  aber  veralteter  Aufsatz  von  Beigel,  dessen  Öffentlich 
zo  gedenken,  ich  mir,  seit  ich  ihn  kenne,  vorgenommen  habe.  Sein  Titel 
lantet:  ,,yersnch  llber  eine  bis  jetzt  noch  nicht  erklärte  Stelle 
in  Abnlfeda's  Beschreibnng  von  Aegypien,  unter  dem  Artikel 
Fostat;  nebst  Bemerkungen  Aber  die  Gnomonik  der  Araber.***") 

Zur  Eenntniss  rein  mathematischer,  sowie  astronomischer  Bezeichnungen 
und  Eunstausdrficke  der  Araber  liefern  die  Schriften  von  Nesselmann, 
Woepcke,  Dorn  und  Schjellemp  gleichfalls  sehr  schfttaenswerthe  Bei- 
trage; namentlich  dem  Ersten  kann  man  fOr  seine  Ausgabe  der  „Essens 
der  Rechenknnst  des  Behä-eddln"  (|^jcl  'L(j  ^_»*««a3  .-jI. ■>.  •vJt  SUc^L^ 
JUUjI  (^jx-mjeu!  fji  ou^^,  wahrscheinlich  im  17.  Jahrhnndert  lebend), 
die  dieser  ausgezeichnete  Gelehrte  mit  einer  Menge  wichtiger  Noten  be- 
gleitet hat,  nur  dankbar  sein. 


A  n  h.  a  n  g. 

Solange  telegraphische  Bestimmungen  der  geographischen  Länge  zweier 
Punkte  auf  der  Erdoberfläche  noch  nicht  bekannt  waren,  boten  die  aus 
Mondculminationen  und  Stembedeckungen  das  vorzüglichste  Mittel  hierzu, 
das  auch  heute  noch  in  Ländern,  wo  jene  nicht  aasfUhrbar  sind,  zur  An- 
wendung kommt.  Ist  jedoch  die  Länge  eines  Ortes  genau  festgelegt,  so 
gewähren  die  Beobachtungen  von  Stembedeckungen  noch  ttberdiess  den 
grossen  Vortheil,  dass  sie,  wenigstens  vom  theoretischen  Gesichtspunkte 
aus  betrachtet,  eine  sehr  geschätzte  contröle  der  Mondtafeln  gestatten; 
und  hierbei  sind  wieder  die  Durchgänge  des  Mondes  durch  die  Gruppe  der 
Plejaden   von  ganz   besonders  hervorragender  Bedeutung,  die   noch   durch 

20;  Fundgruben  des  Orients,  bearbeitet  durch  eine  Oesellschaft  von 
Liebhabern.  Auf  Veranstaltung  des  Herrn  Grafen  Wenceslaus  Rzewusky.  Erster 
Band.    Wien,  1809.    Folio. 
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das  Hinzutreten  des  gttnstigen  Umstandes,  dass  sich  die  DurchgftDge  südlich 
von  einigen  Sternen  und  nördlich  von  den  anderen  ereignen,  und  innerhalb 
deren  die  Fehler  der  Mondtafeln  fast  constant  bleiben,  erhöht  wird. 

Diese  Vortheile  können  aber  leider  dadurch  ganz  aufgehoben  werden 
—  ich  selbst  weiss  es,  dass  sie  einige  Male  thatsächlich  als  illusorische 
angesehen  werden  mussten  —  dass,  bei  dem  gegenwärtigen  Stande  unserer 
Mondtheorie,  ein  ganz  ausserordentlich  hoher  Grad  von  Genauigkeit  (der, 
nach  der  Sachlage,  auch  einem  geübten  Beobachter  durchaus  nicht  immer 
zu  erreichen  sein  wird)  dazu  gehört,  um  aus  Beobachtungen  von  Stern- 
bedeckungen Vertrauen  erweckende  Aufschlüsse  über  die  Fehler  moderner 
Mondtafeln  erwarten  zu  dürfen.  Da  ich  nun  meine  Ueberzeugung  doch 
einmal  ausgesprochen  habe,  so  sehe  ich  nicht  ein,  wesshalb  ich  sie  nicht 
auch  durch  Anführung  eines  Beispieles  gewissennaassen  erhärten  sollte, 
das  ich,  zur  Vermeidung  von  Irrthümern ,  wiederholt  durchgerechnet  habe. 
Die  Anregung  zu  diesem  Escurs,  die  ich  zur  Erklärung  seines  etwas  un- 
raotivirten  Erscheinens  nicht  unterdrücken  will,  gaben  mir  mehrere  Längen- 
bestimmungen, die  seinerzeit  Triesnecker  aus  Stembedeekungen  abgeleitet 
und  1.  c.  veröffentlicht  hat. 

Am  7.  Januar  1876  WTirden  zu  Strassburg  i.  E.  nachstehende  Momente 
der  Bedeckungen  einiger  Sterne  der  Plejadengruppe  durch  den  Mond  er- 
halten : 


Stern  und 
beobachtetes  Moment. 

Sttrnzeit 
187« 
Winnecke. 

Strassbui 
y  Januar 
Schur. 

g  i.  K. 

7. 

Hartwig. 

Von  Winnecke 
angenommen. 

Anonyma  SS.    Eintritt. 

2h    öm  39»,  2 

— 

— 

2»   6"  39».  20 

19- 

8     62.7 

— 

— 

8     62 . 70 

26. 

10     61.8 

— 

— 

10     51 . 20 

22. 

20     54.7 

— 

54«.  6 

20     54 . fiO 

13. 

81     35  . 1 

— 

— 

31      35.10 

26SPlejadum, 

64      12.1 

— 

11.2 

54      12.10 

Anonjma  30.          „ 

3      2     62 . U 

— 

— 

3      2     62 .  00 

27  f  Atlaa. 

13     29.0 

28'.  1 

29.  1 

13     29.05 

28  h  Plejone.           „ 

26     33 . 4 

33.0 

33.2 

26     33.20 

Anonyma  40.          „ 

65     27.7 

— 

— 

66     27 .  70 

28  b  Plejone.     Augtritt. 

4    16     34.6 

— 

— 

4    16      34.60 

27  f  Atlaa, 

18     46.6 

53.8 

— 

18      45 .  60 

Die  erste  Beobachtung  ist  als  „unsicher"  bezeichnet. 
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Zur  IL  Tabelle  ist  zu  bemerken,  dass  die  mittleren  Stemörter  nach 
Bessel  angesetzt  sind,  und  dass  die  Eigene  Bewegung  das  Mittel  ans 
sürnmtlichen,  im  Bessel'schen  Verzeichnisse  vorkommenden  Angaben,  d.  h. 
für  jeden  Stern  in  je  einer  t'oordinate  eine  und  dieselbe  Zahl  ist,  somit 
eine  gleichmilssige  Verschiebung  des  ganzen  Systems  zum  Ausdrucke  gelangt. 

Bei  der  Berechnung  habe  ich  weder,  was  die  vollständigen  Beobach- 
tungen von  Atlas  und  Plejone  betrifl't,  verschiedene  Gewichte  eingeführt, 
wie  sie  Hansen  den  durchlaufenen  Sehnen  proportional  annimmt,  noch 
überhaupt  den  Einfluss  der  Strahlenbrechung  berücksichtigt,  welch'  letzterer 
zwar  auch  von  Hansen  nachgewiesen  ist,  aber,  nach  Bessel's  Untersuchungen, 
in  dem  Falle,  dass  das  Gestirn  nicht  nahe  am  Horizont  steht,  unmerk- 
lich wird. 

Die  AoflSsuog  sttmmtlicher  1  2  Bedingungsgleichungen  liefert  Werthe, 
denen  man  augenscheinlich  eine  reelle  Bedeutung  nicht  beilegen  kann,  da 
hierauf  die  Unsicherheit  der  Äustrittsbeobachtungen  zu  nacbtheilig  einge- 
wirkt hat.  Werden  die  Austritte  weggelassen,  also  nur  10  Gleichungen 
behandelt,  so  ergeben  sich  als  Fehler  der  Mondtafeln 

Ja  =  —  5".  83  4;  2".03,         Jd  =^  -\-  l".08  +  l".56, 
Jr  <=  —  6".  32  4-  2".  02. 


Die  übrig  bleibendea  Fehler  betragen 

-|-  O".  75  bei  Anonjrma  23. 
+  0.14     „  „  19. 

-  1  .  10     „  „         25. 

-  0.14     „  „  22. 

-  0.16     „  „  13. 


+  1".64  bei  26  S  Plejadum. 

—  2.49     „    Anonym a  30. 

—  0.19     „    27  f  Atlas. 

0  .  00     „    28  h  Plejone. 
-f-  1 .  26     „    Anonyma  40. 


ni. 

Im  ersten  Theile  dieses  letzten  Abschnittes,  den  ich  vielleicht  mit 
einigem  Rechte  hätte  Parerga  et  Paralipomena  betiteln  künnen,  wird 
der  Leser  ein  Paar  Notizen  finden,  die  ich,  zur  Vervollstlindigung  des  im 
Vorangeheaden  Besprochenen  einerseits  und  zur  Beantwortung  einer  früher 
von  mir  aufgeworfenen  Frage  andererseits,  nicht  glaubte  unterdrücken  zu 
dürfen.  Der  zweite  Theil  enthält  einige  Literaturangaben,  deren  —  nach 
meinem  Dafürhalten  —  grosseren  oder  geringeren  Nutzen  für  die  Geschichte 
der  Astronomie  ich  zuweilen  durch  Hinznfügung  von  Excerpten  oder  Apho- 
rismen unterscheidend  hervorgehoben  habe.    Hierin  auch  rein  Philologisches, 
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allerdings  unter  Beschränkung  aaf  das  kleinste  zulässige  Maass,  berührt 
und  nicht,  wie  es  sich  eigentlich  gebührt,  „aus  Rücksicht  auf  die  meisten 
Leser"  ganz  beiseite  gelassen  zu  haben  —  läuft  freilich  engherziger  tra- 
ditioneller, aber  zum  Glück  immer  mehr  im  Schwinden  begriffener  Auf- 
fassung zuwider,  die  bei  Arbeiten  auf  Grenzgebieten  zwischen  Mathematik 
und  Philologie  beide  Wissenschaften  Sngstlich  auseinander  zu  halten  sucht, 
statt  nach  Kräften  dahin  zu  streben,  dass  sie  sich  gegenseitig  die  Hand 
reichen.  Was  Abel-Remusat  in  der  Einleitung  (S.  IX)  zu  seinem  das* 
sischen  Werke  über  die  tartarischen  Sprachen*')  sagt 

—  II  m'a  paru  qu'eu  aucun  cas,  nous  ne  pouvions  juger  une  natic 
critiquer  ses  traditions,  rechercher  son  liistoire,  si  nous  ne  saviol 
sa  langue,  ou  si  d'autres  ne  l'avoient  sue  avant  nous.    — 

unterschreibe  ich,  als  wären  es  meine  eigenen  Worte,  und  willig  nehme 
ich  die  oft  recht  mühseligen  Consequenzen  daraus  mit  in  den  Kau£ 


1. 

Zunächst  möchte  ich  zu  dem  im  zweiten  Abschnitte  beklagten  Mang 
an  guten  Ortsbestimmungen  im  Morgeulaude  ergünzend  und  berichtigend 
bemerken,  dass  es  in  dieser  Hinsieht,  wenigstens  was  einen  Theil  desselben 
betrifft,  doch  ein  wenig  besser  aussieht,  als  ich  dort  angegeben  habe.  Seit 
etwa  40  Jahren  besitzen  wir  nämlich  ein  (wohl  zum  grössten  Theil  in  di^H 
Connaissance  des  Temps  für  1892  übergegangenes)  Verzeichniss  von^^ 
83  Oertem  des  persischen  Reiches,  die  durch  Beobachtungen  so  festgelegt 
sind,  dass  sie  jedenfalls  für  kartographische  Zwecke,  denen  ja  vor  Allem 
eine  genügende  Unterlage  geschaffen  werden  musste,  als  sehr  brauchbare 
Fixpunkie  zu  bezeichnen  sind.  Wir  verdanken  sie  dem  (damaligeu)  russi- 
schen Hauptmann  Lemm"),  der  in  den  Jahren  1838  und  1839  während 
einer  dieizehnmonatlichen  Reise  (diplomatischen  Mission)  129  geographische 
Positionen  im  europäischen  Russland,  russischen  Transkaukasien  und  in 
Persien  bestimmte.  Mit  sieh  führte  er  ein  tragbares  Ertel'sches  Durchgangs- 
Instrument,   einen   Prismenkreis   (älterer  Construction)  von   Steinheil,   yie 


21)  Abel-R^moBat,  Rechercbes  snr  leB  Langnes  Tartares,  oa  m^ 
moires  sur  differens  points  de  la  grammairti  et  de  la  litterature  des  Mandcbous, 
des  Mongols,  des  Ouigoura  et  des  Tibetuins.    Tome  1<^'.    Paris,  1820;  4°. 

22)  Otto  Struve,  K^anltats  geographiquea  du  voyage  en  Ferae,  fait  par  le 
capitaine  Lemm  en  1838  et  1839.  (Mcmoirea  de  l'Acadämie  imperiale  des  scieoces 
de  Saint -Pdtersbonrg.  Sixi^me  s^rie.  Sciences  mathi^matiques  et  physiqne«. 
Tome  V.     St.  Puterabourg,  1863;  gr.  4».) 
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Taschen-Chronometer  von  Brockbanks,  Barraud  und  Arnold,  zwei  Barometer, 
zwei  Thermometer,  einen  kDnatlichen  Horizont  und  endlich  einen  Wege- 
raesser  oder  SchrittzUhler.  Zur  Bestimmung  der  Polhöhe  (ans  Circum- 
meridianhöhen  der  Sonne,  aus  den  Höhen  des  Polarsternes  oder  anderer 
heller  Sterne)  bediente  er  sich  durchweg  des  Prismetikreises;  konnte  er 
aber  irgendwo  längeren  Aufenthalt  nehmen,  wie  in  Tehran,  Meschhed, 
Tauris  (Tabris)  und  Titiis,  so  traten  hierzu  auch  Beobachtungen  im  Ersten 
Vertical  mit  Hülfe  des  Durchgangs -Instrumentes.  Die  Zeitbestimmungen 
beruhen  im  Allgemeinen  auf  Sonnen-  und  Stenihöben,  oftmals  auch  auf 
correspondit enden  Sonnenhöhen,  beobachtet  mit  dem  Prismenkreis.  Die 
Längen  sind  zumeist  aus  Chronometer-Üebertrugungen,  und  nur  die  von 
Tehran  und  Meschhed  aus  Mond-Ciilminationen  erbalten  werden;  zu  fast 
allen  der  letzteren  fand  Otto  Struve  correspondtrende  Beobachtungen,  die 
auf  festen  Observatorien  angestellt  waren.  Der  Genauigkeitsgrad  der  Re- 
sultate entspricht  beinahe  überall  demjenigen,  den  man  erwarten  durfte, 
und  wirft  ein  vortheilhaftes  Licht  auf  die  Sorgfalt  und  Energie  des  ausser- 
ordentlich fleiasigen  Beobachters.  Hatte  ihu  doch  seine  Reisedisposition  zu 
dem  einen  oder  andern  Orte  geleitet,  dessen  Neubestimmung  mir  als  be- 
sonders wUnschenswerth  erschien! 

Weiter  bandelt  es  sich  um  eine  von  Ihn  Junis  im  Jahre  1007  zu 
Kairo  beobachtete  Conjuiiction  von  Jupiter  und  Saturn,  die,  der  Theorie 
nach,  sich  am  31.  October  (bürgerl.)  des  genannten  Jahres  ereignet  haben 
mtlsste,  während  alle  Daten  des  arabischen  Manuscrijites,  in  welchem  diese 
Beobachtung  augeführt  ist,  und  das  uns  seit  langer  Zeit  von  Caussin 
im  Urtext  und  in  der  üebersetzung  vorliegt,  übereinstimmend  hierfür  den 
7.  November  ergeben.  Eine  Erklllrung  dieser  merkwürdigen  Discrepanz 
vermochte  ich  ebenso  wenig  in  meiner  letzten  Pnblication'^)  zu  Uefem,  als 
ich  jetzt  dazu  im  Stande  bin.  Allerdings  ist  später,  und  zwar  von  be- 
rufenster Seite,  gertigt  worden,  dass  Caussin  hin  und  wieder  kleine,  übrigens 
ziemlich  unschädliche  Versehen  begegnet  sind.  Derlei  kann  aber,  da  Caussin 
kein  Astronom  war,  am  Ende  nicht  VVunder  nehmeu  und  bei  billiger  Kritik 
einer  so  verdienstvollen  Arbeit  nicht  schwer  in 's  Gewicht  fallen.  Im  vor- 
liegenden Falle  ist  jedoch  die  Möglichkeit  einer  falschen  Auffassung  voll- 
ständig ausgeschlossen,  denn  der  arabische  Text  duldet  keine  andere  Üeber- 
setzung als  die  Caussin'sche.  So  blieb  also  nichts  Anderes  Uhrig,  als  die 
Theorie,  resp.  die   Tafelwerke   zu   befragen,   und   diese  Untersuchung   hat. 


23)  „Ein  Beispiel  zum  Theodor  von  Oppolzer'acben  „Kanon  der  Finstemiaae", 
(Leipzig,   1888;  gx.  4".)" 
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wie  ich  vor  Kurzem  fand,  Burckhardt'''')  schon  vor  93  Jahren  aasge- 
führt. Er  schreibt  ztun  Schluss,  dass  die  Tafeln  für  1007  October  30 
lö*"  geben: 

Geocentrische  Lttnge  des  Saturn  162'    9' 47" 
„  „        .,     Jupiter  162      1    13 

„  Breite    „     Saturn        1   54   11   nördlich- 

n  »        V     Jupiter       1      7   17  „ 


In  Aequator-CoordLnaten  umgesetzt,  folgt  hieraas: 

1007   October  30,  15"  zu  Paris. 


Jupiter  10"  55"'  28'.  5 
Saturn    10    57     13.5 


d. 
+  8"    7'  32" 
-I-  8   47  32. 


Das,  was  jetzt  noch  Interesse  bieten  könnte,  wlre  etwa:  zu  wissen,  von 
Wem  eiue  solche  vorsUtzliehe,  mit  Ueberlegung  vorgenommene  Testver- 
fttlschung  wohl  herrühren  mag?  Den  wackem  Ihn  Jdnis  trifft  sicher  keine 
Schuld. 


Abel-Bumnsat,  Rechercbes  sur  les  Langues  Tartares. 

S.  25: d'un  traitO  d'astronomio  en  langue  Mongole,    qui  est 

le  Beul  ouvrage  de  cette  langue  que  nous  poss^dions  en  France.  C'est  la 
colonne  la  plus  nenve  et  la  plus  importante  du  vocabulaire  comparatif; 
car  cet  idiome  cfelebre  n'ctoit  eneore  connu  que  par  de  mauvaises  listes 
de  niots  donnies  par  Witsen,  Strahlemberg  et  Pallas,  oü  les  mots  sont 
di'pourvus  de  caractcres  originaux,  et  dfefigures  par  des  prononciations  pro-| 
vinciales  ou  par  des  transcriptions  fautives.  Ich  glaube,  er  hat  damit  das-' 
selbe  Werk  gemeint,  das  früher  von  ihm  im  dritten  Bande  der  „Fundgruben 
des  Orients  (Wien,  1813)"  ausführlich  behandelt  worden  ist,  und  zwar 
unter  dem  Titel:  üranographia  Mongolica  sive  Noraenclatura  Siderum, 
quae  ab  Astronomis  MongoHs  agnosGuntur  et  describuntur.  (Excerptxun 
ex  opere,  Mongolica  lingua  conscripto,  quod  in  Bibl.  Imp.  Paris,  conservatur.) 
—  Sodann  sei  noch  auf  das  6.  Capitel,  „Vom  Osttttrkischen ,  gewöhnlich 
Ulgurisch  genannten",  verwiesen. 


I 


M 


24)  Allgemeine  Oeographiicbu  Ephemeriden.  Verfasset  von  einer 
Gesellachaft  Gelehrten  und  herausgegeben  von  F.  von  Zach.  Dritter  Band. 
Weimar,  1709;  H". 
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Th.  Henri  Martin,  Sur  des  lostruments  d  optique  faussement  attri- 
bui'S  aux  anciens  par  quelr)ues  savant»  modernes.  (Bullettino  di  bibliografia 
e  di  sioria  delle  scienza  matematiche  e  fisiche.  Tome  IV.  1671.)  Rome, 
1871;  gr.  4**.  Eine  sehr  dankenswerthe  kritische  Untersuchung,  der  die 
weiteste  Verbreitung  zu  wünschen  wäre,  damit  sieb  uieht  so  manche  irrige 
Tradition  „wie  eine  ewige  Krankheit"  fortpflanzt. 

L.  Am.  St-dillot,  Sur  les  emprunts  qae  nous  avons  faits  &  la  science 
arabe  et  en  particulier  de  la  d6tennination  de  la  troisieme  inegalitü  lunaire 
ou  Variation  par  Aboul-Wi.'fa  de  Bagdad,  astrononie  du  X°  siecle.  (Eben- 
daselbst, 8.  Band.)  Rome,  1875.  Nach  einer  geschicbtlichen  Einleitung 
folgen,  begleitet  von  einer  Legion  von  Citaten,  bittere  Klagen,  die  man 
wohl  begreiflich  finden  kann,  und  endlich  Urtext  und  Uebersetzung  des 
X.  Capitels  aus  dem  Älmagest  des  Abö'l  Wefii,  nKmlicb  des  Tractates  von 
der  dritten  Mond-Ungleichheit  (sloLs^vJ!  oiLi-i  -***Jf  MohAdit).  Frei- 
lich, wem  das  noch  nicht  genügt,  dem  ist  nicht  zu  helfen! 

W.  Schott,  Zur  Uigurenfrage.  2  Abtheilungen.  (Aus  den  Ab- 
handlungen der  Königl.  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  1873  und 
1875.  Abhandlungen  der  philosophihch-historischen  Classe.)  Berlin,  1874 
und   1875;  gr.  4".") 

Den  Namen  j^\  Igür  oder  %_^.l  Uigtr  (ähnlich  wie  ihn  die  Chiuesen 

1F^ 


^   ^J   I-ngu-lu  oder    |^a   •&■    Kl    Ui-ngu-orh,  d.  h.  bald  mit  i, 

bald  mit  ui,  schreiben,  so  dass  die  Aussprache  der  ersten  Sylbe,  wie  Schott 
vermuthet,  geschwankt  haben  muss)  führt  ein  türkischer  Volksstamni  Hoch- 
asiens, dessen  ursprüngliche  Heimath  das  heutige  chinesiche  oder  Ost-Tur- 
kestan  war,  speciell  die  Qegend,  in  der  die  Städte  Turfan  und  Chä-m^ 
(das  türkische  Chamyl  oder  Chamul)   gelegen   sind,   letzteres   an  der  Ost- 


86}  Die  Veranlassung,  mich  eingehend  mit  dieser  alttürkiacben  Völkerncbaft 
zu  bcechüftigen,  ist  in  erster  Linie  auf  das  Studium  zweier  akademischer  Abhand- 
lungen von  Ideler  („Ueber  die  Zeitrechnung  von  Cbat.'V  und  Igür"  und  „lieber 
die  Zeitrechnnng  der  Chinesen",  1832  und  1839),  deren  Inhalt  ich  in  Facbkreison 
als  bekannt  voraussetze,  zurflckzuführen;  hieran  reihte  sieb  das  der  beiden  fol- 
genden Werke : 
Julius  Elaproth,   Abhandlung  über  die  Sprache   und   Schrift  der  Ui- 

guren.     Nebst  einem  Wörterverzeichnisse   und  anderen   ui- 

gurischen  Sprachproben  ans  dem  Kaiserlichen  üebersetzungs- 

hofe  zu  Peking.     Paris,  1820;   Folio. 
Derselbe,  Tableaux  historiques  de  l'Aeie,  depuis  la  monarchie  de 

CyruB  juaqn'  ä  nos  jours.    Paris,  1824.   Text  in  4"  und  Atlaa 

von  26  Karten  in  Folio. 

Abb.  sur  Uoich.  der  Matliem.    VI.  8 
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^^enze  des  chinesischen  Turkestan.  Persische,  türkische  und  chinesiscW 
Verzeichner  asiatischer  Begebenheiten  berichten  von  demselben,  dass  sein 
Land  mehrere  Male  zur  nordwestlichen  Provinz  China's  geschlagen  wurde, 
was  die  theilweise  Aneij^ung  chinesischer  Sprache,  Literatur  und  Sitten 
von  Seite  der  einverleibten  türkisch  -  tartarischen  Bevölkerung  zur  Folge 
hatte.  Der  ostttlrkische  Sultan  Abö'l-gAzl  (^^Lä- ^oLjj  ^jLaJI  jjJ,  gest. 
1644)  in  dem  von  ihm  verfassten  „Stammbaum  der  Türken  {^-fji  «•»;-?v-ä/"" 
und  der  Perser  Ra^ld-eddln  (jj^ÄJI  Aa-Äj,  gest.  1318)  in  seinem  „Sammler 
der  Geschichten  {^Ayii\  «^L».)"  verlegen  die  Ursitze  der  Uiguren  viel 
weiter  nach  Nordosten,  etwa  in  das  Gebiet  zwischen  dem  südlichen  Laufe 
der  Selengga  und  der  Stadt  Urga,  oder  direct  an  die  Stätte  des  alten 
mongolischen  Hoflagers  Karakorüm;  gegenwärtig  soUen  sie  noch  im  west- 
lichen Turkestan,  so  in  den  Chanaten  von  Ohiwa  und  Buchara,  v< 
kommen. 

Za  ihrem  Namen  bemerkt  Schott,  dass  die  ihm  begegneten  Formi 
desselben  „mit  ui,  i  und  ju  beginnen.  Das  schliessende  r  wird  von  den 
Chinesen  durch  ihr  zwitterhaftes  orh  (nrh,  rh),  oder  durch  die  Sylbe  lu, 
deren  vocalischer  Auslaut  abzurechnen,  ausgedrückt,  auch  völlig  xmterdrtlckt, 
und  einmal  ist  sogar  von  dem  ganzen  Namen  nur  der  erste  Vocal  ge- 
blieben." —  Etwas  vorher  wird  mitgetheilt:  „Grosser  politischer  Bedeutung 
im  thlltigen  Sinne  des  Wortes  hat  das  Uigurenvolk  kaum  jemals  sich  er- 
freut. Der  Umstand,  dass  syrische  Verküuder  des  Christenthums  weiland 
(im  7.  JahrhundertV)  mit  vorübergehendem  Erfolg  unter  ihnen  predigten 
und  eine  semitische  Buchstabenschrift  ihrer  Sprache  anpassten,  verschaffte 
ihnen  in  Europa  einige  Beachtung,  die  um  vieles  erhöht  ward,  als  endlich 
mehrere,  in  jener  Schrift  geschriebene,  osttttrkische  Geisteswerke,  eines  aus 
dem  11.  Jahrhundert  u.  Z.,  unter  uns  auftauchten."  Im  11.  Jahrhundert 
waren  die  Uiguren  noch,  wenigstens  der  grossen  Mehrheit  nach,  buddha^ 
gläubig. 

Cingiz-H&n  f^Li>-  j^'-^)  führte  die  uigurlsche  Schrift  und  Sprache 
bei  seinen  Mongolen  ein;  sein  Enkel,  Chubilai,  befahl  einem  Oberpriester, 
die  ältere  uigurische  Schrift  zu  verwerfen  und  eine  Auswahl  Buchstaben 
der  tibetischen  Quadratschrift  den  mongolischen  Lauten  anzupassen,  hatte 
aber  damit  eine  Neuerung  geschaffen,  die,  weil  zu  unbequem,  nicht  lebens- 
fähig war. 

J.  Klaproth,  dem  zwar  Schott  eine  Menge  der  bedenklichsten  Fehler 
nachweist,  darin  aber,  wie  wohl  die  Meisten,  mit  ihm  übereinstimmt,  dass 
die  uigurische  Schrift  aus  den  syrischen  Buchstaben,  mit  denen  sie  einzelne 
Aehuliclikeiteu  hat,  hervorgegangen  ist  und  auch  vollkommen  mit  den  Formen 
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und  SylbenverbinduHgen  des  sabäiscben  Alphabets  hannonirt'*)  —  sagt: 
„Das  uiguriscbe  Alphabet  ist  die  Quelle  der  jetzt  in  Mittelasien  gebräuch- 
liuhen  mongolischen  und  mandsohuiscben  Schrift  und  dient  noch  jetzt  den 
tlü-kischen  Bewohnern  der  kieioen  Uucharei,  neben  dem  Arabischen,  um 
ihre  Muttersprache  zu  schreiben."  Hiergegen  wendet  sich  in  neuester  Zeit 
Fr.  Müller*')  in  einer  prüfenden  Untersuchung,  deren  schliessliche  Er- 
gebnisse er  in  folgende  Worte  zusammenfasst:  „Ueberblickt  man  unsere 
Vergleichung,  so  stellt  sich  als  Ergebniss  derselben  Folgendes  heraas:  Von 
den  14  Zeichen  des  mongolischen  Alphabets  lassen  sich  alle  bis  auf  drei, 
nllmlich  mittleres  t  (d)  —  r  —  m  aus  der  syrischen  Schrift  ableiten ;  drei 
Zeichen  (mittleres  t,  r,  ra)  zeigen  blos  mit  der  roandäischen  Schrift  eine 
Verwandtschaft,  und  ein  Zeichen,  nämlich  s  (s)  zeigt  jene  alte  Form,  welche 
in  keinem  der  jüngeren  Alphabete  sich  mehr  findet.  Wir  können  daher 
mit  Fug  und  Recht  behaupten ,  dass  jenes  syrisch-nestorianische  Alphabet, 
nach  welchem  die  Schrift  der  Mongolen  gebildet  wurde,  bis  heutzutage 
noch  nicht  gefunden,  resp.  nachgewiesen  worden  ist."  Der  Hen-  Verfasser 
nimmt  dabei  die  mongolischen  Schriftzeichen  als  die  typischen  an. 

A.  Terrien  de  la  Conperie,  The  old  numerals,  tbe  countlng-rods 
and  the  Swan-Pau  in  China.  (Reprinted  from  the  Numismatic  Chronicle, 
vol.  III.,  third  series.     London,  1883;  8°) 


m 
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Ssuan-pan,  Zählplatte  oder  Rechenbrett,  ist  keine  chine- 


sische Erfindung,  sondern  erscheint  erst  im  12.  Jahrhundert  in  China,  und 
zwar,  wenn  auch  nicht  auf  directem   Wege,  aus  Indien  eingeführt. 

6.  Bilfinger,  Die  antiken  Stundenangaben.  Stuttgart,  1888;  8". 

Derselbe,  Die  babylonische  Doppelstande.  Eine  chronologische  Unter- 
suchung.    Stuttgart,  1888;  4*. 

Im  Ersten  wird,  nach  Galenus,  eine  Uhr  beschrieben,  „die  den  Grund- 
gedanken der  antiken  Wasseruhr  wohl  am  einfachsten  zum  Ausdruck  bringt". 
Wenige  Seiten  darauf  heisst  es:  „Stundenminuten  und  Stondensecunden 
finde  ich  in  der  europUischen  Literatur  erst  im  Ausgang  des  Mittelalters, 
im  Osten  zuerst  bei  Albiruni  (ca.  1000  n.  Chr.),  so  dass  es  als  höchst 
wahrscheinlich  erscheint,  dass  die  arabischen  Astronomen  die  ersten  waren, 

86)  So  z.  13.  ausgesprochen  in  einem  Bucbe,  da«  miir  gerade  zur  Hauü  ist, 
nämlich  in  C.  de  Uarlez,  Manuel  de  la  Langue  Mandchoue.  Grammaire, 
anthologie  et  lexique.     Paria,  ISSl;  gr.  8°. 

2T)  Wiener  Zeitschrift  für  die  Kunde  des  Morgenlandes.  Heraus- 
gegeben und  redigirt  von  G.  Bühler,  J.  Karabacuk,  D.  H.  MüIKt,  F.  Müller, 
L.  Reinisch.     V.  Band.    Wien,  1891;  gr.  »". 

8» 
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die  die  Sexagesimalrechnniig  auf  die  Stundeureclinung  anwandten."  —  Das 
haben   sie   wohl   gethan,    and   zwar   lange   vor  Btrftnl  (1U41   gest.),    wenn 
auch  nur  in  der  Rechnung  ihre  Ausdrucksweise  der  onserigen  conform  war. 
Bei   Beobachtungen    bedienten   sie   sich   der   ächten  Brüche   für  die  ünter- 
abtheilongen   der   Stunden.      So   z.  B.   giebt   Ahmed   ibn  'Abdallah    Uabai, 
gelegentlich  einer  von  ihm  am  20.  Juni  829  beobachteten  Mondfinsternis 
den  Lilngenunterschied   zwischen  Bagdad  und  Alexandria  zu    50™    an 
hat   damit,   genau  wie  wir,   die  Bogengrösse  des  Ptolemaeus  in  Zeitnii 
umgewandelt  (sJjuiiM  RcL«  ^  Wi*ä^  ^3  üj!j>XJL«,'i!lj  JilJükj  (^  ^X«-J',l, 
dagegen   sagt  er  von   einer  Sonnenfinstemiss,  dass  sie   um   8  Uhr  und  \ 
und    i'f, ,   also  S*"  16",  zu  Ende   war;   oder  von  einer  Mondfinstemiss:    sie 
schloss  lO""  7°"  30'  (iyJUj  RtU  ^^J'^[t.L^yU.  10  Stunden  und  i  Stunde)^: 
Alles  in  Buchstaben,  und  sexagesimale  Eintheüung  gemeint.  ^H 

Eduard   Mahler,    Astronomische    Untersuchung   über  die    angebliche 
Finstemiss    unter    Thakelath   II.    von.  Aegypten.     (LIV.   Band    der    Denk- 
schriften  der  mathematisch- naturwissenschaftlichen  Classe  der  Kaiserliche 
Akademie  der  Wissenschaften.     Wien,  1888;  gr.  4°.) 

F.  Kielhorn,  Tafeln  zur  Berechnung  der  Jupiter-Jahre  nach  den  Regel) 
des  Sürya  Siddhflnta  und  des  Jyotistattva.     (Aus  dem  36.  Bande  der  Ab-' 
handlimgen   der  Königlichen  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Göttingen^^ 
Göttingen,  1889;  gr.  4<*.)  fl 

G.Schlegel  und  F.  Kühnert,  Die  Schu-King-Finstemiss.  Veröffent- 
licht durch  die  Königliche  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Amsterdam. 
Amsterdam,  1889;  4". 

Im  Jahre  1880  fand  v.  Oppolzer  als  Datum  dieser  Sonnenfinstemiss 
—  2136  October  21;  nach  den  Verfassern  würde  sie  sich  —  auf  Grund 
philologisch-historischer  Betrachtungen,  mit  astronomischer  Unterstützung  — 
am  7.  Mai  —  2165  ereignet  haben. 

Heinrich  Brugsch,  Die  Aegyptologie.  Abriss  der  Entzifferungen 
und  Forschxuigen  auf  dem  Gebiete  der  ägyptischen  Schrift,  Sprache  und 
Älterthumskuude.     Leipzig,  1891;  gr.  8". 

S.  357.    „Die  viel  behandelte  Sothis-  und  Phoenix-Periode, 
auch  an  diese  zu  erinnern,  war  nach  Dr.  Krall's  (S.  79,  Studien  zur  Oeso 
d.  alt.  Aeg.  I.)  zutreSenden  Bemerkungen  eine  Erfindung  des  zweiten  Jahr^ 
hnnderts,  in  Folge  der  am   20.  Juli   139  zu  Ehren  des  Kaisers  Antoninus 
Pins  gefeierten  Apokatastasis,  in  welcher  der  bewegliche  und  der  unbeweg- 
liche   1.  Thoth   zusammengefallen   waren.     Den   damaligen    Chronographen, 
welche  sich  mit  dem  raanethonischen  Werke  über  die  Geschichte  Aegyptens 
beschäftigten,    erschien    die   Sotbisperiode   als  das   geeignetste    Uulfsmittel, 
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die  grossen  Zeitabschnitte  einer  mangelnden  Äera  durch  leicht  berechenbare 
Zahlen  zn  fixiren." 

Mihira,  Yarftha,  The  PanchasiddhäDtik&.  Astronomical  work. 
The  text,  ed.  vnth  an  original  commentary  in  Sanskrit  and  an  english 
translation  and  introduction  bj  0.  Thibaut,  pb.  Dr.,  and  M,  Sadhäkara 
Dvivedi.     Benares,  1891;  4". 

Die  Pancbasiddhäntik&,  eine  gedrängte  Darstellung  des  Inhaltes  von 
fönf  alten  Siddhünta,  oder  Lehrbüchern  der  Astronomie,  wurde  iu  der  Mitte 
des  6.  Jahrhunderts  n.  Chr.  von  dem  Astronomen  Varftha  Mihira  verfasst, 
der  dabei,  wie  es  den  Anschein  hat,  so  zu  Werke  ging,  dass  er  jene  fünf 
Systeme,  von  denen  das  dritte  und  vierte  etwa  aus  dem  Jahre  400  n.  Chr. 
stammt,  ihrem  Alter  nach  aufeinander  folgen  liess.  Im  obigen  Werke  wird 
der  Urtext  sowohl  nach  dem  benützten  Manuscript,  als  auch  in  verbesserter 
Gestalt  mitgetheilt;  hieran  reihen  sich  der  Sanskrit- Commentar  von  Sud- 
htlkara  und  die  englische  üebersetzung.  Der  Herr  Herausgeber  verbreitet 
sieh  über  den  griechischen  Einfluss  auf  die  indische  Astronomie  und  hat, 
wie  mich  dünkt,  diesem  Thema  auch  einige  neue  Seiten  abgewonnen;  so 
glaubt  er  nicht,  dass  sich  die  indische  Astronomie  unmittelbar  auf  die 
Werke  eines  Hipparch  und  Ptolemaeus  gründe,  sondern  dass  das  occiden- 
talische  Element  hierin  aus  griechischen  Schriften  secundärer  Kräfte  ge- 
schöpft sei. 

(New  Map  ofj  Persia,  Afghanistan  and  Beluchistau.  Compiled 
under  the  snpervision  of  Hon.  G.  CurzoD.  M.  P.  by  Wm.  Ino.  Turner. 
Natural  scale  1  :  3  810  000  =  60  miles  to  an  inch.  (Proceedings  of  the 
Royal  Geographical  Society  and  Monthly  Record  of  Geography.  Vol.  XIV. 
London,  1892;   gr.  8".) 

Herr  G.  Curzon,  der  intellectuelle  Urheber  dieser  neuesten  Karte  von 
Persien,  berichtet  in  einem  Begleitschreiben,  welches  von  dem  gänzlichen 
Mangel  an  einer  zuverlässigen  Karte  dieses  grossen  Königreiches  ausgeht, 
über  die  Art  ihrer  Ausführung  und  das  Material,  worauf  sie  sich  gründet. 
Ueber  letzteres  spricht  er  sich  sehr  unzufrieden  aus  und  gesteht,  dass  es 
ihm,  Alles  in  Allem  genommen,  nur  den  Eindruck  eines  „Geraisches  oder 
Flickwerkes"  gemacht  habe.  Benützt  vrarden  englische  (auch  Admiralitäts-), 
russische  und  deutsche  Karten,  sowie  viele  itineraria,  die  häußg  hinge- 
nommen werden  mussten,  wenn  sie  auch  keinen  Vermerk  über  die  ange- 
wandten Instrumente  enthielten.  Mit  rechter  Schaffensfreude  mag  wohl 
Herr  C,  dem  übrigens  die  Ergebnisse  der  Lemm'schen  Reise  und  der 
Deutschen  Expedition  (im  Jahre  1874")  entgangen  zu  sein  scheinen,  kaum 
an  seine  Arbeit  herangetreten  sein.    Dass  er  sie  trotzdem  zu  Ende  geführt 
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und  uns  zu  einer  kartographischen  Darstellung  von  Persien  verhelfen  hat, 
die  wenigstens  alles  Das,  was  bis  jetzt  an  hierzu  erforderlichen  Daten  vor- 
lag und  ihm  bekannt  geworden  war,  gewissenhaft  verwerthet,  daf&r  hat  er 
sich  ohne  Zweifel  ein  volles  Anrecht  auf  Dank  erworben.  Wie  freimüthig 
er  selbst  über  die  fertige  Leistung,  bei  deren  Vollendung  ihm  eine  tüchtige 
Uülfakraft  zur  Seite  stand,  urtheilt,  mögen  seine  eigenen  Worte  sagen: 
„Wissenschaftliche  Schärfe  kann  man  zur  Zeit  keinem  Entwürfe  einer  Karte 
des  persischen  Reiches  xugestehen,  und  sicher  werden  sich,  auf  Grund  zu- 
künftiger Forschungen,  gar  manche  Schlussfolgerungeii,  bei  denen  wir  stehen 
geblieben  sind,  als  unhaltbar  ei-weisen.  Gegenwärtig  ist  man,  selbst  an  die 
beste  Karte  von  Persien,  kein  höheres  Maass  der  Anforderungen  zu  stellen 
berechtigt,  als  dass  sie  in  angenäherter  Zuverlässigkeit  Ersatz  für  strenge 
Richtigkeit  biete."  „Denn"  —  schickt  er  vorauf  —  „weder  ist  jemals  eine 
Aufnahme  von  Persien  gemacht  worden,  noch  finden  sich  dort  so  schätzbare 
fundamentale  Vorbedingungen  eri'ttllt,  wie  sich  deren  das  britische  Indien, 
ja  sogar  die  an  Persien  angrenzenden  Ländereien  von  Afghanistan  und 
Belutscbistan  erfreuen;  hier  haben  englische  Officiere  durch  genaue  Triangu- 
lationen die  Grundlagen  für  alle  späteren  Aufnahmen  im  Kleinen  geschaffen, 
und  ein  Netzwerk  gut  fisirter  Punkte  oder  Laudmarken  sorgt  dafür,  dass 
es  einer  künftigen  Topographie  des  Landes  nicht  an  dem  notbwendigen 
mathematischen  Gerippe  fehle.     Nicht  so  verhält  es  sich  in  Persien." 

Perrier,  Loewy  et  Bassot,  Determination  des  longitude 
latitudes  et  azimuts  terrestres  en  Algerie.  Sparties,  avec  19planch 
Paris,  1877—1880;  4'.  (Memorial  du  döpöt  göniral  de  la  guerre,  tome  XI.) 

Von  dieser  Publication  kann  ich  leider  nichts  weiter  als  ihren  Titel 
mittheilen.  Aber  schon  der  rühmlichst  bekanpte  Name  des  Einen  der 
Herausgeber  dürfte  dafür  bürgen,  dass  durch  jene  Ortsbestimmungen  die 
mathematische  Geographie  des  westlichen  Nordafrika  eine  wesentliche 
Förderung  erfahren  hat. 
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Addendum. 
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Erst  nach  Beendigimg  des  Druckes  sehe  ich,  dass  ich  im  I.  Abschnitte 
(S,  95)  vergessen  habe,  noch  zwei  mittelalterliche  arabische  Himmelsgloben 
anzut^hren.     Ueber  den  einen,  aus  dem  Jahre  1275,  ist  nachzulesen: 

B.    Dorn,    Description    of   an    Arabic    Celestial    Globe    etc.     Londc 
1829;  4". 

Der    andere,    in    der   Bibliothek  zu   Paris   befindlich,    soll   gegen 
13.  Jahrhundert  verfertigt  worden  sein. 


DIE 

ANFÄNGE  DER  GRUPPENTHEORIE 


UND 


PAOLO  RUFFINI. 


VON 


HEINRICH  BÜRKHARDT 


IX   OÖTTIXGCÜ. 


An  den  Forschungen  über  die  altere  und  älteste  Geschichte  der  Mathe- 
matik nimmt  augenblicklich  eine  gi'osse  Reihe  von  Mitai'btiiieru  teil;  da- 
gegen die  Kenntnis  der  Entwickelung  unserer  Wissenschaft  in  den  letzten 
Jahrhunderten  hat  nicht  in  gleichem  Masse  Förderung  erfahren.  Einige 
wenige  Notizen  über  das  erste  Auftreten  dieses  oder  jenes  Satzes  pflanzen 
sich  von  einem  Lehrbuch  zum  andern  fort;  wer  nllhere  Belehrung  sucht, 
ist  darauf  angewiesen,  auf  die  Quellen  selbst  zurückzugehen.  So  findet 
man  z.  B.  überall  die  Angabe,  der  italienische  Mathematiker  Rnffini  sei  der 
erste  gewesen,  der  behauptet  und  zu  beweisen  versucht  habe,  die  Auflösung 
der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  durch  Wurzelzeichen  sei  nicht 
möglich;  man  findet  auch  angegeben,  worin  die  wesentlichste  Lücke  dieses 
Beweis  Versuchs  bestanden  hat;  aber  da3S  ein  grosser  Teil  derjenigen  sub- 
stitntionentheoretischen  Entwicklungen,  welche  man  Cauchy  zuzuschreiben 
gewohnt  ist,  bereits  von  Eul'fini  durchgeführt  worden  war,  das  scheint 
ganz  in  Vergessenheit  gerathen  zu  sein.')  Eine  Darstellung  des  wesent- 
lichen Inhalts  von  Ruffini's  einschlägigen  Arbeiten  wird  daher  vielleicht 
auf  ein  gewisses  Interesse  rechnen  dürfen;  es  sei  aber  gestattet,  vorher 
die  allmähliche  Entwicklung  der  ihnen  zugrunde  liegenden  Ideen  bei  seinen 
Vorgängern  zu  verfolgen. 

1.  Hudde.  Saunderaon.  Lo  Setir.  Der  erste  Anlass  zur  Verwer- 
tung combinatorischer  Betrachtungen  bei  algebraischen  Untersuchungen 
scheint  sich  dargeboten  zu  haben,  als  man  sich  die  Aufgabe  stellte,  die 
Gleichung  »«'*"  Grades  zu  bilden,  welche  »i  von  den  n  Wurzeln  einer  vor- 
gelegten Gleichung  /i""  Grades  (m  <  ii)  zu  Wurzeln  hat.  Ftti-  «  =  4,  5,  6 
und  »1  =  2,  bezw.  3  ist  diese  Frage  behandelt  in  der  „epistola  Johannis 
lluddenii  de  reductione  aequationum",  welche  Fr.  van  Schooten  seiner 
lateinischen  Übersetzung   von   Descartes'    g^omätrie^)    angehängt  hat.     Zu- 

1)  In  der  Bonner  Dias,  von  J.  Hecker:  Ober  Ruffini's  Beweis  für  die 
Unmöglichkeit  der  algebraischen  Auflösung  der  allgemeinen  Glei- 
chung von  einem  höheren  aU  dem  vierten  Grade  (Bonn  1886)  ist  nur  die 
letzte  Kedaction  von  R,'s  Beweis  (die  von  1813)  besprochen,  welche  gerade  seine 
interessantesten  Entwicklangen  nicht  enthält. 

2)  Qeometria  a  Renato  des  Cartes  ....  opera  atque  studio  Francisci  a 
Schooten.     Amstel.  ap.  Elzevirioa.     II.  Aufl.  .1669,  III.     1688. 
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nächst  ist  zwar  dort')  nur  nach  rationalen  Factoren  der  gegebenen  Glei- 
chung gefragt;  indess  wird  diese  Frage  in  der  Weise  beantwortet,  dass  zu- 
erst die  betreffende  Eilfsgleichung  wirklich  aufgestellt  und  dann  ontersncht 
wird,  ob  sie  eine  rationale  Wurzel  besitzt.  In  ähnlicher  Weise  findet  sich 
die  Frage  dann  in  den  Lehrbüchern  der  folgenden  Zeit  behandelt;  aber 
erst  geraume  Zeit  später  hat  Saunderson^)  darauf  hingewiesen,  dass  die 
Bestimmung  der  quadratischen  Factoren  eines  Polynoms  vierten  Grades 
notwendig  auf  eine  Gleichung  sechsten  Grades  fBhren  müsse,  da  ja  sechs 
die  Anzahl  der  möglichen  Factoren  dieser  Art  sei.  Dass  er  sich  anf  diesen 
speciellen  Fall  beschränkt  hat,  erklärt  sich  aus  dem  elementaren  CharaMer 
seines  Werkes.   Den  allgemeinen  Fall  fasste  bald  darauf  Le  Seur  ins  Auge; 

er  gibt: 

n  (n  —  1)  •  •  •  (w  —  w  4-  1) 
12 «n 

als  Grad  der  Gleichung  an,  von  welcher  die  Bestimmung  der  Divisoren 
1»*™  Grades  eines  Polynoms  vom  «**"  Grade  abhängt') 

Das  Interesse,  welches  die  Mathematiker  jener  Zeit  gerade  dieser  Frage 
entgegen  brachten,  beruhte  übrigens  darauf,  dass  man  auf  diesem  Wege 
zum  Beweis  der  Existenz  der  Wuhseln  höherer  algebraischer  Gleichungen 
gelangen  zu  können  meinte.  Man  ging  dabei  von  folgendem  Gedankengang 
aus:  mit  demselben  Becht,  mit  welchem  man  die  gewöhnlichen  imaginären 
Grössen,  also  Wurzeln  quadratischer  Gleichungen,  der  Rechnxing  unterziehe, 
könne  man  auch  annehmen,  dass  durch  Gleichungen  höherer  Grade  ima- 
ginäre Grössen  definirt  würden,  sodass  es  nur  darauf  ankomme,  zu  unter- 
suchen, ob  diese  letzteren  unter  den  ersteren  bereits  inbegriffen  sind  od«r 
eine  neue  Grössengattung  bilden.  Diese  Frage  sei  aber  in  ersterem  Sinne 
entschieden,  sobald  es  gelinge,  die  Bestimmung  der  quadratischen  Divisoren 
eines  vorgelegten  Polynoms  auf  die  Auflösung  einer  Reihe  von  ßesolventen- 
gleichungen  ungeraden  Grades  zurückzuführen,  deren  jede  ja  mindestens 
eine  reelle  Wurzel  besitze.  Den  in  diesen  Versuchen  liegenden  Schlussfehler 
hat  bekanntlich  erst  Gauss  in  seiner  Dissertation  aufgedeckt.*) 

2.  Waring.  In  ausgedehnterem  Masse  erscheint  die  Anwendung  com- 
binatorischer  Betrachtungen  zur  Bestimmung  des  Grades  von  Besolventen- 


1)  p.  487  der  III.  Aufl. 

2)  The  elements  of  algebia  by  Nicholas  Saanderson,  8  Bde.,  Cambridge 
1740  (postbom);  Bd.  II,  p.  737. 

3)  Memoire  sar  le  calcal  integral  par  le  P.  Thomas  Le  Seur.  Bome  1748 
(nicht  1768,  wie  zuweilen  angegeben);  p.  22.  23.  Das  Werkchen  handelt  von  der 
Integration  rationaler  gebrochener  Functionen  durch  Partialbmchzerlegang. 

4)  geg.  W.  Bd.  ni,  p.  5.  p.  14. 
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gleichongen  zuerst  bei  Waring,  und  zwar  an  vielen  zerstreuten  Stellen  im 
ersten  Teil  seiner  „  misce  11  an  ea  an  alytica"*)  und  in  den  daraus  erwachsenen 
„ineditationes  algebraicae".')  So  wird  z.  B.  nach  den  ersten  einlei- 
tenden Sätzen  sofort  das  Problem  formulirt:')  „invenire  aequationeni,  cujus 
radices  sint  quaecumque  algebraica  radicum  dataruin  aeqnationum  functio." 
Zur  Lösung  desselben  worden  zwei  allgemeine  Methoden  angegeben  und 
an  Beispielen  erläutert:  die  eine  derselben  beruht  auf  der  Bildung  symme-' 
trischer  Functionen,  die  andere  auf  einem  Eliminationsverfabren.  Haupt- 
sächlich aber  sind  hierher  gehörige  Untersuchungen  zusammengestellt  im 
IV.  Cap.  der  misc.  anal.,  im  UI.  der  med.  alg.  unter  der  Überschrift:  „de 
reductione  et  resolutione  aequationum".  Hier  findet  sich  die  mehi'erwähnte 
Aufgabe  der  Divisoren  m**"  Grades  eines  Polynoms  vom  «'™  Grade  be- 
handelt;'*) als  hinlänglicher  Beweis  dafür,  dass  die  durch  Permutation  der 
Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  entstehenden  Werte  der  HUfsnnbekannten 
alle  derselben  Hilfsgleiehung  genügen  müssen,  gilt  auch  Waring  noch  die 
eicfache  Wendung:  „quot  sunt  eombiuatioues  m  radicum  in  majore  multi- 
tadine  n  radicum,  tot  enint  problematis  solutiones  et  consequenter  tot 
erunt  radices  aequationis  reducentis".  An  der  letztgenannten  Stelle  findet 
sich  auch  bereits  die  Bemerkung,  dass  nnch  Bestimmung  eines  Coeffici- 
enten  des  Divisors  die  übrigen  durch  blosse  Division  erhalten  werden 
könnten,  den  Fall  allein  ausgenommen,  dass  die  Gleichung  für 
jenen  ersten  Coefficienten  gleiche  Wurzeln  besitzt.  Dabei  wird 
auf  eine  spätere  Stelle  (p.  166)  verwiesen,  an  welcher  der  allgemeine  Satz 
ausgesprochen  wird :  „Sind  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  gegeben, 
so  lassen  sich  beide  durch  dieselben  Irrationalitäten  ausdrücken,  ausser 
wenn  mehrere  Werte  der  einen  einander  gleich  sind;  wenn  aber  2,3.. 
Werte  von  x  einem  und  demselben  Wert  von  y  entsprechen,  so  enthält 
die  quadratische,  cnbische  . .  Gleichung,  welcher  diese  Werte  von  x  ge- 
nügen, keine  andern  Irrationalitäten  als  diejenigen,  welche  in  dem  zuge- 
hörigen Werte  von  y  auftreten".  Erwähnenswert  dürfte  auch  sein,  dass 
Waring  die  sogenannte  Tschimhaustranitfonnation  kennt  und  den  Grad  der 


1)  Cantabrigiae  1762.  Der  zweite  Teil  dieses  Werkes  handelt  von  der 
Curventbeorie;  die  proprietatea  algebraicaram  cnrvaram  (ib.  1772)  stehen 
zu  ihm  in  ähnlichem  Verhältnis,  wie  die  med.  alg.  zum  ersten. 

2)  ib.  1770;  die  folgende  AaS.  von  1782  ist  als  ed.  III  bezeichnet,  indem 
die  misc.  anal,  als  erste  Auflage  mitgezählt  sind.  —  Die  meditationes  ana- 
lyticae  Waring'g  (ib.  17761  sind  ein  ansfahrUches  Lehrbnch  der  Flaxionen-  und 
Fluentenrechnaag. 

8)  misc.  anal.  p.  11;  med.  alg.  p.  17  (der  Anfl.  von  1770). 
4)  mite.  anal.  p.  34.,  med.  alg.  p.  87. 
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Bilfsgleiohtuig  richtig  angibt,  deren  Auflösung  erforderlich  sein  würde, 
um  aus  der  durch  jene  Transformation  gelieferten  Resolvente  die  mittleren 
Glieder  wegzuschaffen;')  den  Namen  Tschimhaus  nennt  er  übrigens  erst 
in  der  Vorrede  zur  Auflage  von  1782,  p.  X.  XXV. 

Als  Beispiele  für  seine  allgemeinen  Auseinandersetzungen  dienen  Wa- 
ring  hauptsttchlich  die  verschiedenen  bekannten  Methoden  zur  Auflösung 
der  Gleichungen  4.  Grades;  er  zeigt  u.  a.,*)  wie  die  Wurzeln  der  durch 
dieselben  gelieferten  cubischen  Resolventen  sich  als  dreiwertige  Functionen: 

^1  ^3  "T"  Xj  ^41      \^ 

der  Wurzeln  sc,,  x^, 
stellt  er  sich  die  Aufgabe,  specielle  Gleichungen  zu  finden,  deren  Auf  18 
sung  in  vorgegebener  Weise  möglich  ist;  unter  anderem  Gleichungen  m*" 
Grades,  deren   Wurzeln  die  (damals  mehrfach  behandelte)  Form  haben: 


x^  der  vorgelegten    Gleichung    ausdrücken.     Aacli' 


4 


V«i  +  V''-i-\ — I-  v'««-i. 


S    01^^ 


Dass  übrigens   schon  bei  den   allgemeinen  Gleichungen   fünften  Grades 
Bestimmung  der  a  von  Gleichungen  höheren  Grades  als  die  vorgelegte  ab- 


hüngt,    ergab 
Schwierigkeit. 


sich    ihm^)    aus    seinen    combinatorischen    Principieu     ohne 


1)  ein  Bpecieller  Fall  misc.  anal.  p.  39;  der  allgemeine  med.  alg.  p.  101. 

S)  med.  alg.  p.  94. 

3)  med.  alg.  p.  120. 

Obwol  dem  Gegenstand  vorliegender  Untersucbimg  fremd,  seien  noch  eine 
Reihe  bemerkenswerter  Dinge  erwähnt,  von  welchen  wenig  bekannt  zu  sein  scheint, 
dass  sie  sich  bei  Waring  finden.  Die  Vorreden  beider  Werke  enthalten  eine  in 
jeder  folgenden  Auflage  vollständigere  Sammlung  von  Notizen  über  die  frühere 
Geschichte  der  Algebra,  die  namentlich  aber  das  17.  Jahrhundert  und  die  erste 
Hälfte  des  18.  einen  ganz  guten  Überblick  gewährt.  An  der  Spitze  des  Texte« 
stehen  in  beiden  Werken  die  Formeln  zur  Berechnung  der  Wurzelsummen  aus 
den  Coefticienten;  Erwähnung  verdient  dabei  vielleicht  der  Terminus  „exponentes 
litternrum"  fQr  das,  was  man  jetzt:  Gewichte  der  Coefficienten  zu  nennen  pflegt. 
Daran  schliesst  sich  die  Berechnung  der  übrigen  symmetrischen  Functionen  ans 
den  Wurzelsummen;  die  unter  Waring's  Namen  bekannte  Methode  zur  Berech- 
nung der  symmetrischen  Fauctionen  direct  aus  den  Coefficienten  findet  sich  nur 
in  dem  späteren  Werke  (p.  tt).  Die  misc.  anal,  enthalten  auch  (p.  16)  die  Me- 
thode zur  angenüherlen  Berechnung  der  Wurzeln  (unter  Voraussetzung  ihrer 
Kealität),  welche  sonst  wol  unter  dem  Namen  von  Graeffe  geht.  Einen  grossen 
Teil  beider  Werke  fallen  Untersuchungen  über  rationale  Wurzeln  von  bestimmten 
sowol,  als  von  unbestimmten  Gleicbungssystemen;  im  5.  Cap.  der  med.  algebr. 
dehnen  sich  dieselben  zu  einer  förmlichen  Sammlung  zahlcntheoretischer  S&tze 
aus  (dort  iut  auch  der  „Wilson 'sehe"  Satz  nach  einer  Mitteilung  Wilson'«  an 

Dg   zuerst  veröffentlicht   (p.  218,  vgl.  auch  p.  VIII)).    Für  Waring  —  wie 
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3.  Lagrange.  lu  demselben  Jahre,  in  welchem  Waring's  meditationeg 
algebraicae  zum  ersten  Male  erschieneo,  legte  Lagrange  seine  umfangreiche 
Abhandlung:  „Reflexions  sur  la  th^orie  alg^brique  des  eqnations"') 
der  Berliner  Akademie  vor.  Der  Inhalt  derselben  ist  weit  mehr  als  der 
der  andern  hier  zu  besprechenden  Werke  in  die  Lehrbücher  Übergegangen; 
so  enthalt  z.  B.  das  verbreitete  Handbuch  von  Serret  (art.  498 — 521) 
ausführliche  Auszüge  aus  derselben.  Es  wird  deshalb ' gestattet  sein,  sich 
hier  auf  eine  ganz  kurze  Übersicht  zu  beschränken  und  nur  die  auf  das 
allmähliche  Emporkeimeu  der  gruppentheoretischen  Uetrachtungsweise  cha- 
rakteristischen Stellen  hervorauheben. 

Als  Zweck  der  Arbeit  gibt  Lagrange  in  der  Einleitung  an:  „die  ver-1 
i^chiedenen  bis  zu  seiner  Zeit  für  die  algebraische  Auflösung  der  Gleichungen 
gegebenen  Methoden   zu    prüfen,   sie   auf  allgemeine   Principien   zurückzu- 
führen und   a   priori   zu   zeigen,    warum   sie   bei   den    Gleichungen   dritten 
und  vierten  Grades  zum  Ziel  führen,   bei  höheren  Graden   aber  versagen." 

Im  ersten  Abschnitt  wird  von  den  verschiedenen  zur  Lfjsung  der 
cubischen  Gleichungen  vorgeschlagenen  Methoden  gezeigt,  dass  sie  alle  auf 
Lösung  einer  Hilfsgleichung  zweiten  Grades  hinauslaufen,  deren  Wurzeln 
sich  durch  die  Wurzeln  x\  x'\  x"  der  vorgelegten  Gleichung  und  dir  com- 
plexe  dritte  Einheitswurzel  et  in  der  Form: 

{x  +  oa;"  -f-  t?x"f 

oder  als  lineare  Functionen  eines  solchen  Ausdrucks  darstellen  lassen;  die 
charakteristische  Eigenschaft  dieses  Ausdrucks  ist,  dass  er  bei  alten  Fer- 
mutationen  der  Wurzeln  a^',  jp",  %"  nur  zwei  verschiedene  Werte  anzunehmen 
im  Stande  ist.  Der  Abschnitt  schliesst  mit  der  Entwicklung  einiger  Sütze 
über  Einheitawurzeln ,  welche  aus  der  trigonometrischen  Darstellung  der- 
selben gewonnen  werden. 

Im  zweiten  Abschnitt  werden  ebenso  die  Methoden  zur  Lösung  der 
biquadratischen  Gleichungen  besprochen  und  gezeigt,  dass  dieselben  sämtlich 


auch  für  manche  andere  seiner  Zeitgenossen  —  hatten  diese  Fragen  auch  ein 
grosses  algebraisches  Interesse,  indem  er  sich  (vgl.  misc.  anal.  p.  48;  med.  algebr. 
p.  ISl)  folgende  Möglichkeit  dachte,  zur  Lösung  der  allgemeinen  Gleichungen 
höherer  Grade  ta  gelangen:  Man  solle  znn&chst  eine  Resolvente  annehmen  mit 
einer  grösseren  Anzahl  von  Unbekannten,  als  Bedingungen  zu  befriedigen  seien. 
Geeignete  Eliminationen  würden  dann  zu  einer  Gleichung  mit  inehrereu  Unbe- 
kannten führen.  Gelänge  es,  rationale  Werte  der  letzteren  i.\x  finden,  welche 
diese  Gleichung  befriedigen,  so  könne  man  von  ihnen  aus  zur  Lösung  der  ge- 
gebenen Gleichung  gelangen. 

1)  Nouveanx  m^moires  de  l'academie  de  Berlin  ponr  les  ann^es  1770.  1771 
(Berl.  1772.  73).  —  Oeuvres  de  L.,  ed.  Serret  t.  III. 
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auf   der    Benutzung   von   Hilfsgleichungen    beruhen,    deren  Wurzeln    drei- 
wertige Functionen  der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sind,  wie  z.  B. 

X  X    -\- X    x'',       (x  -f"  ••■    ~~  ^    — *     )\ 

(x -H X  y—\  —  x" — jr"' v-'i) {x  ~ X  y=n" -j- x" — x"' |/-^) 

Von  einer  etwas  weniger  übersiehtL'elien  Function  dieser  Art  wird  die 
Eigenschaft  (die  Dreiwertigkeit)  folgendennassen  bewiesen  (art.  43):  Si^ 
bleibt  unverändert,  wenn  x'  mit  x'  vertauscht  wird,  also  hat  sie  nicht  24 
verschiedene  Werte,  sondern  hUchstens  12.  Sie  bleibt  auch  unverändert, 
wenn  x'"  mit  x"'  vertauscht  wird,  also  reduciren  sich  die  12  Werte  auf  6j 
Sie  bleibt  endiich  auch  unverändert,  wenn  x  mit  x"  und  gleichzeitig  2'| 
mit  x'^  vertauscht  wird,  also  reduciren  sich  die  6  Werte  auf  3  „da  anc 
diese  Vertanschung  von  den  vorigen  unabhlLngig  ist."  Ausserdem  bleibt' 
sie  noch  unverändert  bei  gleichzeitiger  Vertauschung  von  x  mit  x'*'  und 
von  x"  mit  x"'\  „aber  diese",  heisst  es  weiter,  „kann  nicht  ia  Betracht 
kommen,  da  sie  in  den  vorigen  schon  inbegriffen  ist" 

Der  dritte  Abschnitt  wendet  sich  zu  analogen  Untersuchungen  fttr 
Gleichungen  höherer  Grade.  Gerade  von  diesem  Abschnitt  gibt  Serret 
Gedankengang  und  Resultate  ziemlich  vollständig  vrieder;  jedqch  ist  wol 
zu  beachten,  dass  er  die  Form  der  DarsteUnng  insofern  wesentlich  moder- 
iiisirt  hat,  als  er  sich  symbolischer  Bezeichnung  der  Substitutionen  bedient, 
überhaupt  sich  auf  eine  vorhergehende  systematische  Behandlung  der  Snb- 
stitutionentheorie  stützt,  von  welcher  Lagrange  noch  weit  entfernt  ist.  Der 
Abschnitt  schliesst  mit  einigen  Auseinandersetzungen  darüber,  ob  Aussicht 
vorhanden  sei,  auf  dem  eingeschlagenen  Wege  zu  üülfsgleichungen  von 
niedrigerem  Orade  als  die  bis  dahin  erhaltenen  zu  gelangen.  Lagrange 
glaubt  schon  bei  Gleichimgen  sechsten  Grades  auf  diese  Hoffnung  ver- 
zichten zu  müssen,  indem  er  bemerkt,  dass  es  nicht  gelinge,  die  10  Wert^ 
des  Ausdrucks: 

(a^i  +  x^-\-x^  —  x^  —  Xf,  —  Xg)' 

so   in   zwei  Beihen   zu  je    fünfeu    zu    spalten,   dass   das   Produkt   aus   des 
Summen  der  fünf  Werte  jeder  Keihe  symmetrisch  werde  (art.  85). 

Der  vierte  Abschnitt  bringt  die  nachträgliche  Begründung  der 
vorhergehenden  bereits  überall  benutzten  Sätze  über  den  Grad  von  Resol-' 
venten.  Ein  eigentümliches  Eliminationsverfahren,  an  den  einfachsten  Bei- 
spielen in  inductiver  Weise  auseinandergesetzt,  führt  zur  Erkenntnis  des 
fundamentalen  Satzes,  dass  der  Grad  einer  Resolvente  übereinstimmt  mit 
der  Anzahl  m  der  verschiedenen  Werte,  welche  ihre  Wurzel  bei  sämtlichen 
Vertauschuugeu  der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichimg  annimmt}  der  Satz, 
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dass  alle  symmetrischüD  Functionen  der  Wurzeln  sich  rational  durch  die 
Coefficienten  ausdrücken  lassen,  wird  nicht  beim  Beweise  vorausgesetzt, 
sondern  erst  nachher  als  Specialfall  des  allgemeinen  Satzes  (für  w  =  1) 
erhalten.  Von  der  Irredueibilitilt  der  erhaltenen  Gleichungen  ist  dabei 
übrigens  überhaupt  nicht  die  Rede  —  eine  bemerkenswerte  Lücke  nicht 
aowol  für  Lagrange's  eigene  Entwicklungen,  für  welche  dieser  Punkt  neben- 
3iichlii-h  ist,  als  für  die  darauf  gebauten  Folgerungen  späterer.  Weiterhin 
wird  auch  bereits  der  allgemeine  Satz  ausgesprochen,  dass  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Werte  einer  rationalen  Function  von  ^  Grössen  stets  ein 
Teiler  von  fil  ist;  der  Beweis  wird  übrigens  nur  für  zweiwertige  Functionen 
explicite  durchgeführt,  während  für  alle  andern  Fälle  die  Bemerkung  ge- 
nügen muss,  dass  man  in  ihnen  ebenso  schliessen  könne.  Es  folgt  dann 
noch  der  bekannte  Beweis  des  Lehrsatzes,  dass  durch  eine  rationale  Func- 
tion der  Wurzeln  x  einer  Gleichung  jede  andere  solche  Function  y  sieh 
rational  ausdrücken  lässt,  welche  bei  allen  den  Permutationen  der  x  unge- 
ändert  bleibt,  die  den  Wert  von  t  nicht  ändern;  dass  aber  y  von  einer 
Gleichung  r»'"'  Grades  mit  in  /  rationalen  Coefficienten  abhängt,  wenn  zu 
einem  Werte  von  I  m  Werte  von  »/  gehSreu.')  Als  Beispiele  werden  wieder 
die  zweiwertigen  Functionen  von  drei  und  die  dreiwertigen  von  vier  Grössen 
behandelt. 

Die  Resultate  seiner  Untersuchung  fasst  Lagrange  (art.  109)  folgender 
massen  zusammen: 

„Täusche  ich  mich  nicht,  so  sind  im  vorhergehenden  die  wahren  Prin- 
cipien  der  Auflösung  der  Gleichungen  und  das  geeignetste  analytische 
Verfahren,  um  zu  ihr  zu  gelangen,  enthalten.  Wie  raan  sieht,  reducirt 
'sich  alles  auf  eine  Art  von  Combinationsrechnung,  durch  die 
man  a  priori  die  Resultate  erkennen  kann,  welche  man  zu  er- 
warten hat.  Es  würde  am  Platze  sein,  die  Anwendung  auf  Gleichungen 
fünften  und  höheren  Grades  vorzunehmen,  deren  Auflösimg  bis  jetzt  nicht 
bekannt  ist;  aber  diese  Anwendung  verlangt  eine  zu  grosse  Anzahl  von 
Untersuchungen  und  Combinationen,  als  dass  wir  uns  jetzt  dieser  Arbeit 
unterziehen  könnten.  Wir  hoffen  jedoch  zu  anderer  Zeit  darauf  zurück- 
kommen zu  können  und  wollen  un.s  hier  damit  begnügen,  die  Grundlagen 
einer  Theorie  gelegt  zu  haben,  die  uns  neu  und  allgemein  scheint." 

Anhangsweise  folgen  einige  Bemorkungen  über  Gleichungen,  zwischen 
deren  Wurzeln  eine  bekannte  Beziehung  besteht;  es  wird  auseinandergesetzt 


1)  Über  die  Art,  wie  Lagrange  die  bei  diesem  Satze  auftretenden  Aumahme- 
lälle  numerischer  Gleichheit  der  Werte  formell  verschiedener  Functionen  behan- 
delt, Tgl.  mau  liDlder,  Math.  Ann.  Bd.  34,  p.  454  ff.  (IhiS'J). 
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und  an  einigen  Beispielen  erläutert,  in  wie  fern  die  Kenntnis  einer  solchafl^H 
Beziehung  auf  Grund  der   entwickelten  Principien   zur  Rednction    der  vor*^H 
gelegten   Gleichung   führen   kann.     Übrigens  macht   dieser  Anhang   keinen 
Anspruch  darauf,  eine  vollständige  Theorie   solcher  speciellen  Gleichongen 
darzustellen.  ^^ 

Ger  2.  Auflage  seines   „ti-ait^  sor  la  risolution   des   öqttations   nom^^H 
riques"  (Paris  1808;  oeuvres  6d.  Serret  t.  VIII)  hat  Lagrange  als  „note  XBI" 
einen  Auszug    aus    den   drei    ersten  Abschnitten   der    vorhosprochenen 
handlung  beigefügt,  der  nur  in  der  Theorie  der  Einbeitswoi'zeln   unter  de; 
Einflnss  der  inzwischen  erschienenen  disqoisitiones  arithmeticae  von  Gai 
einige  Vereinfachungen,  im   übrigen  aber   keinen  Fortsehritt  über  die  an* 
führlichere  Darstellung  hinaus  aufweist.     Zum  Schlüsse  erwähnt  Lagrange 
noch  die  sogleich  zu  besprechende  Abhandlung  von  Vandermonde ;  er  Sndet, 
dass  dessen  Methode  aus  einem  in  der  Natur  der  Gleichungen  gegründeten 
Princip   entspringe  und  in   dieser  Beziehung   direkter  als   seine   eigene  seL' 

4.  Vandennonde.  Ebenfalls  dem  Jahre  1770  gehört  eine  dritte  be- 
deutende algebraische  Arbeit  an,  das  „memoire  sur  la  rösolution  des  6qaa- 
tions"  von  Vandermonde.')  Über  seine  Absicht  bei  Verfassung  desselben 
gibt  Vandermonde  in  der  Einleitung  folgende  Auskunft: 

,, .  .  .  Es  scheint  mir,  als  könnte  ein  Teil  der  Schwierigkeiten  der 
Natur  der  analytischen  Methoden  zugeschrieben  werden,  die  man  bisher 
allgemein  benutzt  hat;  ich  habe  mich  entschlossen  einen  andern  Weg  ein- 
zuschlagen. Meine  Methode  verlangt  di«  Einführung  keiner  einzigen  unbe- 
kannten; bei  jedem  Schritt  der  Rechnung  hat  man  es  nur  mit  Gleichungen 
zu  thiin,  die  durcli  Ausführung  der  angedeuteten  Operationen  leicht  veri- 
ficirt  werden  können.     .  .  .  Die  Gleichung: 

X*  —  (a  -\-  b)  X  -i-  ah  =  0 

kann  auf  zwei  Arten   betrachtet  werden:   entweder   als   Gleichung   zweiten 
Grades,  dann  stellt  die  Unbekannte   eine   zweideutige   Function   dar;    od 
als  Produkt  zweier  Factoren    ersten  Grades;   dann  ist  die  Gleichung   zwei- 
deutig und  die  Unbekannte  hat  zwei  Werte,  die  es  nicht  sind.')     Handelt 
es  sich  nur  um  die  Auflösung  der  Gleichungen,  so  müsste  man  die  letzte: 

1)  Hiatoire  de  l'acad^niie  des  sciences,  ann(5e  1771  (Paris  1774.)  p.  365  ff.    Wi»^ 
eine  Note  besagt,  war  die  Abhandlung  bereits  Nov.  1770  gelesen,  konnte  aber  nicht 
in   den   Band  für   1770   aufgenommen    werden,   weil  Vandermonde    damals    nodi 
nicht  Academiemitglied   war;  die  meditationes  algebraicae  Waring's  und  die  re- 
flexions  Lagrauge's  lernte  Vandermonde  in  der  Zwischenzeit  kennen. 

2)  Die  Unbestimmtheit  dieser  Äuaeinandersetzangen  beruht  in  letzter  Instanz 
darauf,  dass  sowol  der  Begriii'  der  monogenen  Function,  als  der  des  Kationalitftts- 

-Jutticha  fehlt.  ,^^_ 
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Aaffassiing  vorziehen;  verlangt  man  aber  die  Znsammensetzung  der  Wurzel 
aus  a  -\-  b  und  al>,  so  wird  diese  Wurzel  notwendig  zweiwertig  sein  müssen; 
denn  .  . .  die  beiden  Bedingungen: 

a  ^  funct.  [{«  -|-  b),  ab] 
und:  b  =  funct.   [(<*  +  /<),  ah\ 

kßnnen  nur  zusammen  bestehen,  wenn  die  Function  eine  zweideutige  ist. 
Eine  solube  Function  ist  z.  U.: 

Analog  wird  weiterhin  für  die  Wurzel  der  cnbischen  Oleichung,  unter 
»•',  r"  die  beiden  comtilexen  dritten  Einbeitswurzelu  verstanden,  der  Aus- 
druck aufgestellt: 

I  («  +  &  +  c  +  |/(a  4-  r'b  +  r'cf  +  ^(^^7^6  +~r'c)«); 

und  es  wird  dann  gezeigt,  dass  sich  (rt  -{■  r  b  -\-  r"cf  und  (u  +  r"b  -f-  r'cf 
rational  durch  a  -\-  b  -\-  <;,  nb  -\-  ac  -\-  hc  und  ithc  ausdrücken  lassen,  bis 
auf  ein  Glied; 


6  c» 


.a*), 


-f  (a*6-f  6»c-fc»a  — at" 

dessen  Quadrat  erst  diese  Eigenschaft  hat') 

Purch  Solche  Llherlegungen  gelangt  Vandemionde  dazn,  das  allgemeine 
Problem  der  Gleiehungsauflüsung  in  folgender  Weise  zu  forniuliren: 

erstens  sei  eine  Function  der  Wurzeln  zu  finden,  von  der  man  sagen 
könne,  dass  sie  jeder  beliebigen  der  Wurzeln  in  einem  gewissen  Sinne 
gleich  ist; 

zweitens  sei  diese  Function  auf  eine  solche  Form  zu  bringen,  dass  es 
gleichgiltig  ist,  wie  man  die  Wurzeln  unter  einander  vertauscht; 

drittens  seien  in  dieselbe  die  Summe  der  Wurzeln,  die  Summe  ihrer 
Produkte  zu  je  zweien  u.  s.  w.  einzuführen. 

Yandermondo  beginnt  mit  dem  dritten  Teil  dieses  Programms,  indem 
er  die  erforderlichen  Formeln  ableitet,  welche  der  Theorie  der  symmetrischen 
Functionen  angehören.  Dann  schaltet  er  eine  Theorie  der  Einheitswurzeln 
ein;  dieselbe  enthält  bereits  (art.  6)  ohne  Beweis  die  Behauptung,  die 
Gleichung  m^"  Grades,  von  welcher  die  Bestimmung  der  (2  m  -f-  l)"""  Ein- 
heitswurzeln abhängt,  sei  ,, immer  leicht  zu  lOsen''.*) 

1)  Man  sieht,  dasB  Vandermonde  unter  einer  „t<yDtbeti8cheii"  Methode  eine 
solche  versteht,  welche  von  einer  vorausgesetzten  Form  der  Wurieln  ausgeht  und 
die  Gteicbnngen  anfaucht,  welchen  Wurzeln  von  dieser  Form  Uenüge  leisten. 

2)  Die  expliciten  Ausdrücke  der  elften  Einheitswunteln  sind  art.  36  mitge- 
teilt, ohne  Angabe  ihrer  Ableitung. 

Abh.  tat  üeaeh.  det  lUtbam.  VI.  9 
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Hierauf  wendet  sich  Vandermonde  (art.  15  ff.)  zu  dem  ersten  Teil  seinel^B 
Problemstellung.  Er  bUdet  ans  nebeneinander  gestellten  Quadrat-  und  Kubik- 
wurzeln eine  Reihe  von  sechs-,  acht-,  neunwertigen  Ausdrücken,  findet  aber, 
dass  keiner  derselben  geeignet  sei,  die  Wurzel  einer  allgemeinen  Gleichung 
des  entsprechenden  Grades  vorzustellen.  Für  weitergehende  Versuche  füJüt 
er  das  Bedürfnis  nach  einer  abkürzenden  Bezeichnung  derjenigen  Permu- 
tationen der  Wurzeln,  bei  welchen  die  zu  betrachtenden  Functionen  der- 
selben ihren  Wert  nicht  ändern;  doch  ist  die  von  ihm  gewählte  (art.  24), 
wenn  man  von  den  einfachsten  Fällen  absieht,  so  schleppend,  dass  sie  ihm 
wenig  Vorteil  zu  gewähren  im  Stande  ist.  Gleichwol  gelingt  es  ihm  mit 
ihrer  Hilfe,  nicht  allein  die  Behandlung  der  Gleichungen  dritten  und  vierten 
Grades  zu  erledigen,  sondern  auch  die  Existenz  der  Resolventen  sechsten 
Grades  für  die  Gleichungen  fünften,  dann  der  Resolventen  zehnten  und 
fünfzehnten  für  die  Gleichungen  sechsten  Grades  darzuthun,  sowie  den  Zu 
samnienhang  dieser  letzteren  mit  der  Zerlegung  des  Polynoms  sechsten 
Grades  in  eubische,  bezw.  quadratische  Factoren  nachzuweisen.  Nachdem 
er  dann  noch  Resolventen  von  diesen  Resolventen  gebildet  und  sich  über- 
zeugt bat,  dass  auch  diese  ihn  nicht  weiter  ttihren,  bricht  er  ab  (art.  ^^j^^ 
mit  der  Erklärung:  er  habe  vielfach  vergeblich  versucht,  drei-  oder  vi^^f 
wertige  Functionen  von  fünf  Grfissen  zu  bilden,  und  er  sei  daher  zu  der 
Überzeugung  gekommen,  dass  es  keine  solchen  Functionen  gebe.   — 

Nicht  uninteressant  sind  die  Bemerkungen,   mit  welchen   der   Secretfir 
der  Academie  sein  Referat  über  Vandermoude's  Arbeit  im  Jahresbericht  der- 
selben (p.  49)  begleitet.  Er  vergleicht  sie  mit  Lagrange's  reflexions  und  mein^M 
dieser  sei  Ubenseugt,  dass  man  einen  andern  Weg  werde  einschlagen  müsse^^^ 
um  zur  Auflösung  der  Gleichungen   höherer  Grade  zu   gelangen,    während 
Vandermonde  zu    glauben    scheine,    wenn   die   Lösung    überhaupt    mSglii 
sei,   müsse  sie  auf  diesem  Wege   gelingen;   er  für  seine   Person    neige  dfli 
letzteren   Ansicht  zu.     Ob   er    damit    die   wahre   Meinung    beider    Antore 
richtig  erkannt  hat,  steht  dahin,   da  beide  es  vermieden  haben,   sich   über 
diesen  Punkt  unumwunden  auszusprechen. 

5.  Büokbliok.  Das  Jahr  1770,  in  welchem  kurz  nach  einander  df 
die  drei  zuletzt  besprochenen  grossen  Arbeiten:  Waring's  meditationes, 
Lagrange's  reflexions  und  Vandernionde's  memoire  ans  Licht  traten, 
bezeichnet  in  der  Geschichte  der  Algebra  den  Abschluss  einer  gewissa^n 
Entwicklungsperiode:  wie  sich  auch  äusserlich  dadurch  kundgibt,  dass  nac^^ 
ihrem  Erscheinen  die  in  ihnen  ertirterten  Fragen  fast  ein  Menschenalter 
hindurch  ruhten.  Es  wird  im  Interesse  der  Übersicht  zweckmässig  sein, 
in  wenigen  Sätzen  zu  schildern,  auf  welchen  Standpunkt  die  Lehre  von 
'  allgemeinen  Auflösung   der   algebraischen  Gleichungen    höherer    Grade 
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durch  jene  Arbeiten  gebracht  war.  Man  wusste  ans  denselben,  dass  alle 
bekannten  Methoden  zur  Auflösung  der  Gleichungen  2.  3.  4.  Grades  trotz 
ihrer  äusseren  Verschiedenheit  in  einem  Punkte  übereinkommen:  dass  sie 
nämlich  alle  zunäciist  solche  ratioaale  Functionen  der  Wurzeln  der  vor- 
gelegten Gleichung  bestimmen,  welche  nur  eine  kleine  Anzahl  verschiedener 
Werte  annehmen,  wenn  man  jene  Wur/elu  auf  alle  möglichen  Arten  unter 
sich  vertauscht;  dass  dann  mit  deren  Hilfe  weitere  Functionen  derselben 
Art  bestimmt  werden,  welche  in  diesem  Sinne  einer  grösseren  Wertezahl 
fähig  sind  u.  s.  f.;  dass  aber  dieser  ganze  Process  innerhalb  des  Bereiches 
der  rationalen  Functionen  der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  sich  ab- 
spielt. Man  war  aber  darüber  ganz  im  Unklaren,  ob  diese  Eigenschaft 
der  bekannten  Auflösungsmethoden  in  der  Natur  des  Problems  begründet 
oder  nur  Ergebnis  einer  von  ZufUUigkeiten  beeinflussten  historischen  Ent- 
wicklung sei.  Man  hatte  femer  den  Zusammenhang  erkannt  —  oder  viel- 
mehr wol  vielfach  als  selbstverstUndliuh  betrachtet  — ,  welcher  zwischen 
der  Anzahl  der  verschiedenen  Werte  einer  Function  der  erwUhnten 
Art  und  dem  Grad  der  Uilfsgleichung  besteht,  aus  welcher  sie  zu  be- 
rechneu  ist;  und  man  wusste  aucb,  dass  verschiedene  Functionen,  welche 
bei  denselben  Vertauschungen  der  Wurzeln  ihren  Wert  ändern  oder  nicht 
ilndei'u,  zu  dem  erstrebten  Zwecke  gleich  tauglich  seien,  abgesehen  natür- 
lich von  grösserem  oder  geringerem  Umfang  der  Eechenarbeit.  Aber  die 
Schlüsse,  durch  welche  man  die  Richtigkeit  dieser  Erkenntnis  darzuthun 
suchte,  genügten  vielfach  dem  StrengebedUrfnis  eben  nur  der  damaligen 
Zeit,  welche  vom  Satz  des  zureichenden  Grundes  sehr  subjective  Anwen- 
dungen zu  machen  sich  berechtigt  hielt.  Man  war  überzeugt,  dass  es  zu 
weiterem  Vordringen  auf  diesem  Gebiet  erforderlich  sei,  die  Mannigfaltig- 
keit der  verschiedenen  möglichen  Vertauschungen  der  Wurzeln  einer  plan- 
mässigen  Untersuchung  zu  unterziehen;  aber  es  fehlte  an  einem  leitenden 
Gesichtspunkt,  dessen  Verfolgung  eine  solche  Untersuchung  vor  dem  Ver- 
lorengehen in  zahllose  Einzelheiten  bütte  bewahren  können.  Man  war 
endlich  durch  die  Fruchtlosigkeit  zahlreicher  Versuche,  die  Gleichungen 
höherer  Grade  durch  Wurzelziehen  aufzulösen,  zu  der  Vermutung  geführt 
worden,  dass  solche  Auflösung  überhaupt  nicht  möglich  sein  werde;  aber 
man  besass  kein  Mittel,  diese  Unmöglichkeit  zu  beweisen.  — 

Wenn  in  späteren  Zeiten  die  Tradition  von  diesen  Erfolgen  und  Miss- 
erfolgen wesentlich  an  Lagrange's  grosse  Abhandlung  anknüpft,  so  ver- 
dankt sie  das  wol  vor  allem  ihren  formalen  Vorzügen:  der  Ausführlichkeit 
und  Bestimmtheit  in  der  Angabe  der  leitenden  Ideen,  der  Übersichtlichkeit 
der  Anordnung,  der  Durchsichtigkeit  und  —  am  Massstabe  der  Zeit  ge- 
messen —   Strenge  der  neweisführuiig.     Sieht  man  nur  auf  den  Inhalt,  so 
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wird  man  Waring  und  Vandermonde  das  Zeugnis  nicht  -versagen  dürfen, 
dass  aach  sie  unabhUngig  von  Lagr&nge  und  gleichzeitig  mit  ilmi  eineo 
grrossen  Teil  seiner  Resultate  erhalten  haben. 

6.  Rnffiai;  äussere  Verhältnisse.  Auf  dem  im  yorigen  Abschnii 
geschilderten  Stande  blieb  die  Frage  nach  der  Auflösung  der  höheren  alge- 
braischen Gleichungen  während  der  letzten  drei  Decennien  des  achtzehnten 
Jahrhunderts  stehen;  selbst  die  bereits  erhaltenen  Resultate  fanden  nur 
langsam  Eingang  in  die  Lehrbücher.')  Ein  weiterer  Schritt  vorwärts  ge- 
schah erst  durch  Paolo  Ruffini  (geb.  1765,  gest.  1822).*)  Von  den 
äusseren  Schicksalen  dieses  merkwürdigen  Mannes,  dessen  Leistungen,  schon 
von  seinen  Zeitgenossen  kaum  gekannt,  bei  der  Nachwelt  noch  mehr  in 
Vergessenheit  geriethen,  sei  nur  in  Kürze  folgendes  berichtet:  Von  Beruf 
eigentlich  Arat  —  wie  einst  Cardanus  —  trieb  er  nebenbei  mathematisi 
Studien,  die  ihm  Lehrstellen  an  verschiedenen  Schulen,  zuletzt  an  der  Uni- 
versität Modena  verschallten.  Doch  blieb  er  in  diesen  nicht  unangefochten 
von  Seiten  einer  oder  der  andern  der  rasch  wechselnden  Regierungen  jener 
Zeit,  da  er  in  politischen  und  namentlich  in  kirchlichen  Dingen  am  Über- 
lieferten festhielt.  Übrigens  wusste  er  diese  seine  Überzeugung  mit  einem 
lebhaften  italienischen  Nationalgefühl  zu  vereinigen:  Lagrange  nennt  er 
mit  Stolz  seinen  Landsmann.  Seine  medicinischen  Schriften  werden  wenii 
gerühmt,  mehr  seine  unerschrockene  Thätigkeit  gegenüber  den  Epidemii 
welche  im  Gefolge  der  kriegerischen  Ereignisse  jener  Zeit  auftraten.  Am 
als  religiöser  und  philosophischer  Schriftsteller  hat  er  sich  versucht,  üi 
gehen  hier  nur  seine  algebraischen  Arbeiten  an  und  auch  von  ihnen  nur 
diejenigen,  welche  mit  der  Frage  nach  der  allgemeinen  Auflösung  der  alge- 
braischen (ileichnngen  von  höherem  als  dem  vierten  Grade  durch  Wursel- 
ziehen  zu  thuii  haben.  Es  hat  nämlich  Ruffini  die  Unmöglichkeit  solcher 
Auflösung  zuerst  bestimmt  behauptet  und  zu  beweisen  versucht;  und  zwar 
hat  er  nicht  weniger  als  sechs  verschiedene  Redactionen  seines  Beweis 
veröffentlicht.     Diese   sollen  im   folgenden  der  Reihe   nach   samt    den    si< 


m 
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1)  Die  Element!  d'iilgebra  von  Pietto  Paoli  (Pisa  1794)  enthalten  1. 1.  p.  119 
wenigstens  ein  Citut  auf  Lagrauge;  die  6.  Ausgabe  der  Elemens  d'Algebre  von 
Ciairant  (Paris  1797)  in  den  Zusätzen  des  Herausgebers  (L.  C.)  Auszüge  aas 
Lag  ränge. 

2)  Eine  ausführliche  Biographie,  in  der  jedoch  da«  mathematische  Interesse 
sehr  zurücktritt,  findet  sich  in  den  memoiie  dellu  societä  italiana  delle  scienze 
t.  19.  p.  LXXXV— CX  (1826),  eine  andere  in:  Biografia  degli  Ituliani  illaatri,  pubbl. 
per  cura  d'  E.  de  Tipaldo,  vol.  4  (Venezia  1837)  p.  825—239.  Kürzere  Nachrichten 
bieten:  Biographie  universelle  t.  39  (Paris  1826)  p.  274;  nouvelle  biog^^aphie  g(Sn^- 
rale  t.  42  (Paris  1863)  col.  866,  sowie  Loiubardi,  storia  della  Utteratura  italiana. 
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an  sie  anschliessenden  Schriften  besprochen  werden-,  nie  verdienen  in  der 
That  sämtlich  Berücksichtigung,  wenn  man  von  Kuftini's  Leistungen  auf 
diesem  Gebiete  ein  Bild  gewinnen  will. 

7.  Ruffini's  Lehrbuch  von  1799.  Ruffini's  erste  Veröffentlichung 
auf  algebraischem  Gebiete  ist  ein  zweibündiges  Lehrbuch  der  Algebra,  das 
unter  dem  Titel: 

Teoria  generale  delle  Equazioni,  in  cui  si  dimostra  ini- 
possibile  la  soluzioce  algebraica  delle  equazioni  generali  di 
grade   snperiore   al   quarto 

1799  zu  Bologna  erschienen  ist.  Nach  Ableitung  der  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  algebraischen  Gleichungen  und  Discussion  der  Auflösung  der 
Gleichungen  zweiten,  dritten,  vierten  Grades  beginnt  Raffini  seinen  Unanf- 
lösbarkeitsbeweis  im  13.  Cap.  dieses  Werkes  mit  einer  Classification  der 
verschiedenen  „Permutationen."  Zum  Verständnis  dieser  Classification 
ist  vorab  zu  bemerken,  dass  er  die  sämtlichen  Vertauschungen  der  Wurzeln, 
bei  welchen  eine  Function  derselben  ihren  Wert  nicht  ändert,  als  eine 
einzige  Permutation  bezeichnet;  er  versteht  also  unter  einer  „Permutation" 
dasselbe,  was  man  seit  Cauchy  als  ein  „System  conjagirter  Substitutionen" 
und  seit  Galois  als  eine  „Sabstitutionsgmppe"  zu  benennen  pflegt.  Charak- 
terisirt  ist  eine  solche  Gruppe  bekanntlich  dadurch,  dass  jede  Operation 
zu  ihr  gehört,  welche  darin  besteht,  dass  man  zwei  ihrer  Operationen  nach 
einander  vornimmt;  dass  diese  Eigenschaft  seinen  „Permutationen"  zu- 
-kommt,')  ist  Ruffiiii  sehr  wol  bekannt  und  vielfach  von  ihm  benutzt. 
Als  „einfache  Permutationen"  bezeichnet  er  Gruppen,  welche  (nach 
jetziger  Ausdrucksweise)  aus  den  Potenzen  ei»er  einzigen  Substitution  be- 
stehen; er  unterscheidet  deren  zwei  Arten,  je  nachdem  letztere  einen  oder 
mehrere  Cykeln  enthält  Die  übrigen  Gruppen  nennt  er  „zusammenge- 
setzte Permntationen",  und  zwar  der  ersten,  zweiten  oder  dritten  Art, 
je  nachdem  sie  intransitiv,  transitiv  und  imprimitiv  oder  transitiv 
und  primitiv  sind.  Bei  Bestimmung  der  Transitivität  berücksichtigt  er 
übrigens  nur  diejenigen  Wurzeln,  welche  in  der  gerade  zu  untersuchenden 
Function  wirklich  auftreten:  eine  unzweckmässige  Festsetzung,  welche  ihn 
öfters  zu  weitscbweitigen  Fallunterscheidungen  nötigt.  Auch  noch  in  einem 
andern  Punkte  weicht  seine  Ausdrucksweise  von  der  jetzt  üblichen  ab: 
wo  von  den  verschiedeueu  Werten  derselben  Function  die  Rede  ist,  sagt 
er  stets :  alle  diese  bleiben  bei  derselben  Permutation  ungeändert  —  während 


1)  Der  Fall,  daBs  zwischen  „formell"  verachiedenen  Fanctionawerten  ..nume- 
rische" Gleichheit  bestehen  kann,  wird  an  dieser  Stelle  von  Ruftini  noch  nicht 
berücksichtigt;  vgl.  aber  p.  138. 


wir  jetzt  Ton  ,,dnrch  Transformation  aus  einander  hervorgeh«Bdea"  Gr^pM ' 
sprechen.     Dieser  an  und  für  sich  gleichgiltige  Umstand  ist  insofern 
ohne  Einfluss,   als  er  Raf&ni  den  Weg  zum  Begriff  der   „aa^gsinif  hn«lm  | 
Untei^mppe  versperrt.     Ührigens  sind  seine  Definitionen  der  TBe«ekirfeBe« 
^.pnr&hnten  Arten  von  Permutationen  zwar  an  and  ffir  sieh  buii  ■eht«t  lö^ 
eben  klar;   doch  geht  ihr  Sinn  aas  den   folgenden  Bdspielea   mid  Abwm- 
dangen   so    unzweifelhaft  herror,  dass   man  sicher  sdn   kana,   hier  niekk 

Itere  Ideen  in  ihn  hineingedeutet  za  haben.     (Im    folgenden    soll   in 
Allgemeinen  die  jetzt  Qbliche  Terminologie,  nicht  die  Baffinii, 
gebraucht  gebraucht  werden.) 

Die  Anzahl  der  verschiedenen  Vertaoschungen  der  Wurzeln,  bei 
eine  gegebene  Function  derselben  ihren  Wert  nicki 
den  „Gleichheitsgrad"  (grado  di  agoagliamm) 
Begriff  entspricht  also  anserem  „Ordnung  der  zogahSrigen  Gnippe^.^)  IKae 
Zahl  p  bestimmt  er  nun  f^  sämtliche  bei  fünf  ElementCB  inBgiirlw 
FfiT  eine  „einfache  Permutaiion  I.  Arf  ist  sie  —  das  zeigt  er 
—  gleich  der  Anzahl  der  durch  sie  versetzten  Clemente;  f&r  eine  jü»- 
fache  Permutation  11.  Art"  gleich  dem  kleinsten  gameiaadiaftlich—  ^^el- 
L&chen   der    betreffenden   Anzahlen   für  die    ««mlfHtF     .f^iiF'f  "'■—*— '"i    Br 

ne  ;,zasammengeseute  Permutation  I.  Art^  gUtA  dem  Proärnkt  Sinm 
.*)  An  „nuammengesetzten  PermotatioDen  IL  Art"  könnt  Boflni 
bei  fdnf  Elementen  nur  eine  Art,  für  welche  />  =  8  ist;  die  andere  nü 
/>  ^  4  I  Vierergruppen)  scheint  er  entweder  tiberseben  oder  als  in  der  ve- 
rigen enthalten  nicht  besonders  behandelt  zu  haben.  Hiermaf  gabt  er  ttbcr 
ZOT  Discnssion  aller  derjenigen  ,rPennatationen  III.  Art",  der^  ein«  Oamr 
eioe  cyelische  Vertanacfanag  aller  f&af  GrCwen  ist;  er  findet,  itm 
käme  andern  Werte  vw  j>  als  10,  30,  60  od«-  ISO  anftratea.*) 
Indem  er  daan  noch  allgemein  den  Satt  ableitet,  daa  filr  eine  Grappe, 
welche  keine  solche  cjclische  Vertanscbnag  aller  flbrf  flrnmen  anAlli,  f 
niemals  ein  VieUMbee  von  ö  sein  kann,  eiblH  er  als  Haopteesnitait  aentr 
Diilai— ihiiii§  die  Tbataacbe,  dass  p  aäemab  gleicb  15,  30  oder  40  wird, 
m.  a.  W.  dass  es  keine  Functionen  von  fflnf  GrSssen  gibt,  welche 
gerade  acht,  vier  oder  drei  verschiedene  Werte  annehmen,  vrena 


1)  Daae  «üeee  Zahl  (teta  ein  Teuer  von  m' 

ebne  ea  n  beveieen. 
S)  Die  Poaipeatat»!!  werden  hier 
f3r  H  "  6t  voa  einem  trivialen  FkDe 
S\  Scr  ist  die  Ao&lblBiv  aller 


alj  die  am  vlSMSi  and  (13S>  entt 
mmt  dai  Beslütat  keinen 
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man  diese  OrSssen  auf  alle  möglichen  Arten  unter  einander  ver-1 
tauscht  (art.  275).  Ausserdem  enthiilt  dieser  Abschnitt  (art.  273)  noch 
einen  anderen  (ebenfalls  durch  Discussion  aller  EinzelfUlle  bewiesenen) 
allgemeinen  Satz,  den  man  jetzt  etwa  so  aussprechen  würde:  Enthält  eine 
Gruppe  alle  diejenigen  Substitutionen ,  welche  durch  Transformation  ver- 
mittelst einer  bestimmten  cyclischen  Permutation  von  fünf  Elementen  aus 
einer  ihrer  Substitutionen  hervorgehen,  ao  enthalt  sie  auch  diese  cjclisobe 
Substitution  selbst. 

Nunmehr  geht  Ruffini  dazu  tiber,  die  gefundenen  gruppentheoretischen 
Resultate  auf  das  Problem  der  GleichungsauHösting  anzuwenden.  Er  be- 
ginnt dabei  mit  dem  Satze  (art.  277):  Besteht  zwischen  zwei  rationalen 
Functionen  M,  Z  der  Wurzeln  einer  (allgemeinen)  Gleichung  fünften  Grades 
eine  Relation  der  Form: 

Z»  — Jtf  =  0,  ^ 

so  mUssen  alle  120  Werte  von  Z  von  einander  verschieden  sein.  Still- 
schweigend ist  dabei  vorausgesetzt,  dass  Z  bei  irgend  einer  Vertauschung 
Q  der  Wurzeln  sich  andern  soll,  bei  welcher  M  ougeiindert  bleibt.  Zum 
Beweis  dient  der  letzterwälinte  Hilfssatz  (von  art.  273):  Es  muss  nttmlich 
Q  eine  cyclische  Vertauschung  aller  fünf  Wurzeln  sein.  Würde  nun  Z  bei 
irgend  einer  Operation  P  seinen  Wert  nicht  ändern,  so  würde  es  ihn  auch 
nicht  andern  bei  Q  ~  '  PQ,  also  nach  jenem  Satze  auch  nicht  bei  Q  selbst, 
der  Voraussetzung  zuwider.  Daraus  folgt  zunächst,  dass  die  Auflösung  der 
Gleichung  nicht  mit  der  Ausziehung  einer  fünften  Wurzel  beginnen  kann; 
»ie  kann  aber  auch  nicht  mit  der  einer  dritten  oder  vierten  Wurzel  be- 
ginnen, weil  keine  drei-  oder  vierwertigen  Functionen  der  Wurzeln  existiren; 
also  müsste  der  erste  Schritt  die  Ausziehung  einer  Quadratwurzel  sein 
(art.  280).  Nachdem  aber  diese  vollzogen  ist,  kann  eine  fünfte  Wurzel 
immer  noch  so  wenig  wie  vorhin  ausgezogen  werden;  femer  keine  zweite 
oder  vierte  Wurzel,  da  keine  vier-  oder  achtwertigen  Functionen  der  Wurzeln 
existiren;  endlich  auch  keine  dritte  Wurzel;  denn  es  existiren  zwar  sechs- 
wertige  Functionen,  dieselben  werden  aber  nicht  nach  Adjunction  der  ersten 
Quadratwurzel  dreiwertig  (wie  wieder  durch  Aufzählung  der  einzelneu  Fälle 
gezeigt  wird).  Da  nun  andere  Wurzelexponenten  als  2,  3,  4,  5  nicht  in 
Betracht  kommen  können,  so  ist  dargethan,  dass  man  durch  ßadiciren 
niemals  zu  Functionen  der  Wurzeln  der  allgemeinen  Gleichung  fünften 
Grades  gelangen  kann,  welche  mehr  als  zwei  Werte  Iwsitzeu,  aLso  auch 
nicht  zu  den  Werten  dieser  Wurzeln  selbst.   — 

Dieser  Beweis  unterliegt  nun  allerdings  einer  Reihe  von  Bedenken. 
Einmal    wird  fortwährend  mit  den   Wurzeln  der  Gleichung   operirt,   ohne 
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dass  ihi'e  Existenz  bewiesen  würde.')  Zweitens  sind  die  häufig  vor- 
kommenden Aufzählungen  einer  Reihe  von  denkbaren  Fällen  stellenweise 
lückenhaft.  Drittens  bedurften  die  Lagrange'schen  Sätze,  auf  welchen 
die  ganze  Entwicklung  beruht,  damals  zum  Teile  noch  des  Beweises;  na- 
mentlich haben  weder  Lagrange  selbst,  noch  Buffini  den  Beweis  daftlr 
durchgeführt,  dass  die  Anzahl  der  Werte  einer  Function  von  n  Grössen 
stets  ein  Teiler  von  n  ist.  Viertens  ist  ohne  Beweis  behauptet  (art.  274: 
dedurremo  non  dif6cilmente),  dass  eine  Gruppe,  deren  Ordnung  ein  Viel- 
faches von  fünf  ist,  stets  cjclische  Fermutationen  aller  fünf  Wurzeln 
enthalten  müsse;  doch  hat  Buffini  sich  diesen  Beweis  vielleicht  durch 
vollständige  Discussion  aller  Einzelfälle  erbracht  gedacht.  Endlich 
—  und  das  ist  der  schwerwiegendste  Einwand  —  bleibt  unklar,  ob 
nur  von  rationalen  Functionen  der  Wurzeln  die  Bede  sein  soll  oder 
auch  von  irrationalen,  sogenannten  „accessorischen  Irrationalitäten";  im 
ersten  Fall  bedürfte  diese  Beschränkung  einer  Bechtfertigung,  im  an- 
dern würde  ein  beträchtlicher  Teil  der  gezogenen  Schlüsse  nicht  zu- 
treffen. 

Buf£m  beweist  dann  noch  auf  Grund  derselben  Principien  die  alge- 
braische Unauflösbarkeit*)  der  Gleichungen  sechsten  und  höheren  Grades. 
Hierauf  wendet  er  sich  (capp.  15.  16)  zu  Untersuchungen  über  solche 
specielle  Gleichungen,  bei  welchen  eine  aus  der  Form  der  Gleichung  er- 
sichtliche oder  sonst  irgendwoher  bekannte  Belation  zwischen  den  Wurzeln 
zur  Auflösung  fuhrt.  Bemerkenswert  ist  dabei  höchstens  das  art.  346  f. 
für  den  Fall  gelehrte  Verfahren,  dass  die  bekannte  Belation  irrationale 
Functionen  der  Wurzeln  enthält.  Buf&ni  schreibt  nämlich  vor,  die  Belation 
von  dieser  irrationalen  Form  zu  befreien  und  mit  der  so  erhaltenen  ratio- 
nalen Relation  weiter  zu  operiren;  ob  man  nicht  mit  der  gegebenen  irra- 
tionalen Form  unter  Umständen  mehr  erreichen  könne,  darüber  spricht  er 
sich  nicht  aus. 

Nachdem  er  hierauf  ausftlhrlich  von  Näherungsmethoden,  Reihenent- 
wicklungen, Kettenbrüchen  u.  dgl.  gehandelt  hat,  kommt  er  am  Schluss 
des  ganzen  Werkes  art.  496  ff.  noch  einmal  auf  seinen  Unauflösbarkeits- 
beweis  zurück,  indem  er  sich  folgenden  Einwand  macht:  wenn  auch  die 
allgemeine  algebraische  Lösung  der  höheren  Gleichnngen  nicht  möglich  sei, 
müssten  doch  bei  jeder  besonderen  Gleichung  Relationen  zwischen  den 
Wurzeln  bestehen,  welche  man  (wie  vorher  gezeigt)  zur  Lösung  verwerten 


1)  art.  Id.  20  scheint  dieselbe  als  Axiom  behandelt  zu  werden. 

2)  Das«   unter  einer   „algebraischen"  Anflösnng   in  jener   Zeit    immer    eine 
solche  „durch  Wuneliiehen"  zu  verstehen,  sei  hier  ein  ftr  alle  mal  betont 
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könne.  Er  erwidert  darauf  zweierlei:  einmal  selbst  wenn  dies  der  FaT 
süiii  sollte,  würde  es  doch  der  Richtigkeit  des  Satzes  von  der  Unmöglich- 
keit der  allgemeinen  algebraischen  Auflösung  keinen  Eintrag  thun;  dann 
aber,  keineswegs  jede  Belation  zwischen  den  Wurzeln  fUhre  wirklich  eine 
Reduction  herbei.  Ob  nicht  etwa  bei  jeder  Gleichung  mit  rationalen  Zablen- 
coefficienten  (nur  an  solche  denkt  er  zunächst)  eine  zur  Reduction  dien- 
liche Belation  besteht,  diese  Frage  lässt  er  unerörtert. 

8.  Bafßni'B  Abbandlnng  von  1801.  Bald  naol)  dem  Erscheinen 
der  teoria  generale  delle  equazioni  veröffentlichte  Kuffini  in  den  memorie 
della  societi\  italiana  delle  scienze  (t.  9,  p.  444 — 526,  Modena  1802;  da- 
tirfc  vom  21.  Oct  1801)  die  Abhandlung:  della  solnzione  delle  equa- 
zioni algebraiehe  determinate  particolari  di  grado  snperiore  al 
quarto.  Gegenstand  derselben  ist  die  Untereuchung  der  Frage,  wann  die 
algebraische  Auflösung  einer  Gleichung  geschehen  könne  durch  Lösung  von 
Gleichungen  niedrigerer  Grade.  Es  bleiben  also  alle  diejenigen  algebraisch 
auflösbaren  Gleichungen  ausgeschlossen,  in  deren  Lösung  ein  dem  Grade 
der  Gleichung  gleicher  Wurzelexponent  vorkommt.  Dies  hat  Ruffini  damals 
übersehen,  sein  Versehen  aber  in  einer  Anmerkung  zu  seiner  nUchsteu  .Ab- 
handlung (t.  10,  p.  434)  richtig  gestellt. 

Im  ersten  Teil  der  Abhandlung  werden  zunächst  die  Gleichnugen 
(nur  von  solchen  mit  rationalen  Zahlencoefticienten  ist  die  Rede)  eingeteilt 
in  einfache  (d.  i.  irreducible)  und  zusammengesetzte  (reducible);  die  letzteren 
werden  ausgeschlossen.  Es  folgt,  dann  eine  Reihe  von  Erörterungen  über 
die  Ableitung  einer  Function  der  Wurzeln  aus  einer  andern.  Die  Über- 
sichtlichkeit derselben  leidet  sehr  darunter,  dass  Rufßni  auch  hier  zunächst 
initiier  nur  die  Permutationen  der  in  der  Function  wirklich  auftretenden 
Wurzeln  in  Betracht  zieht.  Hierauf  wendet  sich  Ruftiui  zu  den  Modifica- 
tionen,  welche  die  allgemeinen  Sätze  der  Gleichungstheorie  erleiden,  wenn 
zwischen  den  Wurzeln  eine  bekannte  Relation  besteht,  m.  a.  W,  wenn  der 
Wert  einer  bestimmten  Function  derselben  als  bekannt  angesehen  wird; 
dabei  knüptl;  er  an  die  oben  (nr.  7  a.  E.)  besprochenen  Schlussabschnitte 
seiner  „teoria"  an,  indem  er  eine  Reihe  yon  Fällen  aufführt  (art.  13  ff.), 
in  welchen  die  Kenntnis  einer  solchen  Relation  nicht  zu  einer  Reduction 
der  vorgelegten  Gleichung  führt.  Am  Schlüsse  dieses  Teils  (art.  16  ff.) 
wendet  sich  Ruffini  zu  einer  nicht  uninteressanten  Untersuchung  der  fol- 
genden Frage:  Es  kanu  vorkoninieu,  dass  die  bekannte  Function  l  der 
Wurzeln  bei  gewissen  Permutatioaen  derselben  zwar  ihre  Form,  aber  wegen 
der  speciellen  Werte  der  letzteren  nicht  auch  gleichzeitig  ihren  numerischen 
Wert  ändert,  dass  etwa  die  formell  verschiedenen  Functionen  t'  l"  .  .  .  f'"' 
alle   den   gleichen  Wert  K  besitzen.     Alsdann   lassen   sicli    die   mit  l  üb«- 
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liehen  Functionen  nicht  mehr  rational  durch  t  aiudrttcken  und  die  weiter 
gezogenen  Folgerungen  werden  hinfällig.  Boffini  gibt  für  diesen  Fall  fol- 
gende Regel  zur  Bildung  einer  andern  Function  T,  für  welche  dieser 
störende  umstand  nicht  mehr  eintritt: 

Es  seien  /j,  /,  . . .  <p  die  formell  verschiedenen  Functionen,  welche 
ans  t  durch  die  sämtlichen  Vertauschungen  der  Wurzeln  sich  ergeben;  von 
ihnen  sollen  <j,  t^  . .  .fa  den  gleichen  numerischen  Wert  besitzen,  dagegen 
fa+t,  ia  +  »  •  ■  ■  tp  von  fj  numerisch  verschieden  sein.  Man  bildet  nnn  zu- 
nächst: 

^1  =  'i  +  'j  H f-  '— 1  +  'a 

so  werden  aus  ihm  durch  die  verschiedenen  Vertauschungen  der  Wurzeln  x 
sich  eine  Reihe  von 

Functionen  ergeben,  nämlich: 

^J  *=  'l  "f"  '«  +  •  •  +  'o  — 1  +  fa  +  l, 
rs  =  <l  +  '«  +  ••+'«-!  +  '«-1-2, 


Tg  =  tp-a  +  l  +  tp-a  +  i  -\- h  tp-l  +  tp. 

■ 

Solange  nun  ausser  den  bereits  vorausgesetzten  Beziehungen  zwischen  den 
X  keine  weiteren  bestehen,  wird  keine  von  diesen  Functionen  den  gleichen 
Wert  wie  T^  besitzen;  in  diesem  allgemeinen  Fall  ist  also  bereits  T,  eine 
Function  der  gewünschten  Art 

Aber  in  speciellen  Fällen  kann  eine  solche  Gleichheit  zwischen  den  T 
sehr  wol  eintreten;  alsdann  verfährt  Buffini  folgendermassen.  Er  versteht 
unter  e  der  Reihe  nach  die  Primzahlen  1,  2,  3,  5,  7  ...  ad  inf.  und  denkt 
sich  die  Functionen  gebildet: 


^«(0  =  'p-o-f-l  +  tp-a  +  i  + h  'p  +  1  +  *'p- 

Würde  nun  für  einen  bestimmten  Index  fi  die  Gleichung: 

r,(£)  =  z;(«) 

für  unendlich  viele  Werte  von  c  bestehen,  so  würde  daraus  folgen,  dass 
einer  der  Werte  ^a  +  i,  fa  +  i--'tp  numerisch  gleich  /,  wäre,  der  Voraus- 
setzung zuwider.')    Da  nun  auch  die  Anzahl  g  der  Indices  (i  eine  endliche 

"^  Haffini  führt  diesen  Beweii  an  einem  Beispiel;  jetzt  kann  er  leicht  all- 


ist,  80  muBS  es  Werte  von  t  geben ,  für  welche  kein  T^,  (i)  dem  T^  (f) 
gleich  ist. ')  Ein  solches  T,  (i)  ist  danu  in  der  That  eine  Function  der 
verlangten  Eigenschaft:  alle  die  formelt  von  ihr  verschiedenen  Functionen, 
welche  aus  ihr  durch  Permutation  der  Wurzeln  x  hervorgehen,  haben  auch 
nnmerisch  von  ihr  verschiedene  Werte;  und  insbesondere  behält  sie  ihre 
Form  und  ihren  Wert  nur  bei  solchen  Permutationen  der  Wurzeln,  bei 
welchen  /,  seinen  numerischen  Wert  nicht  ändert.  Übrigens  braucht  sie 
niclit  bei  diesen  allen  unge&ndert  zu  bleiben');  aber  dann  ist  sie  (art.  22, 
nr.  4,  5)  zur  Eednction  der  vorgelegten  Gleichung  nicht  weniger,  sondern 
nur  um  so  mehr  geeignet.  —  Der  Satz  von  der  Existenz  einer  solchen 
Function  7'  leistet  Baf£ni  etwa  dieselben  Dienste,  wie  tms  jetzt  der  Satz 
„dass  jede  Gattimg  Functionen  von  nicht  verschwindender  Di^criminante 
enthält";  er  ist  aber  nicht  mit  diesem  Satze  identisch. 

Der  zweite  Teil  der  Abhandlung  (p.  476  ff.)  wendet  sich  nunmehr 
dar  eigentlichen  Aufgabe  zu.  Er  beginnt  mit  dem  Beweise,  dass  die  Gruppe'') 
einer  irreducibeln  Gleichung  transitiv  sein,  dass  also  die  nach  den  vorher 
gegebenenen  Vorschriften  gebildete  Function  T  alle  Wurzeln  enthalten 
müsse  (art.  26).  Hierauf  wird  gezeigt,  dass  die  Lösung  einer  Hilfs- 
gleichung niedrigeren  Grades  nur  dann  die  gegebene  Gleichung  zu  einer 
reducibeln  machen  kann,  wenn  die  Gruppe  der  letzteren  vorher  imprimitiv 
war  (zusammengesetzt  von  der  zweiten  Art  nach  Ruffini's  Terminologie; 
art.  29).  Bis  hieher  scheinen  seine  Schlüsse  vollkommen  richtig  zu  sein; 
in  der  That  sind  sie,  so  fremdartig  ihre  Darstellung  auch  erscheinen  mag, 
von  den  jetzt  zu  gleichem  Zwecke  angewandten  nicht  wesentlich  verschieden. 
Nunmehr  aber  übersieht  er,  dass  eine  selbst  nicht  imprtmitive  Gruppe  doch 
imprimitive  ausgezeichnete  Untergruppen  besitzen  kann  und  gelangt  so  zu 
der  folgenden   falschen*)  Verallgemeinerung   des   vorigen   richtigen   Satzes: 

gemein  auf  Grund  der  Determinantendarstellang  des  DifTerenzeDprodukts  geführt 
werden. 

1)  Die  Durchsichtigkeit  dieses  Beweises  leidet  bei  Euffini  darunter,  tlass  er 
(»rt  18,  19)  noch  verschiedene  MGglicbkeiten  bespricht,  ohne  zu  bemerken,  dosa 
dieselben  durch  die  vorher  getroffenen  Festsetzungen  bereite  beseitigt  sind. 

3)  Das  würde  nur  der  Fall  sein,  wenn  t, ,(,...  ta  bei  denselben  Permu- 
tationen wie  t,  ihren  Wert  nicht  änderten;  vgl.  hiezu  HClder,  math.  Ann.  Bd.  34, 
p.  40  (1888). 

3)  Die  „Gruppe  der  Gleichung"  erscheint  hier  immer  als  „die  Permutation, 
bei  welcher  T  seinen  Wert  nicht  ändert". 

4)  Für  Gleichnngen,  deren  Orad  keine  Primzahlpotenz  ist,  ist  dieser  Satz 
bekanntlich  richtig,  aber  wol  nicht  mit  so  einfachen  Mitteln  au  beweisen.  —  Dass 
Riiffini  nicht  daran  geda^cht  hat,  seinen  Satz  an  den  Gleichungen  vierten  Grades 
einer  Pnlfung  zu  unterwerfen,  die  die  Unrichtigkeit  desselben  sofort  ans  Licht 
gebracht  hätte,  ist  auffallend. 
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Eine  Gleichung  ist  nur  dann  durch  eine  Beihe  von  Hilfegleichungen  medngerer 
Grade  auflösbar,  wenn  ihre  Grappe  imprimitiv  ist  (art  33). 

Die  Aufgabe,  zu  untersuchen,  ob  dies  bei  einer  voi^legten  Gleichung 
der   Fall    ist,    ftihrt   auf   die   Frage,    ob  diejenigen  Besolventen    rationale 
Factoren  haben,  von  welchen  die  Produlcte  der  Wurzeln  zu  je  jt  abhtogen; 
und  mit  dieser  und  verwandten  Fragen   beschäftigt  sich  der  dritte  Tefl 
der  Abhandlung.     Zun&chst   werden  Formeln    aus    der  Theorie   der  sym- 
metrischen   Functionen    znsammengesteUt,    welche    zur    Au&tellang    dieser 
Gleichungen  identisch  smd  ("art  37).     Hierauf  wird  gezeigt,  wie  nach  Be- 
stimmung des  IVodukts   von  ^  Wurzeln  die  tibrigen  symmetrischen  Func- 
tionen dieser  u  Wurzeln  sich  auf  Cim  allgemeinen)  rationalem  Wege  durch 
ein  Divisionsverfahren  bestimmen  lassen.     Dasselbe   weicht  von    dem  Ver- 
fiihren   von  Lagrange  ab  und   ist  znn&chst  nur  fttr  diesen  speciellen  Fall 
geeignet;  es  wird  aber  dann  wie  folgt  verallgemeinert  i'art.  48):  Sei  H|  ein 
gegebener   Wert  einer   Function   u   der  Wurzeln,    /j   der  rogehSrige  Wert 
einer    ähnlichen   Function   m.     Man    bezeichne    mit  i  eine  BilfsgrOsse   und 
büde  das  Prodnkt  aller  möglichen  Werte  des  Trinoms: 

Z*-i-tZ+u. 

Die  Coefficienten  der  einzelnen  Potenzen  von  Z  in  diesem  Prodokt  sind  als 
symmetrische  Fimctionen  rational  bekannt.  Division  desselben  mit  Z'  -\-tZ 
-\-  «,  liefert  einen  in  Z  linearen  Rest,  der  ffir  jedes  Z  verschwinden  mnss. 
Von  Jen  hieraus  entspringenden  2  Gleichungen  in  '  ist  'i  gemeinsame 
Wurzel  und  zwar  die  einzige,  also  rational  bestimmbar,  wenn  nicht  foraell 
verschiedene  ii  numerisch  gleiche  Werte  haben. 

9.  Abbati.')  Im  folgenden  10.'  Band  derselben  memorie  ündet  sich 
p.  S^ö — 409  ein  Brief  von  Pietro  Abbau  conte  Marescotti)  an  BnfSiii 
^^vo:r.  30.  Sept.  1602»  abgedruckt,  in  welchem  der  Verfasser  seiner  Cber- 
zeuOTng  von  der  Richtigkeit  des  RufKni'schen  Ucaufl5sbarteitäb«weiäe5 
Ausdruck  gibt,  denselben  jedoch  zu  vereinfacbec  ucd  zu  veraIlge=:eiEem 
unternimmt.  Die  Vereinfachung  besteht  v;-r  allem  darlr  -iass  er  die  grosse 
Anzahl  von  Einzeluntersuchungen  aller  möglichen  ürLtergmppeT! .  die  bei 
Ruftini  einen  so  breiten  Raum  einnahm.  dnr>:h  Et:twiekelunfl<*c  alliren:.*ir:eren 
Charaktere  ersetzt.  So  beweist  er  den  Hauptsau.  dass  eiiie  raäcnale 
Function  von  f2nf  Grössen  nicht  drei  oder  vi-er  Werte  nab«^  ^"^^^  diir:rb 
folgende  einfache  Überlegung  art.  26  :  Eine  «lirupp«.  «feren  Index  klei=«r 
als  ö  sein  soIL  mass  jede  cvclische  Pemintatios  von  tZni  Baccsiabec  *=.\- 
hahen:  ferner  aber  von  den  sechs  Sul-stituticneE,  welche  ir^nd  -ire:  Bs^itssabec 

1)  t;^   P.  Riceardi.  notiiie  •irlla  vlta  ?  :-;lIe  cper«  d-'.  cc-cte  PiitKrz  AhbaJi 


unter  sich  versetzen,  ausser  der  IdentitUt  mindestens  noch  eine,  also  ent- 
weder eine  Transposition  oder  eine  cyelische  Permutation  von  drei  Buch- 
staben. Dass  aber  eine  cycliscbe  Pemiutation  von  fünf  Buchstaben  mit  einer 
Transposition  die  symmetrische,  mit  einer  cyclischen  Permatation  von  drei 
Bttchstaben  die  alternii-ende  Gnippe  erzeugt,  hatte  bereits  Ruftini  dargethan. 
Auch  der  Beweis,  dass  keine  aehtwertigen  Functionen  von  fünf  Grössen 
existireu,  wird  in  ähnlicher  Weise  vereinfacht.  Die  Verallgenaeinerung 
Abbati's  besteht  darin,  dass  er  ausdrücklich  aeigt  —  was  Ruftini  unter- 
lassen hatte  — ,  dass  auch  vou  mehr  als  fünf  Grössen  keine  drei-  oder  vier- 
wertigen  Functionen  existiren.  Auch  sonst  enthält  die  Arbeit  Abbati's  noch 
manches  bemerkenswerte,  so  ?,.  B.  in  einer  Fussnote  zu  art.  7  den  (soweit 
mir  bekannt)  ersten  vollstündigen  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Anzahl  der 
formell  verschiedenen  Werte  einer  Function  von  «  Grössen  stets  ein  Teiler 
vou  ti  sein  muss,  mit  derselben  Anordnung  der  Functionswerte  zu 
einem  rechteckigen  Schema,  deren  man  sich  jetzt  allgemein  zn  diesem 
Beweise  bedient.  Ferner  findet  sich  auch  (art.  35)  ausdrücklich  der  SataSi 
aufgestellt  und  bewiesen,  dass  es  keine  andern  zweiwertigen  Functionen 
gibt,  als  diejenigen ,  welche  zur  alternirenden  Gruppe  gehören. 

lO.  Buffinfs  Abhandlung  von  1802.  Dieses  Schreiben  Abbati's  gab 
Ruftini  Veranlassung,  seinen  ünauflösbarkeitsbeweis  unter  Benutzung  von 
Abbati's  Vereinfachungsvorschlägen  nochmals  in  ausführlichster  Form  zu 
publiciren.')  Nach  einleitender  Zusauunenstellung  von  Sätzen  und  Defini- 
tionen aus  seinem  ersten  Werke  beginnt  der  erste  Teil,  der  von  den 
Gleichungen  fünften  Grades  bandelt,  mit  der  Ableitung  einer  Reihe  von 
Untergruppen,  welche  dnrcb  verschiedene  Combinationen  einfacher  Permu- 
tationen erzeugt  werden;  diese  Entwiekelungen  gipfeln  (art.  14)  in  dem. 
Abbati'schen  Beweis  für  den  Hauptsatz  von  der  Nichtexistenz  drei-  oder^ 
vierwertiger  Functionen  von  fünf  Grössen. 

Nach  diesen  gruppentheoretisehon  Vorbereitungen  folgt  der  algebraische 
Teil  des  Beweises  in  neuer  Fassuug.  Riiiüni  beginnt  wieder  mit  dem  Satze 
(art.  16),  dass  eine  Gleichung  der  Form: 

Z^  -  M  =  0, 

unter  M  eine  zweiwertige  Function  der  fünf  Wurzeln  einer  allgemeinen 
Gleichung  fünften  Grades  verstanden,  nur  bestehen  kann,  wenn  Z  ebenfalls 
zweiwertig  ist.  Denn  würde  es  sich  bei  einer  Operation  der  alternirenden 
Gruppe,  z.  B.  bei  einer  cyclischen  Permutation  von  drei  Buchstaben  ändern, 


1)  della  iuBolabilitä  delle  equazioni  algebraicbe  generali  di  grado  superiore 
al  quarto;  memorie  della  Bocietä  Italiana  delle  scienze  t.  10,  p.  11  (Modena  1803) 
p.  410—470;  datirt  vom  18.  Dec.  1802. 
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so  kSnnte  es  nur  in  aZ  flbergehen,  wo  a  eine  ftlnfte  Einlieitswiinel  be- 
deatat.  Eine  cydische  Permntation  von  drei  Buchstaben  beutst  mber  die 
Periode  3;  also  mfisste  a'  =  1  sein,  gegen  die  Yoraassetzimg.  D>  nun 
(art  20)  M  in  jener  Gleichung ,  wenn  Z  mehr  Werte  haben  soll  als  M, 
auch  nicht  fttnfwertig  sein  kann  (sonst  wftre  Z  25-ynirtig),  so  folgt,  dass 
eine  solche  Gleichnng  nur  bestehen  kann,  wenn  M  mindestens  setia- 
wertig  ist, 

In  ganz  ähnlicher  Weise  werden  dann  noch  die  SUze  bewiesen: 

Eine  Function  Jf,  welche  mit  einer  andern  Z  in  einer  Beziefanng  der 
angegebenen  Art  steht,  kann  nicht  einer  Gleichnng  der  Form  Jf -f-  Fo°=0 
genügen,  wenn  V  xu  einer  omfassenderen  Gn^pe  als  M  gehiteen  toll 
(art  21). 

Besteht  eine  Gleichnng  der  Form  j^  •=  Q  zwischen  zwei  Fimetioneo  jr, 
Q  der  Woixeln,  so  mllssen  die  ffinf  Werte  TOn  jr,  die  zn  einem  Werte  Ton 
Q  gehfiren,  dnrcfa  eine  cyclische  Permutation  aller  fünf  Worzdn  nnseinsnder 
hervorgehen  (art  23). 

Nach  diesen  vorbereitenden  S&tzen  folgt  sanSchst  die  Bemeikimg,  dass 
eine  Gleichnng  nur  dann  unmittelbar  algebraisch  ISsbar  sei,  wenn  sie  ent- 
weder reducibel  oder  binomisch  ist;  andernfalls  mfisae  man  rar  Besol- 
ventenbildong  schreiten.  Es  wird  nnn  darauf  aofinerksam  gemncht,  dass 
keine  Besolvente  einer  allgemeinen  Gleichnng  reducibel  sein  k5nne  (**t.  28). 
Hierauf  folgt  der  Satz:  Soll  aus  einer  Function  e  sich  die  Wurzel  x  einer 
allgemeinen  Gleichnng  fünften  Grades  rational  bestimmen  lassen,  so  moss 
z  bei  einer  cjclischen  Vertanschnng  aller  fOnf  Wurzeln  seinen  Wert  Indem: 
denn  sonst  würden  alle  ffinf  Werte  von  x  in  gleicher  Weise  von  r  ab- 
hängen. Folglieh  moss  der  Grad  der  Gleichung,  welcher  r  genfigt',',  ein 
Vielfaches  von  5  sein  (art  32).  Da  diese  Gleichimg  (nach  aurt.  20)  nicht 
binomisch  sein  kann,  so  muss  eine  weitere  Hil&grösse  y  hinzugezogen 
werden  (art  34).  Durch  deren  Hinzunahme  wird  aber  nur  dann  ein  Vor- 
teil erreicht,  wenn  sie  mindestens  bei  einer  cjclischen  Vertansdning  aUer 
ffinf  Wurzeln  x  unverändert  bleibt  Eine  Function  dieser  Eigenschaft  kann 
(nach  art.  ül^  nur  dann  einer  binomischen  Gleichung  genfigen,  wenn  sie 
zweiwertig  ist  (art.  36,  2).  Angenommen,  y  sei  zweiwertig:  dann  mnss 
der  Grad  der  Gleichnng  ffir  z  auch  nach  Adjunction  von  jr  noch  ein  Viel- 
faches von  5  sein  (art.  37). 

Nunmehr  wird  der  Hil&satz  eingeschoben:  Wenn  eine  Function  bei 
einer  cjclischen  Vertanschnng  aller  ffinf  X  ihren  Wert  nicht  ändert,  so  be- 
sitzt sie  innerhalb  der  altemirenden  Grappe  noch  einen,  sechs  oder  xwwlf  Werte 


1)  lamlirh  im  Bationalitätabereich  der  CoefSdenten. 
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(art.  40;  der  Beweis  wird  wieder  durch  Einzeldiscussion  der  verschiedenen 
möglichen  Fälle  geführt).  Daraus  folgt,  dass  nach  Ädjunction  von  y  die 
Function  M  =  «*  noch  von  einer  Gleichung  sechsten  oder  zwölften  Grades 
abhängen  rauss,  die  nach  art.  21  nicht  binomisch  sein  kann  (art.  41).  Es 
ist  also  eine  neue  ResoUentenfunction  A'  lu  Hilfe  zu  nehmen,  welche  nach 
Ädjunction  von  y  einer  Gleichung: 

A-«  +  .  .  =  0 

genügt  (art.  42).  Soll  dieses  N  bei  einer  cyclischen  Vertanachung  aller 
fünf  X  unverändert  bleiben,  so  folgt  wie  eben  für  M,  dass  5  «=  1,  6  oder 
12  sein  rauss  (art.  43,  1);  soll  es  aber  bei  jeder  solchen  seinen  Wert 
ändern,  so  folgt,  dass  q  ein  Multiplum  von  5  sein  muss  (art.  43,  2).  In 
beiden  Fällen  wird  man  durch  dieselben  Schlüsse  zur  Bildung  neuer  Ee- 
solventea  gedrängt,  von  welchen  dann  wieder  dasselbe  gilt;  und  so  immer 
fort,  sodass  man  nie  zum  Ziele  gelangt  (art.  44). 

Es  folgen  noch  die  Bemerkungen,  dass  auch  die  Annahme  reducibler 
Resolventen  zu  nichts  führe,  da  für  ihre  irreducibeln  Factoren  dieselben 
Schlüsse  gelten  würden;  und  dass  dasselbe  der  Fall  sei,  wenn  man  nicht 
mit  der  Ansziehung  einer  Quadratwurzel  beginnen  wollte  (art.  46,  l). 

Von  den  fünf  Bedenken,  zu  welchen  uns  die  erste  Form  von  Ruffini's 
Beweis  Anlass  gab,  fallen  dieser  neuen  Redaction  gegenüber  das  dritte 
und  vierte  und  zum  Teil  auch  das  zweite  weg  —  übrigens  ein  Fortschritt, 
der  wesentlich  auf  Rechnung  Abbati's  zu  setzen  ist.  Das  erste  können 
wir  mit  Rücksicht  auf  Gauss'  inzwischen  erschienene  Dissertation')  bei 
Seite  lassen.  Dagegen  bleibt  das  letzte,  die  „accessorischen"  Irrationalitllten 
betreffende,  seinem  ganzen  Umfange  nach  bestehen;  wie  schon  die  Art 
zeigt,  in  welcher  Ruffini  die  Worte  „einfach"  (reducibel)  und  „zusammen- 
gesetzt" (üreducibelj  ohne  weitere  Determination  gebraucht. 

Von  diesen  Einwendungen  abgesehen  lohnt  es  sich  einen  Augenblick 
bei  einer  andern  Eigentümlichkeit  dieser  ersten  Beweise  Ruffini's  zu  ver- 
weilen. Der  Abel'sche')  ünanflösbarkeitsbeweis  beginnt  mit  der  Frage, 
welches,  die  Möglichkeit  der  Auflösung  vorausgesetzt,  die  erste  Operation 
des  Auflösungsprocesses  sein  müsse  (das  „innerste  Wurzelzeichen",  wie  man 
wol  sagt);  die  Galois'sche  Theorie  der  durch  Wurzelzeichen  auflösbaren 
Gleichungen  mit  der  Frage,  welches  unter  gleicher  Voraussetzung  die  letzte 
Operation  sein  müsse.  Ruffini  flingt  an  beiden  Enden  zugleich  an  und 
sucht  abwechselnd   das   eine   und   das   andere   fortzusetzen,   um   zu  zeigen. 


fallen. 


1)  OasB  dieselbe,  wie  e«  scheint,  Ruflini  unbekannt  blieb,  kann  nicht  anf- 
1. 

2)  Oeuvres  d'Abel,  ^d.  Sylow  et  Lie,  t.  I  p.  31.  84. 
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dass  doch  immer  eine  unüberbrückbare  Kluft  zwischen  beiden  bleibt, 
bedingt   den   grossen   äusseren  Umfang  und   damit   die  Unttbersichtlichki 
seiner  Beweisführung,  bietet  aber  vielleicht  den  vollständigsten  Einblick  m 
die  Natur  der  vorliegenden  Schwierigkeit  bezw.  Unniijglicbkeit. 

Der  /.weite  Teil  der  Abhandlung  enthält  den  Beweis  der  ünnoögli" 
keit,  die  Gleichungen  von  höherem  als  dem  fünften  Grade  durch  Worzi 
zeichen  aufzulösen.  Da  derselbe  in  allen  wesentlichen  Punkten  ebenso  v 
geht,  wie  der  im  vorstehenden  dargestellte  Beweis  für  die  Unauflösbarkeit 
der  Gleichungen  Hlnften  Grades,  so  mag  eine  ausführliche  Darstellung  des- 
selben unterbleiben.  Nur  darauf  sei  hingewiesen,  dass  Ruflini  den  allge 
meinen  Satz: 

„Für  w  >  4  existiren  keine  Functionen  von  w  Grössen,   welche  me^ 

als  2  und  weniger  als  n  Werte  besitzen" 

nicht  kennt,  sondern  sich  mit  dem  weniger  aussagenden  Satze  begnügen 
mnss,  dass  keine  solchen  Functionen  existiren,  welche  mehr  als  zwei  und 
weniger  als  fünf  Werte  besitzen. 

11.  Malfatti's  Dubbj.  Dass  die  älteren  Mathematiker,  welche  sich 
mit  dem  Problem  der  Gleichungen  fünften  Grades  selbst  viel  abgemüht 
'  hatten  und  die  Hoffnung  nicht  aulgeben  mochten,  ihre  Versuche  doch  noch 
von  Erfolg  gekrönt  zu  sehen  —  dass  diese  Ruftini's  Dednctionen  nicht 
ohne  Widerspruch  lassen  würden,  war  vorauszusehen.  Zuerst  (soTiel  mir 
bekannt)  wurde  solcher  Widerspruch  öflentlicb  erhoben  von  dem  (damals 
bereits  hochbetagten)  Ferrareser  Mathematiker  Gianfrancesco  Malfatti. ')  In 
der  Einleitung  seiner  Abhandlung  erklärt  er  unter  vielen  höflichen  Kede- 
weudungen,  dass  er  an  der  Richtigkeit  von  Ruffini's  Beweise  Zweifel  hege; 
er  wolle  dieselben  darlegen,  ausgehend  von  einer  Vorstellung  über 
{"Entstehung  (la  genesi)  der  Gleichungen,  die  er  seit  lange  zu  benutzen 
wohnt  sei,  die  sich  übrigens  dem  Wesen  nach  von  der  Ruftini's  nicht 
unterscheide.  Dementsprechend  beginnt  er  mit  einer  Darstellung  sei 
eigenen  früheren  Autlösungs versuche.  Er  denkt  sich  zunächst  aus 
Gleichung  r**"  Grades  die  (>•  —  1)"  Potenz  der  Unbekannten  entfernt;  die 
so  vereinfachte  Gleichung  ist  ihm  dann  eine  allgemeine  (generica)  ihre« 
Grades,  wenn  ihre  Coefficienten  von  r  —  1  unabhängig  veränderlich 
Grössen  abhängen.  Er  macht  darauf  aufmerksam,  dass  liuffini's  Resolven 
in  diesem  Sinne  nicht  allgemeine  Gleichungen  ihres  Grades  sind  (p.  58' 


>taj 


1)    Dabbj   proposti   al   socio   Faolo  Ruffini   suUa   sua    dimoitrasione    deü, 

impo88ibilitä    di    ri»olvere    le    equazioni  auperiori     al    qaarto    grado;     memo^ 

della  B0ciet4  Italiaoa  delle  scienze   t.   11  (Modena  1804)  p.  679 — 607;   datirt  tO 
I    1804. 
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Die  Wurzel  einer  solchen  Gleichung  sacht  er'),  unter  /"  eine  r"  Einheits- 
wurzel verstanden,  in  folgender  Form  zu  erhalten: 

x=-  (fm  +  f*n  +  f>p  +  r''l  +  -  ■)■ 

Nach  einigen  vorbereitenden  Sätzen  über  Einhettswurzeln  zeigt  er,  wie  man 
in  der  That  von  dieser  Form  ausgebend  die  Lfisong  der  Gleichungen  2., 
3.,  4.  Grades  erhalten  kann;  und  zwar  zeigt  er  das  immer  durch  wirkliche 
Ausführung  der  Rechnung,  nicht  durch  irgendwelche  gruppentheoretische 
Überlegungen.  Auch  für  Gleichungen  fünften  Grades  unternimmt  er  die 
Rechnung,  ist  aber  wegen  des  rasch  wachsenden  Umfangs  der  Formen  ge- 
nötigt, mit  der  Erkenatnia  abzubrechen,  dass  mnpq  Wurzel  einer  Resol- 
vente*) sechsten  Grades  ist  (p.  696).  Hier  findet  sich  nun  als  erster 
Einwurf;  Ruffini  behaupte,  gestützt  auf  die  Analogie  mit  der  Lösung  der 
Gleichungen  niederer  Grade,  die  Ausdrücke  für  die  Wurzeln  der  Gleichungen 
fünften  Grades  müssten  unter  fünften  Wurzeln  vierte  enthalten;  solche 
Berufung  auf  Analogie  sei  nicht  zulässig  (p.  597).  Zweitens  sei,  selbst 
zugegeben,  dass  solche  Wur/.eln  auftreten  müssteu,  daraus  doch  noch  nicht 
zu  schliessen,  dass  die  betreffenden  Functionen  gerade  von  Gleichungen 
vierten  Grades  abh&ngen  müssten.    Er  bekrüftigt  diesen  Einwand  durch  das 

Beispiel   der   Gleichung  zwölften   Grades,   deren  Wurzel  y3 —  1/2  Y2 

ist.  Er  erkllirt  nicht  einzusehen,  weshalb  die  aufzustellende  Resolvente 
sechsten  Grades,  oder  irgend  welche  spatere  Resolvente,  nicht  eine  Wurzel 
von  dieser  oder  ähnlicher  Form  sollte  besitzen  können,  da  sie  ja  doch  nicht 
eine  allgemeine  Gleichung  ihres  Grades  sei.  Der  dritte  Einwurf  Mal- 
fatti's  endlich  besteht  in  folgendem:  Er  gibt  (p.  599)  ein  Beispiel  einer 
Gleichung  fünften  Grades  an,  deren  Resolvente  sechsten  Grades  eine  ratio- 
nale Wurzel  besitzt;  er  vermisst  einen  Beweis  dafür,  dass  dies  bei  der  Re- 
solvente sechsten  Grades  der  allgemeinen  Gleichung  fünften  Grades  nicht 
eintrete;  und  wenn  er  das  auch  für  diese  zugeben  wolle,  so  trete  doch  bei 
jeder  weiterhin  zu  bildenden  Resolvente  dieselbe  Schwierigkeit  von  neuem 
auf.  Die  Notwendigkeit,  dass  dann  die  Resolvente  sechsten  Grades  drei 
gleiche  Wurzeln  haben  müsse,  sehe  er  nicht  ein  (p.  606).^)    Übrigens,  so 

1)  Wie  schon  Enler,  Vandermonde,  Waring  n.  A. 

2)  Über  diese  Resolvente  von  Malfatti  vgl.  man  die  Note  von  Brioschi  im 
9.  Bd.  der  memoiie  dell'  istituto  lombardo,  1863. 

S)  Diese  Einwände  sind  übrigens  bei  Malfatti  nicht  so,  wie  es  im  Texte  im 
AnschluBB  an  Rnffini's  Antwort  der  Obersicht  halber  geschehen  iat,  unter  Rubriken 
praecis  formulirt,  sondern  müssen  aus  längeren,  immer  wieder  durch  Eingehen 
auf  Malfatti's  eigene  Versuche  unterbrochenen  Baisonnemeats  erst  herausgescbält 
werden. 

Abh.  lU  Gesch.  dir  Matfaimi.    Vi.  10 
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schliesst  Malfatti,  würde  es  ihn  nur  treuen,  wenn  es  Raf&ii  gelinge, 
EinwUnde  zu  entkräfteu. 

12.  Bufflni's  Entgegnung.  Den  Zweifeln  Malfatti's  setzte  Ruf&m 
alsbald  eine  ausführliche  Widerlegung')  entgegen.  Er  beginnt  mit  einer 
abermaligen  ausführlichen  Darstellung  seines  Beweises,  welche  die  früheren 
Entwickelungen  teils  wörtlich,  teils  ubkürzend,  teils  erläuternd  wiederholt, 
im  ganzen  aber  mehr  als  jene  die  Hauptabschnitte  des  Beweisgangs  her- 
vortreten läBst  (art.  1  — 12).  Hierauf  wendet  er  sich  zu  den  Einwürfen 
Malfatti's,  die  er  ebenfalls  ausführlich  wiedergibt.  Was  zunächst  die  Be- 
rufung auf  Analogie  betrifft,  so  protestirt  er  gegen  die  Auffassung,  daat 
er  sich  derielben  jemals  bedieQt  habe,  um  damit  irgend  etwas  zu  bi 
weisen;  nur  zur  ErlUuterung  seiner  Methoden  habe  er  die  bekannteä 
Auflösungen  der  Gleichungen  zweiten,  dritten,  vierten  Grades  bsigezogen 
(art.  21).  Ebensowenig  könne  er  die  Stelle  linden,  an  welcher  er  behauptet 
habe,  die  unter  den  fünften  Wurzeln  stehenden  Grössen  müssten  gerade 
vierte  Wurzeln  enthalten  oder  überhaupt  von  Gleichimgen  vierten  Grades 
abhängen;  nur  neben  andern  als  möglich  anzunehmenden  Fällen  habe  er 
auch  den  Fall  der  IlUfsgleichungen  vierten  Grades  untersucht  (axt.  22). 
Auch  habe  er  nirgends  gesagt,  dass  Grössen,  welche  vierte  Wurzeln  ent- 
hielten, gerade  von  Gleichungen  vierten  Grades  abhangen  müssten.  Des- 
gleichen wisse  er  auch  nicht,  welche  Stelle  seiner  Arbeiten  Malfatti  Anlass 
zu  der  Meinung  habe  geben  können,  er  woUe  behaupten,  wenn  die  betr. 
Besolvente  sechsten  Grades  lösbar  sein  solle,  müsse  sie  drei  gleiche  W 
haben  (art.  22  a.  E.). 

Von  dem  letzten  Einwand  Malfatti's  dagegen:  die  späteren  Besolventen 
könnten  möglicherweise  reducibel  sein  —  gesteht  Rufhni  art  26,  dass  derselbe 
einige  Überlegung  verdieue.  Was  er  entgegnet,  ist  etwa  folgendes 
2  eine  erste  resolvireude  Function,  dann  sei  art.  28  der  Abhandlung  vi 
1801  gezeigt,  dass  die  zugehörige  Resolventengleichung  nicht  reducibel  sein 
könne,  wenn  die  vorgelegte  Gleichung  allgemein  ist.  Man  müsse  dann, 
um  sie  zu  lösen,  eine  weitere  resolvirende  Function  y  zu  Hilfe  nehmen, 
welche  Function  der  Wurzeln  z\  s"  . . .  der  ersten  Besolventengleichung 
und  folglich  auch  Function  der  Wurzeln  x,  x"  .  .  .  der  gegebenen  Gleichung 
sei.  Nehme  man  nun  alle  die  verschiedenen  Werte,  welche  y  bei  den 
Vertauscbungen  der  e  anzunehmen  im  Stande  sei,  so  genügten  diese  alle 


^und^ 


'^ 


1)  Rigposta  di  P.  R.  ai  dubbj  propostigli  dal  socio  G.-Fr.  M.  «opra  la  in- 
solubilitä  algebraica  dell'  equazioni  di  grado  auperiore  al  quarto;  memorie  della 
Bocietä  Italiana  deUe  scienze  t.  12  p.  1  (Modena  1806)  p.  218—267;  datirt  vom 
27.  Juui  1806. 
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einer  Gleichung  F(y)  =  0,  von  der  allerdings  nicht  geschlossen  werden! 
könne,  dass  sie  irreducibel  sei.  Aber  die  zweite  Resolvente  sei  auch  gar 
nicht  in  dieser  Weise  zu  bilden,  sondern  direkt  aus  der  gegebenen,  d.  b. 
mau  habe  nur  alle  diejenigen  Werte  des  r/  in  Betracht  zu  ziehen,  welche 
ans  eiuem  von  ihnen  durch  die  sämtlielien  Vertauschungen  der  x  hervor- 
gehen. Alle  diese  genügten  einer  Gleichung  fiy)  =  0,  t^r  deren  Irredn- 
cibilitiit  derselbe  Schluss  gelte,  wie  oben  für  die  der  Gleichung  in  s.  Das 
Polynom  F(ß)  aber  könne  dann  keine  andern  rationalen  Factoren  besitzen, 
als  /"(y)  und  diejenigen,  welche  durch  die  Vertauschnngeu  der  /  ans  f'{y) 
hei-vorgehen,  könne  also  keinenfalls  zur  Lösung  der  vorgelegten  Gleichung 
bessere  Dienste  als  f(ji)  leisten.') 

Ob  Mallatti  durch  diese  Dednctionen  Ruffini's  überzeugt  worden  war, 
ob  er,  ohne  überzeugt  zu  sein,  sich  von  einer  Fortsetzung  der  Discussiou 
keinen  Erfolg  versprach,  oder  ob  nur  sein  (1807  erfolgter)  Tod  dazwischen 
trat   —  jedenfalls  hat  er  nicht  mehr  öffentlich  geantwortet. 

Soll  man  über  die  Discussion  zwischen  Malfatti  und  Ruffini  ein  Urteil 
abgehen,  so  wird  man  letzterem  Kecht  geben  müssen,  wenn  er  erklärt,  die 
ersten  Einwände  Malfatti's  könnten  nur  auf  Missverständnissen  desselben 
beruhen;  allerdings  wird  man  hinzufügen,  dass  Kuf&ni's  Darstellungsweise 
wenig  dazu  geeignet  ist,  Missverstiindnisse  fernzuhalten.  Schwerer  wiegt  — 
das  räumt  Ruffini  selbst  ein  —  der  Einwand,  der  die  IrreducibilitUt  der 
Resolventen  betrifft.  In  der  That  würde  eine  volle  Aufhellung  der  hier 
in  Betracht  kommenden  Verhältnisse  den  Begriff  eines  bestimmten  Ratio- 
nalitStsbereichs  erfordern;  dass  beide,  Malfatti  wie  Ruffini,  von  einem 
solchen  noch  weit  entfernt  sind,  braucht  kaum  gesagt  zu  werden.  Nach 
Einführung  dieses  Begriffs  würden  übrigens  Ruffini's  Darlegungen  für  die 
allgemeinen  Gleichungen,  deren  Rationalitiltsbereich  durch  die  als  unab- 
hängige Veränderliche  betrachteten  Coeflcienten  festgelegt  ist,  ohne  Zweifel 
Gültigkeit  besitzen;  und  dasselbe  würde  auch  nach  Adjunction  der  Quadrat- 
wurzel aus  der  Discriminante  noch  der  Fall  sein.  Es  hängt  übrigens  diese 
Frage  nahe  mit  der  mehrfach  erwähnten  andern  zusammen,  ob  nicht  von 
„accessorischen"  Irrationalitäten  Vorteil  für  die  Auflösung  zu  erwarten  sei; 
wir  werden  auf  diese  sogleich  noch  einmal  zurückkommen  müssen. 

Der  Zurückweisung  von  Malfatti's  Einwänden  hat  Ruffini  einen  zweiten 
Teil   beigefügt,   in  welchem  er  selbst  noch  einige  Bedenken  gegen  seinen 


1}  Zd  beachten  ist,  dass  hier  von  der  Bildung  einer  zweiten  Besolvente  die 
Rede  ist  nicht  nachdem  eine  ente  aufgelöst  ist,  sondern  nachdem  eine  erste  Bich 
als  zunächst  unzugänglich  erwiesen  hat.  —  Übrigens  ist  die  Quadratwurzel  aus 
der  Diecriminante  bei  diesen  Entwickelnugen  jedenfalls  als  adjungirt  zu  betrachten, 
wenn  RufUiii  das  auch  nicht  ausdrücklicb  sagt. 

10» 
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Beweis  aufwirft  und  deuselben  ausführliche  Widerlegungen  entgegi 
Das  erste  dieser  Bedenken  ist  (art.  34),  ob  nicht  die  vorhin  mit 
bezeichnete  Function  binomisch  sein  könne,  wenn  die  /'(y)  «s  auch  nid 
seien.  Dass  das  nicht  möglich  ist,  wUrde  man  wol  am  einfachsten  folgend«"« 
massen  beweisen:  Sei  g  der  Grad  des  einzelnen  /"(y),  h  ihre  Anzahl,  al 
gh  der  Grad  von  F {y);  seien  femer  j/',  y"  zwei  Wiu^ieln  von  f(y)  ==■ 
Da  beide  auch  Wuraeln  der  binomischen ')  Gleichung  F{y)  ==  O  sein  mflssen, 
so  muss: 

y  =«y 

sein,  unter  a  eine  (gh)*'  Einheitswurzel  verstanden.  Wiederholung  di 
jenigen  Vertausehung  der  Wurzeln  x,  welche  y'  in  y"  überftthrt,  zeigt, 
dass  auch  a-;i\  ct^y  .  .  .  Wurzeln  von  /(//)  =  0  sein  müssen.  Die  AnzaU 
y  der  so  erhaltenen  verschiedenen  Wurzeln  aber  muss  ein  Teiler  des  Grade« 
g  von  /"(y)  sein,  also  das  a  schon  eine  g**  Einheitswurzel.  Demnach  wäre 
f  (y)  selbst  gleich  y»"  —  C  oder  gleich  einem  Produkt  solcher  Factoren, 
•was  beides  den  Voraussetzungen  widerspricht.  —  Eutftni  macht,  sei 
weU  er  die  zu  benutzenden  Eigenschaften  der  EinheitswTirzeln  nicht  vö 
beherrschte,  sei  es  aus  andern  Gründen ,  diesen  Schluss  nur  für  A  =  2, 
kommt  also  nur  zu  der  Folgerung,  dass  7i  >  2  sein  müsse  (art.  36).  Dann 
führt  er  folgenderniassen  fort:  Maii  setze:  y"  =  R,  also  R"  -\-  b  ^  0;  so 
wird  Ä  ■=  ik,  wo  i  die  Anzahl  der  verschiedenen  Werte  ist,  welche  R  bei 
den  Vertauschungen  der  x  annimmt,  wahrend  k  für  R  dieselbe  Bedeutung 
hat,  wie  vorher  fi  für  y.  Ware  nun  i  =  1  oder  2,  so  wäre  R  symmetrisch 
oder  altemirend,  also  eine  Gleichung  if  ^  R  nicht  möglich,  da  p  >  2  sein 
und  y  nicht  selbst  symmetrisch  bezw.  altemirend  sein  soll;  also  muaa 
i  >  2  sein  (art.  39).  Jetzt  sind  von  der  Gleichung  i?**  -j-  6  =^  O  dieselben 
Eigenschaften  nachgewiesen,  welche  vorher  von  y*''  -\-  b  =  O  vorausgesetzt 
worden  waren;  also  folgt  wie  oben  h  >  2,  so  jetzt  k>  2  (art.  40).  Sei 
R  =  S,  <S*  -f-  6  «=  0,  k  =  qr,  wo  q,  r  analoge  Bedeutung  haben  wie 
vorher  i,  bezw.  k,  so  wird  ganz  ebenso  bewiesen,  dass  5  >  2,  r  >  2  sein 
muss.    So  fortfahrend  erhielte  man  eine  unendliche  Reihe  von  Gleichungen: 

p  =  gh,     h  =  ik ,     K  ==  qr,     r  =  st  •  •  • 

und  joder  der  Factoren  1,  q,  s  .  .  .  mttsste  >  2  sein;  das  ist  nicht  mögli 
da  p  eine  endliche  Zahl  ist  (art.  41). 

Buffini   fügt  noch   bei,    dass   diese  Schlüsse   auch   gelten,    wenn   m^ 
vorher  die  altemirenden  Functionen  a(^ungirt  hat  (art.  44)  und  dass  Fijf 


h 


1)  RufSni  bat  hier  statt  der  Vorauasetzong  F(y) . 
ilgemeinore  jP(y)  iE  (y  -f  a)"''  +  b. 


:  y»*  ^  b  die  nur  schein- 
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auch    keine    andern    rationalen    Factoren    haben    kann    als    eben    die   /*(y) 

(art,  45). 

13.  Die  Frage  der  accessorischen  Irrationalitäten.  Wenn  dieser 
erste  von  Ruifini  sich  selbst  gemachte  Einwand  ohne  Schwierigkeit  zu  er- 
ledigen war,  so  betrifft  der  zweite  den  bereits  mehrfach  erwähnten 
schwächsten  Punkt  seiner  ganzen  Argninentation;  es  scheint  daher  hier 
der  geeignetste  Ort  zu  ausführlicher  Besprechung  desselben.  Zunllchst 
allerdings  trifft  Rnffini's  Bedenken  nur  eine  Nebenfrage;  die  Stelle  (art.  47) 
sei  —  auch  als  charakteristisches  Beispiel  für  Ruffini's  Schreibweise  — 
hier  wörtlich  mitgeteüt: 

„Teoria')  nr.  241  und  Memoria*)  Einleitung  nr.  3  habe  ich  gesagt, 
dass  die  Function  von  a;',  x\  x'",  o;'^*',  x^y  welche  Wurzel  einer  der  Trans- 
formirten*)  ist,  welche  unmittelbar  oder  mittelbar  zur  Lösung  der  (f^*) 
dienen  sollen,  iminer  als  lational  vorausgesetzt  werden  kann;  denn  würde 
man  sie  als  irrational  voraussetzen,  so  würde  erstens  die  entsprechende 
Transformirte  wegen  dieser  Irrationalität  von  höherem  Grade  und  deshalb 
schwieriger  zu  lösen  werden  (nr.  241,  136  Teor.);  zweitens  bietet  der 
irrationale  Zustand  der  angenommenen  Function  keinen  Vorteil  im  Ver- 
gleich mit  einer  ähnlichen  rationalen  Function,  wenn  man  aus  einer  solchen 
Function  die  Werte  von  x  in  (F)  oder  die  einer  andern  Function  der  %  ^ 
x",  x"\  x'^',  X*'  bestimmen  will  (nr.  158  Teor.).     Seien  die  beiden-"): 

/ = <p'{x')(x")(x"){^n(.''n-  ^'  =  nx'){x"){x"'){x'y){xn 

ähnliche  Functionen,  d.  h.  solche,  dass  bei  denselben  Permutationen  der 
x\  x\  ai"',  a^'^,  x'',  bei  welchen  y  seinen  Wert  beibehält  oder  ändert,  auch 
z  den  seinigen  in  entsprechender  Weise  beibehält  oder  ändert,  und  sei  // 
irrational,  /  rational,  so  wird  erstens  die  Transformirte  in  //  von  höherem 
Grad  sein  als  der  der  Transformirten  in  ?,  und  zweitens,  wenn  man  beim 
Aufsuchen  des  Wertes  von  x  oder  von  einer  dritten  Function  u  =  F'  {x) 
aus  dem  z'  auf  eine  Gleichung  vom  Grade  z.  B.  «y  geführt  wird,  so  wird 
man  auch  auf  eine  Gleichung  von  demselben  Grade  q  geführt  werden, 
wenn  man  diesen  Wert  von  x  oder  diese  Function  «  aus  dem  %)'  bestimmen 
will.    Das  ist  der  Grund,  weshalb  sowol  in  der  Teoria,  als  in  der  Memoria 


1)  So  citirt  er  das  oben  nr.  7  besprochene  Werk. 

2)  Die  Abhandlung  von  1802,  oben  nr.  10. 
.S)  d.  i.  Reaolventen. 

4)  Der  vorgelegten  Gleichang. 

6)  Die  Klammern  um  die  einzelnen  Variabein  bedeuten  wie  bei  Lagrange, 
das8  die  Function  nictit  als  sTmmetriach  vorauegesetzt  wird. 
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in  Bezug  auf  die  Auflösung  der  Gleichungen  diejenigen  Transformirton  ni 
in  Betracht  gezogen  worden  sind,  welche  irrationale  Functionen  von  i , 
«'",  jf^y  x^'  zu  Wurzeln  haben;  aber  wenn  auch  der  Grad  der  Gleichung 
in  y,  falls  diese  Function  irreducibel  ist,  zu  hoch  wird,  könnte  solche  Glei- 
chung nicht  die  mehrerwUhnte  Form  (t/  -|-  aY  -j-  &  =  0  erhalten,  oder 
einen  bestimmbaren  Factor  haben,  aus  welchem  sich  ein  zur  Lösaug  tob 
{F")  unmittelbar  oder  mittelbar  geeigneter  Wert  von  y  gewinnen  liesse? 
Wenn  man  auch  bei  Bestimmung  des  Wertes  einer  Function  aus  •/  anf 
eine  Gleichung  von  zu  hohem  Grad  geführt  wird,  wäre  nicht  die  Möglich- 
keit vorhanden,  dass  auch  in  dieser  Gleichung  in  u  ein  zur  Lösung  von 
(2^)  geeigneter  Factor  sich  bestimmen  liesse,  oder  dass  sie  auf  die  Form 
(m  -f-  a)''  -\-  h  =  0  zurückftlhrbar  wäre?  Das  sind  zwei  neue  Bedenki 
die  gelöst  werden  müssen." 

Was  nun  Kuffini  selbst  zu  diesem  Zwecke  vorbringt,  ist  allerdi 
wenig  geeignet  diese  Bedenken  zu  zerstreuen.  Er  beruft  sich  dabei 
eine  Reihe  früherer  Sätze,  die  zum  Teil  überhaupt  nur  für  rationale  F 
tionen  der  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  Geltung  besitzen,  während 
für  einen  andern  TeU  wenigstens  die  von  ßuffini  gegebenen  Beweise  nur 
für  solche  Functionen  zwingend  sind.  Es  gilt  dies  namentlich  von  den- 
jenigen Sätzen,  welche  auf  den  Grad  und  die  Irreducibilität  von  Resolventea 
Bezug  haben.  Dazu  kommt,  dass  er  mit  einer  Vorstellung  „Festhaltung 
des  Werts  und  der  Combination  der  Radicale  bei  Vertauschnng  der  unter 
ihnen  stehenden  »-"  operirt,  die  weder  von  ihm  selbst  zu  einem  bestimmten 
Begriff  praecisirt  worden  ist,  noch  einer  solchen  Praecisirong  tlberhaupt 
fähig  7.U  sein  scheint.  Hier  enthalten  also  Ruffini's  Unauilösbarkeitsbeweise 
an  einer  sehr  wesentlichen  Stelle  eine  Lücke,  auf  die  in  der  That  a 
schon  mehrfach')  hingewiesen  worden  ist. 

Bekanntlich  deckt  Abel's  Unauflösbarkeitsbeweis  diese  Lücke  durch 
eine  ausführliche  rechnerische  Deduction  des  Satzes:  „Ist  eine  Gleichung 
durch  Wurzelziehen  aullösbar,  so  kann  man  der  Lösung  immer  eine  solche 
Form  geben,  dass  alle  algebraischen  Functionen,  aus  welchen  sie  zusammen- 
gesetzt ist,  sich  durch  rationale  Functionen  der  Wurzeln  der  vorgelegten 
Gleichung  ausdrücken  lassen."  Man  findet  wol  die  Meinung  ausgesprochen, 
dass  eine  solche  algebraische,  oder  wenn  man  will  arithmetische  Deduction 
an  dieser  Stelle  durchaus  unentbehrlich  sei  und  durch  keinerlei  anders 
geartete  Betrachtung  ersetzt  werden  könne.*)     Wäre  dem  in  der  That  so, 


1^^ 


1)  Vgl.  7,.  B.  Sylow  in  den  Noten  zu  Abel'«  oeuTres  complötes,   ^d.  Sylow 
et  Lie,  Bd.  II  p.  293,  oder  die  in  der  Einl.  citirte  Dies,  von  Hecker  p.  6  u.  S«. 
~  Vgl.  z.  B.  Mette,  Lehrbach  der  Substitutionentheoric  (Leipzig  1883)  ^20 
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so  würde  man  das  Übel  des  Ruffini'schen  Beweises  insofern  als  unheilbar 
ansehen  müssen,  als  eine  Entwicklung,  wie  die  von  Abel  durchgeführte, 
Ruflini's  ganzer  Arbeitsweise  dorchans  ferne  liegt.  Es  ist  jedoch  von  Herrn 
C.  Jordan')  in  Verfolgung  Galois'scher  Ideen  für  einen  allgemeineren 
Satz,  welcher  den  vorhin  erwähnten  als  speciellen  Fall  enthält,  ein  Beweis 
gegeben  worden,  der  solcher  arithmetischea  Yorbereitungssätze  nicht  bedarf; 
derselbe  beruht  hauptsächlich  auf  dem  auch  Ruffini's  Versuchen  zu  Gründe 
liegenden  Gedanken,  dass  mit  Adjunction  einer  irrationalen  Function  der 
Wurzeln  auch  immer  zugleich  bestimmte  rationale  Functionen  derselben 
adjungirt  werden.  Es  muss  demnach  möglich  sein,  indem  man  diese  Ent- 
wicklungen in  angemessener  Weise  specialisirt,  den  Beweis  der  Unmöglich- 
keit ,,algebraischer''  Auflösung  der  höheren  Gleichungen  von  jenen  Vorbe- 
reitongssätzen  und  dem  zu  ihrer  Ableitung  erforderlichen  Formelapparat  in 
der  Weise  unabhängig  zu  machen,  dass  dieselben  erst  nachträglich  als 
Corollare  auftreten.  Einen  so  geführten  Beweis  würde  man  mit  einigem 
Recht  als  „vervollständigten  Ruffini'schen  Beweis"  ansehen  können.   — 

Es  folgen  bei  Ruffini  noch  einige  Bemerkungen  von  geringerer  Be- 
deutung. In  nr.  51  wird  erläutert,  dass  gleichzeitige  Adjunction  der  Wur- 
zeln mehrerer  Hilfsgleichnngen  die  Lösung  nicht  ftirdert.  Nr.  52  wirft 
die  Frage  auf,  ob  es  nicht  unabhängig  von  jeder  Methode,  vielleicht  durch 
Zufall,  möglich  sei,  dass  ein  algebraischer  Ausdruck  gefunden  werden 
könne,  der  in  die  gegebene  Gleichung  eingesetzt,  dieselbe  befriedige;  diese 
Frage  wird  dadurch  erledigt,  dass  ausführlich  entwickelt  wird,  wie  man  in 
solchem  Fall  von  dem  gefundenen  Ausdruck  ans  rückwärts  die  successiven 
Resolventen  bilden  könne,  sodass  man  auf  die  ui°sprüngliche  Fragestel- 
lung zurückgeführt  werde.') 


1)  traitä  des  substitutions  et  des  ^quations  algebriques  (Paris  1870),  art.  373  ff. 
Man  vgl.  auch  die  DarBtellung  bei  Holder,  math.  Annalen  Bd.  34  p.  47  ff.  (1889). 

2)  Derselbe  Band  der  memorie  della  societä  Italiaua  enthält  p.  321—336 
noch  eine  kleine  Abhandlung  von  Ruffini:  Rifleesioui  intorno  al  metodo  pro- 
posto  dal  coQBOcio  Malfatti  per  la  solazione  delle  eqnazioni  di  6"  grado  (vom 
21.  Sept.  1806).  In  derselben  zeigt  er,  wie  ans  den  von  Lagrango  entwickelten 
Grundsätzen  a  priori  geschlossen  werden  könne,  dass  der  Grad  von  Malfatti's 
ReBotTcntc  gleich  6  sein  müsse.  Er  erörtert  aasserdem  noch  das  von  Malfatti 
gegebene  ^eiepiel ,  in  welchem  diese  Kesolvente  eine  rationale  Wurzel  besitzt, 
und  macht  darauf  aufmerksam,  dass,  sobald  dies  für  die  entsprechende  Reeolvonte 
irgend  einer  Gleichuug  fünften  Grades  zutrifft,  diese  letztere  algebraisch  aufgelöst 
werden  könne.  (Dass  diese  Bedingung  nicht  nur  hinreichend,  sondern  auch  not- 
wendig ist,  hat  E.  Luther  bewiesen:  de  criteriis  quibua  cognoscatur  an  aeqaatio 
qointi  gradug  irrednctibilis  algebraice  resolvi  possit,  Crelle'a  Joum.  Bd.  34,  p.  2i4, 
auch  Diss,  Begiom.  1847.) 
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14.  Ruffini'B  Abhandlung  von  1806.  Die  nächste  Abban« 
Ruffini's  Über  die  aUgemeiue  Auflösung  der  höheren  Gleichunj,'en ')  trfl 
an  ihrer  Spitze  die  Behauptung,  solche  Auflösung  sei  stets  unmCiglio 
welche  algebraische  oder  transcendente  Methode  man  auch  immer  anwenden 
möge.  Durch  diese  Behauptung  haben  sich  offenbar  viele  Mathematiker 
von  der  Kenntnisnahme  von  Ruffini's  Arbeiten  abschrecken  lassen ,  indem  , 
sie  in  derselben  einen  handgreiflichen  Widerspruch  fanden.  Nachdem  i*>^l 
aber  aus  seinen  bisher  besprochenen  Abhandlungen  gesehen  haben,  das»' 
wir  es  in  ihm  mit  einem  zwar  in  der  Weise  seiner  Zeit  zuweilen  mit  un- 
vollständig abgeklärten  Vorstellungen  arbeitenden,  aber  doch  jedenfalls 
durchaus  ernst  zu  nehmenden  Mathematiker  zu  thun  haben,  werden  wir 
uns  von  jenem  anscheinenden  Widerspruch  nicht  davon  abhalten  lassen, 
dass  wir  von  dem  Inhalt  auch  dieser  Arbeit  Kenntnis  nehmen  und  zu- 
sehen, in  welchem  Sinn  denn  eigentlich  jene  paradoxe  Behauptung  zu  ver- 
stehen sein  mag.  Dieselbe  wird  von  Ruffini  zun  liehst  dahin  erläutert,  dass 
es  keine  „exacte",  d.  h.  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Tennen  bestehende 
Function  der  Coefficienten  gebe,  welche  an  Stelle  der  Unbekannten  in  die 
Gleichung  eingesetzt,  dieselbe  befriedige.  Man  wird  zunächst  nicht  geneigt 
sein,  in  dieser  Definition  irgend  einen  bestimmten  Sinn  zu  finden,  wenn 
dieselbe  trausceudente  Functionen  mit  umfassen  soll;  allein  damals  lag  die 
Sache  doch  anders.  Man  war  seit  so  langer  Zeit  gewohnt,  gewisse  h&ufig 
begegnende  transcendente  Abhängigkeiten  —  Exponential-  und  trigonometriscl 
Functionen  samt  ihi-en  ümkehrungen  —  durch  besondere  Functionszeichi 
auszudrücken  und  mit  ihnen  wie  mit  den  Zeichen  der  algebraischen  Fun 
tionen  zu  operiren,  dass  man  gar  nicht  dazu  kam,  sich  die  Frage  vorzu- 
legen, durch  welche  Eigenschaften  denn  gerade  diese  vor  allen  andern 
Transcendenten  eine  solche  Bevorzugung  verdienten.  So  wurde  man  unbe- 
merkt dazu  gebracht,  dass  man  bald  nur  an  diese  speciellen  Functioni 
dachte,  wenn  man  von  analytisch  darstellbaren  und  den  Regeln  des  Cal- 
culs  unterworfenenen  Functionen  sprach,  bald,  wenn  mau  solche  Beschrän- 
kung als  unzulässig  erkannte,  die  Eigenschaften,  welche  man  an  jenen 
kennen  gelernt  hatte,  Unbewiesenermassen  auch  allgemeineren  zuschrieb. 
Bei  Ruffini  scheint  beides  ineinandergespielt  zu  haben;  diesen  Eindruck 
gewinnt    man    wenigstens   aus   seiner   Abhandlung')   über   die    allgemeinen 


fig. 

I 

m 


1)  Della  insoluliilitä  delle  eqnazioni  algebraiche  generali  di  grado  saperioi 
al  4",  qualuoque  metodo  si  adoperi,  algebraico  esse  siaai  o  trascendentale; 
memorie  deU'Iatituto  Nazionale  Italiano,  Classe  di  fisica  e  matematica,  t.  1  p.  II 
(Bologna  1806),  p.  433-460  (vom  22.  Nov.  1806). 

8)  Alcune  proprietä  generali  delle  funzioni;  memorie  della  «ooietik  Italii 
delle  scienie  t.  18,  p.  I  (Modona  1807),  p.  292-336  (v.  27.  Jnni  1806). 
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Eigenschaften  der  Functionen,  auf  welcher  jene  mit  dem  paradoxen  Titel 
beruht.  Auch  in  dieser  suchen  wir  vergebens  nach  einer  greifbaren  Defi- 
nition dessen,  was  Ruffini  unter  einer  Function,  speciell  unter  einer  ein- 
fachen Function  versteht.  Wir  finden  nur  die  beiläufige  Bemerkung 
(art.  l),  dass  eine  einfache  Function  durch  eine  einzige  Rechnungsoperation 
zu  Stande  komme;  als  Beispiele  werden  dazu: 


cos 


(j 


'),       log 


aufgeführt.  Es  folgen  lange  Ketten  von  Schltissen  und  Rechnungen, 
welchen  nun  freilich  mit  vieldeutigen  Functionen  ohne  Angabe  des  jedes- 
mal zu  wählenden  Wertes,  mit  Iteration  von  Operationen  zu  gebrochenem 
oder  gar  zu  irrationalem  Index,  mit  Bestimmung  von  Functionen  aus 
Functionalgleichnngen,  die  noch  unendlich  viele  andere  Lösungen  zulassen, 
und  ilhnlichen  Dbgen  in  so  scmpelloaer  Weise  nianipulirt  wird,  dass  man 
schon  nach  den  ersten  Sätzen  jede  Controlo  darüber  verliert,  in  welcher 
Weise  man  die  Voraussetzungen  hlltte  einschrtlnken  müssen,  wenn  die 
Schlüsse  zulUssig  sein  sollten.  Will  man  daher  von  dem  ganzen  Bau  über- 
haupt etwas  retten,  so  wird  nichts  übrig  bleiben,  als  diejenigen  Eigen- 
schaften, welche  Ruffini  aus  seiner  unbestimmten  Vorstellung  von  einer 
einfachen  Function  gefolgert  zu  haben  glaubt,  mit  in  die  Definition  aufzu- 
nehmen und  zu  sagen: 

Einfach  heisst  eine  Function  im  Sinne  Ruffini's  dann,  wenn  von 
ihren  zu  demselben  Werte  des  Arguments  gehörenden  Werten  jeder  eine 
rationale  Function  irgend  eines  unter  ihnen  ist,  und  wenn  femer  alle  diese 
rationalen  Operationen  sich  durch  Iteration  einer  einzigen  unter  ihnen  dar- 
stellen lassen. 

Sind  dann  f^  (x),  /",  (x),  f^  (x),  <p  (x,  y,  *)  einfache  Functionen,  so  heissen 

ft  ifi  («)X  /■»  (fi  ifi  W)).  <P  if>  W.  /»(A  fs  i.^))  'a-  8-  w.  zusammengesetzte 
Functionen,  und  stillschweigend  werden  nur  solche  Functionen  in  Be- 
tracht gezogen,  welche  in  dieser  Weise  aus  einfachen  sich  zusammensetzen 
lassen.')  Dass  durch  Functionen  dieser  Art  die  Auflösung  der  alge- 
braischen Gleichungen  höherer  Grade  nicht  geleistet  werden  kOnne,  das  ist 
der  eigentliche  Sinn,  den  man  jener  paradoxen  Behauptung  beizulegen  hat. 
Nun  ist   aber  mit   den  Mitteln   der  modernen  Functionentheorie  sofort  zu 


I 


1)  Die  „einfachen"  Functionen  würden  demoacb  in  der  Functionentheorie 
eine  Ehnlicho  Rolle  zu  spielen  haben,  wie  in  der  Algebra  die  Radicalc  mit  Prim- 
zahleiponenten.  (Von  Radicalen  mit  zusanunengesetzten  Exponenten  sagt  Ruffini, 
dass  sie  ebensowol  als  einfache,  wie  als  zusammengesetzte  Functionen  betrachtet 
werden  können.) 
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zeigen,   dass  jene  Eigenschaften   einer   einfachen  Function    von    allen 
scendenten  Functionen  nur  dem  Logarithmus  zukommen.     Ruftini's  Behau 
tnng    würde   also   schliesslich   darauf  zusammenschrumpfen,    dass    die    Auf- 
lösung der  höheren  Gleichungen  auch  mit  Hilfe  der  Logarithmen,  resp.  der 
Kreist'unctionen  nicht  möglich  ist;  womit  es  denn  allerdings  seine  Richtig- 
keit hat. 

Übrigens  ist  ersichtlich,  dass  eine  Fortbildung  dieser  Gedanken  Rnßini's 
zu  Anschauungen  Uhnlicher  Art  wie   diejenigen    führen  würde,    welche  vor 
einigen  Jahren  Herr  Rausenberger  seineu   functionentheoretischen  Arbeit 
zu  Grunde  legen  zu  müssen  glaubte. 

Was  Ruffini's   eigenen   Beweis  seiner  Behauptung   angeht,    so  ist 
Gedankengang  desselben  etwa  der  folgende: 

Sei  P  (nr.  1)  eine  Function  der  C'oefficienten  der  vorgelegten  Glei- 
chung, y  =  if»  ("P)  eine  „einfache  Function"  von  P,  tl)',  ^'\  ^"'  .  .  .  die  ver- 
schiedenen Werte  derselben ,  P  =  TI  {y)  ihre  Umkehrung.  In  P  und  // 
führe  man  statt  der  C'oefficienten  die  Wurzeln  .r  ein.  Esistirt  dann  (nr.  2"i 
eine  Anzahl  von  Permutationen  der  x,  welche  denselben  Wert  P,  aber  ver- 
schiedene Werte  von  y  liefern,  so  sind  alle  diese  unter  den  i/;',  ^" 
enthalten.  Seien  nun  (nr.  3,  I)  y\ij"  ■■  .ij^  die  5  Weile  von  »/,  welcl 
durch  Wiederholung  einer  cyclischen  Permutation  von  fünf  der  x  ans  ein- 
ander hervorgehen,  und  sei  y"  =  f(i/),  so  folgt,  dass  /"*(»')  =  i/',  d.  h. 
dass  die  fünfte  Iteration  der  Operation  /'  sich  auf  die  Identität  reducirl 
Bleibt  femer  (nr.  .3,  11)  die  Function  P  noch  bei  einer  andern  cycliscli 
Vertauschung  von  ;;  der  x  ungeändert,  während  y  dabei  in  j/*"^  =  'f  («/' j 
übergeht,  so  folgt  ebenso,  dass  W  {y)  =  y  sein  muss.  Es  werde  nun  an- 
genommen (nr.  4),  dass  P  sowol  bei  der  erwähnten  cyclischen  Permutation 
von  fünf  Wurzeln  x,  als  auch  noch  bei  irgend  einer  andern  cyclischen 
Permutation  von  zweien,  dreien  oder  vieren  derselben  ungeändert  bleibt, 
und  dass  y  bei  der  ersten  seinen  Wert  ändert:  dann  folgt,  dass  es  ihn 
bei  der  zweiten  beibehalten  muss.  Denn  sei  erstens  '/<"'  gleich  einem  das^y 
fünf  ersten  Werte  y\  y"  .  . .  y< ''',  etwa  =  ff  (//),  so  folgt  aus  V^'  (y)  =  j^H 
dass  fP"(y)  =  y  sein  muss,  j/^"*  =  y.  Ist  aber  zweitens  y<">  von  allen 
jenen  fünf  Werten  verschieden,  so  setze  man  /"(t/"')  =  f^  (?/)  =  F  (y 
dann  wird  y  in  F {y)  übergeführt,  durch  eine  cyclische  Yertauschung  vi 
fünf  Wurzeln  ar,  sodass,  wie  im  ersten  Fall  F^  (y)  =  y  und  vermöge  der 
Vertauschbarkeit')  von  /'  und  V:  /'*  ip''  (i))  ^  »/,  also  auch  'F*  (y)  =  y  und 
damit  ^P  {>/)  =  y  folgt,  der  Voraussetzung  zuwider.  Nr.  5  enthält  den 
analogen  iind   analog    bewiesenen   Salz   für   zwei    cyclische    Permutationen 
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1)  In  dieser  Vertanschbarkeit  liegt  der  Kern  des  Beweiies. 


von  drei  und  von  vier  Wurzeln  .r  und  die  Bemerkung,  dass  hier  Special - 
ftllle  eines  allgemeinen  Gesetzes  vorlälgen.  Nr.  7  bringt  nach  diesen  Vor- 
bereitungen die  entscheidende  Behauptung,  dass  y  bei  jeder  cjclisi-ben 
Permutation  von  ftlnf  Wurzeln  unveränderlich  bleiben  müsse,  wenn  V  ein- 
oder  zweiwertig  sei.  Denn  würde  es  seinen  Wert  bei  einer  solchen  Per- 
mutation ändern,  so  mtisste  es  ihn  nach  nr.  4  bei  jeder  cyclischen  Permu- 
tation  von  drei  Wurzeln  behalten.  Andrerseits  kann  aber  jede  cyclische  Permu- 
tation von  fünf  Wurzeln  aus  solchen  von  jedesmal  drei  Wurzeln  zusammen- 
gesetzt werden,  sodass  man  auf  einen  Widerspruch  geführt  wird.  Damit 
kann  nun  in  nr.  9  der  UnauflOsiiarkeitsbeweis  abgeschlossen  werden,  indem 
gezeigt  wird,  dass  fortgesetzte  Oberein  anderhilufung  der  Zeichen  „einfacher 
Functionen"  niemals  von  den  Coefficienten  der  Gleichung  zu  solchen  Func- 
tionen führen  kann,  welche  bei  cyclischer  Vertauachung  von  ftlnf  Wurzeln 
ihren  Wert  ändern,  wie  dies  doch  für  die  Wurzeln  selbst  der  Fall  ist. 

15.  Koffini's  Abhandlung  von  1813.  Eine  fUnfte  und  letzte  lie- 
daction  seines  Unauflusbarkeitsbeweises  hat  Ruffini  als  besondere  Schrift 
erscheinen  lassen. 'j  In  der  Einleitung  derselben  recapitulirt  er  eine  Reihe 
meist  Lagrange  "scher  Satze  aus  der  Gleichungstheorie;  dieselben  werden 
in  Noten  am  Schlüsse  des  Werkes  ausführlich  erläutert:  Erwähnenswert 
dürfte  aus  den  letzteren  vielleicht  sein,  dass  Ruffini  auch  hier  den  Unter- 
schied zwischen  „formeller"  und  „numerischer"  Gleichheit  zweier  Werte 
einer  Function  ausdrücklich^ hervorhebt  (Nota.  4,  p.  122),  sowie  die  That- 
sache,  dass  die  Substitutionen,  welche  den  numerischen  Wert  einer  Function 
nicht  ändern,  keine  Gruppe  zu  bilden  brauchen  (Nota  5,  p.  123).  Der 
erste  Teil  der  Abhandlung  enthält  dann  den  Beweis  der  algebraischen 
Unauflösbarkeit  in  derjenigen  Form,  welche  sich  aus  dem  oben  (nr.  14) 
reproducirten  Beweis  der  „transcendenten"  ergibt,  wenn  man  überall  nur 
von  algebraischen  Functionen,  bezw.  von  Radicalen  redet.  Die  wesentlichen 
Schritte  werden  dabei  folgende: 

(nr.  1)  Seien  y,  /'  zwei  Functionen  der  Wurzeln  x  der  vorgelegten 
Gleichung,  und  sei  »/''  =  P;  I'  bleibe  bei  einer  cyclischen  Vertauschung 
(12345)  von  fünf  Wurzeln  x  ungeändert,  ein  Wert  y  yon  y  gehe  bei  wieder- 
holter Anwendung  derselben  Vertauschung  der  Reihe  nach  in  y",  y'",  y'^, 
II*'  über. 

(nr.  2)  Dann  muss  y"  =  ßy\  y'"=ß*y\  y'*'  =  ß'^y,  1/^  =  ß^y  sein 
und  ß  muss  eine  fünfte  Einheitsworzel  sein. 


1)  Rifleggioni  intorno  alla   Roluzione    delte   equazioni   algebraiche   generali. 
OpuBcolo  del.  cav.  dott.  P.  Ruffini  etc.     Modena  1813.    VIII,  140  pp.  4". 
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(nr.  3)  Bleibt  P  ausserdem  noch  bei  einer  cjclischen  Permutation  (1231 
von    dreien   aus  jenen    fünf  Wurzeln   x  ungettndert,   so    muss    »/'    bei   de 
selben  in  yy  Übergeben  und  y  muss  eine  dritte  Einheitswurzel  sein. 

(nr.  4)  Beide  cyclischen  Permutationen  nach  einander  ausgefllhrt,  geben 
wieder  eine  cyclische  Permutation  (13452)  von  fünf  Wurzeln;  daraus  folj 
ß^y^  =  1.     Das  ist  aber  nur  möglich,  wenu  y  selbst  gleich   1    ist;    d.  h. 
kann   sich   bei   keiner   der   cyclischen   Permutationen   (123),   (234),  (345\ 
(451),  (512)  lindem. 

(nr.  5)  Also  kann  es  sich  auch  nicht  bei  der  zuerst  voraiisgesetet«i^i 
cyclischen  Permutation  von  fünf  Dachstaben  ändern;  denn  diese  l&sst  si^^^ 
ans  jenen  zusammensetzen. 

(nr.  6)  Also  kann  man  durch  Wurv.elausziehung  nicht  über  die  zwei^_ 
wertigen  Functionen  hinausgelangen.  ^| 

Es    braucht  wol  kaum  noch    ausdrücklich    hervorgehoben    zn  Verden, 
dass  diese  Fassung  des  rnauflösbarkeitsbeweises  sich  in  allen   wesentlichen 
Punkten    mit    derjenigen    deckt,    welche    als    ,,Wantzel'sche     Modifi-_ 
cation   des   Abel'schen   Beweises"   in   den   Lehrbüchern    mitgeteilt 
werden  pflegt. 

Über  die  Frage,  wie  es  mit  den    accessorischen  Irrationalitäten  steh 
täuscht  sich   Ruffini    diesmal    (nota  9,  p.  134)    mit    den    Worten    hinweg: 
„wenn  aus  dem  Ausdruck  für  x^'^  nach  Einsetzung  der  Ausdrücke  der  Coeffi- 
cienten   durch   die  Wurzeln    und    gehöriger   Reduction    nicht   alle    Radicale 
verschwänden,  so  würde  ein  rationaler  Ausdruck,  nämlich  x'^"-',  einem  irra-^ 
tionalen  gleich  sein  müssen,  was  absurd  ist." 

Die   folgenden  Capitel    enthalten    eine   ausführliche  Theorie    der   Glet 
chungen  dritten  und  vierten  Grades,  mit  der  Absicht,   zu  zeigen,    wesba 
auf  diese  die  Schlüsse  keine  Anwendung  finden,  welche  die  Unauflösbarkeil 
der  höheren  Gleichungen  beweisen.     Bemerkenswert  ist  hier  nur  allenfalls 
die  Art,  wie  Ruffini  die  Unvermeidlichkeit  des   casus   irredncibilis    bo'^B 
grtlndet:  in  dem  allgemeinen  Ausdnick  für  die  Lösungen  dieser  Gleichungen^^ 
müssten  die   compleseu   dritten  Einheitswurzeln   notwendig   auftreten,   und 
eben  deswegen  müssten  die  Radicanden  notwendig  complex  sein,  wenn  die 
Wurzeln  der  Gleichung  reell  werden  sollen. 

Der  zweite  Teil  der  Schrift  wiederholt  den  Beweis  der  Unmöglichkeit 
transcendenter  Aullösung  aus  den  beiden  hier  unter  nr.  14  besprochenen 
Abhandlungen  in  meist  wörtlichem  Abdruck.') 
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1)  Von  Rnffini's   späteren  Veröffentlichungen    stehen  die   beiden   folgende 
mit  onserem  Gegenstande  noch  in  eioigem  Zasammenbang: 

Alcune  proprietik  delle   radici    dcll'unitä;   memorie   deU'imp.    r.  iatituto    de 


16.  Besumö.  Es  bleibt  noch  übrig,  dass  wir  aus  dem  Inhalt  der 
verschiedenen  im  vorhergehenden  analjsirten  Schriften  Ituffini's  ein  Gesamt- 
bild seiner  Leistungen  auf  dem  betrachteten  Gebiete  zusammenzufügen  ver- 
suchen. Sicherlich  sind  dieselben  nicht  frei  von  schweren  MUngeln.  Dass 
wir  an  seinen  Definitionen  häufig  Klarheit  und  Praecision,  an  seinen  Be- 
weisen Schärfe  und  Überzeugungskraft  vermissen  —  das  ist  nun  freilich 
ein  Gebrechen,  von  dem  auch  die  bedeutendsten  Mathematiker  seiner  Zeit 
nicht  frei  sind  und  das  man  deshalb  ihm  pers<)nlich  nicht  allzuhoch  wird 
anrechnen  dürfen.  Dieser  Maugel  aliein  hätte  auch  seine  Zeitgenossen  wol 
kaum  abgehalten,  seinen  Arbeiten  die  verdiente  Anerkennung  zu  zollen; 
und  wenn  das  nicht  in  ausreichendem  Masse  geschehen  ist,  so  müssen  noch 
anderere  Gründe  massgebend  gewesen  sein.  Dahin  ist  vor  allem  seine  Dar- 
stellungsweise zu  rechnen,  die  dem  VerstUndnisse  in  der  That  nicht  geringe 
Schwierigkeiten  entgegensetzt.  Noch  grösser  müssen  dieselben  zu  einer 
Zeit  gewesen  sein,  in  welcher  ein  grosser  Teil  der  benutzten  Begriffe 
den  Lesern  völlig  fremd  und  ungewohnt  war  —  davon  geben  Malfatti's 
Einwendungen  genügend  Zeugnis.  Diese  neuen  Begriffe  aber  durch  ein 
geeignetes  System  von  Kun«tausdrUcken  und  Bezeichnungen  zum  Gebrauche 
bandlich  zu  machen  hat  er  nicht  verstanden,  vielleicht  auch  nicht  gesucht. 
So  vrird  er  zu  langathmigen  Umschreibungen  genötigt  und  muss  oft  erst 
durch   eine  Reihe  von  Beispielen  dem  Leser  Gelegenheit  geben,   sich   den 


regno  Lombardo-Veneto  vol.  lil,  anni  1816/17  (Milane  1824.  p.  67—84),  vom 
7.  März  1816. 

(Ectbült  hauptsächlich  Formeln  zar  Llerechnung  der  symmetrischen  Func- 
tionen der  EinheitawurzelD.) 

lutoriio  al  metodo  generale  propoato  dal  Sig.  Hoüd^  Wronski,  oude  riaolvere 
1e  cquaziosi  di  tutti  i  gradi;  momorie  della  societii  italiana  delle  scicnze,  t.  18. 
parte  contenente  le  mcmorie  di  matematica  (Uodena  1820)  p.  66  —  68  (vom 
SO.  März  1816). 

(Uoenä-Wronski's  angebliche  Lösung  beruhte,  wie  Ruffloi  ansfCihrlich  darlegt, 
auf  der  falschen  Voraussetzung,  dass  es  mOglich  sei,  die  Wurzel  x  einer  allge 
meinen  Gleichung  n**"  Grades  durch  die  Wurzeln  £,  ,  ^^  ■  •  £„  _  j  einer  Hilfaglei 
cbung  (n—  1)^'^  Qradea  in  der  Form  aaszudrücken: 


v^«.  + /«.  +  ••• +  n--»-) 
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Ein  in  den  Jahren  1807/8   von  Ruffini  fflr   seine  Artillcrieschüler  verfasstes 
Elementarlehrbnch  (Algebra  e  suo  appendice)  habe  ich  nicht  gesehen. 

Worauf  sich  die  in  Äbel's  oeuvres  complMes  6d.  Sylow  et  Lie  t.  II.  p.  293 
ans  dem  Bull,  des  annonces  von  F^ruseac  citirte  Stelle:  „dans  les  mt^m,  de  l'inst. 
imp.  de  Milan,  t.  1,  uu  autre  auteur  fait  voir  etc."  bezieht,  habe  ich  nicht 
eniiren  kOnncn;  der  betr.  Band  enthält  an  bieher  gehörigem  nur  eine  (unbedeu- 
tende) Abhandlung  von  Aut.  Caccianiuo,  welcher  im  Gegenteil  Buffini  zustimmt. 
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Hinn  ein««  .Satzes  zu  abstrahireo,  den  praecis  und  Tentiüidlich  zu  foniia- 
liren  ihm  selbst  nicht  gelangen  ist  Ähnlich  verhUt  es  sich  mach  mit  der 
Darstellung  seiner  Beweise:  ihren  ktlnstlichen  Bau  begiiuit  er  meist  aa 
einem  beliebigen  Ende  und  ffihrt  ihn  ein  Stflck  weit  in  die  HShe,  am  dann 
abzuspringen,  an  einem  g^anz  andern  Ende  za  beginnen,  wieder  ein  Stflck 
zu  fSrdem,  von  neuem  za  wechseln,  bis  er  schliesslich  alle  Stützen  bei- 
sammen hat,  nm  das  Werk  mit  einer  fein  zoge^itzten  dedacüo  ad  ab- 
surdum krSnen  zu  kSnnen.  Dazwischen  iSsst  er  den  Fortgang  des  Baues 
auch  wol  einmal  fttr  längere  Zeit  g&nzlich  ruhen,  um  sich  mittlerweile 
erst  mit  Einwendungen  hemmzoschlagen,  die  ihm  das  bereits  Tollendet 
geglaubte  wieder  zu  unterminiren  drohen. 

Bei  einzelnen  Fragen  ist  es  flberhaapt  nicht  möglich,  Aber  seine  Auf- 
fassung ins  klare  zu  kommen,  indem  seine  Äusserungen  aus  verschiedenen 
Zeiten    zu    sehr  von    einander    abweichen.     (Dieselbe   Unbeständigkeit    der 
wissenschaftlichen    Überzeugung    soll    übrigens    auch    seiner    medicinischen 
Tbätigkeit  angehaftet  haben;  so  wird  z.  B.  berichtet,  er  habe   seinen  Zu- 
bShem    Aber   die    Natur   des    Typhuscontagiums  jedes    Jahr    eine    andere 
Theorie  vorgetragen.)     Es  gilt  dies  insbesondere  auch  von  der  Frage,   in 
wie  fem  man  berechtigt  ist,  sich  bei  Untersuchungen  Aber  die  AoflSsnng 
algebraischer  Gleichungen  auf  die  Betrachtung  rationaler  Functionen   der 
Wurzeln  zu  beschränken.     In  seinen    ersten   Veröffentlichungen    drückt  er 
»ich  so  aus,   dass  man   annehmen   mnss,   er  habe  überhaupt   grappentheo- 
retische  Sätze  mit  derselben  Leichtigkeit  auf  irrationade  wie  auf  rationale 
Functionen   der   Wurzeln    anwenden   zu  können   geglaubt.     Später   scheint 
ihm   dies   doch    bedenklich    vorgekommen   zu    sein;    in    dem    zweiten    Teil, 
welcher  der  Erwiderung  auf  Malfatti's  Einwürfe  angehängt  ist,  lässt  er  sieh 
über  die  Frage  auf  längere  Erörterungen  ein,  denen  man  zwar  keineswegs 
strenge    Beweiskraft    wird    zuschreiben    können,    die    aber    doch    vielleicht 
neueren,   im   Galois'schen   Ideenkreis    erwachsenen   Anschauungen   nicht  so 
.sehr  fenie   stehen.     In  seiner  letzten  Schrift  endlich   täuscht  er   sich  über 
die  ganze  Schwierigkeit  mit  einem  —  man  kann  wol  sagen  Taschenspieler- 
kunstütUck  hinweg. 

Aber  alle  diese  Mängel  dürfen  uns  nicht  blind  gegen  die  Thatsache 
machen,  dass  in  Buffini's  Schriften  die  Algebra  doch  in  einer  ganzen  Reibe 
von  Punkten  wesentlich  gefördert  worden  ist.  Er  hat  zuerst  das  von 
Waring,  Vandermonde  und  Lagrange  ihren  Nachfolgern  gestellte  Problem 
einer  systematischen  Untersuchung  der  Permutationen,  bei  welchen  rationale 
Functionen  von  «  Grössen  ihren  Wert  ändern  oder  nicht  ändern,  energisch 
in  Angriff  genommen  und  wenigstens  für  n  ==  5  zu  einem  gewissen  Ab- 
Bchli  Namentlich  hat  er  bereits  den  wichtigen  Satz  vollständig 
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bewiesen,  dass  keine  drei-  oder  vierwertigen  Functionen  von  fünf  oder 
mehr  Grössen  existiren  können.  Er  bat  zuerst  den  fundamentalen  Begriff 
einer  Gruppe  von  Operationen  in  seinem  speciellen  üntersuchnngsgebiet 
zur  Geltung  gebracht  und  die  hauptsilchliuhsten  Arten  von  Grup|ien  ffir 
dieses  Gebiet  zu  unterscheiden  gelehrt.  Er  bat  den  Beweis  des  Satzes, 
dass  bei  Benutzung  nur  solcher  Functionen,  welche  sich  rational  darch  die 
Wurzeln  ausdrücken  lassen,  die  Autlösung  der  höheren  Gleichungen  dureh 
Kadicale  nicht  möglich  sei  —  diesen  Beweis  hat  er  nicht  nur  zuerst  durch- 
geführt, sondern  ihn  auch  nach  verschiedenen  Umarbeitungen  auf  die  ein- 
fache Form  gebracht,  welche  Wantzel  zugeschrieben  zu  werden  pflegt.  Er 
hat  endlich  den  Zusammenhang  erkannt,  in  welchem  die  Keducibilitllt  einer 
Gleichung  mit  der  Intraiisitivität  ihrer  Gruppe,  die  Auflösbarkeit  einer 
Gleichung  durch  Hilfsgleichungen  niedrigerer  Grade  mit  der  Impriniitivitilt 
ihrer  Gruppe  steht. 

Ob  wir  auf  ilnffini's  Inspiration  auch  den  wesentlichen  Inhalt  der 
Arbeit  seLues  Freundes  Abbati,  welche  ebenfalls  zwei  grundlegende  Siltzo 
dieses  Teils  der  Algebra  zum  ersten  Mal  voUstilndig  beweist,  zurückzu- 
führen, oder  ob  wir  diesen  jetzt  fast  vergessenen  Manu  neben  Ruftiui  als 
einen  der  Begründer  der  Gruppeittheorie  zu  nennen  haben,  das  wird  sich 
jetzt  wol  nicht  mehr  feststellen  lassen.  Dagegen  dürfen  wir  an  einer  andern 
Frage  nicht  vorübergehen,  die  wol  mancher  Leser  sich  schon  aufgeworfen 
haben  wird:  was  bleibt,  weun  diese  Darstellung  richtig  ist,  noch  übrig  von 
den  gnippentheoretischen  Verdiensten  Cauchy's,  dem  man  den  grössten 
TeU  der  erwähnten  Sätze  zuzuschreiben  gewohnt  ist?  Sicherlich  ein  bedeu- 
tender Teil:  Cauchy  hat  nicht  nur  den  von  Rutüni  überkommenen  einzelnen 
Sätzen  eine  grosse  Anzahl  neuer  hinzugefügt  und  das  Ganze  in  systema- 
tischer Darstellung  zugänglich  gemacht,  sondern  auch  in  Terminologie  und 
Bezeichnungsweise  erst  das  Handwerkszeug  geschaffen,  dessen  dieser  neue 
Zweig  der  Mathematik  zu  seiner  Weiterentwickelung  bedurfte  und  das 
Buffini  ihm  nicht  in  die  Wiege  gelegt  hatte.  Aber  die  wenigen  Worte, 
mit  welchen  Cauchj  in  seiner  ersten  einschlägigen  Veröffentlichung')  seines 
Vorgängers  gedenkt,  unbestimmt  und  deutbar  wie  sie  sind,  sind  allgemein 
in  einer  Weise  verstanden  worden,  welche  Ruffini's  Leistungen  mehr  zu 
verdunkeln,  als  ins  Licht  zu  setzen  beigetragen  hat,  und  Cauchy  hat  dieser 
für  Ruffini's  Würdigung  verhängnisvollen  Auslegung  seiner  Worte  nicht 
widersprochen. 

1)  Journal  de  l'öcole  polytechnique  Cah.  17  (1815)  p.  1  und  8.  Die  spätere 
auüfiiürlidiere  Darstellnng  (exercices  d'analyse  et  de  pbyaique  math<lmatique  (t.  III 
p.  151—262;  1844)  enthält  überhaupt  keine  Citate). 
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